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ЦЕНТРАЛЬНА ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА ТА ЗАКОН
ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМУ ДЛЯ РЕКОРДIВ У F𝛼 СХЕМI

У статтi вивчається асимптотична поведiнка кiлькостi рекордiв у так званiй 𝐹𝛼-
схемi, яка узагальнює класичну постановку для незалежних однаково розподiлених
випадкових величин. Знайденi умови за яких асимптотичнi теореми можна записати
через накопичену iнтенсивнiсть. Показано структуру точної асимптотики. Розглянуто
приклади, що пiдтверджують оптимальнiсть результатiв.

Ключовi слова: незалежнi випадковi величини, 𝐹𝛼-схема, рекорди, кiлькiсть рекор-
дiв, центральна гранична теорема, закон повторного логарифму.

1. Вступ. Розглянемо послiдовнiсть {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1} незалежних випадкових вели-
чин, функцiї розподiлу яких є неперервними. Тодi подiї типу {𝑋𝑖 = 𝑋𝑗} мають
ймовiрнiсть 0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗. Нехай 𝐿(1) = 1. Для 𝑛 ≥ 2 означимо рекурентно
випадковi величини

𝐿(𝑛) = inf{𝑘 > 𝐿(𝑛− 1) : 𝑋𝑘 > 𝑋𝐿(𝑛−1)}

вважаючи, що inf ∅ := +∞. Члени послiдовностi 𝐿 = {𝐿(𝑛), 𝑛 ≥ 1} називаються
моментами рекордiв, побудованими за {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1}. Означимо послiдовнiсть
випадкових величин 𝜇 = {𝜇(𝑛), 𝑛 ≥ 1}, задану спiввiдношенням

𝜇(𝑛) = #{𝑘 ≥ 1 : 𝐿(𝑘) ≤ 𝑛}, 𝑛 ≥ 1. (1)

Видно, що 𝜇(𝑛) – це кiлькiсть рекордiв, що трапились до моменту 𝑛 включно.
В роботi [10] вперше було розглянуто так звану 𝐹𝛼-схему, яка будується за

заданої функцiї розподiлу 𝐹 та послiдовностi додатних чисел {𝛼𝑘}. Зрозумiло,
що (𝐹 )𝛼𝑛 є функцiєю розподiлу для кожного 𝑛 ≥ 1. Сукупнiсть незалежних
величин {𝑋𝑛} називається 𝐹𝛼-схемою, якщо P(𝑋𝑛 < 𝑥) = (𝐹 (𝑥))𝛼𝑛 . Якщо всi
𝛼𝑛 є рiвними мiж собою, то 𝐹𝛼-схема – це сукупнiсть незалежних однаково
розподiлених випадкових величин. Якщо ж не всi 𝛼𝑛 є рiвними мiж собою, то
𝐹𝛼-схема – це узагальнення класичного випадку.

При вивченнi 𝐹𝛼-схеми корисними є iндикаторнi випадковi величини

𝐼𝑘 =

{︃
1, якщо 𝑋𝑘 є рекордом,

0, у iншому випадку.

У роботi [7] доведено, що {𝐼𝑘, 𝑘 ≥ 1} є незалежними випадковими величинами
(див. також [1]), що дозволить застосовувати класичнi граничнi теореми.
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16 О. В. КОЛЕСНIК

Також вiдомi ймовiрностi, що рекорд вiдбувся. Вони мають значення

P(𝐼𝑘 = 1) = 𝑝𝑘 =
𝛼𝑘

𝐴𝑘

= 1− 𝐴𝑘−1

𝐴𝑘

, (2)

де 𝐴0 = 0, 𝐴1 = 𝛼1, 𝐴𝑘 = 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑘, 𝑘 ≥ 2. 𝐴𝑛 називається накопиченою
iнтенсивнiстю до моменту 𝑛. Саме через неї часто можна виразити необхiднi
асимптотики, або й зовсiм, задавати схему через поведiнку або формулу 𝐴𝑛.

Оскiльки 𝐼𝑘 – випадкова величина Бернуллi, то

E𝐼𝑘 = 𝑝𝑘, D𝐼𝑘 = 𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘).

Звiдси, згiдно з (1), випливає

𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐼𝑘, E𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝𝑘, D𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘). (3)

Зауваження 1. Якщо E𝜇(𝑛) – обмежене, то за лемою Бореля-Кантеллi
для подiй {𝐼𝑘 = 1} будемо мати майже напевно скiнчену кiлькiсть рекордiв,
i тодi не зможемо говорити про асимптотики. Тому надалi E𝜇(𝑛) → ∞.
Окрiм того, найбiльше iнтересу має випадок, коли 𝑝𝑛 → 0. Саме вiн надалi
буде розглядатися, хоча деякi результати цiєї умови не вимагатимуть.

2. Асимптотики E𝜇(𝑛) та D𝜇(𝑛).

Лема 1. Нехай 1 ≤ 𝑠 < 𝑛. Тодi:

ln
𝐴𝑛

𝐴𝑠

=
∞∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚

Доведення. Скориставшись рiвностями (2) та рядом Меркатора для лога-
рифма отримуємо

ln
𝐴𝑛

𝐴𝑠

= ln
𝑛∏︁

𝑘=𝑠+1

𝐴𝑘

𝐴𝑘−1

= ln
𝑛∏︁

𝑘=𝑠+1

1

1− 𝑝𝑘
=

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

− ln(1− 𝑝𝑘) =

=
𝑛∑︁

𝑘=𝑠+1

∞∑︁
𝑚=1

(𝑝𝑘)
𝑚

𝑚
= |всi члени ряду додатнi| =

∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚

Лема 2. Нехай 𝑡 ≥ 0, 1 ≤ 𝑠 < 𝑛. Тодi

(︂
0∑︀

𝑚=1

:= 0

)︂
:

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 < ln

𝐴𝑛

𝐴𝑠

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 <

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1

1− 𝑝𝑘
.

Доведення. Iз леми (1) випливає рiвнiсть

ln
𝐴𝑛

𝐴𝑠

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 =

∞∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚.
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Тодi нижня оцiнка є просто першим доданком суми праворуч.

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 =

𝑡+1∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 <

∞∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚

А верхня є замiною знаменника на мiнiмальний за 𝑚 та сумуванням прогресiї.
∞∑︁

𝑚=𝑡+1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 <

∞∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 =

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1

1− 𝑝𝑘

Лема 3. Нехай 𝑝𝑛 → 0,E𝜇(𝑛) → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

D𝜇(𝑛) ∼ E𝜇(𝑛).

Доведення. Для 𝑠 < 𝑘 ≤ 𝑛 маємо оцiнки вiдношення сум (𝑝𝑘)
2 до сум 𝑝𝑘:

0 <

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
2

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘

≤
sup

𝑠<𝑘≤𝑛
𝑝𝑘

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘

≤ sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘;

0 ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
2

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘

≤ lim sup
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
2

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘

≤ sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘;

0 ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2 −

𝑠∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)−
𝑠∑︀

𝑘=1

𝑝𝑘

≤ lim sup
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2 −

𝑠∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)−
𝑠∑︀

𝑘=1

𝑝𝑘

≤ sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘.

Подiлимо чисельник i знаменник на E𝜇(𝑛), обрахуємо частково границi за 𝑛,
де це можливо, у доданках пiд нижньою та верхньою границями. Оскiльки
E𝜇(𝑛) → ∞, ми позбавились суми з межею 𝑠. Оцiнкою для будь-якого 𝑠 буде

0 ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)
≤ lim sup

𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)
≤ sup

𝑠<𝑘
𝑝𝑘.

За означенням верхньої границi, та враховуючи 𝑝𝑘 → 0, отримуємо при 𝑠→ ∞

0 ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)
≤ lim sup

𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)
≤ lim sup

𝑘→∞
𝑝𝑘 = lim

𝑘→∞
𝑝𝑘 = 0.

Тому вiдношення має нульову границю. Згiдно з рiвностями (3) отримаємо

D𝜇(𝑛)
E𝜇(𝑛)

=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘)

E𝜇(𝑛)
= 1−

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)
→ 1, 𝑛→ ∞.
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18 О. В. КОЛЕСНIК

Теорема 1. Нехай 𝑡 ≥ 0, 𝑝𝑛 → 0, 𝑛→ ∞. Тодi:

Якщо
∞∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 <∞, то:

ln
𝐴𝑛

𝐴1

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 →

∞∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑚

∞∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 ∈ (0,∞), 𝑛→ ∞,

iнакше:

ln
𝐴𝑛

𝐴1

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 ∼ 1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑡+1, 𝑛→ ∞.

Доведення. З леми (2) для будь-якого 𝑠 ≥ 1 маємо нерiвностi

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 < ln

𝐴𝑛

𝐴𝑠

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 <

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1

1− 𝑝𝑘
.

Оскiльки 𝑝𝑛 → 0 оцiнивши верхню суму замiнивши знаменник на мiнiмальний,
подiбно до доведення леми (3) отримуємо

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 < ln

𝐴𝑛

𝐴𝑠

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 <

1

1− sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘
· 1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1.

Якщо
∞∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 <∞, то рiзниця логарифму та сум обмежена зверху границею

цього ряду на деяку константу, а враховуючи, що за лемою (1)

ln
𝐴𝑛

𝐴1

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 =

∞∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚,

то видно монотонне зростання послiдовностi за 𝑛. Отже, вона iснує та дорiв-
нює нескiнченiй сумi, при тому додатнiй, що доводить першу частину теореми.

Надалi
∞∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 → ∞. Подiливши, будемо мати

1 <

ln 𝐴𝑛

𝐴𝑠
−

𝑡∑︀
𝑚=1

1
𝑚

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚

1
𝑡+1

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)𝑡+1

<
1

1− sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘
;

1 <

ln 𝐴𝑛

𝐴1
−

𝑡∑︀
𝑚=1

1
𝑚

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 −

(︂
ln 𝐴𝑠

𝐴1
−

𝑡∑︀
𝑚=1

1
𝑚

𝑠∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚

)︂
1

𝑡+1

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)𝑡+1 −
(︂

1
𝑡+1

𝑠∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)𝑡+1

)︂ <
1

1− sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘
.
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Подiливши чисельник та знаменник на 1
𝑡+1

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑡+1 → ∞, розглянемо нижню

та верхню границi послiдовностi за 𝑛. Тодi, оскiльки вирази в дужках вiд 𝑛 не
залежать, вони зникнуть i будемо мати

1 ≤ lim inf
𝑛→∞

ln 𝐴𝑛

𝐴1
−

𝑡∑︀
𝑚=1

1
𝑚

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚

1
𝑡+1

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)𝑡+1

≤ lim sup
𝑛→∞

ln 𝐴𝑛

𝐴1
−

𝑡∑︀
𝑚=1

1
𝑚

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚

1
𝑡+1

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)𝑡+1

≤ 1

1− sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘

Тепер середня частина вiд 𝑠 не залежить, i в силу довiльностi 𝑠, коли 𝑠→ ∞

1

1− sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘
→ 1

1− lim sup
𝑘→∞

𝑝𝑘
=

1

1− lim
𝑘→∞

𝑝𝑘
= |𝑝𝑘 → 0| = 1.

Отже, маємо рiвнiсть нижньої та верхньої границь одиницi, тому

ln
𝐴𝑛

𝐴1

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 ∼ 1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑡+1, 𝑛→ ∞

Наслiдок 1. Нехай 𝑝𝑛 → 0, 𝐴𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

D𝜇(𝑛) ∼ E𝜇(𝑛) ∼ ln𝐴𝑛.

Доведення. Вiзьмемо у теоремi (1) 𝑡 = 0. Якби було
∞∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘 = E𝜇(𝑛) < ∞,

то за першою частиною теореми ln𝐴𝑛 → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, але це не так, тому маємо
виконання другої частини та еквiвалентнiсть

ln
𝐴𝑛

𝐴1

∼
𝑛∑︁

𝑘=2

𝑝𝑘 ⇒ E𝜇(𝑛) ∼ ln𝐴𝑛 i за лемою (3) ⇒ D𝜇(𝑛) ∼ E𝜇(𝑛) ∼ ln𝐴𝑛.

Наслiдок 2. Нехай 𝑝𝑛 → 0, 𝐴𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

Якщо
∞∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2 <∞, то:

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∈ (0,∞),

iнакше:

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) ∼ 1

2

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
2.

Доведення. Беремо у теоремi (1) 𝑡 = 1, помiтимо математичне сподiвання.
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20 О. В. КОЛЕСНIК

Оскiльки математичне сподiвання та дисперсiя приймають участь у грани-
чних теоремах, то природно виникає питання, коли можна їх замiнити на еквi-
валентностi, а коли доведеться уточнювати асимптотику. Окрiм того, маємо
на метi використовувати саме накопичену iнтенсивнiсть 𝐴𝑛 для асимптотичних
виразiв. Дисперсiя найчастiше стоїть у знаменнику, тому для неї достатньо еквi-
валентностi, то ж насправдi залишається з’ясовувати точну асимптотику для
математичного сподiвання.

Перед тим як перейти до граничних теорем, розглянемо декiлька прикладiв,
якi покажуть точнi асимптотики.

Приклад 1. Нехай 𝐴𝑛 = 1 + 𝜆 ln𝑛, 𝜆 > 0, тодi

𝑝𝑛 = 1− 1 + 𝜆 ln(𝑛− 1)

1 + 𝜆 ln𝑛
=

−𝜆 ln
(︀
1− 1

𝑛

)︀
1 + 𝜆 ln𝑛

=
𝜆

𝑛(1 + 𝜆 ln𝑛)
+𝑂

(︂
1

𝑛2 ln𝑛

)︂
.

Помiтимо, що ряд з 𝑝2𝑛 є збiжним. Тому за наслiдком (2) маємо

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∈ (0,∞).

Тут ln𝐴𝑛 = ln(1 + 𝜆 ln𝑛). Пiсля спрощень та об’єднання констант буде

ln ln𝑛− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Приклад 2. Нехай 𝐴𝑛 = 𝑛𝜏 , 𝜏 > 0, тодi

𝑝𝑛 = 1−
(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂𝜏

= 1−
(︂
1− 1

𝑛

)︂𝜏

=
𝜏

𝑛
+𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂
Знову, ряд з 𝑝2𝑛 є збiжним. Тому за наслiдком (2) маємо

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∈ (0,∞).

Тут ln𝐴𝑛 = 𝜏 ln𝑛. Пiсля спрощень та об’єднання констант буде

𝜏 ln𝑛− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Приклад 3. Нехай 𝐴𝑛 = 𝑒𝑛
𝛽
, 0 < 𝛽 < 1, тодi зробивши деякi технiчнi дiї

над рядами експоненти та бiномiальним рядом можна отримати

𝑝𝑛 =

[1/(1−𝛽)]∑︁
𝑠=1

(−1)𝑠−1𝛽𝑠

𝑠!

1

𝑛𝑠(1−𝛽)
+𝑂

(︂
1

𝑛([1/(1−𝛽)]+1)(1−𝛽)

)︂
У сумi саме такi доданки,що ряд з залишкових членiв збiгається.Помiтимо,
що ряд з 𝑝2𝑛 є збiжним при 0 < 𝛽 < 1/2 i за наслiдком (2) у термiнах ln𝐴𝑛

0 < 𝛽 < 1/2 : ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Якщо для 𝛽 ≥ 1/2 хочемо асимптотику збiжностi саме до константи,
доведеться окрiм суми перших степенiв вiднiмати наступнi до степенi 𝑡, поки

не отримаємо збiжний ряд, що вiдбудеться при 𝑡 =
[︁

1
1−𝛽

]︁
.
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Коли 1
1−𝛽

— цiле число, буде виникати логарифм з асимптотики гармонi-
чного ряду. А у промiжках присутнi степенi, якi теж можна точно оцiнити.
Без технiчних подробиць наведемо результати у термiнах ln𝐴𝑛:

𝛽 =
1

2
: ln𝐴𝑛 −

1

4
ln ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;

1

2
< 𝛽 <

2

3
: ln𝐴𝑛 −

1

2
· 𝛽2

2𝛽 − 1
· (ln𝐴𝑛)

2𝛽−1
𝛽 − E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;

𝛽 =
2

3
: ln𝐴𝑛 −

2

3

√︀
ln𝐴𝑛 +

2

27
ln ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Данi приклади можна об’єднувати i написати асимптотику для

𝐴𝑛 = 𝑒𝑛
𝛽

𝑛𝜏 (1 + 𝜆 ln𝑛), 0 ≤ 𝛽 < 1, 𝜏 ≥ 0, 𝜆 ≥ 0.

Результатом у найбiльш точнiй формi, який додатково стартує з однакового з

математичним сподiванням значенням, вважаючи, що 𝑛0−1
0

= ln𝑛,
1∑︀

𝑠=2

= 0, коли

таке виникає, буде

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

−
[1/(1−𝛽)]∑︁

𝑠=2

(−1)𝑠𝛽𝑠

𝑠!
· 𝑛

1−𝑠(1−𝛽) − 1

1− 𝑠(1− 𝛽)
− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑛→ ∞.

Тобто 𝜏, 𝜆 прихованi всерединi ln𝐴𝑛, окрiм того навiть при 𝛽 = 1 отримується
розумна асимптотика, але тодi це вже не випадок 𝑝𝑛 → 0. Правомiрною постає
гiпотеза щодо такого ж вигляду асимптотики для деякого коефiцiєнту 𝛽, який
можна було б означити, наприклад, як 𝛽 := lim

𝑛→∞
ln ln𝐴𝑛

ln𝑛
, але це питання ще по-

требує додаткових дослiджень, i скорiше за все занурення у теорiю монотонних
правильно змiнних функцiй. Надалi сформулюємо результати для граничних
теорем теорiї ймовiрностей, коли вiдсутня необхiднiсть у доданках iз суми та
визначеннi 𝛽.

3. Центральна гранична теорема. Покажемо спочатку доведення вiдо-
мого результату для справжнiх моментiв суми незалежних випадкових величин,
якими якраз є iндикатори рекордiв.

Теорема 2. Нехай D𝜇(𝑛) → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√︀
D𝜇(𝑛)

⇒ 𝑁(0, 1)

Доведення. З’ясуємо виконання ЦГТ для 𝜇(𝑛), перевiривши достатнi умови
у формi Ляпунова.

∃𝛿 > 0 : lim
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

E |𝐼𝑘 − 𝑝𝑘|2+𝛿

(︁√︀
D𝜇(𝑛)

)︁2+𝛿
= 0
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Вiзьмемо 𝛿 = 1.

𝑛∑︀
𝑘=1

E |𝐼𝑘 − 𝑝𝑘|3

(D𝜇(𝑛))3/2
=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝3𝑘(1− 𝑝𝑘) + (1− 𝑝𝑘)
3𝑝𝑘

(D𝜇(𝑛))3/2
=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘)(𝑝
2
𝑘 + (1− 𝑝𝑘)

2)

(D𝜇(𝑛))3/2
≤

≤

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘)

(D𝜇(𝑛))3/2
=

1√︀
D𝜇(𝑛)

→ 0, оскiльки D𝜇(𝑛) → ∞, 𝑛→ ∞.

Теорема 3. Нехай 𝑝𝑛 → 0, 𝐴𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝2𝑘 = 𝑜
(︁√︀

ln𝐴𝑛

)︁
⇕

𝜇(𝑛)− ln𝐴𝑛√
ln𝐴𝑛

⇒ 𝑁(0, 1)

Доведення. Iз загальних умов теореми та наслiдку (1) маємо

D𝜇(𝑛) ∼ E𝜇(𝑛) ∼ ln𝐴𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞.

Тому, iз теореми (2) виконується ЦГТ у виглядi

𝜉𝑛 :=
𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√︀

D𝜇(𝑛)
⇒ 𝜉 ∼ 𝑁(0, 1)

Враховуючи еквiвалентнiсть D𝜇(𝑛) ∼ ln𝐴𝑛, за теоремою Слуцького

𝜂𝑛 :=
𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√

ln𝐴𝑛

= 𝜉𝑛

√︀
D𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛

⇒ 𝜉 · 1 ∼ 𝑁(0, 1)

Достатнiсть. Згiдно наслiдку (2) пiсля спрощення констант

ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 або ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛) ∼
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝2𝑘

В будь-якому разi з умови теореми випливає∆𝑛 := (ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛)) /
√
ln𝐴𝑛 → 0,

звiдки за теоремою Слуцького

𝛽𝑛 :=
𝜇(𝑛)− ln𝐴𝑛√

ln𝐴𝑛

= 𝜂𝑛 −∆𝑛 ⇒ 𝜉 − 0 ∼ 𝑁(0, 1).

Необхiднiсть. Будемо доводити вiд супротивного. Нехай виконується ЦГТ у
виглядi 𝛽𝑛 ⇒ 𝑁(0, 1), але порушується перша умова, тобто

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝2𝑘 ̸= 𝑜
(︁√︀

ln𝐴𝑛

)︁
, звiдки необхiдно

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝2𝑘 → ∞.
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Оскiльки у цьому випадку, згiдно наслiдку (2) та з леми (2)

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) ∼ 1

2

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
2 та 1 + ln

𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) >
1

2

𝑛∑︁
𝑘=2

𝑝𝑘 > 0,

то порушення першої умови означає iснування додатної (можливо нескiнченої)
верхньої границi

𝐶 := lim sup
𝑛→∞

1 + ln 𝐴𝑛

𝐴1
− E𝜇(𝑛)

√
ln𝐴𝑛

= lim sup
𝑛→∞

∆𝑛 ∈ (0,∞]

Використаємо виконання ЦГТ у двох виглядах: 𝛽𝑛 ⇒ 𝑁(0, 1), 𝜂𝑛 ⇒ 𝑁(0, 1),
розглянувши їх на пiдпослiдовностi {𝑛𝑘, 𝑘 ≥ 1}, де lim

𝑘→∞
∆𝑛𝑘

= 𝐶. Враховуючи

𝛽𝑛𝑘
+∆𝑛𝑘

= 𝜂𝑛𝑘
, за теоремою Слуцького для 0 < 𝐶 <∞ отримаємо суперечнiсть

з рiзними граничними розподiлами

𝑁(0, 1) + 𝐶 ⇐ 𝛽𝑛𝑘
+∆𝑛𝑘

= 𝜂𝑛𝑘
⇒ 𝑁(0, 1).

Якщо 𝐶 = ∞, подiлимо рiвнiсть на ∆𝑛𝑘
i отримаємо суперечнiсть

1 ⇐ 𝛽𝑛𝑘

∆𝑛𝑘

+ 1 =
𝜂𝑛𝑘

∆𝑛𝑘

⇒ 0.

Слiд зауважити, що розглянутi ранiше приклади показують граничнi випад-
ки для виконання теореми. Оскiльки теорема є двосторонньою, то асимптотика
ln𝐴𝑛 замiсть математичного сподiвання вичерпується на таких випадках.

4. Закон повторного логарифму. Покажемо спочатку виконання ЗПЛ
для справжнiх моментiв. Знову маємо випадок незалежних випадкових вели-
чин.

Теорема 4. Нехай D𝜇(𝑛) → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

lim inf
𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√︀
D𝜇(𝑛) ln lnD𝜇(𝑛)

= −
√
2 м.н., lim sup

𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√︀
D𝜇(𝑛) ln lnD𝜇(𝑛)

=
√
2 м.н.

Доведення. З’ясуємо виконання ЗПЛ для 𝜇(𝑛), перевiривши умови теореми
Колмогорова для центрованих iндикаторiв 𝐼𝑘.

∃{𝑀𝑛 > 0, 𝑛 ≥ 1} :𝑀𝑛 = 𝑜

(︃√︃
D𝜇(𝑛)

ln lnD𝜇(𝑛)

)︃
, |𝐼𝑘 − 𝑝𝑘| ≤𝑀𝑛.

Вiзьмемо 𝑀𝑛 = 2. Оскiльки D𝜇(𝑛) → ∞, то всi умови явно виконуються.

Теорема 5. Нехай 𝑝𝑛 → 0, 𝐴𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝2𝑘 = 𝑜
(︁√︀

ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

)︁
⇕

lim inf
𝑛→∞

𝜇(𝑛)− ln𝐴𝑛√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

= −
√
2 м.н., lim sup

𝑛→∞

𝜇(𝑛)− ln𝐴𝑛√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

=
√
2 м.н.
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Доведення. Доведення достатностi, враховуючи знання асимптотики рi-
зницi ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛), є прямим переходом до часткових границь пiд верхнiми
та нижнiми границями, подiбно до доведення ЦГТ, навiть без використання
результатiв по типу теореми Слуцького. Тому наведемо вiд супротивного дове-
дення необхiдностi.

Нехай виконуються ЗПЛ для точних моментiв за теоремою (4) та з асим-
птотичними замiнами, але не виконується достатня умова. Тодi, будемо мати
твердження

lim inf
𝑛→∞

𝜇(𝑛)− ln𝐴𝑛√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

= −
√
2 м.н., lim sup

𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

=
√
2 м.н.

⇕

lim sup
𝑛→∞

ln𝐴𝑛 − 𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

= −
√
2 м.н., lim sup

𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

=
√
2 м.н.

I через порушення умови теореми маємо суперечнiсть

(0,∞] ∋ lim sup
𝑛→∞

ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

= lim sup
𝑛→∞

(︂
ln𝐴𝑛 − 𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

+
𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

)︂
≤

≤ lim sup
𝑛→∞

ln𝐴𝑛 − 𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

+ lim sup
𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

= −
√
2 +

√
2 = 0 м.н.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У статтi наве-
дено загальнi оцiнки на точну асимптотику математичного сподiвання рекордiв
у 𝐹𝛼-схемi та критерiй, коли асимптотика виражається максимально просто
через накопичену iнтенсивнiсть у ЦГТ i ЗПЛ.

Iз розглянутих прикладiв видно, що можна означити деякий клас монотон-
них функцiй, для яких можна знайти параметри для подальшого вдосконалення
результатiв, що й буде дослiджуватися надалi.

Iншим напрямком може бути дослiдження випадку 𝑝𝑛 → 𝑝 > 0, але з по-
переднiх дослiджень ефекти випадку 𝑝𝑛 → 0 знову будуть мати вирiшальний
вплив, просто навколо точки 𝑝 > 0.
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