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НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН НЕСТИСЛИВОГО
ПIВПРОСТОРУ З ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ ТА

ЗАХИСНИМ ПОКРИТТЯМ ПРИ ДIЇ РУХОМОГО
НАВАНТАЖЕННЯ

В роботi з використанням комплексних потенцiалiв в загальнiй формi для нести-
сливих пружних тiл дана постановка i приведений розв’язок двовимiрної задачi про
дiю рухомого навантаження на вiльну поверхню попередньо напруженого пiвпростору
з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару.

Ключовi слова: шаруватий пiвпростiр, початковi (залишковi) напруження, рухоме
навантаження, комплекснi потенцiали.

1. Вступ. В данiй статтi розглянута задача про дiю рухомого поверхневого
навантаження на пружний нестисливий пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi
тонкого поверхневого шару. Розв’язок задачi отримано за допомогою методу
комплексних потенцiалiв. Аналогiчна задача дослiджена з використанням ме-
тоду iнтегральних перетворень Фур’є в роботi [1].

При вiдсутностi шару точний розв’язок задачi про реакцiю на рухоме на-
вантаження пiвпростору з початковими напруженнями з використанням ком-
плексних потенцiалiв було отримано в [2]. Пружна пластина на попередньо на-
пруженому пiвпросторi при дiї рухомого навантаження розглядалася в роботi
[5].

2. Постановка задачi. Розглядається попередньо напружений нестисли-
вий пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару.
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Матерiал пiвпростору — iзотропний нелiнiйно-пружний в ненапруженому
станi з довiльною формою пружного потенцiалу. У випадку ортотропного ма-
терiалу будемо вважати, що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають з на-
прямками осей, вибраних систем координат.

Початковий напружено-деформований стан пiвпростору вважається однорi-
дним i визначається компонентами вектора перемiщень вiдповiдно до формули

𝑢0𝑗 = 𝛿𝑚𝑗 (𝜆𝑚 − 1)𝑥𝑚; 𝑚, 𝑗 = 1, 3, (1)

де 𝜆𝑗 — подовження (𝜆𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝑗 = 1, 3), 𝛿𝑚𝑗 — символ Кронекера, i наступни-
ми компонентами тензора узагальнених напружень

𝜎0
11 ̸= 0; 𝜎0

22 ̸= 0; 𝜎0
33 ̸= 0. (2)

Шар i пiвпростiр вiднесенi до декартової системи координат (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3), якi
вводяться в початковому деформованому станi i пов’язанi з лагранжевими ко-
ординатами (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), що вводяться в природному станi, спiввiдношеннями

𝜉𝑗 = 𝜆𝑗𝑥𝑗. (3)

Граничнi поверхнi елементiв є плоскi i паралельнi мiж собою. Координатна
площина 𝜉1𝑂𝜉3 спiвпадає з вiльною поверхнею захисного шару. Шар займає
область −ℎ ≤ 𝜉2 ≤ 0, а пiвпростiр — область 𝜉2 + ℎ ≤ 0.

До вiльної границi шару (𝜉2 = 0) прикладено лiнiйне навантаження 𝑃 , що
рухається з постiйною швидкiстю v протягом великого промiжку часу i не за-
лежить вiд координати 𝜉3.

Визначимо координати рухомої системи наступним чином

𝑦1 = 𝜉1 − v𝑡; 𝑦2 = 𝜉2. (4)

Передбачається, що картина деформацiй iнварiантна вiдносно часу в системi
координат, що рухається разом з навантаженням.

Також передбачається, що напруження, що виникає за рахунок дiї наванта-
ження, значно менше за початковi напруження. Вказане припущення дозволяє
застосовувати лiнеаризовану теорiю пружностi для тiл з початковими напру-
женнями [2] для опису додаткового напруженного стану, викликаного дiєю на-
вантаження.

Шар товщиною ℎ моделюється зосередженими масами з густиною 𝜌1.
Рiвняння руху нестисливого пiвпростору в умовах плоскої деформацiї при

𝜉2 + ℎ ≤ 0 мають вигляд [2]

𝑁11𝑢1 +𝑁12𝑢2 +𝑁13𝑝 = 0; 𝑁21𝑢1 +𝑁22𝑢2 +𝑁23𝑝 = 0; 𝑁31𝑢1 +𝑁32𝑢2 = 0. (5)

У рухомiй системi координат (3) диференцiальнi оператори в виразах (5)
мають вигляд

𝑁𝑚𝛼 = 𝜅̃𝑖𝑚𝛼𝛽
𝜕2

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝛽
− 𝜌v2𝛿𝑚𝛼

𝜕2

𝜕𝑦21
; 𝑖,𝑚, 𝛼, 𝛽 = 1, 2;

𝑁13 ≡ 𝑁31 = 𝑞11
𝜕

𝜕𝑦1
; 𝑁23 ≡ 𝑁32 = 𝑞22

𝜕

𝜕𝑦2
. (6)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Розглянемо два випадки контакту мiж шаром i пiвпростором при 𝑦2 = −ℎ:
жорсткий контакт

𝑄̃21 = 𝑃1 (𝑦1) + ℎ𝜌1𝑢̈1; 𝑄̃22 = 𝑃2 (𝑦1) + ℎ𝜌1𝑢̈2; (7)

i нежорсткий контакт

𝑄̃21 = 0; 𝑄̃22 = 𝑃2 (𝑦1) + ℎ𝜌1𝑢̈2. (8)

Тут 𝑃1 (𝑦1), 𝑃2 (𝑦1) — вiдповiдно дотичнi та нормальнi напруження на вiльнiй
поверхнi шаруватого пiвпростору.

При вказаних вище умовах маємо плоску усталену задачу, що полягає у
розв’язку рiвнянь руху (5) з позначенням (6) вiдповiдно при граничних умовах
(7) або (8) i умовi загасання на нескiнченностi.

Запишемо постановку задачi в комплексних потенцiалах.
Враховуючи позначення (6), рiвняння усталеного руху пiвпростору можна

представити у виглядi(︂
𝜕

𝜕𝑦1
− 1

𝜇1

𝜕

𝜕𝑦2

)︂(︂
𝜕

𝜕𝑦1
− 1

𝜇̄1

𝜕

𝜕𝑦2

)︂(︂
𝜕

𝜕𝑦1
− 1

𝜇2

𝜕

𝜕𝑦2

)︂(︂
𝜕

𝜕𝑦1
− 1

𝜇̄2

𝜕

𝜕𝑦2

)︂
𝜒(𝑗) = 0;

𝑗 = 1, 2;

(9)

де величини 𝜇1 i 𝜇2 — коренi рiвняння

𝜇4 + 2𝐴𝜇2 + 𝐴1 = 0. (10)

Коефiцiєнти 𝐴 и 𝐴1 у випадку нестисливого тiла визначаються iз спiввiдно-
шень

2𝐴𝑞222𝜅̃2112 = 𝑞211𝜅̃2222 + 𝑞222
(︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2

)︀
− 2𝑞11𝑞22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212) ;

2𝐴1𝑞
2
22𝜅̃2112 = 𝑞211

(︀
𝜅̃1221 − 𝜌v2

)︀
; 𝑞𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝜆𝑖𝑞𝑖; 𝜌 = 𝜌; (11)

𝜌 — густина матерiалу пiвпростору в природному станi. Складовi тензора 𝜅̃ i
величини 𝑞𝑖 визначаються для конкретних постановок задач [2].

Введемо наступнi комплекснi змiннi

𝑧𝑗 = 𝑦1 + 𝜇𝑗(𝑦2 + ℎ); 𝑧𝑗 = 𝑦1 + 𝜇̄𝑗(𝑦2 + ℎ); 𝑗 = 1, 2. (12)

Враховуючи (12), рiвняння руху для пiвпростору (9) в рухомiй системi ко-
ординат (4) через функцiї 𝜒(𝑗) можна записати у виглядi

𝜕4𝜒(𝑗)

𝜕𝑧1𝜕𝑧2𝜕𝑧1𝜕𝑧2
= 0; 𝑗 = 1, 2. (13)

Розглянемо окремо випадки рiвних i нерiвних коренiв рiвняння (10).
Рiвнi коренi. Нехай виконується умова

𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇. (14)

Загальний розв’язок рiвняння (13) представимо у виглядi

𝜒(𝑗) = Re
[︁
𝐹

(𝑗)
1 (𝑧1) + 𝑧1𝐹

(𝑗)
2 (𝑧1)

]︁
. (15)
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В подальшому введемо новi аналiтичнi функцiї

𝐹
(1)′

𝑗 (𝑧1) = 𝜇1𝜑𝑗(𝑧1); 𝐹
(2)′

𝑗 (𝑧1) = 𝜑𝑗(𝑧1); 𝑗 = 1, 2. (16)

Пiдставимо (15) у вирази для перемiщень i спiввiдношення пружностi з вра-
хуванням (16) i отримаємо представлення напружень i перемiщень через введенi
аналiтичнi функцiї 𝜑𝑗(𝑧1) (𝑗 = 1, 2)

𝑄̃𝑘𝑗 = Re
{︁
𝛾
(1)
𝑘𝑗 [𝜑′′

1(𝑧1) + 𝑧1𝜑
′′
2(𝑧1)] + 𝛾

(2)
𝑘𝑗 𝜑

′
2(𝑧1)

}︁
;

𝑢𝑘 = Re
{︁
𝛾
(1)
𝑘 [𝜑′

1(𝑧1) + 𝑧1𝜑
′
2(𝑧1)] + 𝛾

(2)
𝑘 𝜑2(𝑧1)

}︁
; (17)

де

𝛾
(1)
𝑖𝑖 = 𝛼

(12)
𝑖𝑖 + 𝜇2

1

(︁
𝛼
(11)
𝑖𝑖 + 𝛼

(22)
𝑖𝑖 + 𝜇2

1𝛼
(21)
𝑖𝑖

)︁
;

𝛾
(2)
𝑖𝑖 = 3𝛼

(12)
𝑖𝑖 + 𝜇2

1

(︁
𝛼
(11)
𝑖𝑖 − 𝛼

(22)
𝑖𝑖 − 3𝜇2

1𝛼
(21)
𝑖𝑖

)︁
;

𝛾
(1)
𝑖𝑗 = 𝜇1

[︁
𝛼
(11)
𝑖𝑗 + 𝛼

(12)
𝑖𝑗 + 𝜇2

1

(︁
𝛼
(21)
𝑖𝑗 + 𝛼

(22)
𝑖𝑗

)︁]︁
;

𝛾
(2)
𝑖𝑗 = 𝜇1

[︁
3𝛼

(11)
𝑖𝑗 + 𝛼

(12)
𝑖𝑗 − 𝜇2

1

(︁
𝛼
(21)
𝑖𝑗 + 3𝛼

(22)
𝑖𝑗

)︁]︁
;

𝛾
(1)
1 = 𝛽

(2)
11 + 𝜇2

1

(︁
𝛽
(2)
12 − 𝛽

(1)
11

)︁
; 𝛾

(2)
1 = 2

(︁
𝛽
(2)
11 − 𝜇2

1𝛽
(2)
12

)︁
;

𝛾
(1)
2 = 𝜇1

(︁
𝛽
(1)
21 − 𝛽

(2)
21 + 𝜇2

1𝛽
(1)
22

)︁
;

𝛾
(2)
2 = 2𝜇1

(︁
𝛽
(1)
21 − 𝜇2

1𝛽
(1)
22

)︁
; 𝑖, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗. (18)

Параметри 𝛼
(𝑘𝑛)
𝑖𝑗 i 𝛽(𝑘)

𝑖𝑗 в спiввiдношеннях (18) у випадку нестисливих тiл
визначаються по формулам

𝛼
(𝑘𝑛)
𝑖𝑖 = 𝑞𝑖𝑖𝑞

−2
𝑛𝑛

(︀
𝜅̃𝑘𝑛𝑛𝑘 − 𝛿𝑛2𝜌v

2
)︀
;

𝛼
(𝑘𝑘)
𝑖𝑖 = 𝜅̃𝑖𝑖𝑛𝑛𝑞

−1
𝑛𝑛 − 𝜅̃𝑖𝑖𝑘𝑘𝑞

−1
𝑘𝑘 + 𝑞𝑖𝑖𝑞

−2
𝑘𝑘

[︀
𝜅̃𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜌v2 − 𝑞𝑘𝑘𝑞

−1
𝑛𝑛 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀
;

𝛼
(𝑘𝑛)
𝑖𝑗 = −𝜅̃𝑖𝑗𝑛𝑘𝑞−1

𝑛𝑛 ; 𝛼
(𝑘𝑘)
𝑖𝑗 = 𝜅̃𝑖𝑗𝑛𝑘𝑞

−1
𝑛𝑛 ; 𝑖, 𝑗, 𝑛, 𝑘 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗; 𝑛 ̸= 𝑘;

𝛽
(2)
12 = 𝛽

(1)
11 = 𝑞−1

11 ; 𝛽
(2)
21 = 𝛽

(1)
21 = 𝑞−1

22 ; 𝛽
(2)
11 = 𝛽

(1)
22 = 0. (19)

Використовуючи (15) з урахуванням (16) граничнi умови при 𝑦2 = −ℎ для
жорсткого контакту (7) можна записати у виглядi

Re
{︁
𝛾
(1)
21 Φ1 (𝑦1) + 𝛾

(2)
21 Φ2 (𝑦1)− 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
1 Φ′

1 (𝑦1) +
(︁
𝛾
(1)
1 + 𝛾

(2)
1

)︁
Φ′

2 (𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃1 (𝑦1) ;

Re
{︁
𝛾
(1)
22 Φ1 (𝑦1) + 𝛾

(2)
22 Φ2 (𝑦1)− 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1 (𝑦1) +
(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
Φ′

2 (𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃2 (𝑦1) ;

(20)

а для нежорсткого контакту (8) — у виглядi

Re
[︁
𝛾
(1)
21 Φ1 (𝑦1) + 𝛾

(2)
21 Φ2 (𝑦1)

]︁
= 0;

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Re
{︁
𝛾
(1)
22 Φ1 (𝑦1) + 𝛾

(2)
22 Φ2 (𝑦1)− 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1 (𝑦1) +
(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
Φ′

2 (𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃1 (𝑦1) .

(21)
В системах рiвнянь (20) i (21) введенi новi аналiтичнi функцiї

Φ1 (𝑦1) = 𝜑′′
1(𝑦1) + 𝑦1𝜑

′′
2(𝑦1); Φ2 (𝑦1) = 𝜑′

2(𝑦1). (22)

Коефiцiєнти 𝛾
(𝑗)
𝑖 i 𝛾(𝑗)𝑖𝑘 (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3) в системах рiвнянь (20) i (21) для

нестисливого пiвпростору визначаються iз спiввiдношень (18) при позначення
(19).

Таким чином, задача про усталений рух попередньо напруженого нестисли-
вого пiвпростору, захищеного пружнiм шаром, у випадку рiвних коренiв рiвня-
ння (10) зводиться до знаходження функций 𝜑𝑗 (𝑗 = 1, 2) iз систем рiвнянь (20),
(22) або (21), (22) в залежности вiд умов контакту мiж елементами шаруватого
середовища.

Нерiвнi коренi. Розглянемо випадок нерiвних коренiв

𝜇1 ̸= 𝜇2. (23)

Розв’язок рiвнянь (13) представимо у виглядi

𝜒 = 2𝑅𝑒 [𝐹1(𝑧1) + 𝐹2(𝑧2)] , (24)

де 𝐹𝑗(𝑧𝑗) — довiльнi аналiтичнi функцiї комплексних змiнних 𝑧𝑗.
В подальшому введемо новi аналiтичнi функцiї

𝐹 ′′
𝑗 (𝑧𝑗) = Φ𝑗(𝑧𝑗). (25)

Пiдставляючи (24) у вирази для перемiщень i потiм у спiввiдношення пру-
жностi, з урахуванням (25), отримуємо вирази напружень i перемiщень через
введенi аналiтичнi функцiї Φ𝑗(𝑧𝑗) комплексних змiнних 𝑧𝑗 (12).

𝑄̃𝑖𝑗 = 2Re
[︁
𝛾
(1)
𝑖𝑗 Φ′

1(𝑧1) + 𝛾
(2)
𝑖𝑗 Φ′

2(𝑧2)
]︁
;

𝑢𝑘 = 2Re
[︁
𝛾
(1)
𝑘 Φ1(𝑧1) + 𝛾

(2)
𝑘 Φ2(𝑧2)

]︁
; i , j , k = 1, 2. (26)

В (26) введенi наступнi позначення для коефiцiєнтiв, якi входять в вирази
для напружень i перемiщень,

𝛾
(𝑘)
𝑗𝑗 = 𝜇𝑘(𝛼

(1)
𝑗𝑗 + 𝜇2

𝑘𝛼
(2)
𝑗𝑗 ); 𝛾

(𝑘)
𝑖𝑗 = 𝛼

(1)
𝑖𝑗 + 𝜇2

𝑘𝛼
(2)
𝑖𝑗 ;

𝛾
(𝑗)
1 = −𝜇𝑗; 𝛾

(𝑗)
2 = 𝛽1 + 𝜇2

𝑗𝛽2; 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗; (27)

де параметри 𝛽𝑗 i 𝛼
(𝑘)
𝑖𝑗 у випадку нестисливих тiл визначаються по формулам

𝛼
(1)
𝑖𝑖 = 𝑞𝑖𝑖𝑞

−1
11

[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝑞11𝑞

−1
22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀
− 𝜅̃𝑖𝑖11 + 𝜅̃𝑖𝑖22𝑞11𝑞

−1
22 ;

𝛼
(2)
𝑖𝑖 = 𝑞𝑖𝑖𝑞

−1
11 𝜅̃2112; 𝛼

(2)
𝑖𝑗 = 𝑞11𝑞

−1
22 𝜅̃𝑖𝑗21;

𝛼
(2)
𝑖𝑗 = −𝜅̃𝑖𝑗12; 𝑖 ̸= 𝑗; 𝛽1 = 𝑞11𝑞

−1
22 ; 𝛽2 ≡ 0. (28)
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Використовуючи комплекснi потенцiали, запишемо граничнi умови для да-
ної задачi при 𝑦2 = −ℎ. Будемо розглядати, як i ранiше, жорсткий та нежорс-
ткий контакти мiж захисним шаром i пiвпростором. Iз (7), (8) i (26) при 𝑦2 = −ℎ
маємо:

1) жорсткий контакт

2Re
{︁
𝛾
(1)
21 Φ1(𝑦1) + 𝛾

(2)
21 Φ2(𝑦1) + 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
1 Φ′

1(𝑦1) + 𝛾
(2)
1 Φ′

2(𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃1(𝑦1);

2Re
{︁
𝛾
(1)
22 Φ1(𝑦1) + 𝛾

(2)
22 Φ2(𝑦1)− 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1(𝑦1) + 𝛾
(2)
2 Φ′

2(𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃2(𝑦1); (29)

2) нежорсткий контакт

Re
[︁
𝛾
(1)
21 Φ1(𝑦1) + 𝛾

(2)
21 Φ2(𝑦1)

]︁
= 0;

2Re
{︁
𝛾
(1)
22 Φ1(𝑦1) + 𝛾

(2)
22 Φ2(𝑦1)− 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1(𝑦1) + 𝛾
(2)
2 Φ′

2(𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃2(𝑦1). (30)

В системах рiвнянь (29) i (30) параметри 𝛾(𝑗)𝑖 , 𝛾
(𝑗)
𝑖𝑘 (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2) визначаю-

ться iз спiввiдношень (27) з врахуванням (28).
Таким чином, розв’язок поставленої задачi в випадку нерiвних коренiв рiвня-

ння (10) можна отримати, розв’язуючи вiдносно функцiй Φ𝑗 (𝑗 = 1, 2) системи
рiвнянь (29) i (30) при жорсткому i нежорсткому контактi мiж захисним шаром
i пiвпростором вiдповiдно.

3. Метод розв’язку задачi. Отримаємо розв’язок задачi про усталений
рух попередньо напруженого пiвпростору iз захисним покриттям при дiї рухо-
мого навантаження. Для цього застосуємо метод М. I. Мусхелiшвiлi [4], основа-
ний на iнтегралах типу Кошi для пiвплощини. Вiдповiдно до [4], для довiльної
голоморфної в нижнiй пiвплощинi 𝑦2 + ℎ < 0 функцiї 𝑓(𝑧), яка неперервна до
границi включно, справедливi наступнi спiввiдношення

1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑦1)𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

= −𝑓(𝑧) + 1

2
𝑎;

1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑦1)𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

= −1

2
𝑎̄, (31)

де
𝑧 = 𝑦1 + 𝑖(𝑦2 + ℎ). (32)

В (31) вважалось, що функцiю 𝑓(𝑦1) при великих |𝑦1| можна представити у
виглядi

𝑓(𝑦1) = 𝑎+ 𝑜(|𝑦1|−𝜀) = 𝑓(∞) + 𝑜(|𝑦1|−𝜀), 𝜀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (33)

Враховуючи викладене, перейдемо до дослiдження задачi в площинi 𝑦1𝑂𝑦2.
Вiдносно поведiнки комплексних потенцiалiв Φ𝑗(𝑧𝑗), 𝜑𝑗(𝑧1) на нескiнченностi

приймемо такi ж обмеження, як i в лiнiйнiй теорiї пружностi [3, 4].
Розглянемо окремо випадки рiвних i нерiвних коренiв рiвняння (10).
Рiвнi коренi. Розглянемо випадок рiвних коренiв (14). В цьому випадку за-

дача зводиться до визначення аналiтичних функцiй 𝜑𝑗 iз рiвнянь (20), (22) або
(21), (22) (в залежностi вiд умов контакту).
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Використовуючи рiвняння (20) i формули (31) i (33), у випадку жорсткого
контакту мiж захисним шаром i пiвпростором маємо

𝛾
(1)
21 Φ1 (𝑧) + 𝛾

(2)
21 Φ2 (𝑧)− 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
1 Φ′

1 (𝑧) +
(︁
𝛾
(1)
1 + 𝛾

(2)
1

)︁
Φ′

2 (𝑧)
]︁
= − 1

𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃1𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

;

𝛾
(1)
22 Φ1 (𝑧) + 𝛾

(2)
22 Φ2 (𝑧)− 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1 (𝑧) +
(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
Φ′

2 (𝑧)
]︁
= − 1

𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃2𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

,

(34)
а при нежорсткому контактi рiвняння (21) iз врахуванням (31) i (33) будуть
мати вигляд

𝛾
(1)
21 Φ1 (𝑧) + 𝛾

(2)
21 Φ2 (𝑧) = 0;

𝛾
(1)
22 Φ1 (𝑧) + 𝛾

(2)
22 Φ2 (𝑧)− 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1 (𝑧) +
(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
Φ′

2 (𝑧)
]︁
= − 1

𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃2𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

.

(35)
Системи рiвнянь (34) i (35) неважко привести до вигляду

𝐿[Φ𝑗(𝑧)] = 𝑓𝑗(𝑧); 𝑗 = 1, 2; (36)

де диференцiальний оператор 𝐿 i функцiї 𝑓𝑗 (𝑗 = 1, 2) визначаються у випадку
жорсткого контакту по формулам

𝐿 = 𝜌21ℎ
2v4
(︁
𝛾
(2)
1 𝛾

(1)
2 − 𝛾

(1)
1 𝛾

(2)
2

)︁ 𝑑2

𝑑𝑧2
+

+ 𝜌1ℎv
2
[︁
𝛾
(1)
1 𝛾

(2)
22 − 𝛾

(1)
2 𝛾

(2)
21 + 𝛾

(1)
21

(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
−

−
(︁
𝛾
(1)
1 + 𝛾

(2)
1

)︁
𝛾
(1)
22

]︁ 𝑑
𝑑𝑧

+
(︁
𝛾
(2)
21 𝛾

(1)
22 − 𝛾

(1)
21 𝛾

(2)
22

)︁
;

(37)

𝑓1 (𝑧) =
1

𝑖𝜋

⎧⎨⎩
+∞∫︁

−∞

𝛾
(2)
22 𝑃1 (𝑦1)− 𝛾

(2)
21 𝑃2 (𝑦1)

𝑦1 − 𝑧
𝑑𝑦1+

+ 𝜌1ℎv
2

+∞∫︁
−∞

[︁(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
𝑃 (𝑦1)1 −

(︁
𝛾
(1)
1 + 𝛾

(2)
1

)︁
𝑃2 (𝑦1)

]︁
(𝑦1 − 𝑧)2

𝑑𝑦1

⎫⎬⎭ ;

𝑓2 (𝑧) = − 1

𝑖𝜋

⎡⎣ +∞∫︁
−∞

𝛾
(1)
22 𝑃1 (𝑦1)− 𝛾

(1)
21 𝑃2 (𝑦1)

𝑦1 − 𝑧
𝑑𝑦1+

+ 𝜌1ℎv
2

+∞∫︁
−∞

𝛾
(1)
2 𝑃1 (𝑦1)− 𝛾

(1)
1 𝑃2 (𝑦1)

(𝑦1 − 𝑧)2
𝑑𝑦1

⎤⎦ ;

(38)

а у випадку нежорсткого контакту по формулам

𝐿 = 𝜌1ℎv
2
[︁
𝛾
(1)
2 𝛾

(2)
21 − 𝛾

(1)
21

(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁]︁ 𝑑
𝑑𝑧

+
(︁
𝛾
(1)
21 𝛾

(2)
22 − 𝛾

(2)
21 𝛾

(1)
22

)︁
; (39)
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𝑓𝑗 (𝑧) =
(−1)𝑗+1

𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝛾
(𝑚)
21 𝑃2𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

; 𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚. (40)

Так як при 𝑦2 = −ℎ, 𝑦1 = 𝑧 = 𝑧1, то вирази (36)–(40) також можна розгля-
дати в площинi 𝑧1.

Таким чином, для жорсткого i нежорсткого контактiв задача при рiвних
коренях рiвняння (10) звелася до розв’язку звичайних неоднорiдних диференцi-
альних рiвнянь з постiйними коефiцiєнтами виду (36) вiдносно функцiй
Φ𝑗 (𝑧1) (𝑗 = 1, 2) або, вiдповiдно до принятих позначень (22), функцiй 𝜑′′

1(𝑧1) +
+𝑧1𝜑

′′
2(𝑧1) i 𝜑

′
2(𝑧1). Отримавши функцiї 𝜑

′′
1(𝑧1)+𝑧1𝜑

′′
2(𝑧1) i 𝜑

′
2(𝑧1), легко визначити

функцiї 𝜑′′
𝑗 (𝑧1) (𝑗 = 1, 2), а потiм напруження i швидкостi перемiщень у пiвпро-

сторi (перемещiння в даному випадку визначаються з точнiстю до довiльної
константи), використовуючи формули (17).

Бiльш детально аналiз отриманих результатiв проведемо для випадку нерiв-
них коренiв.

Нерiвнi коренi. Нехай виконується умова (23). До систем рiвнянь (29) i (30)
застосуємо формули (31) i (33). В результатi при жорсткому контактi мiж за-
хисним шаром i пiвпростором отримаємо наступну систему двох звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь вiдносно функцiй Φ𝑗(𝑧) (𝑗 = 1, 2).

𝛾
(1)
21 Φ1(𝑧) + 𝛾

(2)
21 Φ2(𝑧) + 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
1 Φ′

1(𝑧) + 𝛾
(2)
1 Φ′

2(𝑧)
]︁
= − 1

2𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃1(𝑦1)𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

;

𝛾
(1)
22 Φ1(𝑧) + 𝛾

(2)
22 Φ2(𝑧)− 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1(𝑧) + 𝛾
(2)
2 Φ′

2(𝑧)
]︁
= − 1

2𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃2(𝑦1)𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

. (41)

При нежорсткому контактi аналогiчна система диференцiальних рiвнянь
вiдносно аналiтичних функцiй Φ𝑗(𝑧) (𝑗 = 1, 2) має вигляд

𝛾
(1)
21 Φ1(𝑧) + 𝛾

(2)
21 Φ2(𝑧) = 0;

𝛾
(1)
22 Φ1(𝑧) + 𝛾

(2)
22 Φ2(𝑧)− 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1(𝑧) + 𝛾
(2)
2 Φ′

2(𝑧)
]︁
= − 1

2𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃2(𝑦1)𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

. (42)

В результатi нескладних перетворень системи диференцiальних рiвнянь (41)
i (42) можна записати в виглядi (36), де при жорсткому контактi

𝐿 = 𝜌21ℎ
2v4
(︁
𝛾
(1)
1 𝛾

(2)
2 − 𝛾

(1)
2 𝛾

(2)
1

)︁ 𝑑2

𝑑𝑧2
+

+ 𝜌1ℎv
2
[︁(︁
𝛾
(2)
1 𝛾

(1)
22 + 𝛾

(2)
2 𝛾

(1)
21

)︁
−

−
(︁
𝛾
(1)
1 𝛾

(2)
22 + 𝛾

(1)
2 𝛾

(2)
21

)︁]︁ 𝑑
𝑑𝑧

+
(︁
𝛾
(1)
22 𝛾

(2)
21 − 𝛾

(2)
22 𝛾

(1)
21

)︁
;

(43)
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𝑓𝑗(𝑧) =
(−1)𝑗−1

2𝑖𝜋

⎧⎨⎩
+∞∫︁

−∞

[︁
𝛾
(𝑚)
22 𝑃1 (𝑦1)− 𝛾

(𝑚)
21 𝑃2 (𝑦1)

]︁
𝑑𝑦1

𝑦1 − 𝑧
+

+ 𝜌1ℎv
2

+∞∫︁
−∞

[︁
𝛾
(𝑚)
2 𝑃1 (𝑦1) + 𝛾

(𝑚)
1 𝑃2 (𝑦1)

]︁
𝑑𝑦1

(𝑦1 − 𝑧)2

⎫⎬⎭ ;

𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚; (44)

а при нежорсткому контактi

𝐿 = 𝜌1ℎv
2
(︁
𝛾
(1)
2 𝛾

(2)
21 − 𝛾

(2)
2 𝛾

(1)
21

)︁ 𝑑

𝑑𝑧
+
(︁
𝛾
(1)
21 𝛾

(2)
22 − 𝛾

(1)
22 𝛾

(2)
21

)︁
; (45)

𝑓𝑗 (𝑧) =
(−1)𝑗+1

2𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝛾
(𝑚)
21 𝑃2𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

; 𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚. (46)

Так як при 𝑦2 = −ℎ, 𝑦1 = 𝑧 = 𝑧1 = 𝑧2, то вирази (41)–(46) можна розглядати
також в площинах 𝑧1 i 𝑧2.

Таким чином, задача у випадку нерiвних коренiв зводиться до розв’язку
двох звичайних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь виду (36) вiдносно фун-
кцiй Φ𝑗(𝑧𝑗) (𝑗 = 1, 2) в позначеннях (43), (44) або (45), (46) (в залежностi вiд
умов контакту мiж захисним шаром i основою). Компоненти напружено-дефор-
мованого стану пiвпростору визначаються за допомогою спiввiдношень (26) та
виразiв для функцiй Φ′

𝑗(𝑧𝑗) (𝑗 = 1, 2).
Критичнi швидкостi руху навантаження повиннi визначатися з умов iснува-

ння дiйсних додатнiх кратних коренiв характеристичного рiвняння диференцi-
альних рiвнянь (36).

Порiвняльний аналiз формул, отриманих в [1], дозволяє стверджувати, що
рiвняння ∆(𝑘) = 0 має тi ж коренi, що i характеристичне рiвняння диференцi-
альних рiвнянь (36).

Отже, застосовуючи метод комплексних потенцiалiв, отримуємо результати,
аналогiчнi тим, якi були отриманi методом iнтегральних перетворень Фур’є в
роботi [1].

4. Висновки. В данiй роботi розглянута плоска динамiчна задача про
вплив рухомого навантаження на попередньо напружений нестисливий пiвпро-
стiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару. Для розв’язку зада-
чi застосовується метод Мусхелiшвiлi, оснований на iнтегралах типу Кошi для
пiвплощини. При цьому задача зводиться до розв’язку двох звичайних неодно-
рiдних лiнiйних диференцiальних рiвнянь з постiйними коефiцiєнтами вiдносно
невiдомих аналiтичних функцiй. Порядок рiвнянь залежить вiд умов контакту
мiж захисним покриттям i основою.

Аналiтичнi результати приведенi в загальному виглядi для матерiалiв з до-
вiльним пружним потенцiалом, для випадкiв нерiвних i рiвних коренiв характе-
ристичних рiвнянь, для рiзних умов сполучення елементiв шаруватого середо-
вища i для будь-якої швидкостi руху навантаження.
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Застосовуючи метод комплексних потенцiалiв, отримуємо результати анало-
гiчнi тим, якi були отриманi методом iнтегральних перетворень Фур’є.
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