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ОЦIНКА КIЛЬКОСТI ПОЗОВIВ, ЩО ФОРМУЮТЬСЯ ЗА
СХЕМАМИ ЛАНЦЮГОВОЇ РЕАКЦIЇ ТА ГIЛЛЯСТОГО

ПРОЦЕСУ

Сумарна величина клiєнтських позовiв за певний промiжок часу важлива для пра-
вильного менеджменту страхової компанiї. У роботi розглядається випадок, коли кiль-
кiсть позовiв наростатиме згiдно iз ланцюговою реакцiєю або у вiдповiдностi до гiл-
лястого процесу. Таке збiльшення кiлькостi позовiв, зазвичай, пов’язано iз випадками
стихiйного лиха (буревiями, великими повенями) або воєнними дiями. Якщо позови
формуються за схемою ланцюгової реакцiї, тобто кожний позов може бути задоволе-
ний iз ймовiрнiстю 𝑞 або перетворитися у𝑚 аналогiчних позовiв з ймовiрнiстю 𝑝, то на
𝑛 етапi середня кiлькiсть позовiв дорiвнюватиме (𝑝𝑚)

𝑛
. Якщо позови формуються за

схемою гiллястого процесу, наведена формула для 𝐸𝑥𝑍𝑛 , де 𝑍𝑛 — очiкувана кiлькiсть
позовiв на 𝑛-му етапi.

Ключовi слова: випадкова величина, що не залежить вiд майбутнього, ланцюгова
реакцiя, гiллястий процес, моделювання кiлькостi позовiв, середня величина кiлькостi
позовiв.

1. Вступ. Äëÿ ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ êëþ÷îâèì ïîíÿòòÿì ñëóãó¹ òàðèôíà ñòàâêà,
òîáòî àäåêâàòíå ãðîøîâå âèðàæåííÿ çîáîâ'ÿçàíü ñòðàõîâèêà çà óêëàäåíèì äîãî-
âîðîì ñòðàõóâàííÿ. Òàðèôíà ñòàâêà, ïî ÿêié óêëàäà¹òüñÿ äîãîâið ñòðàõóâàííÿ,
íàçèâà¹òüñÿ áðóòòî-ñòàâêîþ. Â ñâîþ ÷åðãó, âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåòòî-ñòàâêè i íà-
âàíòàæåííÿ. Ñàìå íåòòî-ñòàâêà âèðàæà¹ öiíó ñòðàõîâîãî ðèçèêó. Âîíà ïîâèííà
áóòè ïîáóäîâàíà òàê, ùîá çàáåçïå÷èòè åêâiâàëåíòíiñòü âiäíîñèí ìiæ ñòðàõîâè-
êîì i ñòðàõóâàëüíèêîì [7]. Ñóìàðíà âåëè÷èíà êëi¹íòñüêèõ ïîçîâiâ çà ïåâíèé
ïðîìiæîê ÷àñó âàæëèâà äëÿ ïðàâèëüíîãî ìåíåäæìåíòó ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨. Ií-
øèìè ñëîâàìè, ñòðàõîâà êîìïàíiÿ ïîâèííà çiáðàòè ñòiëüêè ñòðàõîâèõ ïðåìié,
ñêiëüêè ìà¹ áóòè ïîòiì âèïëà÷åíî ñòðàõóâàëüíèêàì. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà
𝑆 îçíà÷à¹ ñóìàðíi âèïëàòè, òîáòî ñóìàðíó âåëè÷èíó ïîçîâiâ, ùî íàëåæàòü äî
äàíîãî ðèçèêó. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà 𝑌𝑖 � ïîçíà÷à¹ âåëè÷èíó 𝑖-ãî ïîçîâó,
à âèïàäêîâà âåëè÷èíà 𝑁 � êiëüêiñòü ïîçîâiâ ïðîòÿãîì ïåðiîäó ñòðàõóâàííÿ.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Òîäi 𝑆 =
∑︀𝑁

1 𝑌𝑖, äå ñóìó ââàæàþòü ðiâíîþ 0, êîëè 𝑁 = 0. Ôàêòîðè, ÿêi
âïëèâàþòü íà âåëè÷èíè ïîçîâiâ òà íà ¨õ êiëüêiñòü, ìîæóòü áóòè ðiçíèìè.

Ââîäÿòü òàêi ïðèïóùåííÿ:
� Êiëüêiñòü ïîçîâiâ íå âïëèâà¹ íà âåëè÷èíè iíäèâiäóàëüíèõ ïîçîâiâ.
� Íà âåëè÷èíó îêðåìîãî ïîçîâó íå âïëèâàþòü âåëè÷èíè iíøèõ ïîçîâiâ.
� Ðîçïîäië âåëè÷èíè iíäèâiäóàëüíèõ ïîçîâiâ íå çìiíþ¹òüñÿ ïðîòÿãîì òåðìiíó
äi¨ ïîëiñó.
Ó áiëüø ñòðîãîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñåíñi ïðèïóñêà¹ìî, ùî:
� Âèïàäêîâi âåëè÷èíè {𝑌𝑖}𝑁𝑖=1 ¹ íåçàëåæíèìè é îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè.
� Âèïàäêîâà âåëè÷èíà 𝑁 íå çàëåæèòü âiä {𝑌𝑖}𝑁𝑖=1.

Ó ðîáîòàõ [1, 3] ðîçãëÿäàþòüñÿ îöiíêè âåëè÷èí ñóìàðíèõ ïîçîâiâ, êîëè 𝑁 ìà¹
ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì 𝜆 > 0, (𝑁 ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠 (𝜆)), òîäi 𝑆 ìà¹ ñêëàäíèé
ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðàìè 𝜆 i 𝐹 (𝑥) (𝐹 (𝑥) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âåëè÷èíè
ïîçîâó 𝑌𝑖. ßêùî 𝑁 ðîçïîäiëåíî çà áiíîìiàëüíèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðàìè 𝑛 i 𝑞
(N∼ 𝑏 (𝑛, 𝑞)), 𝑆 ìà¹ ñêëàäíèé áiíîìiàëüíèé ðîçïîäië. Êîëè 𝑁 ìà¹ âiä'¹ìíèé ái-
íîìiàëüíèé ðîçïîäië (𝑁 ∼ 𝑁𝐵 (𝑘, 𝑝)), 𝑆 � ìà¹ ñêëàäíèé âiä'¹ìíèé áiíîìiàëüíèé
ðîçïîäië. ßêùî âiäáóëàñÿ ñòðàõîâà ïîäiÿ, âëàñíèê ñòðàõîâîãî ïîëiñó (àáî óïîâ-
íîâàæåíà íèì îñîáà) çâåðòà¹òüñÿ äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ç ïîçîâîì (âèìîãîþ)
ïðî âiäøêîäóâàííÿ çáèòêiâ. Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ, íàïðèêëàä, ïðè ñòðàõóâàííi
æèòòÿ, îäèí ïîëiñ ìîæå ïðèâåñòè äî îäíîãî ïîçîâó, à â iíøèõ (íàïðèêëàä, ïðè
ñòðàõóâàííi àâòîòðàíñïîðòó) � ïðîòÿãîì äi¨ äîãîâîðó ìîæå âèíèêíóòè êiëüêà
ïîçîâiâ. [6]. Ó ðîáîòi [5] âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè îöiíþâàííÿ âå-
ëè÷èí çáèòêiâ â çàëåæíîñòi âiä âèäiâ ðèçèêiâ. Ó ðîáîòi [2] ïðåäñòàâëåíi ïðèêëà-
äè ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü â óìîâàõ ðèçèêó i îñîáëèâà óâàãà
ïðèäiëÿ¹òüñÿ ¾ïîðòôåëüíîìó¿ ïiäõîäó â òåîði¨ ãðîøåé. Àëå äàíèé ðîçãëÿä íå
âðàõîâó¹ ñïåöèôiêó ñòðàõîâî¨ äiÿëüíîñòi.

Iíîäi ó ðîáîòàõ ïðèäiëÿþòü óâàãó åêñòðåìàëüíèì âèïàäêàì ïðè ôîðìóâàí-
íi êëi¹íòñüêèõ ïîçîâiâ. Òàê, ó ðîçäiëi 3.6.3 [6] ðîçãëÿäà¹òüñÿ çìiíà êiëüêîñòi
ïîçîâiâ ïðè ñòðàõóâàííi äîìàøíüîãî ìàéíà çà ïðèïóùåííÿì, ùî êiëüêiñòü áó-
ðåâi¨â, ÿêi ¨õ ñïðè÷èíÿþòü, ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà iç âèçíà÷åíèì ïàðàìåòðîì.
Ïðè öüîìó êiëüêiñòü ïîçîâiâ, âèêëèêàíèõ îêðåìèì áóðåâi¹ì, ó ñâîþ ÷åðãó, òåæ
ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà iç íàïåðåä âiäîìèì ïàðàìåòðîì.

2. Постановка завдання. Îöiíèòè ñåðåäíþ êiëüêiñòü ïîçîâiâ, ÿêùî âîíè
âèíèêàþòü çà ñõåìîþ ëàíöþãîâî¨ ðåàêöi¨ àáî ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó. Òàêå çáiëüøå-
ííÿ êiëüêîñòi ïîçîâiâ, çàçâè÷àé, ïîâ'ÿçàíî iç âèïàäêàìè ñòèõiéíîãî ëèõà (áó-
ðåâiÿìè, âåëèêèìè ïîâåíÿìè) àáî âî¹ííèìè äiÿìè, ÿêi, íà æàëü, òåæ ìîæóòü
òðàïèòèñÿ.

3. Огляд лiтератури. Ïðè ôîðìóâàííi ñòðàõîâî¨ ïîëiòèêè îñîáëèâó óâà-
ãó ïðèâåðòà¹ ìiíëèâiñòü ôiíàíñîâîãî ñòàíó äîìîãîñïîäàðñòâà âíàñëiäîê ðiçíèõ
æèòò¹âèõ íåãàðàçäiâ. Âèêîíóþòüñÿ ñòàòèñòè÷íi äîñëiäæåííÿ, ùî äîçâîëÿþòü
âèçíà÷èòè çìiíè ó äåìîãðàôi÷íîìó, ãåíäåðíîìó ñêëàäi; ìîäåëþþòüñÿ ðiçíi ñè-
òóàöi¨, ïðîâàäÿòüñÿ éìîâiðíiñíi ïiäðàõóíêè äëÿ îêðåñëåííÿ ñèòóàöié, êîëè ÷ëå-
íè äîìîãîñïîäàðñòâ ïîòðåáóâàòèìóòü äîïîìîãè. Äëÿ ïiäêðiïëåííÿ ôiíàíñîâîãî
ñòàíó äîìîãîñïîäàðñòâ ïðîïîíóþòüñÿ äîäàòêîâi ñòðàõîâi ïðîäóêòè äëÿ ïðîìi-
æíîãî ñòðàõóâàííÿ (bridging insurance) [8]. Îñêiëüêè ôiíàíñîâi òðóäíîùi äî-
ìîãîñïîäàðñòâà äîâîëi ÷àñòî ïîâ'ÿçàíi îäíå ç îäíèì, ïðè ôîðìóâàííi òàêèõ
ïðîäóêòiâ ñëiä âðàõîâóâàòè õàðàêòåð öüîãî çâ'ÿçêó.
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Çàãàëüíîâiäîìî, ùî ó ðîçâèíóòèõ ñóñïiëüñòâàõ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïiäâèùåííÿ
ïîïèòó íà ìåäè÷íi ïîñëóãè. Öåé ïðîöåñ îáóìîâëåíèé íå òiëüêè ôåíîìåíîì ¾ñòà-
ðiííÿ¿ íàñåëåííÿ, àëå é çíà÷íèì òåõíîëîãi÷íèì ïðîãðåñîì ó öàðèíi ìåäèöèíè.
ßê íàñëiäîê, ïiäâèùóþòüñÿ ñîöiàëüíi âèòðàòè íà îõîðîíó çäîðîâ'ÿ, ÿêi âæå íå-
ìîæëèâî çàäîâîëüíèòè áåç äîäàòêîâî¨ ïëàòíi ç áîêó ïàöi¹íòà. Îäèí ç ïiäõîäiâ
ïîëÿãà¹ ó ðîçâèòêó ïðèâàòíîãî ìåäè÷íîãî ñòðàõóâàííÿ, îñîáëèâî, äëÿ ïiäòðèì-
êè ëiòíiõ ïàöi¹íòiâ ç õðîíi÷íèìè õâîðîáàìè. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåðñïåêòèâè ðîçâè-
òêó ñòðàõîâèõ ïðîäóêòiâ ìåäè÷íî¨ ñïðÿìîâàíîñòi, ïðèçíà÷åíèõ ñàìå äëÿ òàêèõ
êàòåãîðié êëi¹íòiâ [9, 10].

Ó ñòàòòi [11] äëÿ îïèñó ïîäiáíèõ ñèòóàöié ââîäèòüñÿ ìíîæèííà ìàðêiâñüêà
ìîäåëü ñòàíiâ, ÿêà äîçâîëÿ¹ êëàñèôiêóâàòè ðiçíi æèòò¹âi âèïàäêè. Òàêèé ïiäõiä
äîïîâíþ¹ âæå äîâîëi ðîçïîâñþäæåíèé ìåõàíiçì ïðèæèòò¹âèõ àíó¨òåòiâ, ÿêèé
øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi. Ïðè îöiíöi ïåðñïåêòèâ çàñòîñóâàííÿ öüî-
ãî ïiäõîäó ñëiä âðàõîâóâàòè ëàíöþãîâèé àáî ãiëëÿñòèé õàðàêòåð íàðîñòàííÿ
ïîçîâiâ ç áîêó êëi¹íòà.

4. Основний результат. Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè êiëü-
êiñòü ïîçîâiâ 𝑁 íàðîñòàòèìå çãiäíî iç ëàíöþãîâîþ ðåàêöi¹þ àáî ó âiäïîâiäíî-
ñòi äî ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó. Íåõàé íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði ⟨Ω, 𝐹, 𝑃 ⟩ çàäàíà
ïîñëiäîâíiñòü {𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . .} íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí i öiëî÷èñëîâà
âèïàäêîâà âåëè÷èíà 𝜇 ≥ 0. Íåõàé 𝐹𝑘,𝑛 = 𝜎 {𝜉𝑘, . . . , 𝜉𝑛} ïîçíà÷à¹ 𝜎-àëãåáðó, ÿêà
ïîðîäæó¹òüñÿ 𝑛− 𝑘 + 1 âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè 𝜉𝑘, . . . , 𝜉𝑛 [2].

Êàæóòü, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà 𝜇 íå çàëåæèòü âiä ìàéáóòíüîãî, ÿêùî ïîäiÿ
{µ ≤ 𝑛} íå çàëåæèòü âiä 𝐹𝑘,∞.

Äîâiëüíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà 𝜇, ÿêà íå çàëåæèòü âiä ïîñëiäîâíîñòi 𝜉1, 𝜉2, . . .
(íå çàëåæàòü 𝜎(𝜇) òà 𝐹1,∞), áóäå âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ÿêà íå çàëåæèòü âiä
ìàéáóòíüîãî.

Ââåäåìî ïîíÿòòÿ ñóìè âèïàäêîâîãî ÷èñëà âèïàäêîâèõ âåëè÷èí [4]:

𝑆𝜇 = 𝜉1 + 𝜉2 + . . .+ 𝜉𝜇.

Ñòîñîâíî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ñóìè âèïàäêîâîãî ÷èñëà âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí âiäîìà òîòîæíiñòü Âàëüäà [1]: ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè 𝜉1, 𝜉2, . . . íåçà-
ëåæíi i îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi, 𝐸 |𝜉𝑘| < ∞, âèïàäêîâà âåëè÷èíà 𝜇 íå çàëåæèòü
âiä ìàéáóòíüîãî, 𝐸𝜇 <∞, òî 𝐸𝑆𝜇 = 𝐸𝜉1 · 𝐸𝜇.

Òîáòî, ÿêùî ââåñòè îáìåæåííÿ íà êiëüêiñòü ïîçîâiâ çà äîïîìîãîþ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè 𝜇, ìîæíà îá÷èñëèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ñóìàðíîãî ïîçîâó ÿê äîáóòîê
ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ îäíîãî ïîçîâó òà ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè [3, 6].

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíî õàðàêòåðèñòèêè äëÿ êiëüêîñòi ïîçîâiâ. Ââàæà¹òüñÿ, ùî
ïîçîâè âèíèêàþòü çãiäíî ç ìîäåëëþ, ÿêà îïèñó¹ ïîÿâó ïîäié ïðîòÿãîì ïåâíîãî
ïðîìiæêó ÷àñó. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ êiëüêîñòi ïîçîâiâ çàñòîñó¹ìî ñõåìó ëàíöþãî-
âî¨ ðåàêöi¨ [1].

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî âåëè÷èíè çáèòêiâ ìàþòü âèãëÿä ïîñëiäîâíîñòi âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí {𝑌𝑗, 𝑗 = 1, 2 . . .}, ïðè÷îìó 𝜇 � íîìåð ïåðøî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-
íè ó ïîñëiäîâíîñòi, êîòðà áiëüøå, àáî äîðiâíþ¹ 𝑁 , òîáòî,

𝜇 = inf {𝑘 : 𝑌𝑘 ≥ 𝑁} .

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Òîäi, ÿêùî 𝑌𝑗 � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî 𝜇 íå çàëåæèòü âiä ìàé-
áóòíüîãî, îñêiëüêè ïîäiÿ

{𝜇 ≤ 𝑛} =
𝑛⋃︁
𝑘=1

{𝑌𝑘 ≥ 𝑁} ∈𝐹1,𝑛.

Çíà÷åííÿ 𝑁 ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïîðîãîâå çíà÷åííÿ äëÿ âåëè÷èíè ôiíàí-
ñîâîãî çáèòêó, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî ñòðàõîâà êîìïàíiÿ ðîçãëÿäà¹ ìîæëèâiñòü âiä-
øêîäóâàííÿ.

Ñïî÷àòêó ìà¹ìî îäèí ïîçîâ, êîòðèé àáî çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 𝑞,
àáî íà éîãî îñíîâi ôîðìó¹òüñÿ 𝑚 ïîçîâiâ ç éìîâiðíiñòþ 𝑝 = 1−𝑞. Êîæíèé ïîçîâ
íîâîãî ïîêîëiííÿ ïîâîäèòü ñåáå àíàëîãi÷íî. Îöiíèìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
êiëüêîñòi ïîçîâiâ ó 𝑛-ìó ïîêîëiííi.

Ðîçãëÿíåìî îöiíêó ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ïîçîâiâ çà ñõåìîþ ëàíöþãîâî¨ ðåàêöi¨.
Ââåäåìî ïîäâiéíó ïîñëiäîâíiñòü{︁

𝑋
(𝑛)
𝑘

}︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . ; 𝑛 = 1, 2, . . . ;

íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷å-
ííÿ 𝑚 òà 0 iç éìîâiðíîñòÿìè 𝑝 òà 𝑞, ïðè÷îìó 𝑝 = 1− 𝑞. Òîäi åëåìåíòè ïîñëiäîâ-
íîñòåé {︁

𝑋
(1)
𝑘

}︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . ;

{︁
𝑋

(2)
𝑘

}︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . ; . . . ;

äå çìiíþ¹òüñÿ âåðõíié iíäåêñ � áóäóòü íåçàëåæíèìè ìiæ ñîáîþ. ßêùî ââåñòè
íîâó ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {𝑍𝑛}, (𝑍0 = 1) ÿê ñóìó åëåìåíòiâ âiä-
ïîâiäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, îäåðæèìî:

𝑍1 = 𝑋
(1)
𝑍0

= 𝑋
(1)
1 ,

𝑍2 = 𝑋
(2)
1 +𝑋

(2)
2 + . . .+𝑋

(2)
𝑍1
,

. . . . . . . . .

𝑍𝑛 = 𝑋
(𝑛)
1 +𝑋

(𝑛)
2 + . . .+𝑋

(𝑛)
𝑍𝑛−1

.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü
{︁
𝑋

(𝑛)
𝑘

}︁
íå çàëåæèòü âiä 𝑍𝑛−1 òà

𝐸𝑋
(𝑛)
𝑘 = 𝑝𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . .,

çà òîòîæíiñòþ Âàëüäà îäåðæèìî:

𝐸𝑍𝑛 = 𝐸𝑋
(𝑛)
1 · 𝐸𝑍𝑛−1 = 𝑝𝑚 · 𝐸𝑍𝑛−1 = (𝑝𝑚)𝑛.

Ïîäiáíèé ðîçãëÿä äîçâîëÿ¹ îöiíþâàòè ñåðåäíþ êiëüêiñòü ïîçîâiâ íà êîæíîìó
åòàïi, ÿêùî ïîçîâè ôîðìóþòüñÿ çãiäíî ç íàäàíîþ ìîäåëëþ.

Ïðè îöiíöi äèñïåðñi¨ îäåðæèìî:

𝑉
[︁
𝑋

(𝑛)
𝑘

]︁
= 𝐸

[︁
𝑋

(𝑛)
𝑘 − 𝐸𝑋

(𝑛)
𝑘

]︁2
= 𝐸

[︁
𝑋

(𝑛)
𝑘 − 𝑝𝑚

]︁2
=
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= (𝑚− 𝑝𝑚)2𝑝+ (0− 𝑝𝑚)2𝑞 = 𝑚2𝑞𝑝 (𝑞 − 𝑝) ,

çâiäêè

𝐸
[︁
𝑋

(𝑛)
𝑘

]︁2
= 𝑉

[︁
𝑋

(𝑛)
𝑘

]︁
+ (𝑝𝑚)2 = 𝑚2𝑝

(︀
𝑞2 + 𝑝2

)︀
. (1)

Îòæå, ÿêùî ïîçîâè ôîðìóþòüñÿ çà ñõåìîþ ëàíöþãîâî¨ ðåàêöi¨, òîáòî êîæíèé
ïîçîâ ìîæå áóòè çàäîâîëåíèé iç éìîâiðíiñòþ 𝑞 àáî ïåðåòâîðèòèñÿ ó 𝑚 àíàëîãi-
÷íèõ ïîçîâiâ ç éìîâiðíiñòþ 𝑝, òî íà 𝑛 åòàïi ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ïîçîâiâ äîðiâíþ-
âàòèìå (𝑝𝑚)𝑛.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî áiëüø ñêëàäíèé âèïàäîê, êîëè ïîçîâè ôîðìóþòüñÿ çà ñõå-
ìîþ ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó. Òîáòî, ïîçîâè ôîðìóþòüñÿ íå iç ñòàëîþ éìîâiðíiñòþ,
à ç éìîâiðíîñòÿìè {𝑓𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .},

∑︀∞
0 𝑓𝑘 = 1. Ñïî÷àòêó ìà¹ìî îäèí ïîçîâ,

íà îñíîâi ÿêîãî ôîðìó¹òüñÿ íàñòóïíà 𝑘 êiëüêiñòü ïîçîâiâ. Öi ïîçîâè ôîðìóþòü
¾ïåðøå ïîêîëiííÿ¿. Êîæíèé ïîçîâ iç öüîãî ¾ïîêîëiííÿ¿ ïîâîäèòü ñåáå àíàëîãi-
÷íî [1].

Äëÿ îïèñó óñüîãî ïðîöåñó ââåäåìî íåçàëåæíi ìiæ ñîáîþ ïîñëiäîâíîñòi íåçà-
ëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âåëè÷èí{︁

𝑋
(1)
𝑘

}︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . ;

{︁
𝑋

(2)
𝑘

}︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . ; . . . ;

äå
{︁
𝑋

(𝑛)
𝑘

}︁
ìàþòü ðîçïîäië: 𝑃

(︁
𝑋

(𝑛)
𝑘 = 𝑗

)︁
= 𝑓𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

Ïîñëiäîâíiñòü 𝑍𝑛 ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

𝑍0 = 1,

𝑍1 = 𝑋
(1)
1 ,

𝑍2 = 𝑋
(2)
1 +𝑋

(2)
2 + · · ·+𝑋

(2)
𝑍1
,

. . . . . . . . .

𝑍𝑛 = 𝑋
(𝑛)
1 +𝑋

(𝑛)
2 + · · ·+𝑋

(𝑛)
𝑍𝑛−1

.

Ðîçãëÿäàþ÷è ñóìó âèïàäêîâîãî ÷èñëà âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ó ÿêié
𝑋

(𝑛)
1 , 𝑋(𝑛)

2 , . . . íå çàëåæàòü âiä 𝑍𝑛−1, çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi ìîæíà
îäåðæàòè äëÿ ôóíêöi¨: 𝑓(𝑛) (𝑥) = 𝐸𝑥𝑍𝑛 òàêèé âèðàç:

𝑓(𝑛) (𝑥) = 𝐸𝑥𝑍𝑛 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑃 (𝑍𝑛−1 = 𝑗) · 𝐸𝑥𝑋
(𝑛)
1 +𝑋

(𝑛)
2 +...+𝑋

(𝑛)
𝑗 =

=
∞∑︁
𝑗=0

𝑃 (𝑍𝑛−1 = 𝑗) ·𝑓 𝑗 (𝑥) = 𝑓(𝑛−1) (𝑓 (𝑥)) ,

äå 𝑓 (𝑥) = 𝑓(1) (𝑥) = 𝐸𝑥𝑋
(1)
1 =

∑︀∞
𝑗=0 𝑓𝑗𝑥

𝑗. Ïîçíà÷èìî iòåðàöi¨ ôóíêöi¨ 𝜙 (𝑥), òàêèì
÷èíîì: 𝜙1 (𝑥) = 𝜙 (𝑥) ; 𝜙2 (𝑥) = 𝜙 (𝜙 (𝑥)) ; . . .

ßêùî òàêèì æå ÷èíîì ââåñòè iòåðàöi¨ ôóíêöi¨ 𝑓 (𝑥) , çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨
îäåðæóþòü:

𝐸𝑥𝑍𝑛 = 𝑓𝑛 (𝑥) . (2)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ìà¹ìî îäèí ïîçîâ, ÿêèé iç éìîâiðíiñòþ
{𝑓𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .},

∑︀∞
1 𝑓𝑘 = 1 � ïåðåõîäèòü ó 𝑘 ïîçîâiâ òîãî æ òèïó, ïðè÷îìó

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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öåé ïðîöåñ ìîæå ïðîäîâæóâàòèñÿ, òîäi ñòîñîâíî ôóíêöi¨ 𝐸𝑥𝑍𝑛 , äå 𝑍𝑛 � î÷iêóâà-
íà êiëüêiñòü ïîçîâiâ íà 𝑛-ìó åòàïi, ñïðàâåäëèâå îäåðæàíå âèùå ñïiââiäíîøåííÿ
(1) àáî (2), â çàëåæíîñòi âiä ñèòóàöi¨.

Âiäîìî [1], ùî â ñåðåäíüîìó îäèí ïîçîâ ïðèçâîäèòü òiëüêè äî ùå îäíîãî
ïîçîâó, òîáòî ñåðåäíÿ âåëè÷èíà êiëüêîñòi ïîçîâiâ íà êîæíîìó åòàïi äîðiâíþ¹
1, ìîæíà âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü ïðèïèíåííÿ öüîãî ïðîöåñó íà êðîöi 𝑛. Òîáòî,
ìàþòü ìiñöå òàêi îöiíêè: ÿêùî

𝑓 ′(1) = 1, 0 < 𝑏 ≡ 𝑓 ′′(1) <∞, òî

� éìîâiðíiñòü çàâåðøåííÿ ïðîöåñà (âèðîäæåííÿ) íà êðîöi 𝑛 äîðiâíþ¹ 2
𝑏𝑛2 ;

� éìîâiðíiñòü ïðîäîâæåííÿ ïðîöåñó ôîðìóâàííÿ ïîçîâiâ ïðèáëèçíî äîðiâ-
íþ¹ 2

𝑛𝑏
.

5. Висновки i перспективи подальших дослiджень. ßêùî ïîçîâè
ôîðìóþòüñÿ çà ñõåìîþ ëàíöþãîâî¨ ðåàêöi¨, òîáòî êîæíèé ïîçîâ ìîæå áóòè çà-
äîâîëåíèé iç éìîâiðíiñòþ 𝑞 àáî ïåðåòâîðèòèñÿ ó 𝑚 àíàëîãi÷íèõ ïîçîâiâ ç éìî-
âiðíiñòþ 𝑝, òî íà 𝑛 åòàïi ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ïîçîâiâ äîðiâíþâàòèìå (𝑝𝑚)𝑛. ßêùî
ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ìà¹ìî îäèí ïîçîâ, ÿêèé iç éìîâiðíiñòþ {𝑓𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .},∑︀∞

1 𝑓𝑘 = 1 � ïåðåõîäèòü ó 𝑘 ïîçîâiâ òîãî æ òèïó, ïðè÷îìó öåé ïðîöåñ ìîæå ïðî-
äîâæóâàòèñÿ, òîäi ñòîñîâíî çàêîíîìiðíîñòi äëÿ êiëüêîñòi ïîçîâiâ íà 𝑛-ìó åòàïi
� à ñàìå, äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíi 𝑍𝑛 � ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ:

𝐸𝑥𝑍𝑛 = 𝑓 (𝑓 (. . . 𝑓 (𝑥) . . . )) ,

äå ó ïðàâié ÷àñòèíi 𝑛 ðàçiâ çàñòîñîâó¹òüñÿ ôóíêöiÿ 𝑓 (𝑥) =
∑︀∞

𝑗=0 𝑓𝑗𝑥
𝑗.

Ó ïîäàëüøîìó ìîæíà äîñëiäæóâàòè ðîçïîäië êiëüêîñòi ïîçîâiâ ïðè iíøèõ
îáìåæåííÿõ íà çàêîíè ¨õ ðîçïîäiëiâ.
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Illicheva L. M, Avdieieva T. V., Tomaschuk O. P. Estimation of the number
of lawsuits formed according to the scheme of chain reaction and branching process.

The total value of client claims for a certain period of time is important for the correct
management of an insurance company. The paper considers the case when the number
of lawsuits will increase according to a chain reaction or in accordance with a branching
process. Such an increase in the number of claims is usually associated with cases of natural
disaster (storms, major floods) or military operations. If claims are formed according to
the scheme of a chain process, that is, each claim can be satisfied with probability 𝑞 or turn
into 𝑚 similar claims with probability 𝑝, then at stage 𝑛 the average number of claims will
be equal to (𝑝𝑚)

𝑛
. If claims are formed according to the scheme of a branching process,

the formula for 𝐸𝑥𝑍𝑛 is given, where 𝑍𝑛 is the expected number of claims at the 𝑛-th
stage.

Keywords: random variable that does not depend on the future, chain process, branching
process, modeling the number of lawsuits, average number of lawsuits.
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