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УСЕРЕДНЕННЯ В ЗАДАЧI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОЇ ГРИ
ПЕРЕСЛIДУВАННЯ ЗА НАЯВНОСТI БАГАТОЧАСТОТНИХ

ЗБУРЕНЬ

У роботi розглядається задача диференцiальної гри переслiдування, коли на рух
переслiдувача i втiкача накладенi зовнiшнi малi збурення. Застосовано та обґрунто-
вано метод усереднення за швидкими змiнними для побудови спрощеної системи рiв-
нянь. Дослiджено вплив багаточастотних збурень на конфлiктно-керований процес.
Доведено iснування та єдинiсть розв’язку початкової задачi i побудовано оцiнку вiд-
хилення розв’язкiв точної усередненої системи з однаковими початковими умовами
на довiльному скiнченному часовому вiдрiзку [0, 𝐿]. Розглянуто випадки, коли матри-
ця лiнiйної частини залежить як вiд часу, так i вiд амплiтудних змiнних. Наведено
приклад диференцiальної гри «Простий рух», який модифiковано через накладення
збурень, та знайдено час завершення переслiдування для точної задачi та у випадку
зi збуренням. Проаналiзовано вплив збурень на iснування розв’язку та на час завер-
шення переслiдування диференцiальної гри.

Ключовi слова: диференцiальна гра переслiдування, багаточастостне збурення, ме-
тод усереднення, осциляцiйний iнтеграл, резонанс.

1. Вступ. Îäíèì ç âàæëèâèõ òà àêòóàëüíèõ íàïðÿìêiâ äîñëiäæåíü ó ïðè-
êëàäíié ìàòåìàòèöi ¹ òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ iãîð, çàïî÷àòêîâàíà àìåðèêàí-
ñüêèì â÷åíèì Ð. Àéçåêñîì [1] ó ñåðåäèíi XX ñòîëiòòÿ. �¨ ïî÷àòîê òà ðîçâèòîê
ñòèìóëþâàâ ÷èñëåííi äîñëiäæåííÿ ç êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi ôóíêöiîíóþòü â
óìîâàõ êîíôëiêòó òà íåâèçíà÷åíîñòi.

Çíà÷íîãî ïðîãðåñó â ðîçâèòêó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ iãîð äîñÿãëè óêðà¨í-
ñüêi â÷åíi. Îäíèìè ç ïåðøèõ áóëè ïðàöi Á. Ì. Ïøåíè÷íîãî [2], ÿêi ïðèñâÿ÷åíi
ìåòîäàì ðîçâ'ÿçóâàííÿ iãðîâèõ çàäà÷ çáëèæåííÿ-âiäõèëåííÿ êåðîâàíèõ îá'¹êòiâ.
Ó äîñëiäæåííÿõ À. Î. ×èêðiÿ, âèêëàäåíèõ ó ìîíîãðàôi¨ [3] òà áàãàòüîõ iíøèõ éî-
ãî ïðàöÿõ, ðîçðîáëåíî òà âïðîâàäæåíî ìåòîä ðîçâ'ÿçóþ÷èõ ôóíêöié äëÿ äîñëi-
äæåííÿ øèðîêèõ êëàñiâ iãðîâèõ çàäà÷, à ñàìå äëÿ ñòàöiîíàðíèõ i íåñòàöiîíàðíèõ
êîíôëiêòíî-êåðîâàíèõ ïðîöåñiâ, ÿêi îïèñóþòüñÿ çâè÷àéíèìè i äèôåðåíöiàëüíî-
ðiçíèöåâèìè ðiâíÿííÿìè, ñòîõàñòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè òà ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè [4�6].

Ó äèôåðåíöiàëüíèõ iãðàõ êîæåí iç ãðàâöiâ îáèðà¹ êåðóâàííÿ, àíàëiçóþ÷è âi-
äîìó éîìó iíôîðìàöiþ ïðî ñóïåðíèêiâ. Âiäïîâiäíî, äi¨ îäíîãî ç ãðàâöiâ ìîæóòü
âïëèíóòè íà ìîæëèâi äi¨ iíøèõ ãðàâöiâ. Ïðîòå ó ïðîöåñi ïåðåñëiäóâàííÿ, ÿê íà
ïåðåñëiäóâà÷iâ, òàê i íà âòiêà÷iâ ìîæóòü íàêëàäàòèñÿ çáóðåííÿ, ÿêi ïîðîäæåíi
ìåòåîðîëîãi÷íèìè ôàêòîðàìè, ñïðè÷èíåíi âíàñëiäîê âî¹ííèõ äié àáî iíøèìè,
íåçàëåæíèìè âiä ãðàâöiâ ÷èííèêàìè. Ó áàãàòüîõ òàêèõ çàäà÷àõ çáóðåííÿ ¹ áà-
ãàòî÷àñòîòíèìè i â ïðîöåñi åâîëþöi¨ ìîæå äîñÿãàòèñÿ ðåçîíàíñ ÷àñòîò, óìîâà
ÿêîãî

(𝑘, 𝜔) := 𝑘1𝜔1 + . . .+ 𝑘𝑚𝜔𝑚 = 0,
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äå 𝜔𝑖 � ÷àñòîòè, 𝑘𝑖 ∈ Z, |𝑘| = |𝑘1|+ . . .+ |𝑘𝑚| ≠ 0,𝑚 ≥ 2.
Ó äàíié ïðàöi çà äîïîìîãîþ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ [7] äîñëiäæó¹òüñÿ âïëèâ

áàãàòî÷àñòîòíèõ çáóðåíü íà êîíôëiêòíî-êåðîâàíèé ïðîöåñ.
2. Постановка задачi. Íåõàé êåðóâàííÿ ïåðåñëiäóâà÷à çàäàíî ðiâíÿííÿì

𝑥̇ = 𝐴1𝑥+ 𝜙1(𝑢), (1)

äå 𝑥 � ôàçîâèé âåêòîð, 𝑥 ∈ R𝑛1 ∈ 𝐷1, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ãåîìåòðè÷íèõ êîîð-
äèíàò, øâèäêîñòåé i ïðèñêîðåíü ïåðåñëiäóâà÷à, 𝐷1, � îáìåæåíà îáëàñòü, 𝐴1 �
êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó 𝑛1, 𝜙1(𝑢) � ôóíêöiÿ êåðóâàííÿ, 𝑢 � ïàðàìåòð êå-
ðóâàííÿ ïåðåñëiäóâà÷à, 𝑢 ∈ 𝑈 , 𝑈 � îáëàñòü êåðóâàííÿ.

Âiäïîâiäíî êåðóâàííÿ âòiêà÷à çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

𝑦̇ = 𝐴2𝑦 + 𝜙2(𝑣), (2)

äå 𝑦 � ôàçîâèé âåêòîð âòiêà÷à, 𝑦 ∈ R𝑛2 ∈ 𝐷2, 𝐷2 � îáìåæåíà îáëàñòü, 𝐴2 �
êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó 𝑛2, 𝜙2(𝑣) � ôóíêöiÿ êåðóâàííÿ âòiêà÷à, 𝑣 � ïàðà-
ìåòð êåðóâàííÿ âòiêà÷à âiäïîâiäíî, 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑉 � îáëàñòü êåðóâàííÿ. Îáëàñòi 𝑈
òà 𝑉 � íåïîðîæíi êîìïàêòè â R𝑛1 òà R𝑛2 âiäïîâiäíî.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (1), (2) ó âèãëÿäi îäíîãî ðiâíÿííÿ

𝑧̇ = 𝐴𝑧 + 𝜙(𝑢, 𝑣), (3)

äå 𝑧 = 𝑐𝑜𝑙(𝑥, 𝑦) � ôàçîâèé âåêòîð, 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) � áëî÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó
𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2, 𝜙(𝑢, 𝑣) = 𝑐𝑜𝑙(𝜙1(𝑢), 𝜙2(𝑣)) � áëîê êåðóâàííÿ.

Íåõàé çàäàíà òåðìiíàëüíà ìíîæèíà [3]

𝑀* =𝑀0 + 𝜀𝑆, (4)

äå 𝑀0 � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið â R𝑛, 𝑆 � ñôåðà ç îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ äî
𝑀0 â ïðîñòîði R𝑛, ïàðàìåòð 𝜀 ≥ 0 âèçíà÷à¹ ðàäióñ öi¹¨ ñôåðè.

Êîæåí ç ãðàâöiâ îáèðà¹ êåðóâàííÿ ó âèãëÿäi äåÿêèõ ôóíêöié òà âïëèâà¹ íà
ïðîöåñ (3). Ïåðåñëiäóâà÷ íàìàãà¹òüñÿ âèâåñòè òðà¹êòîðiþ ïðîöåñó (3) íà òåðìi-
íàëüíó ìíîæèíó (4). Ó ñâîþ ÷åðãó, ìåòà âòiêà÷à � óíèêíóòè çóñòði÷i òðà¹êòîði¨
ïðîöåñó (3) ç òåðìiíàëüíîþ ìíîæèíîþ (4), àáî ÿêîìîãà äîâøå âiäòÿãíóòè ìî-
ìåíò çóñòði÷i.

Ó ëiíiéíîìó ñòàöiîíàðíîìó âèïàäêó êåðóâàííÿ äëÿ ïåðåñëiäóâà÷à i âòiêà÷à
çàäà¹òüñÿ òàê:

𝑥̇ = 𝐵𝑥+ 𝑢, 𝑥 ∈ R𝑛1 ,

𝑦̇ = 𝐶𝑦 + 𝑣, 𝑦 ∈ R𝑛2 ,

äå 𝐵 i 𝐶 � êâàäðàòíi ìàòðèöi iç ñòàëèìè åëåìåíòàìè ïîðÿäêó 𝑛1 i 𝑛2 âiäïîâiäíî.
Ïîäiáíi ñèñòåìè çàêëàäåíi â îñíîâó áiëüøîñòi ïðàêòè÷íèõ ìåòîäiâ ïåðåñëi-

äóâàííÿ, òàêèõ ÿê ïîãîííà êðèâà, ïàðàëåëüíå ïåðåñëiäóâàííÿ, ïåðåñëiäóâàííÿ
iç âèïåðåäæåííÿì [1].

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (3) ó âèïàäêó, êîëè íà ðóõ ïåðåñëiäóâà÷à i âòiêà÷à íà-
êëàäåíi çîâíiøíi ìàëi çáóðåííÿ. Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü (3) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, 𝑎, 𝜓)𝑧 + 𝜙(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑍(𝜏, 𝑎, 𝜓), (5)

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2024, том 45, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



20 А. О. БАРДАН

𝑑𝑎

𝑑𝜏
= 𝑋(𝜏, 𝑎, 𝜓), (6)

𝑑𝜓

𝑑𝜏
=
𝜔(𝜏)

𝜇
+ 𝑌 (𝜏, 𝑎, 𝜓), (7)

äå 𝑎 ∈ 𝐷 � âåêòîð àìïëiòóäíèõ çìiííèõ, 𝐷 � îáìåæåíà îáëàñòü â R𝑛𝑘 , 𝜓 ∈
R𝑚,𝑚 ≥ 1 � âåêòîð ôàçîâèõ çìiííèõ, 𝜏 = 𝜇𝑡 � ïîâiëüíèé ÷àñ, 𝜇 � ìàëèé
ïàðàìåòð, 𝜇 ∈ (0, 𝜇0], âåêòîð-ôóíêöi¨ 𝑋, 𝑌, 𝑍 � 2𝜋-ïåðiîäè÷íi çà êîìïîíåíòàìè
âåêòîðà 𝜓.

ßêùî 𝑚 = 1, òî ñèñòåìà ðiâíÿíü (6), (7) íàçèâà¹òüñÿ îäíî÷àñòîòíîþ, äëÿ
𝑚 > 1 � áàãàòî÷àñòîòíîþ. Ó áàãàòî÷àñòîòíîìó âèïàäêó äîñëiäæåííÿ i ïîáóäî-
âà ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (6), (7) çíà÷íî óñêëàäíþ¹òüñÿ âíàñëiäîê ìîæëè-
âîãî ðåçîíàíñó ÷àñòîò. Åôåêòèâíà îöiíêà ïîõèáêè ìåòîäó óñåðåäíåííÿ, ïîðÿ-
äîê ÿêî¨ 𝑂(𝜇𝛼), 0 < 𝛼 ≤ 𝑚−1, äëÿ ïîâiëüíèõ i øâèäêèõ çìiííèõ îäåðæó¹òüñÿ,
ÿêùî 𝜔 = 𝜔(𝜏). ßêùî æ 𝜔 = 𝜔(𝜏, 𝑎) òî åôåêòèâíà îöiíêà îäåðæó¹òüñÿ òiëüêè
äëÿ àìïëiòóäíèõ çìiííèõ. Äîñëiäæåííÿ íà ñêií÷åííîìó i íåñêií÷åííîìó ÷àñî-
âèõ iíòåðâàëàõ, ÿêùî çàäàíî ïî÷àòêîâi, áàãàòîòî÷êîâi àáî iíòåãðàëüíi óìîâè,
âèêëàäåíî â ìîíîãðàôi¨ À. Ì. Ñàìîéëåíêà i Ð. Ì. Ïåòðèøèíà [7].

Çáóðåííÿ ìîæóòü âïëèâàòè íà ìàòðèöi 𝐵 i 𝐶, ÿêèìè âèçíà÷à¹òüñÿ ðóõ ïå-
ðåñëiäóâà÷à i âòiêà÷à. Òîìó, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, öi ìàòðèöi òàêîæ ìîæóòü
ïîâiëüíî çìiíþâàòèñü àáî çàëåæàòè âiä àìïëiòóäíèõ 𝑎 i ôàçîâèõ 𝜙 çìiííèõ.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (5), (6), (7) ïîáóäó¹ìî óñåðåäíåíó çà øâèä-
êèìè çìiííèìè 𝜓𝑣, 𝑣 = 1,𝑚 çàäà÷ó, â ÿêié êåðóâàííÿ çàëèøà¹òüñÿ áåç çìií.
Îäåðæèìî çíà÷íî ïðîñòiøó çàäà÷ó âèãëÿäó

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝐴0(𝑡, 𝑎̄)𝑧 + 𝜙(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑍0(𝜏, 𝑎̄), (8)

𝑑𝑎̄

𝑑𝜏
= 𝑋0(𝜏, 𝑎̄), (9)

𝑑𝜓

𝑑𝜏
=
𝜔(𝜏)

𝜇
+ 𝑌0(𝜏, 𝑎̄), (10)

äå 𝑧(0) = 𝑧0, 𝑎̄(0) = 𝑎0, 𝜓(0) = 𝜓0.
Âåêòîð-ôóíêöiÿ 𝐴0 íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó

𝐴0(𝑡, 𝑎̄) =
1

(2𝜋)𝑚

∫︁ 2𝜋

0

· · ·
∫︁ 2𝜋

0

𝐴(𝑡, 𝑎, 𝜓) 𝑑𝜓1 . . . 𝑑𝜓𝑚, 𝜓𝑘 ∈ R𝑚.

Àíàëîãi÷íèé âèãëÿä ìàþòü âåêòîð-ôóíêöi¨ 𝑍0, 𝑋0 òà 𝑌0.
Ðîçâ'ÿçàâøè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (9), çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê 𝑎̄(𝜏) =

= 𝑎̄(𝜏 ; 𝑎0), ùî ñóòò¹âî ñïðîùó¹ ðiâíÿííÿ (8). Çi çíàéäåíèì ðîçâ'ÿçêîì 𝑎̄(𝜏) =
= 𝑎̄(𝜏 ; 𝑎0), çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó 𝜓(𝜏, 𝑎0, 𝜓0, 𝜇), äëÿ âèïàäêó ïîâiëüíî çìiííèõ
÷àñòîò 𝜔 = 𝜔(𝜏), çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i iíòåãðóâàííÿ

𝜓(𝜏, 𝑎0, 𝜓0, 𝜇) = 𝜓0 +

∫︁ 𝜏

0

(︂
𝜔(𝑠)

𝜇
+ 𝑌0(𝑠, 𝑎̄(𝑠, 𝑎0))

)︂
𝑑𝑠.

Òàêîæ çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ (5), îñêiëüêè âåêòîð-ôóíêöiÿ 𝐴0 i 𝑍0

íå çàëåæèòü âiä âåêòîðà øâèäêèõ çìiííèõ 𝜓.

Роздiл 1: Математика i статистика



УСЕРЕДНЕННЯ В ЗАДАЧI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОЇ ГРИ ПЕРЕСЛIДУВАННЯ ЗА . . . 21

Îá ðóíòó¹ìî ìåòîä óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (5), (8) äëÿ âèïàäêó ïî-
âiëüíî çìiííèõ ÷àñòîò 𝜔𝑣(𝜏). Äëÿ öüîãî äîâåäåìî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i i ïîáóäó¹ìî îöiíêó ðîçâ'ÿçêiâ òî÷íî¨ óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè íà
äîâiëüíîìó ñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó âiäðiçêó 𝑡 ∈ [0, 𝐿], ÿêùî ïî÷àòêîâi óìîâè çái-
ãàþòüñÿ. Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî îöiíêó ïîõèáêè ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè
(6), (7) íà àñèìïòîòè÷íî âåëèêîìó ïðîìiæêó [0, 𝐿𝜇−1], ÿêà ÿâíî çàëåæèòü âiä
ìàëîãî ïàðàìåòðà 𝜇 [7].

Íàâåäåìî âiäïîâiäíó òåîðåìó, äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü òàêèìè ïîçíà÷åí-
íÿìè: 𝑊𝑝(𝜏) − 𝑝 × 𝑚 ìàòðèöÿ, åëåìåíòè ÿêî¨ ìàþòü âèãëÿä (𝜔

(𝑗−1)
𝜈 (𝜏))𝑝,𝑚𝑗,𝜈=1,

𝑝 ≥ 𝑚, äå 𝜔𝜈 ∈ 𝐶[0, 𝜏 ], 𝑙 ≥ 𝑝. 𝑊 𝑇
𝑝 (𝜏) − òðàíñïîíîâàíà äî ìàòðèöi 𝑊𝑝(𝜏).

Âåêòîð-ôóíêöiÿ 𝑐(𝑡, 𝑎, 𝜓) := (𝑋(𝜏, 𝑎, 𝜓);𝑌 (𝜏, 𝑎, 𝜓)).ßêùî 𝑝 = 𝑚, òî 𝑑𝑒𝑡 𝑊𝑚(𝜏)
� âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî.

Теорема 1. [7] Нехай виконуються умови:
1) вектор-функцiї 𝑐(𝑡, 𝑎, 𝜓) ∈ 𝐶 𝑙1

𝜓 (𝐷, 𝜎1),
𝜕
𝜕𝜏
𝑐(𝑡, 𝑎, 𝜓) ∈ 𝐶 𝑙2

𝜓 (𝐷, 𝜎1),
𝜕
𝜕𝑥
𝑐(𝑡, 𝑎, 𝜓) ∈

𝐶 𝑙3
𝜓 (𝐷, 𝜎1), min{𝑙1 − 1, 𝑙2, 𝑙3} ≥ 𝑚, 𝜔𝜈 ∈ 𝐶 𝑙[0, 𝐿], де 𝐶 𝑙𝑖

𝜓 (𝐷, 𝜎1) — множина
функцiй, якi при кожному фiксованому 𝜇 мають неперервнi по 𝜏, 𝑎, 𝜓 i
рiвномiрно обмеженi сталою 𝜎1 на множинi (𝑡, 𝑎, 𝜓) ∈ 𝐷 × 𝑅𝑚 × [0, 𝐿] ×
× (0, 𝜇0] ≡ 𝐷, частиннi похiднi до порядку 𝑙 включно;

2) det
(︀
𝑊 𝑇
𝑝 (𝜏)𝑊𝑝(𝜏)

)︀
̸= 0 при 𝜏 ∈ [0, 𝐿] i деякому мiнiмальному 𝑚 ≤ 𝑝 ≤ 𝑙+1;

3) для всiх 𝜏 ∈ [0, 𝐿], 𝑦 ∈ 𝐷1 i 𝜇 ∈ (0, 𝜇0] iснує єдиний розв’язок рiвняння (9)
iз початковою умовою 𝑎(0, 𝑎0) = 𝑎0 i крива 𝑎̄ = 𝑎̄(𝜏, 𝑎̄0) лежить в областi
𝐷 разом iз своїм 𝜌 — околом.
Тодi можна вказати таку незалежну вiд 𝜇 сталу 𝜎2, що при досить ма-

лому 𝜇0 > 0 для кожних 𝜏 ∈ [0, 𝐿], 𝑎0 ∈ 𝐷1, 𝜓0 ∈ R𝑚 i 𝜇 ∈ (0, 𝜇0) правильна
оцiнка

‖𝑎(𝜏, 𝑎0, 𝜓0, 𝜇)− 𝑎̄(𝜏, 𝑎0, 𝜇)‖+ ‖𝜓(𝜏, 𝑎0, 𝜓0, 𝜇)− 𝜓(𝜏, 𝑎0, 𝜓0, 𝜇)‖ ≤ 𝜎2𝜇
1
𝑝 . (11)

3. Випадок залежностi матрицi А вiд t. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê,
êîëè ìàòðèöÿ 𝐴 çàëåæèòü âiä ÷àñó 𝑡, òîäi ðiâíÿííÿ (5) ìàòèìå âèãëÿä

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑧 + 𝜙(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑍(𝜏, 𝑎, 𝜓). (12)

Âiäïîâiäíî óñåðåäíåíå çà øâèäêèìè çìiííèìè ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑧 + 𝜙(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑍0(𝜏, 𝑎̄). (13)

Теорема 2. Нехай:
1) виконуються умови теореми 1 для системи рiвнянь (6), (7);
2) вектор-функцiї 𝑍(𝜏, 𝑎, 𝜓) iз рiвняння (12) задовольняє умови 1-3 теореми

1;
3) iснує єдиний розв’язок рiвняння (13) iз початковою умовою 𝑧(0, 𝜇) = 𝑧0 i

крива 𝑧(𝑡, 𝜇) — лежить в областi 𝐷1 × 𝐷2 разом iз деяким 𝜌2 — околом,
𝜌2 > 0, для (𝑡, 𝜇) ∈ [0, 𝐿]× (0, 𝜇0].

4) функцiя 𝜙 — неперервна за сукупнiстю змiнних на компактi 𝑈 × 𝑉 ;

5) матриця 𝐴(𝑡) — неперервна i
∫︀ 𝐿
0
||𝐴(𝑡)||𝑑𝑡 <∞.
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Тодi можна вказати таку не залежну вiд 𝜇, сталу 𝑐3, що при досить
малому 𝜇0 > 0 для кожних 𝑡 ∈ [0, 𝐿], 𝑧0 ∈ 𝐷1, де 𝐷1 — це множина точок
областi 𝐺, якi входять в цю область iз 𝜌 — околом, i 𝜇 ∈ (0, 𝜇0], правильна
оцiнка

‖𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜓0, 𝜇)− 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇)‖ ≤ 𝑐3𝜇
1
𝑝 .

Доведення. Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ 𝑏0 := (𝑎0, 𝜓0). Iç ãëàäêîñòi ïðàâèõ
÷àñòèí ñèñòåìè ðiâíÿíü (5), (6), (7) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Êîøi íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (0, 𝑡1), 𝑡1 ≤ 𝐿. Òîäi iç ðiâíÿíü (12) i (13) äëÿ 𝑡 ∈ (0, 𝑡1)
îäåðæèìî

𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇)− 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇) =

∫︁ 𝑡

0

(𝐴(𝑠)(𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇)− 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇))) 𝑑𝑠+

+𝜇

∫︁ 𝑡

0

(𝑍(𝜇𝑠, 𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇), 𝜓)− 𝑍0(𝜇𝑠, 𝑎̄(𝜇𝑠, 𝑎0))) 𝑑𝑠 = 𝑆1 + 𝑆2.

Äëÿ äîäàíêó 𝑆2 âèêîíà¹ìî òàêi ïåðåòâîðåííÿ

𝑆2 = 𝜇

∫︁ 𝑡

0

(𝑍(𝜇𝑠, 𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇), 𝜓)− 𝑍0(𝜇𝑠, 𝑎̄(𝜇𝑠, 𝑎0))) 𝑑𝑠+

+𝜇

∫︁ 𝑡

0

(𝑍0(𝜇𝑠, 𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇))− 𝑍0(𝜇𝑠, 𝑎̄(𝜇𝑠, 𝑎0))) 𝑑𝑠+

+𝜇
∑︁
𝑘 ̸=0

∫︁ 𝑡

0

(𝑍𝑘(𝜇𝑠, 𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)) exp(𝑖(𝑘, 𝜓(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)))) 𝑑𝑠 = 𝑆3 + 𝑆4.

Òîäi
𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇)− 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇) = 𝑆1 + 𝑆3 + 𝑆4.

Ïîáóäó¹ìî îöiíêè íîðìè êîæíîãî iç äîäàíêiâ 𝑆𝑣, 𝑣 = 1, 3, 4. Äëÿ 𝑆1 ìà¹ìî

‖𝑆1‖ ≤
∫︁ 𝑡

0

‖𝐴(𝑠)‖ · ‖𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇)− 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇)‖𝑑𝑠.

Íà ïiäñòàâi óìîâè 1 iç òåîðåìè 1 òà îöiíêè (11) îäåðæèìî

‖𝑆3‖ ≤ 𝜇

∫︁ 𝑡

0

‖𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)− 𝑎̄(𝜇𝑠, 𝑎0)‖𝑑𝑠 ≤ 𝜎3𝜎2𝜇𝑡𝜇
1
𝑝 ≤ 𝜎2𝜎3𝐿𝜇

1
𝑝 ≤ 𝜎4𝜇

1
𝑝 ,

äå 𝜎4 = 𝜎2𝜎3𝐿.
Äëÿ îöiíêè íîðìè 𝑆4 çàñòîñó¹ìî îöiíêó îñöèëÿöiéíîãî iíòåãðàëà, îäåðæàíó

â [7]. À ñàìå, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1 i 𝑓 ∈ 𝐶1[0, 𝐿], òî äëÿ äîñèòü
ìàëîãî 𝜇0 > 0 i 𝑘 ̸= 0⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝜏

0

(︂
𝑓(𝑠) exp

(︂
𝑖

𝜇

∫︁ 𝑠

0

(𝑘, 𝜔(𝑧)) 𝑑𝑧

)︂)︂
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
≤

≤ 𝜎5𝜇
1
𝑝

(︂
max
𝑠∈[0,𝐿]

‖𝑓(𝑠)‖ +
1

‖𝑘‖
max
𝑠∈[0,𝐿]

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑓

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦)︂
.

(14)

äëÿ âñiõ 𝜏 ∈ [0, 𝐿] i 𝜇 ∈ (0, 𝜇0], äå 𝜎5 > 0 i íå çàëåæèòü âiä 𝜇 i 𝑘.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Ñêîðèñòàâøèñü iíòåãðàëüíèì çîáðàæåííÿì ðiâíÿííÿ (10), çàïèøåìî ïiäií-
òåãðàëüíó ôóíêöiþ iç 𝑆4 ó âèãëÿäi

𝑆4 = 𝑍𝑘(𝜇𝑠, 𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)) exp

(︂
𝑖

(︂
𝑘, 𝜓0(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇) +

∫︁ 𝑠

0

(︂
𝜔(𝑧)

𝜇
+ 𝜓(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)

)︂
𝑑𝑧

)︂)︂
=

= 𝑍𝑘(𝜇𝑠, 𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)) exp (𝑖 (𝑘, 𝜓0(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇))) exp

(︂
𝑖

∫︁ 𝑠

0

𝑘, 𝜓(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)𝑑𝑧

)︂
×

× exp

(︂
𝑖

𝜇

∫︁ 𝑠

0

𝑘, 𝜔(𝑧)𝑑𝑧

)︂
.

Äëÿ íîðìè 𝑆4 îäåðæèìî:

‖𝑆4‖ ≤
∑︁
𝑘 ̸=0

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝜏

0

(︂
𝑓𝑘(𝑠, 𝜇) exp

(︂
𝑖

𝜇

∫︁ 𝑠

0

(𝑘, 𝜔(𝑧)) 𝑑𝑧

)︂)︂
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
,

äå

𝑓𝑘(𝑠, 𝜇) = 𝑍𝑘(𝜇𝑠, 𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)) exp (𝑖 (𝑘, 𝜓0(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇))) exp

(︂
𝑖

∫︁ 𝑠

0

(𝑘, 𝜓(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)) 𝑑𝑧

)︂
≡

≡ 𝑍𝑘(𝑠, 𝑎) exp(𝑖𝜉).

Äëÿ íîðìè 𝑓𝑘 ìà¹ìî
‖𝑓𝑘(𝑠, 𝜇)‖ ≤ ‖𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)‖.

Äàëi çíàõîäèìî

𝑑𝑓𝑘
𝑑𝑠

=

(︂
𝜕𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)

𝜕𝑠
+
𝜕𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)

𝜕𝑎
𝑋(𝑠, 𝑎, 𝜓)

)︂
exp(𝑖𝜉) + 𝑖𝑍𝑘(𝑠, 𝑎) (𝑘, 𝑌 (𝑠, 𝑎, 𝜓)) exp(𝑖𝜉),

i âiäïîâiäíó îöiíêó⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑓𝑘
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
≤
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)

𝜕𝑠

⃦⃦⃦⃦
+ 𝜎6

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)

𝜕𝑎

⃦⃦⃦⃦
+ 𝜎6‖𝑘‖ · ‖𝑍𝑘‖.

Íåõàé 𝑐1 = 𝜎5(1 + 𝜎6). Çàñòîñóâàâøè îöiíêó (14) îäåðæèìî

‖𝑆4‖ ≤ 𝑐1𝜇
1
𝑝

∑︁
𝑘 ̸=0

(︂
sup
𝐺1

‖𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)‖+
1

‖𝑘‖

(︂
sup
𝐺1

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)

𝜕𝑠

⃦⃦⃦⃦
+ sup

𝐺1

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)

𝜕𝑎

⃦⃦⃦⃦)︂)︂
≤ 𝑐2𝜇

1
𝑝 .

äå 𝜇 ∈ (0, 𝜇0], 𝑠 ∈ (0, 𝑡1), 𝑎 ∈ 𝐷,

𝑐2 = 𝑐1
∑︁
𝑘 ̸=0

(︂
sup
𝐺1

‖𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)‖+
1

‖𝑘‖

(︂
sup
𝐺1

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)

𝜕𝑠

⃦⃦⃦⃦
+ sup

𝐺1

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑍𝑘(𝑠, 𝑎)

𝜕𝑎

⃦⃦⃦⃦)︂)︂
.

Âðàõóâàâøè îöiíêè íîðì 𝑆𝑣, 𝑣 = 1, 3, 4 íà ïiäñòàâi iíòåãðàëüíó íåðiâíîñòi
Áåëìàíà [8], îòðèìà¹ìî

‖𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇)− 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇)‖ ≤ (𝑐2 + 𝜎4)𝜇
1
𝑝 exp

(︂∫︁ 𝐿

0

‖𝐴(𝑠)‖𝑑𝑠
)︂

≤ 𝑐3𝜇
1
𝑝 , (15)
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äå 𝑐3 = (𝑐2 + 𝜎4) exp
(︁∫︀ 𝐿

0
‖𝐴(𝑠)‖𝑑𝑠

)︁
.

Îäåðæàíà îöiíêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ 𝑠 ∈ [0, 𝑡1] i 𝜇 ∈ (0, 𝜇1]. Íåõàé

𝜇1 = min

(︂
𝜌

2𝑐3

)︂𝑝
,

òîäi ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (12) ëåæèòü â îêîëi óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇) äëÿ
âñiõ 𝑡 ∈ [0, 𝐿], 𝜇 ∈ (0, 𝜇*] i äëÿ öèõ çíà÷åíü âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (15).

4. Випадок залежностi матрицi А вiд t i a. Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí áiëüø
çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè çáóðåííÿ âïëèâàþòü íà êåðóâàííÿ, àëå ìàòðèöÿ 𝐴
çàëåæèòü íå òiëüêè âiä ÷àñó 𝜏 , à òàêîæ âiä âåêòîðà àìïëiòóäíèõ çìiííèõ 𝑎. Òîäi
ðiâíÿííÿ (5) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, 𝑎)𝑧 + 𝜙(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑍(𝜏, 𝑎, 𝜓). (16)

Âiäïîâiäíî óñåðåäíåíå çà øâèäêèìè çìiííèìè ðiâíÿííÿ

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, 𝑎̄)𝑧 + 𝜙(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑍0(𝜏, 𝑎̄). (17)

Îá ðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ çàäà¹òüñÿ òàêîþ òåîðåìîþ.

Теорема 3. Нехай:
1) виконуються умови теореми 1 для системи рiвнянь (6),(7);
2) вектор-функцiї 𝑍(𝜏, 𝑎, 𝜓) iз рiвняння (16) задовольняє умови 1-3 теореми

1;
3) iснує єдиний розв’язок рiвняння (17) iз початковою умовою 𝑧(0, 𝜇) = 𝑧0 i

крива 𝑧(𝑡, 𝜇) — лежить в областi 𝐷1 × 𝐷2 разом iз деяким 𝜌2 — околом,
𝜌2 > 0, для (𝑡, 𝜇) ∈ [0, 𝐿]× (0, 𝜇0].

4) функцiя 𝜙 – неперервна за сукупнiстю змiнних на компактi 𝑈 × 𝑉 ;
5) матрична функцiя 𝐴(𝑡, 𝑎) ∈ 𝐶(𝐺), 𝐺 = [0, 𝐿]×𝐷 i 𝐴(𝑡, 𝑎) ≤𝑀(𝑡), скалярна

функцiя 𝑀(𝜏) неперервна при 𝜏 ∈ [0, 𝐿] i 𝑀(𝜏) ≥ 0.
Тодi можна вказати таку не залежну вiд 𝜇, сталу 𝑐9, що при досить

малому 𝜇0 > 0 для кожних 𝑡 ∈ [0, 𝐿], 𝑧0 ∈ 𝐷1𝜇 ∈ (0, 𝜇0], виконуватиметься
оцiнка

‖𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇)− 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇)‖ ≤ 𝑐9𝜇
1
𝑝 .

де 𝐷1 — це множина точок областi 𝐷, якi входять в цю область iз 𝜌 —
околом, 𝑏0 := (𝑎0, 𝜓0) — стала, 𝑐9 > 0 i не залежить вiд 𝜇.

Доведення. Iç ãëàäêîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (16) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ
¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇) ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i íà äåÿêîìó iíòåðâàëi 𝑡 ∈ (0, 𝑡1),
äëÿ êîæíîãî 𝜇 ∈ (0, 𝜇0]. Òîäi îäåðæèìî

𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇)− 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇) =

∫︁ 𝑡

0

(𝐴(𝑠, 𝑎)𝑧 − 𝐴(𝑠, 𝑎̄)𝑧) 𝑑𝑠+

+𝜇

∫︁ 𝑡

0

(𝑍0(𝜇, 𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇))− 𝑍0(𝜇, 𝑎̄(𝜇𝑠, 𝑎0))) 𝑑𝑠+

+𝜇
∑︁
𝑘 ̸=0

∫︁ 𝑡

0

(𝑍𝑘(𝜇, 𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)) exp (𝑖 (𝑘, 𝜓(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)))) 𝑑𝑠 = 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3.
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Îöiíêè íîðì äîäàíêiâ 𝑆2 òà 𝑆3 âiäîìi iç òåîðåìè 2:

‖𝑆2‖ ≤ 𝜇

∫︁ 𝜏

0

‖𝑎(𝜇𝑠, 𝑏0, 𝜇)− 𝑎̄(𝜇𝑠, 𝑎0)‖𝑑𝑠 ≤ 𝜎4𝜇
1
𝑝 ,

‖𝑆3‖ ≤ 𝑐2𝜇
1
𝑝 .

Äëÿ îöiíêè äîäàíêó 𝑆1 âèêîíà¹ìî òàêi ïåðåòâîðåííÿ

𝑆1 =

∫︁ 𝑡

0

(𝐴(𝑠, 𝑎)𝑧 − 𝐴(𝑠, 𝑎̄)𝑧) 𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑡

0

(𝐴(𝑠, 𝑎)𝑧 − 𝐴(𝑠, 𝑎)𝑧) 𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

(𝐴(𝑠, 𝑎)𝑧 − 𝐴(𝑠, 𝑎̄)𝑧) 𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑡

0

(𝐴(𝑠, 𝑎) (𝑧 − 𝑧)) 𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

((𝐴(𝑠, 𝑎)− 𝐴(𝑠, 𝑎̄)) 𝑧) 𝑑𝑠 = 𝑆4 + 𝑆5.

Ïîáóäó¹ìî îöiíêó äîäàíêó 𝑆4. Çãiäíî ç óìîâîþ 3

‖𝑆4‖ ≤
∫︁ 𝑡

0

‖𝐴(𝑠, 𝑎)‖ · ‖𝑧 − 𝑧‖ 𝑑𝑠 ≤
∫︁ 𝑡

0

𝑀(𝑠)‖𝑧 − 𝑧‖ 𝑑𝑠.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ 𝜙 � íåïåðåðâíà íà êîìïàêòi 𝑈 ×𝑉 , òî max
𝑈×𝑉

‖𝜙(𝑢, 𝑣)‖ ≤ 𝑐4.

Âðàõîâóþ÷è îáìåæåííÿ íîðìè âåêòîð-ôóíêöi¨ 𝑧 i 𝑧0 ≤ 𝑐5 îäåðæèìî iç (17)

‖𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇)‖ ≤ ‖𝑧0‖+
∫︁ 𝑡

0

(‖𝐴(𝑠, 𝑎̄(𝜇𝑠, 𝑎0))‖ · ‖𝑧(𝑠, 𝜇)‖) 𝑑𝑠+ 𝑐4𝑡+

+𝜇

∫︁ 𝑡

0

‖𝑧(𝑠, 𝑎̄(𝜇𝑠, 𝑎0))‖𝑑𝑠 ≤ 𝑐5 +

∫︁ 𝑡

0

(𝑀(𝑠)‖𝑧(𝑠, 𝜇)‖) 𝑑𝑠+ (𝑐4 + 𝜎7𝜇)𝑡,

äå ‖𝑍(𝑠, 𝑎̄(𝜇𝑠, 𝑎0))‖ ≤ 𝜎7.
Çàñòîñóâàâøè iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü [8], îäåðæèìî

‖𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇)‖ ≤ (𝑐5 + (𝑐4 + 𝜎7𝜇)𝑡+ 𝑐6) exp

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑀(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
≤

≤ (𝑐6 + (𝑐5 + 𝜎7𝜇0)𝐿+ 𝑐6) exp

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑀(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
= 𝑐7.

Òîäi îöiíêà íîðìè 𝑆5 íàáóâà¹ âèãëÿäó

‖𝑆5‖ ≤ 𝑛

(︃
𝑛∑︁
𝑣=1

sup

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝐴(𝑣)(𝑠, 𝑎)

𝜕𝑎

⃦⃦⃦⃦)︃
𝑐7𝑡 𝑐2𝜇

1
𝑝 ≤ 𝑐8𝑡 𝜇

1
𝑝 ,

äå 𝑐8 = 𝑛𝑐7𝑡𝑐2

(︁∑︀𝑛
𝑣=1 sup

⃦⃦⃦
𝜕𝐴(𝑣)(𝑠,𝑎)

𝜕𝑎

⃦⃦⃦)︁
, 𝐴(𝑣) � ñòîâïåöü ìàòðèöi 𝐴.

Îòæå, iç îöiíîê íîðì 𝑆𝑣, 𝑣 = 1, 5 âèïëèâà¹

‖𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇)−𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇)‖ ≤
∫︁ 𝑡

0

𝑀(𝑠)‖𝑧(𝑠, 𝜇)−𝑧(𝑠, 𝜇)‖𝑑𝑠+𝑐2𝜇
1
𝑝 +𝜎4𝜇

1
𝑝 +𝑐8𝑡𝜇

1
𝑝 .
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Çàñòîñóâàâøè iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü [8], ìàòèìåìî

‖𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇)− 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇)‖ ≤ (𝑐2 + 𝜎4 + 𝑐8𝑡)𝜇
1
𝑝 exp

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑀(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
.

Íåõàé 𝜇* > 0 òàêå, ùî ïðè 𝜇 < 𝜇* ≤ 𝜇0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(𝑐2 + 𝜎4 + 𝑐8𝐿)𝜇
1
𝑝 exp

(︂∫︁ 𝐿

0

𝑀(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
≤ 𝜌

2
.

Òîäi ðîçâ'ÿçîê 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇) iñíó¹ äëÿ 𝑡 ∈ [0, 𝐿] i 𝜇 ∈ (0, 𝜇*] òà âèêîíó¹òüñÿ
îöiíêà

‖𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑏0, 𝜇)− 𝑧(𝑡, 𝑧0, 𝑎0, 𝜇)‖ ≤ 𝑐9𝜇
1
𝑝 ,

äå 𝑐9 � ñòàëà, (𝑐2 + 𝜎4 + 𝑐8𝐿)𝜇
1
𝑝 exp

(︁∫︀ 𝐿
0
𝑀(𝑠) 𝑑𝑠

)︁
.

5. Приклад. Ðîçãëÿíåìî îäèí ç ïðèêëàäiâ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðè, âiäîìèé ÿê
¾Ïðîñòèé ðóõ¿ [3]. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íàáóâà¹
âèãëÿäó

𝑥̇ = 𝑢, 𝑥 ∈ R𝑠, ‖𝑢‖ ≤ 𝜌,

𝑦̇ = 𝑣, 𝑦 ∈ R𝑠, ‖𝑣‖ ≤ 𝜎.
(18)

Òåðìiíàëüíà ìíîæèíà çàìêíåíà i ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä 𝑀* : ||𝑥 − 𝑦|| ≤ 𝜀.
Öiëü ïåðåñëiäóâà÷à çâåñòè òðà¹êòîðiþ ïðîöåñó íà öþ òåðìiíàëüíó ìíîæèíó.
Öiëü âòiêà÷à óíèêíóòè çóñòði÷i ç òåðìiíàëüíîþ ìíîæèíîþ, àáî ÿêîìîãà äîâøå
âiäòÿãíóòè ìîìåíò çóñòði÷i.

Óìîâà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãiíà [3] âèêîíó¹òüñÿ ÿêùî 𝜌 ≥ 𝜎. Òîäi ÷àñ ïåðåñëiäóâàííÿ
ìîæíà âèçíà÷èòè ç ðiâíÿííÿ

‖𝑥01 − 𝑦01‖ =

∫︁ 𝑡

0

(𝜌− 𝜎) 𝑑𝜏 + 𝜀,

äå 𝑥01 i 𝑦
0
1 � ïî÷àòêîâèé ñòàí ïåðåñëiäóâà÷à òà âòiêà÷à âiäïîâiäíî.

Ðîçâ'ÿçàâøè öå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî ÷àñ çàâåðøåííÿ ïåðåñëiäóâàííÿ äëÿ
çàäà÷i (18)

𝑡 =
‖𝑥01 − 𝑦01‖ − 𝜀

𝜌− 𝜎
. (19)

Ç âèãëÿäó ðîçâ'ÿçêó (19) ìîæíà çðîáèòè î÷åâèäíèé âèñíîâîê, ùî ÷àñ ïåðå-
ñëiäóâàííÿ äîñÿãà¹òüñÿ òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè 𝜌 − 𝜎 > 0, òîáòî øâèäêiñòü
ïåðåñëiäóâà÷à 𝜌 ¹ áiëüøîþ çà øâèäêiñòü âòiêà÷à 𝜎.

Ðîçãëÿíåìî ìîäèôiêàöiþ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðè ¾Ïðîñòèé ðóõ¿ iç íàêëàäåíè-
ìè äåÿêèìè çáóðåííÿìè

𝑥̇ = 𝑢+ 𝜇(𝛼 + cos𝜓), 𝑥 ∈ R𝑠,

𝑦̇ = 𝑣 + 𝜇(𝛽 + sin𝜓), 𝑦 ∈ R𝑠.
(20)

Òîäi óñåðåäíåíà çà øâèäêèìè çìiííèìè ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

𝑥̇ = 𝑢+ 𝛼𝜇, 𝑥 ∈ R𝑠, ‖𝑢+ 𝛼𝜇‖ ≤ 𝜌,

𝑦̇ = 𝑣 + 𝛽𝜇, 𝑦 ∈ R𝑠, ‖𝑣 + 𝛽𝜇‖ ≤ 𝜎.
(21)
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òåðìiíàëüíà ìíîæèíà çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ 𝑀* : ||𝑥− 𝑦|| ≤ 𝜀.
Â öüîìó âèïàäêó ÷àñ ïåðåñëiäóâàííÿ äëÿ ñèñòåìè (21) îäåðæó¹òüñÿ ç ðiâíÿ-

ííÿ

‖𝑥01 − 𝑦01‖ =

∫︁ 𝑡

0

((𝜌+ 𝛼𝜇)− (𝜎 + 𝛽𝜇)) 𝑑𝜏 + 𝜀.

Ïðîiíòåãðóâàâøè, îäåðæèìî ÷àñ çàâåðøåííÿ ïåðåñëiäóâàííÿ

𝑡 =
‖𝑥01 − 𝑦01‖ − 𝜀

𝜌− 𝜎 + 𝜇(𝛼− 𝛽)
. (22)

Ç ðîçâ'ÿçêó (22), âèïëèâà¹, ùî ÷àñ ïåðåñëiäóâàííÿ çà íàÿâíîñòi çáóðåííÿ 𝑡
iñíó¹ ëèøå ó âèïàäêó, êîëè 𝜌− 𝜎 + 𝜇(𝛼− 𝛽) > 0.

Ïðîàíàëiçóâàâøè ðîçâ'ÿçêè (19) i (22) ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî â çàëå-
æíîñòi âiä çíà÷åíü êîåôiöi¹íòà çáóðåííÿ 𝜇, òà êîåôiöi¹íòiâ âïëèâó íà ãðàâöiâ
𝛼 i 𝛽, ÷àñ çàâåðøåííÿ ïåðåñëiäóâàííÿ 𝑡 äëÿ çàäà÷i çi çáóðåííÿì ìîæå íàáóâàòè
ðiçíèõ çíà÷åíü ïîðiâíÿíî ç ÷àñîì t àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i áåç çáóðåíü (18).

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:
1) 𝜌 − 𝜎 > 0, êîåôiöi¹íò çáóðåííÿ 𝜇 > 0, à êîåôiöi¹íò âïëèâó çáóðåííÿ íà

âòiêà÷à áiëüøèé çà âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò äëÿ ïåðåñëiäóâà÷à 𝛼 > 𝛽. Òîäi
÷àñ ïåðåñëiäóâàííÿ çi çáóðåííÿì áóäå ìåíøèì çà ÷àñ ïåðåñëiäóâàííÿ áåç
çáóðåííÿ, 𝑡 < 𝑡.

2) 𝜌 − 𝜎 < 0, òîáòî øâèäêiñòü âòiêà÷à áiëüøà øâèäêîñòi ïåðåñëiäóâà÷à. Ó òà-
êîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i (18) íå iñíó¹. Ïðîòå ìîäèôiêàöiÿ çàäà÷i
çi çáóðåííÿìè (21) äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ðåçóëüòàò (âïiéìàòè âòiêà÷à). Çîêðå-
ìà, ÿêùî 𝛼 > 𝛽, òî âòiêà÷ áóäå ïiéìàíèì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ òàêà îöiíêà
𝜇 < (𝜎 − 𝜌)/(𝛼− 𝛽).
6. Висновок. Ó ñòàòòi ðîçãëÿíóòî äèôåðåíöiàëüíó ãðó ïåðåñëiäóâàííÿ çà

íàÿâíîñòi âïëèâó áàãàòî÷àñòîòíèõ çáóðåíü íà ïåðåñëiäóâà÷à i âòiêà÷à. Âåëè÷èíà
çáóðåííÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ìàëèì ïàðàìåòðîì 𝜇 > 0. Ìåòîäîì óñåðåäíåííÿ ïî-
áóäîâàíî ñïðîùåíó çàäà÷ó i îäåðæàíî îöiíêó ïîõèáêè, ïîðÿäîê ÿêî¨ 𝑝

√
𝜇, 𝑝 ≥ 𝑚.

Ïðîàíàëiçîâàíî ðåçóëüòàòè ïåðåñëiäóâàííÿ â çàëåæíîñòi âiä âåëè÷èíè çáóðåíü
äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðè ¾Ïðîñòèé ðóõ¿.
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Bardan A. O. Averaging in the differential pursuit game problem in the presence
of multifrequency disturbances.

The paper considers the problem of the differential game of pursuit, when small external
disturbances are imposed on the movement of the pursuer and the escaper. The method of
averaging by fast variables was applied and substantiated for creating a simplified system
of equations. During the investigation the impact of multi-frequency disturbances on the
conflict-driven process was analyzed. The existence and uniqueness of the solution to the
initial problem was proved. Furthermore, an estimate of the deviation of the solutions
of the exact averaged system with the same initial conditions on an arbitrary finite time
interval [0, 𝐿] was constructed. Both cases when the matrix of the linear part depends on
the slow time and when it depends on the time as well as on the amplitude variables were
considered. The differential game "Simple motion" was given as an example, in which it
was modified through the imposition of perturbations. The pursuit completion time was
found for the origin problem and in the perturbation case. As a result, the influence of
perturbations on the existence of a solution and on the completion time of the pursuit in
the differential game was analyzed.

Keywords: differential game of pursuit, multi-frequency disturbance, averaging method,
oscillatory integral, resonance.
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