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ПРО ОДИН ПIДХIД ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ПРОБЛЕМИ
ДЕДЕКIНДА

У данiй роботi показано, що клас монотонних функцiй спiвпадає з класом тупи-
кових диз’юнктивних нормальних форм (ТДНФ). Монотоннi функцiї вiд 𝑛 змiнних
можна задати на вершинах 𝑛-мiрного кубу. У роботi знаходяться всi монотоннi фун-
кцiї вiд 𝑛 змiнних (𝑛 = 1, 2, . . . , 13), якi є одноярусними ТДНФ. У данiй роботi за-
пропонований алгоритм для знаходження монотонних функцiй, якi є одноярусними
тупиковими диз’юнктивними нормальними формами для 𝑛 змiнних.

Ключовi слова: монотоннi функцiї, проблема Дедекiнда, класи Поста, однояруснi
монотоннi функцiї.

1. Вступ. Ó ðîáîòi ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ êëàñó ìîíîòîííèõ ôóíêöié áà-
ãàòüîõ çìiííèõ. Âèâ÷åíà ñòðóêòóðà êëàñó òóïèêîâèõ äèç'þíêòèâíèõ íîðìàëü-
íèõ ôîðì. Îñêiëüêè êëàñ ìîíîòîííèõ ôóíêöié äëÿ 𝑛 > 9 ìàéæå íåâèâ÷åíèé,
òî äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ïiäêëàñiâ ìîíîòîííèõ ôóíêöié äëÿ
𝑛 = 9, 10, 11, 12, 13. Ìîíîòîííi ôóíêöi¨ çíàõîäÿòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â òåî-
ði¨ ïåðåìèêàëüíèõ ñõåì, ó êðèïòîãðàôi¨, ó òåîði¨ ãðóï i êiëåöü, à òàêîæ iíøèõ
àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð.

Ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥) : 𝑍𝑛
2 → 𝑍2 íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ

ïîðiâíþâàëüíèõ íàáîðiâ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍𝑛
2 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦). Íåõàé 𝐷𝑛 �

ìíîæèíà âñiõ ìîíîòîííèõ áóëåâèõ ôóíêöié ç 𝑍𝑛
2 . Çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ïîòóæíîñòi

ìíîæèíè |𝐷𝑛| íàçèâà¹òüñÿ ïðîáëåìîþ Äåäåêiíäà, à áåçïîñåðåäíüî ïîòóæíiñòü
ìíîæèíè 𝑑𝑛 = |𝐷𝑛| íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì Äåäåêiíäà äëÿ âêàçàíîãî 𝑛.

Ó 1897 ðîöi Äåäåêiíä ðîçâ'ÿçàâ öþ çàäà÷ó äëÿ 𝑛 = 4, ó 1940 ðîöi ×åð÷ äëÿ
𝑛 = 5 òà Âàðä äëÿ 𝑛 = 6 ó 1946 ðîöi. Íà äàíèé ÷àñ âiäîìi çíà÷åííÿ ÷èñëà Äåäå-
êiíäà äëÿ áóëåâèõ ôóíêöié âiä ñåìè, âîñüìè òà äåâ'ÿòè çìiííèõ [1]. Ó [2] Âiäåìàí
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ïiäðàõóâàâ ÷èñëî ìîíîòîííèõ ôóíêöié äëÿ âîñüìè çìiííèõ. Öåé ðåçóëüòàò áóâ
ïiäòâåðäæåíèé ó [3].

Ó 1954 ðîöi Ãiëüáåðò îòðèìàâ òàêó îöiíêó ÷èñëà Äåäåêiíäà 2𝐶𝑛, [𝑛/2] ≤ 𝑑𝑛 ≤
≤ 𝑛𝐶𝑛, [𝑛/2]+2 . Íàäàëi âåðõíÿ îöiíêà áóëà ïîêðàùåíà äî 3𝐶𝑛, [𝑛/2] . Âiäîìi ðîáîòè
[2, 3, 4, 5], ó ÿêèõ áóëî ïîêðàùåíî öþ îöiíêó.

Ó ðîáîòi [6] ïîêàçàíî, ùî çà õàðàêòåðèñòèêîþ Ïîñòà ìîæíà ïîáóäóâàòè ñiì-
íàäöÿòü íåïîðîæíiõ êëàñiâ, ÿêi óòâîðþþòü ðåøiòêó Ïîñòà. Äëÿ òðèíàäöÿòè
êëàñiâ çíàéäåíi ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòåé öèõ êëàñiâ äëÿ äîâiëüíîãî 𝑛.
Êëàñ ìîíîòîííèõ ôóíêöié � öå îá'¹äíàííÿ ïiäêëàñiâ 𝑛0, 𝑛3, 𝑛9, 𝑛12, 𝑛14. Äëÿ êëà-
ñiâ 𝑛0, 𝑛9, 𝑛14 çíàéäåíi îöiíêè îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòåé äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi
çìiííèõ, à äëÿ êëàñiâ 𝑛3, 𝑛14 òàêi îöiíêè íå çíàéäåíi.

2. Основнi результати.

Означення 1. Елементарною кон’юнкцiєю, утвореною iз булевих змiнних
𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛, називається вираз вигляду 𝑋𝑖1𝑋𝑖2 · · ·𝑋𝑖𝑘 , де 𝑘 ≤ 𝑛 та 𝑖𝑝 ̸= 𝑖𝑞,
якщо 𝑝 ̸= 𝑞.

Ðàíã åëåìåíòàðíî¨ êîí'þíêöi¨ öå ÷èñëî 𝑘, ÿêå âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü çìiííèõ,
ÿêi âõîäÿòü äî ¨¨ ñêëàäó.

Твердження 1. Всi елементарнi кон’юнкцiї є монотонними функцiями.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî êîí'þíêöiÿ ¹ ìîíîòîííîþ ôóíêöi¹þ,
à êëàñ ìîíîòîííèõ áóëåâèõ ôóíêöié ¹ çàìêíóòèì.

Означення 2. Диз’юнктивною нормальною формою називається диз’юнкцiя
елементарних кон’юнкцiй.

Твердження 2. Всi диз’юнктивнi нормальнi форми є монотонними фун-
кцiями.

Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ.

Означення 3. Тупиковою диз’юнктивною нормальною формою монотон-
ної функцiї називається диз’юнктивна нормальна форма, у якiй нi одна еле-
ментарна кон’юнкцiя не є власною частиною iншої елементарної кон’юнкцiї.

Теорема 1. Тупиковi диз’юнктивнi нормальнi форми є канонiчними.

Доведення. Äîâåäåìî, ùî êîæíà ìîíîòîííà ôóíêöiÿ ìà¹ ¹äèíó êàíîíi÷íó
òóïèêîâó äèç'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó.

Âèïèøåìî ñèñòåìè òîòîæíîñòåé áóëåâî¨ àëãåáðè, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî ìîíî-
òîííèõ ôóíêöié.

1. 0 ∧ 0 = 0;
2. 0 ∨ 0 = 0;
3. 1 ∧ 1 = 1;
4. 1 ∨ 1 = 1;
5. 0 ∧ 𝑥 = 0;
6. 0 ∨ 𝑥 = 𝑥;
7. 1 ∧ 𝑥 = 𝑥;
8. 1 ∨ 𝑥 = 1;
9. 𝑥 ∨ 𝑥 = 𝑥;

1. 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥;
2. 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥;
3. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥;
4. (𝑥 ∨ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ (𝑦 ∨ 𝑧);
5. (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧);
6. (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ 𝑧 ∨ 𝑦 ∧ 𝑧;
7. 𝑥 ∨ 𝑦 ∧ 𝑧 = (𝑥 ∨ 𝑦) (𝑥 ∨ 𝑧);
8. 𝑥 ∨ 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥;
9. 𝑥 (𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑥.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ÿêùî ó ôîðìóëó ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ âõîäÿòü êîíñòàíòè
íóëÿ òà îäèíèöi, òî ¨õ ìîæíà ïîãëèíóòè, âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíîñòi 1�8, êðiì
âèïàäêó, ÿêùî ôóíêöi¨ ¹ êîíñòàíòîþ íóëÿ àáî îäèíèöi.

Çà äîïîìîãîþ òîòîæíîñòåé 9�18 îòðèìà¹ìî äèç'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîð-
ìó, ÿêà ¹ òóïèêîâîþ. Äîâåäåìî, ùî òóïèêîâà äèç'þíêòèâíà íîðìàëüíà ôîð-
ìà ¹ êàíîíi÷íîþ. Íåõàé ìîíîòîííà ôóíêöiÿ 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ìà¹ äâi òóïèêîâi
äèç'þíêòèâíi íîðìàëüíi ôîðìè 𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ . . . ∨ 𝑝𝑙 i 𝑞1 ∨ 𝑞2 ∨ . . . ∨ 𝑞𝑘. Çðîçóìi-
ëî, ùî 𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ . . . ∨ 𝑝𝑙 = 𝑞1 ∨ 𝑞2 ∨ . . . ∨ 𝑞𝑘. Ïîêàæåìî, ùî ∀𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑙,
∃𝑞𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘, òàêi, ùî 𝑝𝑖 i 𝑞𝑗 ëåêñèêîãðàôi÷íî ñïiâïàäàþòü. Íåõàé 𝑝𝑖 =
= 𝑥𝑖1𝑥𝑖2 . . . 𝑥𝑖𝑚 . Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) íà íàáîði 𝑥𝑖1 = 𝑥𝑖2 =
= . . . = 𝑥𝑖𝑚 = 1, à ðåøòà çìiííèõ 𝑥𝑖𝑠 = 0; 𝑠 /∈ {1, 2, . . . ,𝑚}. Íà öüîìó íàáî-
ði 𝑝𝑖 = 1, à òîìó i 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 1. Ó öüîìó âèïàäêó ïîâèííà iñíóâàòè
𝑞𝑗 = 𝑥𝑗1𝑥𝑗2 . . . 𝑥𝑗𝑘 , ÿêà íà öüîìó íàáîði äîðiâíþ¹ îäèíèöi, à öå ìîæëèâî òiëüêè
òîäi, ÿêùî êîæíà çìiííà 𝑥𝑗𝑟 , 𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑙} íàëåæèòü 𝑝𝑖.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè 𝑞𝑗 ¹ âëàñíîþ ÷àñòèíîþ 𝑝𝑖. Íà íàáîði, äëÿ ÿêî-
ãî 𝑥𝑗1 = 𝑥𝑗2 = . . . = 𝑥𝑗𝑙 = 1, à ðåøòà çìiííèõ ðiâíà íóëþ, îòðèìà¹ìî, ùî â
äèç'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi 𝑝1∨𝑝2∨ . . .∨𝑝𝑙 ïîâèííà iñíóâàòè åëåìåíòàðíà
êîí'þíêöiÿ 𝑝𝑣, ÿêà ¹ âëàñíîþ ÷àñòèíîþ 𝑝𝑖. Öå ïðîòèði÷èòü òîìó, ùî 𝑝1∨𝑝2∨. . .∨𝑝𝑙
¹ òóïèêîâîþ äèç'þíêòèâíîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Означення 4. Тупиковою диз’юнктивною нормальною формою 𝑘-го поряд-
ку називається диз’юнкцiя елементарних кон’юнкцiй, якi мають ранг 𝑘.

Íàïðèêëàä, 𝑥1𝑥2𝑥4 ∨ 𝑥2𝑥3𝑥5 ∨ 𝑥1𝑥2𝑥5 � òóïèêîâà äèç'þíêòèâíà íîðìàëüíà
ôîðìà òðåòüîãî ïîðÿäêó, à 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5 � ï'ÿòîãî ïîðÿäêó.

Ïîòóæíiñòü òóïèêîâî¨ äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè � öå ÷èñëî, ùî äî-
ðiâíþ¹ êiëüêîñòi äèç'þíêòiâ ó äèç'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi.

Íàïðèêëàä, |𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥2𝑥3 ∨ 𝑥4𝑥5| = 3, à |𝑥1 ∨ 𝑥3𝑥4| = 2.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 𝐷𝑛

𝑖,𝑗 � ìíîæèíó òóïèêîâèõ äèç'þíêòèâíèõ íîðìàëüíèõ
ôîðì âiä 𝑛 çìiííèõ 𝑖-ãî ïîðÿäêó ç ðàíãîì 𝑗.

Äëÿ 𝑛 = 4 âèïèøåìî âñi åëåìåíòè ìíîæèíè 𝐷4
𝑖,𝑗, i çíàéäåìî ôîðìóëè äëÿ

çíàõîäæåííÿ ïîòóæíîñòi 𝐷4
𝑖,𝑗.

1) 𝐷4
1,1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4},

⃒⃒
𝐷4

1,1

⃒⃒
= 𝐶1

4 = 4.
2) 𝐷4

1,2 = {𝑥1 ∨ 𝑥2, 𝑥1 ∨ 𝑥3, 𝑥1 ∨ 𝑥4, 𝑥2 ∨ 𝑥3, 𝑥2 ∨ 𝑥4, 𝑥3 ∨ 𝑥4},
⃒⃒
𝐷4

1,2

⃒⃒
= 𝐶2

4 = 6.
3) 𝐷4

1,3 = {𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3, 𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥4, 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4, 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4},
⃒⃒
𝐷4

1,3

⃒⃒
= 𝐶3

4 = 4.

4) 𝐷4
1,4 = {𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4},

⃒⃒
𝐷4

1,4

⃒⃒
= 𝐶4

4 = 1.
5) 𝐷4

2,1 = {𝑥1𝑥2, 𝑥1𝑥3, 𝑥1𝑥4, 𝑥2𝑥3, 𝑥2𝑥4, 𝑥3𝑥4},
⃒⃒
𝐷4

2,1

⃒⃒
= 𝐶2

4 = 6.
6) 𝐷4

2,2 = {𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1𝑥3, 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1𝑥4, 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥2𝑥3, 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥2𝑥4, 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥3𝑥4 ,
𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥1𝑥4, 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥3, 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥4, 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥3𝑥4, 𝑥1𝑥4 ∨ 𝑥2𝑥3, 𝑥1𝑥4 ∨ 𝑥2𝑥4,
𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥3𝑥4, 𝑥2𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥4, 𝑥2𝑥4 ∨ 𝑥3𝑥4, 𝑥2𝑥3 ∨ 𝑥3𝑥4}.⃒⃒
𝐷4

2,2

⃒⃒
= 𝐶2

6 = 15.

Àíàëîãi÷íî, çíàõîäèìî ïîòóæíiñòü ðåøòè ìíîæèí 𝐷4
𝑖,𝑗, à ñàìå:⃒⃒

𝐷4
2,3

⃒⃒
= 𝐶3

6 = 20;
⃒⃒
𝐷4

2,4

⃒⃒
= 𝐶4

6 = 15;
⃒⃒
𝐷4

2,5

⃒⃒
= 𝐶5

6 = 6;
⃒⃒
𝐷4

2,6

⃒⃒
= 𝐶6

6 = 1;⃒⃒
𝐷4

3,1

⃒⃒
= 𝐶3

4 = 4;
⃒⃒
𝐷4

3,2

⃒⃒
= 𝐶2

4 = 6;
⃒⃒
𝐷4

3,3

⃒⃒
= 𝐶3

4 = 4;⃒⃒
𝐷4

3,4

⃒⃒
= 𝐶4

4 = 1;
⃒⃒
𝐷4

4,1

⃒⃒
= 𝐶4

4 = 1.
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Означення 5. Тупикова диз’юнктивна нормальна форма називається одно-
ярусною, якщо вона є диз’юнкцiєю елементарних кон’юнкцiй, якi мають одна-
ковий ранг.

Твердження 3. Кiлькiсть одноярусних тупикових диз’юнктивних нор-
мальних форм для чотирьох змiнних дорiвнює 94 i обчислюється за формулою

4∑︁
𝑡=1

𝐶𝑡
𝐶1

4
+

4∑︁
𝑡=1

𝐶𝑡
𝐶2

4
+

4∑︁
𝑡=1

𝐶𝑡
𝐶3

4
+

4∑︁
𝑡=1

𝐶𝑡
𝐶4

4
.

Ó äàíié ðîáîòi çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì äëÿ çíàõîäæåííÿ ìîíîòîííèõ ôóí-
êöié, ÿêi ¹ îäíîÿðóñíèìè òóïèêîâèìè äèç'þíêòèâíèìè íîðìàëüíèìè ôîðìàìè
äëÿ 𝑛 çìiííèõ.

Óçàãàëüíþþ÷è ìiðêóâàííÿ, íàâåäåíi äëÿ 𝑛 = 4, îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíi ôîð-
ìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ îäíîÿðóñíèõ òóïèêîâèõ äèç'þíêòèâíèõ íîðìàëüíèõ ôîðì
äëÿ 𝑛 çìiííèõ.

Теорема 2. Кiлькiсть одноярусних тупикових диз’юнктивних нормальних
форм дорiвнює

𝑛∑︁
𝑡=1

𝐶𝑡
𝐶1

𝑛
+

𝑛∑︁
𝑡=1

𝐶𝑡
𝐶2

𝑛
+ . . .+

𝑛∑︁
𝑡=1

𝐶𝑡
𝐶𝑛

𝑛
=
⃒⃒
𝐷𝑛

1,1

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐷𝑛

1,2

⃒⃒
+ . . .+

⃒⃒
𝐷𝑛

1,𝑛

⃒⃒
+

+
⃒⃒
𝐷𝑛

2,1

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐷𝑛

2,2

⃒⃒
+ . . .+

⃒⃒
𝐷𝑛

2,𝑛

⃒⃒
+ . . .+

⃒⃒
𝐷𝑛
𝑛,1

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐷𝑛
𝑛,2

⃒⃒
+ . . .+

⃒⃒
𝐷𝑛
𝑛,𝑛

⃒⃒
.

Ó äàíié ðîáîòi ðîçðîáëåíî ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ íà ìîâi Python äëÿ îá-
÷èñëåííÿ îäíîÿðóñíèõ òóïèêîâèõ äèç'þíêòèâíèõ íîðìàëüíèõ ôîðì.

Äàíà ìîâà ïðîãðàìóâàííÿ ìà¹ âáóäîâàíó ïiäòðèìêó ðîáîòè ç âåëèêèìè ÷è-
ñëàìè (äîâãà àðèôìåòèêà), îñêiëüêè âæå ïðè çíà÷åííÿõ 𝑛 ≥ 7 ÷èñëîâi îïå-
ðàíäè íå ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ñòàíäàðòíèìè 64-áiòíèìè òèïàìè äàíèõ.
Python-ñêðèïò ¹ ïðÿìîþ ðåàëiçàöi¹þ âèùå íàâåäåíèõ ôîðìóë � îäíèì öèêëîì
îá÷èñëþ¹òüñÿ ñóìà

⃒⃒
𝐷𝑛

1,1

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐷𝑛

1,2

⃒⃒
+ . . . +

⃒⃒
𝐷𝑛
𝑛,𝑛

⃒⃒
, à iíøèì � çíà÷åííÿ êîæíîãî

äîäàíêó, òîáòî
𝑛∑︀
𝑡=1

𝐶𝑡
𝐶𝑖

𝑛
. Îêðiì öüîãî, çàñòîñîâàíi íàñòóïíi îïòèìiçàöi¨, íåîáõiäíi

äëÿ îòðèìàííÿ áàæàíîãî iíòåðâàëó ðåçóëüòàòiâ:

� Îá÷èñëåííÿ áiíîìiàëüíîãî êîåôiöi¹íòó 𝐶𝑘
𝑛 ðåàëiçîâàíî ÿê ôóíêöiþ-ïiäïðî-

ãðàìó. Äëÿ íåâåëèêèõ ÷èñåë, ïiäiéøëà á ðåêóðñèâíà ðåàëiçàöiÿ äàíî¨ ôîð-
ìóëè: 𝐶(𝑛, 𝑘) = 𝐶(𝑛− 1, 𝑘 − 1) + 𝐶(𝑛− 1, 𝑘), ïðîòå â íàøîìó âèïàäêó áóëî
çàñòîñîâàíå óñóíåííÿ õâîñòîâî¨ ðåêóðñi¨ (tail recursion elimination), ùîá óíè-
êíóòè ïåðåïîâíåííÿ ñòåêó.

� Äîäàòêîâî â ôóíêöiþ îá÷èñëåííÿ áiíîìiàëüíîãî êîåôiöi¹íòó äîäàíî êåøó-
âàííÿ îòðèìàíèõ çíà÷åíü, iç çáåðiãàííÿì ¨õ ó õåø-ìàïi.

� Âõiäíi ïàðàìåòðè 𝑛, 𝑘 õåøóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ ïàðóâàííÿ Ñçó-
äçiêà [7], ùî äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè ñòâîðåííÿ ñïèñêiâ ÷è âåëèêèõ ðÿäêiâ ïðè
çáåðiãàííi çíà÷åííÿ-êëþ÷à â õåø-ìàïi.

� Âåñü ñêðèïò áóâ ïàðàëåëiçîâàíèé çà äîïîìîãîþ âáóäîâàíîãî ìîäóëÿ
concurrent. Öå äîçâîëèëî ðîçïîäiëèòè îá÷èñëåííÿ êîæíîãî iç çíà÷åíü 𝑛 ìiæ
ðiçíèìè ÿäðàìè ïðîöåñîðà.
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Àëãîðèòì ìîæíà i íàäàëi îïòèìiçîâóâàòè, ïðîòå äàíèõ ïîêðàùåíü äîñòàòíüî
äëÿ îòðèìàííÿ íåîáõiäíèõ åìïiðè÷íèõ äàíèõ äëÿ öi¹¨ ðîáîòè.

Ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü îäíîÿðóñíèõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié äëÿ äîâiëüíîãî 𝑛 ÷å-
ðåç𝑀

′
𝑛. Ïiñëÿ áëèçüêî 2 ãîäèí âèêîíàííÿ ïðîãðàìè íà 16-ÿäåðíîìó Intel ïðîöå-

ñîði, îòðèìàëè ðåçóëüòàòè äëÿ óñiõ çíà÷åíü 𝑛 âiä 1 äî 13, ÿêi íàâåäåíi ó òàáë. 1.

Таблиця 1.
Êiëüêiñòü îäíîÿðóñíèõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié

𝑛 𝑀
′
𝑛 𝑑𝑛

1 1 3
2 4 6
3 15 20
4 94 168
5 2109 7581
6 1114236 7828354
7 68723671291 2414682040998
8 1180735735906024030714 56130437228687557907788

9 170141183460507917357914971986913657849
28638657766829841112846915
1667598498812366

10
723700557733555322308782897512730417919714
7198604070555943173844710572689400

11

238170513177184465895202425368741325817044
946084516042231526158512054234356305294904
144148681975608466856729790283581642146941
68094211837943

12

141812983367708498267942666831007057202511
448421643827125349472119773535022654196943
944209450975037768339007732459544512725221
726759486456306391423731808917670558303020
063768732533713950908137270269160833647989
425881755169137192813409227664868035160693
806114244902552366349295606

13

738758609270024209965454657683069677260386
656729278905586842644232395681812556747321
788066586922125536827933697818591623337035
720169993336001366030397874589276419552284
835453970579351391959773273488415652976103
375342719551996969762427017855859631621725
784601710328953268332288528234864115228186
588666802595591076050723075869603653902072
610273009464776994054492247292748821466108
364060833431050467374018687430061639026192
717549361179136998494285354179742122679355
281943238944043468706196125572554998224378
5045998321653

Îñêiëüêè íàðàçi âiäîìi çíà÷åííÿ ÷èñåë Äåäåêiíäà äî 𝑛 = 9, òî çîáðàçèìî íà
ãðàôiêó âiäíîñíó ÷àñòêó îäíîÿðóñíèõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié âiä çàãàëüíî¨ êiëü-
êîñòi ìîíîòîííèõ ôóíêöié

(︀
𝑀

′
𝑛/𝑑𝑛

)︀
.
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Ðèñ. 1. Ãðàôiê ôóíêöi¨ 𝑦𝑛 =𝑀
′
𝑛/𝑑𝑛.

3. Висновки. Ó ðîáîòi ïîêàçàíî, ùî äëÿ 𝑛 = 13 ÷èñëî îäíîÿðóñíèõ ìîíî-
òîííèõ áóëåâèõ ôóíêöié áiëüøå íiæ 10518. ×åðåç öå îá÷èñëåííÿ êiëüêîñòi ìî-
íîòîííèõ ôóíêöié, òîáòî çíàõîäæåííÿ ÷èñåë Äåäåêiíäà, ÿêå çíà÷íî ïåðåâèùó¹
êiëüêiñòü îäíîÿðóñíèõ ÒÄÍÔ íå ¹ ïåðñïåêòèâíîþ. Ïðåäñòàâëÿ¹ iíòåðåñ àíàëiòè-
÷íå îïèñàííÿ ïiäêëàñiâ 𝑛3, 𝑛14 ìîíîòîííèõ ôóíêöié i çíàõîäæåííÿ ¨õ ïîòóæíî-
ñòi. Iíøèé íàïðÿì ó çíàõîäæåííi ÷èñëà Äåäåêiíäà ïîëÿãà¹ ó ïîäiëi ìíîæèíè
ìîíîòîííèõ ôóíêöié íà êëàñè ôóíêöié, ÿêi ¹ áàãàòîÿðóñíèìè äèç'þíêòèâíèìè
íîðìàëüíèìè ôîðìàìè. Ó íàñòóïíié ðîáîòi ïëàíó¹òüñÿ äîñëiäæåííÿ ìîíîòîí-
íèõ ôóíêöié, ÿêi íàëåæàòü êiëüêîì ÿðóñàì 𝑛-ìiðíîãî êóáó.
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This paper demonstrates that the class of monotone functions coincides with the class
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of dead-end disjunctive normal forms (DNF). Monotonic functions of 𝑛 variables can be
defined on the vertices of an 𝑛-dimensional cube. The paper contains all monotonic func-
tions of 𝑛 variables (𝑛 = 1, 2, . . . , 13), that are single-tier TDNF. It proposes an algorithm
for finding monotone functions that are single-level dead-end disjunctive normal forms for
𝑛 variables.

Keywords: monotonic functions, Dedekind’s problem, Post classes, single-level monotonic
functions.
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