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СЛАБКI РОЗВ’ЯЗКИ СТОХАСТИЧНО ЗБУРЕНИХ
ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ ЗI ШВИДКО ЗРОСТАЮЧИМИ

ЗОВНIШНIМИ ЗБУРЕННЯМИ

В данiй роботi вивчаються стохастичнi еволюцiйнi рiвняння у нескiнченновимiрних
просторах. Цi рiвняння є математичними моделями реальних процесiв природознав-
ства iз розподiленими параметрами i таких, що у процесi своєї еволюцiї зазнають впли-
ву випадкових факторiв. Данi фактори можна розглядати як сумарний результат ве-
ликої кiлькостi незалежних у сукупностi випадкових величин. Тодi, у силу центральної
граничної теореми, отримаємо, що випадковi збурення описуються нескiнченновимiр-
ним процесом бiлого шуму, що приводить до стохастичних рiвнянь Iтовського типу.
Характерним прикладом таких рiвнянь є стохастичнi параболiчнi рiвняння iз нелi-
нiйним зносом. Головним диференцiальним оператором тут є, як правило, оператор
другого порядку елiптичного типу. Вiдомi ранiше результати стосувались iснування та
єдиностi слабких розв’язкiв таких рiвнянь за умови степеневого росту нелiнiйностей
та деяких умов монотонностi. Однак у застосуваннях часто трапляється нелiнiйностi
експоненцiального росту, наприклад, добре вiдоме рiвняння Франка–Каменського.

В данiй роботi отриманi умови iснування, єдиностi та неперервної залежностi слаб-
ких розв’язкiв вiд правих частин та початкових даних. При цьому нелiнiйностi можуть
допускати рiст вище степеневого. Також для розв’язкiв отриманi оцiнки у спецiальних
Соболiвських нормах.

Ключовi слова: процес Вiнера, лапласiан, елiптичнiсть, простiр Соболева, крайова
задача.

1. Вступ. Â äàíié ðîáîòi âèâ÷à¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íî çáóðåíå íåñêií÷åííîâèìiðíèì
𝑄-âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì ðiâíÿííÿ ðåàêöiÿ-äèôóçiÿ âèãëÿäó:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑦 = (∆𝑦 + 𝑓(𝑦) + 𝑢(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑦)𝑑𝑊 (𝑡),

𝑦(𝑡, 𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝐷, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

𝑦(0, 𝑥) = 𝑦0(𝑥,𝑤),

(1)

äå 𝐷 ⊂ 𝑅𝑑, 𝑑 ≥ 2, îáìåæåíà îáëàñòü iç ëÿïóíîâñüêîþ ìåæåþ, ∆ � îïåðàòîð
Ëàïëàñà, 𝑓 i 𝜎 äiéñíi ñêàëÿðíi ôóíêöi¨ ç 𝑅1 â 𝑅1, ùî ïîðîäæóþòü âiäïîâiäíi
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àáñòðàêòíi âiäîáðàæåííÿ ÿê âiäîáðàæåííÿ Íåìèöüêîãî: 𝑦(𝑥) → 𝑓(𝑦(𝑥)), 𝜎(𝑦(𝑥)),
𝑢(𝑡) ïåâíå âèïàäêîâå çáóðåííÿ, ùî ÷àñòî iíòåãðó¹òüñÿ ÿê âåêòîð êåðóâàííÿ. Òàêi
ðiâíÿííÿ âèíèêàþòü ó çàñòîñóâàííÿõ ÿê ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ïðîöåñiâ iç ðîçïî-
äiëåíèìè ïàðàìåòðàìè, ùî çàçíàþòü âèïàäêîâèõ âïëèâiâ. Òèïîâèìè ïðåäñòàâ-
íèêàìè ¹, íàïðèêëàä, ìîäåëü Õîäæêiíà�Êàìåíñüêîãî�Õàêñëi (íåéðîôiçiîëîãiÿ),
äå 𝑦(𝑡, 𝑥) ¹ åëàñòè÷íèì ïîòåíöiàëîì êëiòèííîãî íåðâà [1], ìîäåëü Äàâñîíà�Ôëå-
ìiíãà ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè [2] òà áàãàòî iíøèõ ìîäåëåé.

Àëå, ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü
îòðèìàíi çà óìîâè ñòåïåíåâîãî ðîñòó ôóíêöi¨ ðåàêöi¨ 𝑓, íàïðèêëàä [3, 4] äëÿ
äåòåðìiíiñòè÷íîãî âèïàäêó òà [5, 6] äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî âèïàäêó.

Îäíàê, çóñòði÷àþòüñÿ ñèòóàöi¨, êîëè ôóíêöiÿ 𝑓(𝑦) ìà¹ ðiñò âèùå ëiíiéíîãî,
òèïîâèì ïðåäñòàâíèêîì òóò ¹ ðiâíÿííÿ Ôðàíêà�Êàìåíñüêîãî [7], äå ôóíêöiÿ 𝑓
ìà¹ åêñïîíåíöiéíèé ðiñò. Òîìó âàæëèâî äîâåñòè êîíêðåòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i
(1) i â ïîäiáíèõ âèïàäêàõ.

Äëÿ îòðèìàííÿ âiäïîâiäíîãî ðåçóëüòàòó ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïiäõiä ðîáiò [8,
9], ðîçðîáëåíèé äëÿ äåòåðìiíîâàíîãî âèïàäêó, äå îñíîâíîþ óìîâîþ íà ôóíêöiþ
𝑓 ¹ íàñòóïíà:

𝑓 ′(𝑠) ≤ Λ𝑓 , Λ𝑓 ≥ 0.

Î÷åâèäíî, ùî íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ 𝑓(𝑠) = 𝑒−𝑠 äàíó óìîâó çàäîâîëüíÿ¹, àëå
íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñòåïåíåâîãî ðîñòó.

2. Постановка задачi та основний результат. Ïîçíà÷èìî íàñòóïíi ïðî-
ñòîðè 𝐻 = 𝐿2(𝐷), 𝑉 = 𝐻1

0 , 𝑉
′ = 𝐻−1. Òîäi 𝑉 ⊂ 𝐻 ⊂ 𝑉 ′ óòâîðþþòü òðiéêó

Ãåëüôàíäà. Íàäàëi ‖·‖ � íîðìà â 𝐻, (·, ·) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â 𝐻, < ·, · > �
ñïàðêà ìiæ 𝑉 ′ i 𝑉 (òîáòî < 𝑧, 𝑣 >:= 𝑧(𝑣), äëÿ 𝑧 ∈ 𝑉 ′, 𝑣 ∈ 𝑉 .)

Ïðè öüîìó
< 𝑧, 𝑣 >= (𝑧, 𝑣) äëÿ 𝑧 ∈ 𝐻, 𝑣 ∈ 𝑉.

Íåõàé (Ω, 𝐹, 𝑃 ) ¹ ïîâíèì éìîâiðíîñòíèì ïðîñòîðîì, à (𝐹𝑡) � íîðìàëüíà
ôiëüòðàöiÿ, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Ïîçíà÷èìî òàêîæ 𝑄 = 𝐷 × (0, 𝑇 ) i Ω𝑇 = Ω× [0, 𝑇 ].

Çàäàìî ïîñëiäîâíÿñòü {𝜆𝑖}∞1 � íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêó, ùî
∑︀∞

𝑖=1 𝜆
2
𝑖 < ∞ i

íåõàé {𝑙𝑖}∞1 ¹ îðòîãîíàëüíèì áàçèñîì â 𝐻, ùî 𝑙𝑖 ∈ 𝐿∞(𝐷) i sup𝑖 ‖𝑙𝑖‖𝐿∞ <∞.
Ââåäåìî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð 𝑄 òàêèé, ùî âií ¹ íåâiä'¹ìíî âèçíà-

÷åíèì i 𝑇𝑟(𝑄) <∞, 𝑄𝑙𝑖 = 𝜆𝑖𝑙𝑖.
Çà äîïîìîãîþ öüîãî îïåðàòîðà ñòàíäàðòíèì ÷èíîì ìîæíà âèçíà÷èòè

𝐻 � çíà÷íèé ïðîöåñ Âiíåðà

𝑊 (𝑡) :=
∞∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑙𝑖(𝑥)𝛽𝑖(𝑡), 𝑡 > 𝑜

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ 𝑄-âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì. Òóò 𝛽𝑖(𝑡) ¹ ñòàíäàðòíèìè, ñêàëÿð-
íèìè, íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi ïðîöåñàìè Âiíåðà. Âiäíîñíî 𝑊 (𝑡) i ïîòîêó
𝜎-àëãåáð (𝐹𝑡) áóäåìî ââàæàòè íàñòóïíå:
1) 𝑊 (𝑡) ∈ 𝐹𝑡 � âèìiðíèì ïðè âñiõ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ];
2) 𝑊 (𝑡+ ℎ)−𝑊 (𝑡) íå çàëåæèòü âiä 𝜎-àëãåáðè 𝐹𝑡 ïðè âñiõ ℎ ≥ 0, 𝑡 ≥ 0.

Ïîçíà÷èìî 𝑈 = 𝑄
1
2 (𝐻). Òîäi ç [10, Lemma 2.2] âèïëèâà¹, ùî 𝑈 ∈ 𝐿∞(𝐷).

Àíàëîãi÷íî [10] ââåäåìî ìóëüòèïëiêàòèâíèé îïåðàòîð Φ : 𝑈 → 𝐻 íàñòóïíèì
÷èíîì

Φ(𝜓) := 𝜙𝜓, 𝜓 ∈ 𝑈,

Роздiл 1: Математика i статистика
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ùî âèçíà÷åíèé ôóíêöi¹þ 𝜙 ∈ 𝐻. Îñêiëüêè 𝜓 ∈ 𝐿∞(𝐷), òî äàíèé îïåðàòîð âè-
çíà÷åíèé êîðåêòíî. Òîäi Φ ∘𝑄 1

2 : 𝐻 → 𝐻 âèçíà÷à¹ îïåðàòîð Ãiëüáåðòà-Øìiäòà.
Ïðîñòið òàêèõ îïåðàòîðiâ ïîçíà÷àòèìåìî 𝐿0

2 = 𝐿2(𝑄
1
2𝐻,𝐻), à íîðìó â íüîìó

‖·‖𝐿0
2
.

Ïðè öüîìó⃦⃦⃦
Φ ∘𝑄

1
2

⃦⃦⃦2
𝐿0
2

:=
∞∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦
Φ ∘𝑄

1
2 𝑙𝑖

⃦⃦⃦2
=

∞∑︁
𝑖=1

𝜆2𝑖

∫︁
𝐷

𝜙2(𝑥)𝑙2𝑖 (𝑥)𝑑𝑥 ≤

≤ sup
𝑖

‖𝑙𝑖‖2𝐿∞ · ‖𝜙‖2 𝑇𝑟(𝑄),
(2)

äå 𝑇𝑟𝑄 =
∑︀∞

𝑖=1 𝜆
2
𝑖 = 𝜆.

Òîäi, äëÿ 𝐹𝑡 � âèìiðíîãî ïðîöåñó Φ : Ω𝑇 → 𝐿(𝑈,𝐻), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

𝐸

∫︁ 𝑇

0

⃦⃦⃦
Φ ∘𝑄

1
2

⃦⃦⃦2
𝐿0
2

𝑑𝑡 <∞,

ìîæåìî âèçíà÷èòè ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë
∫︀ 𝑡
0
Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠) ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó 𝐻.

Äåòàëi ìîæíà ïîäèâèòèñü â [11].
Äàíèé iíòåãðàë äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ∫︁ 𝑡

0

Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠) =
∞∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖

∫︁ 𝑡

0

Φ(𝑠, ·)𝑙𝑖(·)𝑑𝛽𝑖(𝑠),

ïðè öüîìó

𝐸

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠)

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜆𝑖 sup

𝑖
‖𝑙𝑖‖2𝐿∞

∫︁ 𝑡

0

𝐸 ‖Φ(𝑠, ·)‖2 𝑑𝑠. (3)

Ïðèâåäåìî òåïåð óìîâè íà äiéñíi ôóíêöi¨ 𝑓 i 𝜎, ùî õàðàêòåðèçóþòü ðåàêöiþ
òà âèïàäêîâi âïëèâè.

(A1) 𝑓 : 𝑅1 → 𝑅1 ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ, ùî 𝑓(0) = 0 i
iñíó¹ ñòàëà Λ𝑓 ≥ 0 òàêà, ùî 𝑓 ′(𝑠) ≤ Λ𝑓 , äëÿ âñiõ 𝑠 ∈ 𝑅1;

(A2) 𝜎 : 𝑅1 → 𝑅1, çàäîâîëüíÿ¹ ãëîáàëüíó óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ 𝐿𝜎.
Î÷åâèäíî, ùî |𝜎(𝑠)| ≤ 𝐿𝜎|𝑠|+ |𝜎(0)|.
(A3). Iñíó¹ ñòàëà 𝐶 > 0 òàêà, ùî

|𝑓 ′(𝑠)𝜎2(𝑠)| ≤ 𝐶(1 + |𝑠|𝑝), (4)

äëÿ äåÿêîãî 𝑝 ≥ 2.
Çðîçóìiëî, ùî ìîæíà çàâæäè ââàæàòè 𝑝-ïàðíèì.
Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) áóäåìî ðîçãëÿäàòè ó ñëàáêîìó ñåíñi. À ñàìå:

Означення 1. Нехай 𝑦0 ∈ 𝐹0 — вимiрним випадковим процесом, а 𝑢(𝑡) ∈ 𝐹𝑡
— вимiрним. Тодi 𝐹𝑡 — адаптований випадковий процес 𝑦(𝑡) ∈ 𝐿2(Ω𝑇 , 𝑉 ) нази-
вається слабким розв’язком задачi (1) на [0, 𝑇 ], якщо для всiх 𝜑 ∈ 𝑉 виконує-
ться рiвнiсть:

(𝑦𝑘(𝑡), 𝜑) = (𝑦0, 𝜑)−
∫︁ 𝑡

0

(︂
𝜕𝑦(𝑠)

𝜕𝑥
,
𝜕𝜑

𝜕𝑥

)︂
+ (𝑢(𝑠), 𝜑)+

+ (𝑓(𝑦(𝑠)), 𝜑)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

(𝜑, 𝜎(𝑦(𝑠))𝑑𝑊 (𝑠)).

(5)

для майже всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] з ймовiрнiстю 1.
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Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ¹ òàêà òåîðåìà.

Теорема 1 (Iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi). Нехай виконанi умови (А1)–(А3) i 𝑦0 ∈
𝐿∞(Ω, 𝐿∞(𝐷)) та 𝐸

∫︀ 𝑇
0

∫︀
𝐷
𝑢𝑝(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞.

Тодi задача (1) має єдиний слабкий розв’язок на [0, 𝑇 ].

Íåõàé 𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑢) i 𝑦(𝑡, 𝑦1, 𝑢1) äâà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1) ç ïî÷àòêîâèìè óìî-
âàìè 𝑦0, 𝑦1 i ïðîöåñàìè 𝑢1(𝑡) òà 𝑢2(𝑡) ó ïðàâié ÷àñòèíi (1) âiäïîâiäíî.

Íàñòóïíà òåîðåìà ãàðàíòó¹ íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âiä ïî÷àòêî-
âèõ äàíèõ òà ïðîöåñiâ 𝑢1(𝑡) òà 𝑢2(𝑡).

Теорема 2 (Íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü). За умов теореми 1 iснує стала 𝐶(𝑇 )
така, що

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

𝐸 ‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑢)− 𝑦(𝑡, 𝑦1, 𝑢1)‖2 ≤ 𝐶(𝑇 )(𝐸 ‖𝑦0 − 𝑦1‖2+

+

∫︁ 𝑇

0

𝐸 ‖𝑢1(𝑡)− 𝑢(𝑡)‖2 𝑑𝑡).
(6)

3. Доведення теорем 1 i 2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Çàìiñòü ðiâíÿííÿ (1)
ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó �çðiçàíå� ðiâíÿííÿì iç îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Äëÿ êîæíîãî öiëîãî 𝑘 ≥ ||𝑦0||𝐿∞(Ω,𝐿∞,(𝐷)), ïîêëàäåìî 𝑓𝑘(𝑠) = 𝑓(𝑃𝑘(𝑆)) i
𝜎𝑘(𝑠) = 𝜎(𝑃𝑘(𝑠)), äå 𝑃𝑘(𝑠) = min{max{−𝑘, 𝑠}, 𝑘}.

Äàëi ðîçãëÿíåìî �çðiçàíå� ðiâíÿííÿ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑦𝑘 = (∆𝑦𝑘 + 𝑓𝑘(𝑦𝑘) + 𝑢)𝑑𝑡+ 𝜎𝑘(𝑦𝑘)𝑑𝑊 (𝑡),

𝑦𝑘 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝐷, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑦𝑘(0, 𝑥) = 𝑦0(𝑥,𝑤).

(7)

Â äàíîìó ðiâíÿííi 𝑓𝑘 ∈ 𝜎𝑘 ¹ îáìåæåíèìè ôóíêöiÿìè (çi ñòàëîþ çàëåæíîþ
âiä 𝑘), à òàêîæ ãëîáàëüíî ëiïøèöåâèìè, ïðè÷îìó ñòàëà Ëiïøèöÿ äëÿ 𝜎𝑘 òàêà
æ, ÿê i äëÿ 𝜎, à äëÿ 𝑓𝑘, çâè÷àéíî, çàëåæèòü âiä 𝑘.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ (7) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 7.5 [12, ãë. 6], à îòæå
ìà¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê íà [0, 𝑇 ]. Ïðè öüîìó ñïðàâåäëèâà åíåðãåòè÷íà
ðiâíiñòü:

||𝑦𝑘(𝑡)||2 = ||𝑦0||2 + 2

∫︁ 𝑡

0

(−||∇𝑦𝑘(𝑠)||2 + (𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠)), 𝑦𝑘(𝑠)) + (𝑢(𝑠), 𝑦𝑘(𝑠)𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

||𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑠))||2𝐿0
2
𝑑𝑠+ 2

∫︁ 𝑡

0

𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝑑𝑊 (𝑠), 𝑦𝑘(𝑠)).

(8)

Ç (2) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî

||𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑡))||𝐿0
2
=
∑︁
𝑖

𝜆2𝑖

∫︁
𝐷

𝜎2
𝑖 (𝑦𝑘)𝑙

2
𝑖 (𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝜆 sup

𝑖
||𝑙𝑖||2𝐿∞𝑙2𝜎(1 + ||𝑦𝑘||2). (9)

Òàêîæ ç (A1), ç âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, îòðèìó¹ìî:

(𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠)), 𝑦𝑘(𝑠)) =

∫︁
𝐷

𝑦𝑘𝑓𝑘(𝑦𝑘)𝑑𝑥 ≤ Λ𝑓 ||𝑦𝑘||2. (10)
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Òàêîæ ìà¹ìî, ùî

(𝑢(𝑠), 𝑦𝑘(𝑠)) ≤
1

2
(||𝑢(𝑠)||2 + ||𝑦𝑘(𝑠)||2). (11)

Äàëi, iç åíåðãåòè÷íî¨ ðiâíîñòi (8) ìà¹ìî

||𝑦𝑘(𝑡)||2 ≤ ||𝑦0||2 + 2

∫︁ 𝑡

0

(−Λ||𝑦𝑘(𝑠)||2𝑉 + 𝐶1||𝑦𝑘(𝑠)||2 + Λ𝑓 ||𝑦𝑘(𝑠)||2+

+
1

2
||𝑢(𝑠)||2 + ||𝑦𝑘(𝑠)||2 + 𝜆 sup

𝑖
||𝑙𝑖||2𝐿∞𝐿2

𝜎(1 + ||𝑦𝑘(𝑠)||2)𝑑𝑠+

+ 2

∫︁ 𝑡

0

(𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝑑𝑊 (𝑠), 𝑦𝑘(𝑠)),

äëÿ äåÿêèõ äîäàòíiõ ñòàëèõ Λ i 𝐶1. Îòæå,

𝐸||𝑦𝑘(𝑡)||2 + Λ𝐸

∫︁ 𝑡

0

||𝑦𝑘(𝑠)||2𝑉 ≤ 𝐸||𝑦0||2 + 𝐶2

∫︁ 𝑡

0

𝐸||𝑦𝑘(𝑠)||2𝑑𝑠+ 𝐶3+

+

∫︁ 𝑡

0

𝐸||𝑢(𝑠)||2𝑑𝑠 ≤ 𝐸||𝑦0||2 + 𝐶3+

+ 𝐶2

∫︁ 𝑡

0

𝐸||𝑦𝑘(𝑠)||2𝑑𝑠+ 𝑇

(︂∫︁ 𝑡

0

𝐸||𝑢(𝑠)||𝑝𝐿𝑝𝑑𝑠

)︂ 2
𝑝

(12)

äëÿ äåÿêèõ äîäàòíiõ ñòàëèõ 𝐶2 i 𝐶3, çàëåæíèõ ëèøå âiä 𝑇. Ç (12) ç âèêîðèñòà-
ííÿì ëåìè Ãðîíóîëëà ìà¹ìî

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

𝐸||𝑦𝑘(𝑡)||2 +
∫︁ 𝑡

0

𝐸||𝑦𝑘(𝑠)||2𝑉 𝑑𝑠 ≤ 𝐶(𝑦0, 𝑇, 𝑢). (13)

Îòæå, 𝑦𝑘 ñëàáî çáiãà¹òüñÿ (çà ïiäïîñëiäîâíiñòþ) â 𝐿2(Ω𝑇 ;𝑉 ). Ç ëiíiéíîãî ðî-
ñòó 𝜎, ìà¹ìî òàêîæ, ùî

𝐸

∫︁ 𝑇

0

||𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑡))||2𝐿0
2
𝑑𝑡 ≤ 𝐶4, (14)

îòæå 𝜎𝑘(𝑦𝑘) → Φ (ñëàáêî), 𝑘 → ∞ â 𝐿2(Ω𝑇 ;𝐿
0
2).

Äàëi ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ 𝐹𝑘(𝑧) = −
∫︀ 𝑧
0
𝑓𝑘(𝑠)𝑑𝑠. Ìà¹ìî, ùî 𝐹 ′

𝑘 = −𝑓𝑘(𝑧),
𝐹 ′′
𝑘 (𝑧) = −𝑓 ′

𝑘(𝑧). Ïîêëàäåìî

𝐺(𝑦𝑘(𝑡)) =

∫︁
𝐷

𝐹𝑘(𝑦𝑘(𝑡))𝑑𝑥.

Âèêîðèñòîâó÷è ôîðìóëó Iòî äëÿ 𝐺, ìàòèìåìî

𝐺(𝑦𝑘(𝑡))−𝐺(𝑦𝑘(0)) =

∫︁ 𝑡

0

(−(∇𝑦𝑘(𝑠),∇𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠))− (𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠)), 𝑢(𝑠)))𝑑𝑠−

−
∞∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖

∫︁ 𝑡

0

∫︁
𝐷

𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠)𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝑙𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝛽𝑖(𝑠)−

− 1

2

∞∑︁
𝑖=1

𝜆2𝑖

∫︁
𝐷

𝑓 ′
𝑘(𝑠))𝜎

2
𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝑙

2
𝑖 (𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑠−

−
∫︁ 𝑡

0

||𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠))||2𝑑𝑠.

(15)
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Î÷åâèäíî, ùî
(∇𝑦𝑘(𝑠),∇𝑓𝑘(𝑦𝑘)) ≤ 𝐶4||𝑦𝑘||2𝑉 , (16)

äëÿ äåÿêî¨ äîäàòíî¨ ñòàëî¨ 𝐶4. Òàêîæ,

|(𝑓𝑘(𝑦𝑘), 𝑢)| ≤ 𝜖||𝑓𝑘(𝑦𝑘)||2 +
𝐶5

𝜖
||𝑦𝑘(𝑠)||2, (17)

äëÿ 𝐶5 > 0 i 𝜖 > 0.
Îöiíèìî òåïåð 𝐺(𝑦𝑘). Ç òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ

ôóíêöi¨: Θ : 𝑅1 → [0, 1], òàêî¨, ùî äëÿ 𝑧 > 0

𝐹𝑘(𝑧) = −
∫︁ 𝑧

0

𝑓𝑘(𝑠)𝑑𝑠 = −
∫︁ 𝑧

0

𝑓 ′(Θ(𝑠)𝑃𝑘(𝑠))𝑃𝑘(𝑠)𝑑𝑠 ≥

≥
∫︁ 𝑧

0

Λ𝑓 (−𝑃𝑘(𝑠))𝑑𝑠 ≥ Λ𝑓

∫︁ 𝑧

0

−𝑠𝑑𝑠 = −Λ𝑓
2
𝑧2

ßêùî 𝑧 < 0, òî ìà¹ìî

𝐹𝑘(𝑧) =

∫︁ 𝑜

𝑧

𝑓𝑘(𝑠)𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑜

𝑧

𝑓 ′(Θ(𝑠)𝑃𝑘(𝑠))𝑃𝑘(𝑠)𝑑𝑠 ≥

≥
∫︁ 𝑜

𝑧

Λ𝑓𝑃𝑘(𝑠)𝑑𝑠 ≥ Λ𝑓

∫︁ 0

𝑧

𝑠𝑑𝑠 = −Λ𝑓
2
𝑧2.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó îöiíêó

𝐺(𝑦𝑘(𝑡)) =

∫︁
𝐷

𝐹𝑘(𝑦𝑘(𝑡))𝑑𝑥 ≥ −Λ𝑓
2

‖𝑦𝑘(𝑡)‖2 . (18)

Äëÿ 𝐺(𝑦𝑘(0)), âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü 𝐹𝑘 i íàëåæíiñòü 𝑦0 äî ïðîñòîðó
𝐿∞(Ω, 𝐿∞(𝐷)), ìàòèìåìî

|𝐺𝑘(𝑦0)| ≤ 𝐶6‖𝑦0‖2𝐿∞(Ω,𝐿∞(𝐷)), (19)

äå 𝐶6 = 𝐶6(𝑦0, 𝑓) > 0. Âçÿâøè â (15) ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, ìàòèìåìî

−Λ𝑓
2
𝐸 ‖𝑦𝑘(𝑡)‖2 ≤ 𝐶6𝐸 ‖𝑦0‖2𝐿∞(Ω,𝐿∞(𝐷)) + 𝐶4

∫︁ 𝑡

0

𝐸 ‖𝑦𝑘(𝑠)‖2𝑉 𝑑𝑠+

+
𝐶5

𝜖

∫︁ 𝑡

0

𝐸 ‖𝑦𝑘(𝑠)‖2 𝑑𝑠+ 𝜖

∫︁ 𝑡

0

𝐸 ‖𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠))‖2 𝑑𝑠+
𝑇

𝜖
(

∫︁ 𝑇

0

𝐸 ‖𝑢(𝑡)‖2𝐿𝑝 𝑑𝑡)
𝑝
2+ (20)

+
1

2

∑︁
𝑖

𝜆𝑖
2𝐸

∫︁ 𝑡

0

‖𝑓 ′
𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝜎

2
𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝑙

2
𝑖 (𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑠−

∫︁ 𝑇

0

𝐸 ‖𝑓𝑘(𝑦𝑘)(𝑠)‖2 𝑑𝑠.

Çâiäñè, ç âèêîðèñòàííÿì (A2) i (13) ìàòèìåìî

𝐸

∫︁ 𝑇

0

‖𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑡))‖2 𝑑𝑡 ≤ 𝐶7 + 𝐶8

∫︁ 𝑇

0

𝐸

∫︁
𝐷

|𝑦𝑘(𝑡)|𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡, (21)

äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ 𝐶7 = 𝐶7(𝑦0, 𝑢) > 0 i 𝐶8 > 0.
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Îòæå, ìè îòðèìà¹ìî ðiâíîìiðíó îöiíêó

𝐸

∫︁ 𝑇

0

‖𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠))‖2 𝑑𝑠 ≤ 𝐶9, (22)

ÿêùî äîâåäåìî ðiâíîìiðíó îöiíêó äëÿ

𝐸

∫︁ 𝑇

0

‖𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠))‖𝑝𝐿𝑝 𝑑𝑠 ≤ 𝐶10. (23)

Äëÿ ¨¨ îòðèìàííÿ ìè âèêîðèñòà¹ìî òåîðiþ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ â áà-
íàõîâèõ ïðîñòîðàõ, çîêðåìà â 𝐿𝑝(𝐿𝑝− òåîðiÿ). À ñàìå, ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ
1.1 ç [13]. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ �çðiçàíîãî� ðiâíÿííÿ (7) âèêîíàíi âñi
óìîâè öi¹¨ òåîðåìè. Äiéñíî, â ðîëi ñïåêòðàëüíî¨ ìiðè, ùî ôiãóðó¹ â äàíié òåî-
ðåìi, (óìîâà 𝐻1) ìîæíà âçÿòè íàñòóïíó ìiðó: äëÿ êîæíî¨ áîðåëåâî¨ ìíîæèíè
𝐴 iç 𝑅𝑑 ïîêëàäåìî 𝜇(𝐴) := 𝜆(𝐴∩𝐷), äå 𝜆 � ìiðà Ëåáåãà íà 𝑅𝑑. Òîäi ìiðà 𝜇 ìà¹
âèãëÿä òèïó (𝐻1) : 𝜇 = 𝜇 + 𝜇1, äå 𝜇1(𝐴) = 0, äëÿ êîæíî¨ áîðåëåâî¨ ìíîæèíè
𝐴 iç 𝑅𝑑. Î÷åâèäíî, ùî 𝜇1 àáñîëþòíî íåïåðåðâíà âiäíîñíî ìiðè 𝜆. Òàêèì ÷è-
íîì, õàðàêòåðèñòèêà 𝑎𝑤, ùî ôiãóðó¹ â óìîâi (𝐻1) òåîðåìè 1.1 [13] ðiâíà íóëþ.
Ïåðåâiðêà ðåøòè óìîâ öi¹¨ òåîðåìè äëÿ ðiâíÿííÿ (7) òðèâiàëüíà.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ (7) ìà¹ ¹äèíèé ì'ÿêèé ðîçâ'ÿçîê 𝑧𝑘 òàêèé, ùî

𝐸 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑧𝑘(𝑡)‖𝑝𝐿𝑝 <∞. (24)

Îñêiëüêè 𝑧𝑘(𝑡) ∈ 𝐿2(𝐷) òî äàíèé ïðîöåñ ¹ ì'ÿêèì ðîçâ'ÿçêîì (7) i â 𝐻. Àëå, ó
íàøîìó âèïàäêó, ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ñïiâïàäà¹ iç ì'ÿêèì, [5. Ïðîïîçèöiÿ 𝐺05 òà
çàóâàæåííÿ 𝐺06]. Òîäi, â ñèëó ¹äèíîñòi, 𝑦𝑘(𝑡) = 𝑧𝑘(𝑡), à òîìó âðàõóâàâøè (24),
ìîæíà âèêîðèñòàòè ôîðìóëó Iòî äëÿ

∫︀
𝐷
𝑦𝑝𝑘(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥. Ìà¹ìî∫︁

𝐷

𝑦𝑝𝑘(𝑡)𝑑𝑥−
∫︁
𝐷

𝑦𝑝𝑘(0)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑡

0

(𝑝 < ∆𝑦𝑘, 𝑦
𝑝−1
𝑘 > 𝑑𝑥+ 𝑝(𝑢(𝑠), 𝑦𝑝−1

𝑘 (𝑠))+

+ 𝑝

(︃
𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠), 𝑦

𝑝−1
𝑘 (𝑠)) +

1

2

∞∑︁
𝑖=1

𝜆2𝑖

∫︁
𝐷

𝑝(𝑝− 1)𝑦𝑝−2
𝑘 𝜎2

𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝑙
2
𝑖 𝑑𝑥)𝑑𝑠+

+
∞∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖

∫︁ 𝑡

0

∫︁
𝐷

𝑝𝑦𝑝−1
𝑘 (𝑠)𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝑙𝑘(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝛽𝑖(𝑠).

(25)

Îöiíèìè â (25) êîæíèé äîäàíîê îêðåìî. Äëÿ ñïàðêè ìiæ ïðîñòîðàìè 𝑉 i 𝑉 ′

ìà¹ìî

< ∆𝑦𝑘, 𝑦
𝑝−1
𝑘 >= −

∫︁
𝐷

(𝑝− 1)𝑦𝑝−2
𝑘

𝑑∑︁
𝑖=1

(︂
𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑖

)︂2

𝑑𝑥 ≤ 0. (26)

Äàëi

(𝑢, 𝑦𝑝−1
𝑘 ) =

∫︁
𝐷

𝑦𝑝−1
𝑘 𝑢(𝑠)𝑑𝑥 ≤ 𝐶11(‖𝑦𝑘‖𝑝𝐿𝑝 + ‖𝑢‖𝑝𝐿𝑝), (27)

à òàêîæ

(𝑓𝑘(𝑦𝑘), 𝑦
𝑝−1
𝑘 ) =

∫︁
𝐷

𝑦𝑝−2
𝑘 𝑦𝑘𝑓𝑘(𝑦𝑘)𝑑𝑥 ≤

∫︁
𝐷

Λ𝑓𝑦
𝑝
𝑘𝑑𝑥. (28)
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Òóò ìè âèêîðèñòàëè óìîâó (A1). Òàêîæ îòðèìà¹ìî∫︁
𝐷

𝑦𝑝−2
𝑘 𝜎2(𝑦𝑘)𝑙

2
𝑖 𝑑𝑥 ≤

∫︁
𝐷

𝑦𝑝−2
𝑘 𝐿2

𝜎(1 + |𝑦2𝑘|𝑑𝑥) ≤ 𝐶12

∫︁
𝐷

𝑦𝑝𝑘𝑑𝑥+ 𝐶13, (29)

äëÿ äåÿêèõ äîäàòíiõ ñòàëèõ 𝐶10 − 𝐶13.
Âçÿâøè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ â (25), ç âèêîðèñòàííÿì (25)�(29), ìàòèìå-

ìî

𝐸

∫︁
𝐷

𝑦𝑝𝑘(𝑡)𝑑𝑥 ≤ 𝐶14 + 𝐶15

∫︁ 𝑡

0

𝐸

∫︁
𝐷

𝑦𝑝𝑘(𝑠)𝑑𝑥𝑑𝑠,

çâiäêè, ïðèéíÿâøè äî óâàãè íåðiâíiñòü Ãðîíóîëëà, îòðèìà¹ìî îöiíêó (23), à
âiäòàê i (22).

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {𝑓𝑘(𝑦𝑘)} ¹ ñëàáêî êîìïàêòíîþ â 𝐿2(Ω𝑇 , 𝐿
2(𝐷)), à îòæå

çà ïîñëiäîâíiñòþ
𝑦𝑘 ⇀ 𝑦 â 𝐿2(Ω𝑇 , 𝑉 ),

𝜎𝑘(𝑦𝑘)⇀ Φ â 𝐿2(Ω𝑇 , 𝐿
0
2)

𝑓𝑘(𝑦𝑘)⇀ 𝜓 â 𝐿2(Ω𝑇 , 𝐻).

(30)

Äàëi îáãðóíòó¹ìî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä â (7). Ïîçíà÷èìî 𝑆(𝑡) � íàïiâãðóïó,
ãåíåðàòîðîì ÿêî¨ ¹ îïåðàòîð Ëàïëàñà. Îñêiëüêè 𝑦𝑘 ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì (7) òî,
ÿê áóëî ñêàçàíî âèùå, ó íàøîìó âèïàäêó, 𝑦𝑘 ¹ òàêîæ ì'ÿêèì ðîçâ'ÿçêîì. Òîìó,
â ñèëó îçíà÷åííÿ ì'ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó, ìà¹ìî íàñòóïíå iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ

𝑦𝑘(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑦0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑆(𝑡− 𝑠)(𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠)) + 𝑢(𝑠))𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

𝑆(𝑡− 𝑠)𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝑑𝑊 (𝑠).

(31)

Äîáðå âiäîìî, ùî íàïiâãðóïà 𝑆(𝑡) êîìïàêòíà ïðè 𝑡 > 0, ÿê âiäîáðàæåííÿ ç
𝐻 â 𝐻 [4, ãë. 6].

Äëÿ 𝛼 ∈ (1
𝑝
; 1] ââåäåìî äî ðîçãëÿäó îïåðàòîð 𝐺𝛼 :

(𝐺𝛼𝜙)(𝑡) =

∫︁ 1

0

(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠. (32)

Äëÿ äàíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹ ñïðàâåäëèâèì íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Твердження 1 (11). Якщо 𝑆(𝑡) компактний оператор при 𝑡 > 0, то опе-
ратор 𝐺𝛼 з (32) є також компактним оператором з 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐻) в 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻).

Íàãàäà¹ìî, ùî ó íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ 𝐻 = 𝐿2(𝐷) i ìè áåðåìî 𝑝 > 2.
Iç ñòîõàñòè÷íîãî àíàëîãó òåîðåìè Ôóáiíi [11] îòðèìó¹òüñÿ íàñòóïíà ôàêòî-

ðèçàöiéíà ôîðìóëà∫︁ 𝑡

0

𝑆(𝑡− 𝑠)𝜓(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠) =
sin 𝜋𝛼

𝜋
(𝐺𝛼𝑌 )(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (33)

äå

𝑌 (𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝜖)−𝛼𝑆(𝑡− 𝜏)Φ(𝜏)𝑑𝑊 (𝜏). (34)

Роздiл 1: Математика i статистика
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Òîìó
𝑦𝑘(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑦0 +𝐺1(𝑓𝑘(𝑦𝑘)) + 𝑢)(𝑡) +𝐺𝛼(𝑌𝑘)(𝑡), (35)

äå

𝑌𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)−𝛼𝑆(𝑡− 𝑠)𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝑑𝑊 (𝑠). (36)

Çâiäñè ìà¹ìî

𝐸

∫︁ 𝑇

0

‖𝑌𝑘(𝑡)‖𝑝 𝑑𝑡 ≤ 𝐶16𝐸

∫︁ 𝑇

0

(︂∫︁ 𝑇

0

(𝑡− 𝑠)−2𝛼 ‖𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑠))‖2𝑧02 𝑑𝑠
)︂ 𝑝

2

𝑑𝑡.

Âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü Õàóñäîðôà-Þíãà äëÿ êîíâîëþöié, ìàòèìåìî

𝐸

∫︁ 𝑇

0

‖𝑌𝑘(𝑡)‖𝑝 𝑑𝑡 ≤ 𝐶16𝐸

∫︁ 𝑇

0

(︂∫︁ 𝑇

0

(𝑡− 𝑠)−2𝛼

)︂
‖𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑡))‖𝑝𝑧02 𝑑𝑡,

äëÿ 𝛼 ∈ (
1

𝑝
,
1

2
).

(37)

Ïðèéíÿâøè òàêîæ äî óâàãè ëiíiéíå çðîñòàííÿ 𝜎, ìàòèìåìî

𝐸

∫︁ 𝑇

0

‖𝑌𝑘(𝑡)‖𝑝 𝑑𝑡 ≤ 𝐶17

∫︁ 𝑇

0

(1 + 𝐸 ‖𝑦𝑘(𝑡)‖𝑝)𝑑𝑡.

Àëå

𝐸

∫︁ 𝑇

0

‖𝑦𝑘(𝑡)‖𝑝 𝑑𝑡 = 𝐸

∫︁ 𝑇

0

(︂∫︁
𝐷

𝑦2𝑘(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

)︂ 𝑝
2

𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐶18𝐸

∫︁ 𝑇

0

(︂∫︁
𝐷

𝑦𝑝𝑘(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

)︂
𝑑𝑡 ≤ 𝐶19,

(38)

â ñèëó (22). Òóò 𝐶15 − 𝐶19 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.
Àíàëîãi÷íî ìà¹ìî

𝐸

∫︁ 𝑇

0

‖𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑡))‖2 𝑑𝑡 ≤ 𝐶20, (39)

i

𝐸

∫︁ 𝑇

0

‖𝑢(𝑡)‖2 𝑑𝑡 ≤ 𝐶21 + 𝐶22

(︂
𝐸

∫︁ 𝑇

0

(︂∫︁
𝐷

𝑢𝑝(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

)︂
𝑑𝑡

)︂ 2
𝑝

≤ 𝐶23, (40)

äëÿ äåÿêèõ äîäàòíiõ ñòàëèõ 𝐶21 − 𝐶23.
Ç òâåðäæåííÿ ([11]) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

𝐾(𝑟) =

{︂
𝑆(·)𝑦0 +𝐺𝛼𝜙(·) +𝐺1𝑔(·) :

∫︁ 𝑇

0

‖𝑓(𝑡)‖𝑝 𝑑𝑡 ≤ 𝑟,

∫︁ 𝑇

0

‖𝑔(𝑡)‖2 𝑑𝑡 ≤ 𝑟

}︂
,

¹ êîìïàêòîì â 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻). Òîäi ç (36)�(38), ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi ×åáè-
øåâà, îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî 𝜖 > 0 ìîæíà çíàéòè 𝑟 > 0 òàêå, ùî äëÿ
âñiõ 𝑘 ∈ 𝑁

𝑃 {𝑦𝑘 /∈ 𝐾(𝑟)} ≤ 𝑃

{︂∫︁ 𝑇

0

‖𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑡)) + 𝑢(𝑡)‖2 𝑑𝑡 > 𝑟

}︂
+

+ 𝑃

{︂∫︁ 𝑇

0

‖𝑦𝑘(𝑡)‖𝑝 𝑑𝑡 >
𝜋𝑟

sin𝛼𝜋

}︂
≤ 𝐶24

𝑟2
+
𝐶25

𝑟𝑝
< 𝜖,
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äå 𝐶24 i 𝐶25 äîäàòíi ñòàëi.
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ìíîæèíè ìið 𝑧(𝑦𝑘) ìà¹ìî

𝑧(𝑦𝑘)(𝐾(𝑟)) = 𝑃{𝑦𝑘 ∈ 𝐾(𝑟)} ≥ 1− 𝜖, 𝑘 = 1, 2, ...

Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ Ïðîõîðîâà, öÿ ìíîæèíà ìið êîìïàêòíà, à îòæå 𝜇𝑘 =
𝑧(𝑦𝑘) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ â 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻) äî äåÿêî¨ ìiðè 𝜇. Çà òåîðåìîþ Ñêîðîõîäà
[14] iñíó¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω̃, 𝐹 , 𝑃 ), ôiëüòðàöiÿ (𝐹𝑡) i ïðîöåñ Âiíåðà 𝑊̃ (𝑡),
âèïàäêîâi ïðîöåñè 𝑦𝑘, 𝑦, 𝑢̃ òàêi, ùî 𝑧(𝑦) = 𝜇, 𝑧(𝑦𝑘) = 𝑧(𝑦𝑘), 𝑧(𝑢̃) = 𝑧(𝑢), i 𝑦𝑘 → 𝑦
â 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻) ìàéæå âñþäè çà ìiðîþ 𝑃 .

Îñêiëüêè çàêîíè ðîçïîäiëiâ ñïiâïàäàþòü, òî ç îçíà÷åííÿ ñëàáêî¨ çáiæíî-
ñòi ìà¹ìî, ùî 𝑦𝑘 ⇀ 𝑦 â 𝐿2(Ω̃, 𝑉 ), 𝜎𝑘(𝑦𝑘) ⇀ Φ̃ â 𝐿2(Ω̃𝑇 ;𝐿

0
2) òà 𝑓𝑘(𝑦𝑘) ⇀ Ψ̃ â

𝐿2(Ω̃𝑇 ;𝐻). Òîäi, ç âèêîðèñòàííÿì ëåìè Ëiîíñà [15, Ëåìè 1.3] 𝑓𝑘(𝑦𝑘) ⇀ 𝑓(𝑦) â
𝐿2(Ω̃𝑇 ;𝐻), 𝑦𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑤) → 𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑤) ìàéæå âñþäè, 𝜎𝑘(𝑦𝑘)⇀ 𝜎(𝑦) â 𝐿2(Ω̃𝑇 ;𝐿

0
2).

Iç âëàñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà âèïëèâà¹, ùî iíòåãðàë
∫︀ 𝑡
0
𝑓(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠)

¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó 𝐿2(Ω𝑇 , 𝐿
0
2) â 𝐿

2(Ω, 𝐻),
à îòæå i íåïåðåðâíèì âiäíîñíî ñëàáêî¨ çáiæíîñòi.

Çíà÷èòü ∫︁ 𝑡

0

𝜎𝑘(𝑦
𝑠
𝑘)𝑑𝑊̃ (𝑠) →

∫︁ 𝑡

0

𝜎(𝑦(𝑠))𝑑𝑊̃ (𝑠).

â 𝐿2(Ω𝑇 , 𝐿
0
2) i çîêðåìà â 𝐿

∞([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω, 𝐻)).
Äëÿ 𝑓𝑘 iç óìîâè (𝐴1) îòðèìó¹ìî

(𝑓𝑘(𝑠1)− 𝑓𝑘(𝑠2))(𝑠1 − 𝑠2) ≤ Λ𝑓 (𝑠1 − 𝑠2)
2. (41)

Îñêiëüêè 𝜎𝑘(𝑠) ¹ ëiïøèöåâèìè çi ñòàëîþ 𝐿𝜎, òî

‖𝜎𝑘(𝑢)− 𝜎𝑘(𝑣)‖2𝐿0
2
≤ 𝐿2

𝜎𝐶20 ‖𝑢− 𝑣‖2 , (42)

äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ 𝐶20 > 0.
Äàëi, ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè Ôóáiíi i îçíà÷åííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi, äëÿ

äîâiëüíî¨ 𝜑 ∈ 𝐿∞(Ω̃𝑇 ), 𝑣 ∈ 𝑉 ìàòèìåìî

𝐸

∫︁ 𝑇

0

(𝑦(𝑡), 𝜙(𝑡)𝑣)𝑑𝑡 = lim
𝑘→∞

𝐸

∫︁ 𝑇

0

(𝑦𝑘(𝑡), 𝜙(𝑡)𝑣)𝑑𝑡 =

= lim
𝑘→∞

𝐸

(︂∫︁ 𝑇

0

(𝑦0, 𝜙(𝑡)𝑣)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

< ∆𝑦𝑘(𝑠), 𝜙(𝑠)𝑣 > 𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

(𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠), 𝜙(𝑡)𝑣))𝑑𝑠𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

(𝑢̃(𝑠)𝜙(𝑡), 𝑣)𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

(𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑠), 𝑑𝑊̃ (𝑠), 𝜑(𝑡)𝑣))𝑑𝑠𝑑𝑡 = lim
𝑘→∞

𝐸

∫︁ 𝑇

0

(𝑦0, 𝜙(𝑡)𝑣)𝑑𝑡+

+𝐸

∫︁ 𝑇

0

< ∆𝑦𝑘(𝑠),

∫︁ 𝑇

0

𝜑(𝑡)𝑑𝑡𝑣 > 𝑑𝑠+ 𝐸

∫︁ 𝑡

0

(𝑓𝑘(𝑦𝑘(𝑠)),

∫︁ 𝑇

0

𝜙(𝑡)𝑑𝑡𝑣)𝑑𝑠+

+𝐸

∫︁ 𝑇

0

(𝑢̃(𝑠),

∫︁ 𝑇

𝑠

𝜙(𝑡)𝑑𝑡𝑣)𝑑𝑠+ 𝐸

∫︁ 𝑇

0

(︂∫︁ 𝑡

0

𝜎𝑘(𝑦𝑘(𝑠))𝑑𝑊̃ (𝑠), 𝜙(𝑡)𝑣

)︂
𝑑𝑡 =
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= 𝐸

(︂∫︁ 𝑇

0

< 𝑦0 +

∫︁ 𝑡

0

(∆𝑦(𝑠) + 𝑓(𝑦(𝑠)) + 𝑢̃(𝑠))𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝜎(𝑦(𝑠))𝑑𝑊̃ (𝑠), 𝜙(𝑡)𝑣 > 𝑑𝑡

)︂
.

Â ñèëó äîâiëüíîñòi 𝜑 i 𝑣 çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

𝑦(𝑡) = 𝑦0 +

∫︁ 𝑡

0

(∆𝑦 + 𝑓(𝑦) + 𝑢̃(𝑠))𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝜎(𝑦(𝑠))𝑑𝑊̃ (𝑠)

â 𝑉.
Îòæå 𝑦 ¹ ñëàáêèì ìàðòèíãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì (1) íà (Ω̃, 𝐹 , 𝑃 ). Åíåðãåòè÷íà

ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè Iòî äëÿ ‖𝑦(𝑡)‖2 .
Äîâåäåìî òåïåð ïîòðà¹êòîðíó ¹äèíiñòü.
Íåõàé 𝑦1 i 𝑦2 äâà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1) íà (Ω̃, 𝐹 , 𝑃 ) i 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 𝑦0.

Òîäi

𝑑(𝑦1(𝑡)− 𝑦2(𝑡)) =

∫︁ 𝑡

0

(∆(𝑦1 − 𝑦2)) + 𝑓(𝑦1)− 𝑓(𝑦2))𝑑𝑡+

∫︁ 𝑡

0

(𝜎(𝑦1)− 𝜎(𝑦2))𝑑𝑊̃ (𝑡).

Îòæå

𝐸 ‖𝑦1(𝑡)− 𝑦2(𝑡)‖2 = 𝐸

(︂
2

∫︁ 𝑡

0

(< ∆(𝑦1(𝑠)− 𝑦2(𝑠)), 𝑦1(𝑠)− 𝑦2(𝑠) > +

+(𝑓(𝑦1(𝑠)− 𝑦2(𝑠)), 𝑦1(𝑠)− 𝑦2(𝑠))) 𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

𝑜

‖𝜎(𝑦1(𝑠))− 𝜎𝑦2(𝑠)‖2𝑧02 𝑑𝑠
)︂

≤

≤ 2

∫︁ 𝑡

0

−𝐶4𝐸 ‖𝑦1(𝑠)− 𝑦2(𝑠)‖2𝑣 𝑑𝑠+ 𝐶27

∫︁ 𝑡

0

𝐸 ‖𝑦1(𝑠)− 𝑦2(𝑠)‖2 𝑑𝑠,

𝐶27 > 0. Çâiäñè, ç âèêîðèñòàííÿì ëåìè Ãðîíóîëëà, îòðèìó¹ìî

𝐸 ‖𝑦1(𝑡)− 𝑦2(𝑡)‖2 = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ïîòðà¹êòîðíà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Îòæå, âðàõîâóþ÷è íåñêií-
÷åííîâèìiðíèé àíàëîã òåîðåìè ßìàäà-Âàòàíàáå [13, Ò.2] îòðèìó¹ìî äîâåäåííÿ
òåîðåìè 1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè ïîäiáíå äî äîâåäåííÿ ¹äèíî-
ñòi ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè. Ïîêëàäåìî

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑢) òà 𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑡, 𝑦1, 𝑢1).

Òîäi

𝑑(𝑦(𝑡)− 𝑧(𝑡)) = (∆(𝑦(𝑡)− 𝑧(𝑡)) + 𝑓(𝑦(𝑡))− 𝑓(𝑧(𝑡)) + 𝑢1(𝑡)− 𝑢2(𝑡))𝑑𝑡+

+(𝜎(𝑦(𝑡))− 𝜎(𝑧(𝑡)))𝑑𝑊 (𝑡).

Äàëi, ç âèêîðèñòàííÿì åíåðãåòè÷íî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî

𝐸 ‖𝑦(𝑡)− 𝑧(𝑡)‖ = 𝐸 ‖𝑦0 − 𝑦1‖2 + 2𝐸

∫︁ 𝑡

0

(< ∆(𝑦(𝑠)− 𝑧(𝑠)), 𝑦(𝑠)− 𝑧(𝑠) >)+

+(𝑓(𝑦(𝑠))− 𝑓(𝑧(𝑠)), 𝑦(𝑠)− 𝑧(𝑠))𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝐸 ‖𝜎(𝑦(𝑠))− 𝜎(𝑧(𝑠)))‖2𝑧02 𝑑𝑠 ≤
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≤ 𝐸 ‖𝑦0 − 𝑦1‖2 + 𝐶28

∫︁ 𝑡

0

𝐸 ‖𝑦(𝑠)− 𝑧(𝑠)‖2 𝑑𝑠+
∫︁ 𝑡

0

‖𝑦(𝑠)− 𝑧(𝑠)‖2𝑧02 𝑑𝑠, 𝐶28 > 0.

Òîäi íåðiâíiñòü (5) âèïëèâà¹ ç ëåìè Ãðîíóîëëà, ùî i äîâîäèòü òåîðåìó.
4. Висновки. Â äàíié ðîáîòi íàìè îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òà

¹äèíîñòi ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, çáóðå-
íèõ íåñêií÷åííîâèìiðíèì ïðîöåñîì áiëîãî øóìó. Îñíîâíîþ âiäìiííiñòþ äàíî¨
ðîáîòè âiä ðàíiøå âiäîìèõ ¹ òå, ùî íàøi óìîâè äîïóñêàþòü çðîñòàííÿ íåëiíié-
íîñòåé øâèäøå ñòåïåíåâîãî, íàïðèêëàä, îäíîñòîðîíí¹ åêñïîíåíöiéíå. Òîìó öi
óìîâè ðîçøèðþþòü êîëî çàñòîñóâàíü îòðèìàíèõ òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äî
êîíêðåòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Çîêðåìà, ñòà¹ ìîæëèâèì âèâ÷åííÿ ðiâíÿí-
íÿ Ôðàíêà�Êàìåíñüêîãî [7].

Ðîáîòa âèêîíàíà çà ïiäòðèìêè Íàöiîíàëüíîãî ôîíäó äîñëiäæåíü Óêðà¨íè,
ïðîåêò 2023, 03/0074 �Íåñêií÷åííîâèìiðíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ iç áàãàòîçíà÷íîþ
òà ñòîõàñòè÷íîþ äèíàìiêîþ�.
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Kapustyan O. V., Stanzhytskiy A. O., Stanzhytskiy O. M. Weak solutions
of stochastically perturbed parabolic equations with rapidly growing external per-
turbations.

This paper studies stochastic evolution equations in infinite-dimensional spaces. These
equations are mathematical models of real natural science processes with distributed pa-
rameters and those that are influenced by random factors in the process of their evolution.
These factors can be considered as the total result of a large number of independent random
variables. Then, by virtue of the central limit theorem, we obtain that random disturbances
are described by an infinite-dimensional white noise process, which leads to stochastic equa-
tions of the Ito type. The characteristic example of such equations are stochastic parabolic
equations with nonlinear wear. The main differential operator here is, as a rule, a second-
order operator of elliptic type. Previously known results related to the existence and unity
of weak solutions of such equations under the condition of power-law growth of nonlineari-
ties and certain conditions of monotonicity. However, nonlinearities of exponential growth
often occur in applications, for example, the well-known Frank–Kamensky equation.

In this work, the conditions of existence, unity and continuous dependence of weak
solutions on the right parts and initial data are obtained. At the same time, non-linearities
can allow growth above the exponent. Also, for the solutions, estimates were obtained in
special Sobolev’s norms.

Keywords: Wiener process, Laplacian, ellipticity, Sobolev space, boundary value problem.
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