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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМIКИ ПЕРЕДАЧI
ТУБЕРКУЛЬОЗУ З ВИКОРИСТАННЯМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ ЗБУРЕНИХ ЗА ДОПОМОГОЮ ВIНЕРIВСЬКИХ

ПРОЦЕСIВ

У цiй статтi ми розробляємо стохастичну математичну епiдемiчну модель динамiки
туберкульозу з метою покращення розумiння процесiв передачi вiрусу та прогнозува-
ння розвитку епiдемiї. Для запропонованої моделi за допомогою теорiї функцiй Ля-
пунова доведено iснування єдиного майже напевно невiд’ємного розв’язку. Наведено
приклади симуляцiй з використанням мови програмування Python, якi пiдтверджу-
ють коректнiсть теоретичних результатiв.

Це дослiдження виконано в рамках грантової програми MSCA4Ukraine, яка фiнан-
сується Європейським Союзом.

Ключовi слова: стохастичне диференцiальне рiвняння, лiнiйне стохастичне дифе-
ренцiальне рiвняння, формула Iто, функцiя Ляпунова, SIR-модель, моделювання сто-
хастичних диференцiальних рiвнянь.

1. Вступ. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó âèâ÷åííi ïîøè-
ðåííÿ òà êîíòðîëþ iíôåêöiéíèõ õâîðîá òà ó ïðèéíÿòòi ðiøåíü ñòîñîâíî âòðó-
÷àíü äëÿ áîðîòüáè ç íèìè. Ðîçóìiííÿ ìåõàíiçìiâ ïåðåäà÷i iíôåêöié ó ðiçíèõ
ãðîìàäàõ, ðåãiîíàõ òà êðà¨íàõ ñïðèÿ¹ óäîñêîíàëåííþ ñòðàòåãié çíèæåííÿ ðiâíÿ
ïîøèðåííÿ öèõ çàõâîðþâàíü.

Äëÿ àíàëiçó òà ìîäåëþâàííÿ ïåðåäà÷i çàõâîðþâàíü âèêîðèñòîâóþòü ñòîõà-
ñòè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (ÑÄÐ). ÑÄÐ åôåêòèâíî ìîäåëþþòü âèïàäêîâi
ïðîöåñè, âîíè ¹ îñíîâíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ äîñëiäæåííÿ ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ
íàóêè, çîêðåìà i â áiîëîãi¨ òà ìåäèöèíi. Öåé ìàòåìàòè÷íèé iíñòðóìåíò äîçâîëÿ¹
êðàùå îïèñàòè íåâèçíà÷åíiñòü òà âèïàäêîâiñòü ó äèíàìiöi ïîøèðåííÿ iíôåêöié.
Ïðèðîäíà ðiçíîìàíiòíiñòü ó ïîïóëÿöi¨, ÿêó ÑÄÐ âðàõîâóþòü, äîçâîëÿ¹ îöiíèòè
iíäèâiäóàëüíi âiäìiííîñòi â ïåðåäà÷i çàõâîðþâàííÿ. Îñêiëüêè ëþäè ìîæóòü ìà-
òè ðiçíi ÷àñòîòè êîíòàêòiâ òà ñòóïiíü ñïðèéíÿòëèâîñòi, âàæëèâî âðàõîâóâàòè öi
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âiäìiííîñòi ïðè ìîäåëþâàííi iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü. ÑÄÐ óñïiøíî âèêîðè-
ñòîâóþòü äëÿ àíàëiçó äèíàìiêè ïîøèðåííÿ çàõâîðþâàíü, òàêèõ ÿê COVID-19,
âiñïà, ÑÍIÄ òà iíøèõ (äèâ. íàïðèêëàä, [1], [2], [3]). Áiëüøiñòü åïiäåìi÷íèõ ìî-
äåëåé áàçóþòüñÿ íà ïîäiëi íàñåëåííÿ íà íåâåëèêó êiëüêiñòü ãðóï, êîæíà ç ÿêèõ
ìiñòèòü ëþäåé, ÿêi iäåíòè÷íi ç òî÷êè çîðó ¨õíüîãî ñòàòóñó ïî âiäíîøåííþ äî
çàõâîðþâàííÿ, ùî âèâ÷à¹òüñÿ.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äèíàìiêè iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü iíòåíñèâíî äîñëi-
äæóþòüñÿ ïðîòÿãîì îñòàííüîãî ñòîëiòòÿ. Çà îñíîâó äëÿ âèâ÷åííÿ ïîøèðåí-
íÿ çàõâîðþâàíü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ SIR-ìîäåëü (Susceptible-Infected-Recovered,
äèâ. [4]), ùî âêëþ÷à¹ â ñåáå òðè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ (àáî
ÑÄÐ, ÿêùî âðàõîâó¹òüñÿ âèïàäêîâà ñêëàäîâà ïåðåäà÷i iíôåêöi¨), òîáòî çàäàþ-
òüñÿ íàñòóïíi êëàñè îñiá:
� Âðàçëèâi (S): öå ëþäè, ÿêi ìîæóòü çàõâîðiòè, áî íå ìàþòü iìóíiòåòó, íàïðè-
êëàä, íîâîíàðîäæåíi äiòè àáî òi, ÷èé iìóíiòåò âòðà÷à¹òüñÿ;

� Iíôiêîâàíi (I): öå îñîáè, ÿêi âæå çàðàæåíi i ìîæóòü ïåðåäàâàòè iíôåêöiþ;
� Ðåçèñòåíòíi (R): öå òi, õòî îäóæàâ âiä õâîðîáè i íàáóâ iìóíiòåò.
Ó öié ðîáîòi ìè ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íó ìîäåëü ðîçïîâñþäæåííÿ iíôåêöié-

íîãî çàõâîðþâàííÿ íà ïðèêëàäi òóáåðêóëüîçó.
Òóáåðêóëüîç � îäíå ç íàéïîøèðåíiøèõ iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü, íà ÿêå

õâîði¹ áëèçüêî äâîõ ìiëüÿðäiâ ëþäåé (òðåòèíà âñüîãî íàñåëåííÿ ñâiòó íà äàíèé
÷àñ iíôiêîâàíi). Ïðèáëèçíî äåâ'ÿòü ìiëüéîíiâ íîâèõ âèïàäêiâ àêòèâíî¨ ôîðìè
çàõâîðþâàííÿ ðå¹ñòðó¹òüñÿ ùîði÷íî, ùî ïðèçâîäèòü äî äâîõ ìiëüéîíiâ ñìåð-
òåé, ãîëîâíèì ÷èíîì â êðà¨íàõ, ùî ðîçâèâàþòüñÿ. Îñêiëüêè ïåðåäà÷à òà iíôi-
êóâàííÿ òóáåðêóëüîçîì âiäáóâà¹òüñÿ ïiä âïëèâîì ðiçíèõ ñêëàäíèõ áiîëîãi÷íèõ
ïðîöåñiâ, ìîæíà ïðèïóñòèòè iñíóâàííÿ âèïàäêîâîñòi â äèíàìiöi ïåðåäà÷i çàõâî-
ðþâàííÿ. Òîìó äèíàìiêà ïåðåäà÷i òóáåðêóëüîçó çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé âàæëèâà äëÿ òîãî, ùîá çàïðîïîíóâàòè íàéêðàùi ìåõàíiçìè êîíòðîëþ
çà ïîøèðåííÿì òóáåðêóëüîçó. Äëÿ Óêðà¨íè ïèòàííÿ äîñëiäæåííÿ ïîøèðåííÿ çà-
õâîðþâàííÿ íà òóáåðêóëüîç ¹ àêòóàëüíèì. Òèì ÷àñîì, êîëè çàãàëüíi ïîêàçíèêè
çàõâîðþâàíîñòi íà òóáåðêóëüîç çíèæóþòüñÿ ó áàãàòüîõ êðà¨íàõ ñâiòó, â äåÿêèõ
êðà¨íàõ âîíè ïðîäîâæóþòü çðîñòàòè. Óêðà¨íà çíàõîäèòüñÿ ñåðåä êðà¨í-ëiäåðiâ ó
ïîøèðåííi òóáåðêóëüîçó, îñîáëèâî ùîäî ìíîæèííî¨ ëiêàðñüêî¨ ñòiéêîñòi, ÿêà íå
âðåãóëüîâó¹òüñÿ äåÿêèìè íàéåôåêòèâíiøèìè ïðîòèòóáåðêóëüîçíèìè ïðåïàðà-
òàìè. Çãiäíî ç äàíèìè Öåíòðó ãðîìàäñüêîãî çäîðîâ'ÿ ÌÎÇ Óêðà¨íè (äèâ., [5]),
çà 2022 ðiê áóëî çàðå¹ñòðîâàíî 18 510 âèïàäêiâ òóáåðêóëüîçó, âêëþ÷àþ÷è ðåöè-
äèâè, ùî ñòàíîâèòü 45.1 íà 100 000 íàñåëåííÿ, ùî íà 2.5% áiëüøå, íiæ ó 2021
ðîöi (18 241, àáî 44 íà 100 000 íàñåëåííÿ). Çàïèñè çàõâîðþâàíîñòi íà òóáåðêó-
ëüîç ñåðåä äiòåé âiêîì äî 14 ðîêiâ çàëèøèëèñÿ ó 2022 ðîöi íà òîìó æ ðiâíi, ùî
i ó 2021 ðîöi.

Çà äàíèìè ÌÎÇ ó 2023 ðîöi êiëüêiñòü óïåðøå çàðå¹ñòðîâàíèõ â Óêðà¨íi çà-
õâîðþâàíü íà òóáåðêóëüîç ñòàíîâèëà 19851, ùî íà 7.3% áiëüøå àíàëîãi÷íîãî
ïîêàçíèêà 2022 ðîêó.

ßê âèäíî ç iíôîãðàôiêè íà Ðèñ. 1, êiëüêiñòü âèïàäêiâ çàõâîðþâàíîñòi íà
òóáåðêóëüîç çðîñëà ó áiëüøîñòi îáëàñòåé Óêðà¨íè. Ïàäiííÿ êiëüêîñòi çàõâîðþ-
âàíîñòi â áiëüøîñòi âèïàäêiâ (Ëóãàíñüêà, Äîíåöüêà, Õåðñîíñüêà) ¹ ðåçóëüòàòîì
íåìîæëèâîñòi çiáðàòè ïîâíó ñòàòèñòèêó ç îãëÿäó íà âî¹ííi äi¨.

Íà æàëü, âiéíà â Óêðà¨íi ïðèçâîäèòü äî çáiëüøåííÿ âèïàäêiâ òóáåðêóëüîçó.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Ðèñ. 1. Iíôîãðàôiêà çàõâîðþâàíîñòi íà òóáåðêóëüîç ñòàíîì íà 2023 ðiê â
ïîðiâíÿííi ç 2022 ðîêîì çà îáëàñòÿìè Óêðà¨íè.

Òàêîæ â 2023 ðîöi çàõâîðiëî íà òóáåðêóëüîç 639 äiòåé, ùî ñòàíîâèòü çðîñòàííÿ
ïîíàä 3%. Ïîêàçíèê çàõâîðþâàíîñòi ñåðåä ïiäëiòêiâ çáiëüøèâñÿ íà 55.3% � 196
âèïàäêiâ ó 2023 ðîöi. Çáiëüøåííÿ çàõâîðþâàíîñòi íà òóáåðêóëüîç ñåðåä äiòåé
òà ïiäëiòêiâ ¹ íàñëiäêîì ïîãiðøåííÿ åïiäåìi÷íî¨ ñèòóàöi¨ ñåðåä äîðîñëèõ, óìîâ
æèòòÿ òà ïåðåáóâàííÿ.

Ëþäè ìîæóòü çàõèñòèòè ñåáå âiä çàõâîðþâàííÿ íà òóáåðêóëüîç, äîòðèìóþ-
÷èñü îñíîâíèõ ïðàâèë ãiãi¹íè, âàêöèíóâàòèñÿ òà ïiäòðèìóâàòè iìóíiòåò. Îñêiëü-
êè â Óêðà¨íi òóáåðêóëüîç ¹ ïîøèðåíèì, âàêöèíàöiÿ ÁÖÆ âêëþ÷åíà äî ïåðåëiêó
ùåïëåíü, ðåêîìåíäîâàíèõ Ìiíiñòåðñòâîì îõîðîíè çäîðîâ'ÿ Óêðà¨íè.

Òîìó ó öié ðîáîòi ìè ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íó ìîäåëü, ÿêà ¹ ðîçøèðåííÿì
SIR-ìîäåëi, äëÿ âèâ÷åííÿ äèíàìiêè çàõâîðþâàíîñòi íà òóáåðêóëüîç ç óðàõóâà-
ííÿì âàêöèíàöi¨ íîâîíàðîäæåíèõ äiòåé.

Ìåòîþ öi¹¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ ìîæëèâîñòi òà äîöiëüíîñòi âèêîðèñòàííÿ
SIRV-ìîäåëi, ùî âðàõîâó¹ àñïåêò âàêöèíàöi¨ íàñåëåííÿ òà ïîòåíöiéíî çäàòíà
âðàõîâóâàòè áiëüøå ôàêòîðiâ, ó òîìó ÷èñëi é âèïàäêîâèõ, äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ
ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ ïåðåáiãó åïiäåìié òóáåðêóëüîçó. Ó ìåæàõ ðîáîòè, ìè ñôîð-
ìóëþ¹ìî óìîâè íåâiä'¹ìíîñòi òðà¹êòîðié ñòîõàñòè÷íî¨ SIRV-ìîäåëi òà âèêîðè-
ñòà¹ìî ¨¨ äëÿ ñèìóëÿöi¨ äèíàìiêè åïiäåìi¨, ïîðiâíÿ¹ìî ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ
ç ðåàëüíîþ äèíàìiêîþ ïåðåáiãó òóáåðêóëüîçó â Óêðà¨íi.

2. Формулювання та опис моделi. Ó ïîðiâíÿííi ç iñíóþ÷îþ ëiòåðàòó-
ðîþ ïðî äèíàìiêó òóáåðêóëüîçó, íàøà ðîáîòà ñïðèÿ¹ äîñëiäæåííþ ñêëàäíèõ
àñïåêòiâ çàõâîðþâàííÿ, âêëþ÷àþ÷è íåâèçíà÷åíiñòü ó ìîäåëi òà çàëåæíiñòü ïà-
ðàìåòðiâ ìîäåëi âiä ÷àñó. Ïîâåäiíêà åïiäåìi¨ ¹ íåïåðåäáà÷óâàíîþ ÷åðåç çîâíiøíi
çáóðåííÿ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà, ÿêi âïëèâàþòü íà ¨¨ ïîøèðåííÿ. Çàïðî-
ïîíîâàíà ìîäåëü ïîäiëÿ¹ âñå íàñåëåííÿ íà ÷îòèðè êëàñè âiäïîâiäíî äî ñòàòóñó
çàõâîðþâàííÿ: ñïðèéíÿòëèâi 𝑆, iíôiêîâàíi 𝐼, âàêöèíîâàíi 𝑉 òà ðåçèñòåíòíi 𝑅.

Ïî÷èíàþ÷è ç âèçíà÷åííÿ äåòåðìiíîâàíî¨ ìîäåëi (äèâ. Ðèñ. 2), ùîá âðàõóâàòè
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Ðèñ. 2. Áëîê-ñõåìà äåòåðìiíîâàíî¨ ìîäåëi äèíàìiêè åïiäåìi¨ òóáåðêóëüîçó.

íåâèçíà÷åíiñòü, ìè ââîäèìî ñòîõàñòè÷íi øóìè, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ
âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ. Öi øóìè âïëèâàþòü íà ñèñòåìó, ïåðåâàæíî ÷åðåç íåâè-
çíà÷åíiñòü ó ôàêòîðàõ ñìåðòíîñòi òà íàðîäæóâàíîñòi, à òàêîæ ÷åðåç íåòî÷íîñòi
â ïiäðàõóíêàõ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨, òîìó ñòîõàñòè÷íà ìîäåëü äîçâîëÿ¹ áiëüø
òî÷íî îïèñóâàòè äèíàìiêó ïåðåáiãó õâîðîáè ç óðàõóâàííÿì âèïàäêîâèõ âïëèâiâ.
Îòæå, ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàñòóïíó ñòîõàñòè÷íó ìîäåëü:

𝑑𝑆(𝑡) =

[︂
(1− 𝑝)𝜃(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑉 (𝑡) + 𝛼(𝑡)𝑅(𝑡)− 𝜇1(𝑡)𝑆(𝑡)−

𝛽𝑐(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑁(𝑡)
𝑆(𝑡)

]︂
𝑑𝑡+

+𝜎1(𝑡)𝑆(𝑡)𝑑𝑊1(𝑡),

𝑑𝑉 (𝑡) =

[︂
𝑝𝜃(𝑡)− 𝛾𝛽𝑐(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑁(𝑡)
𝑉 (𝑡)− (𝑏(𝑡) + 𝜇1(𝑡))𝑉 (𝑡)

]︂
𝑑𝑡+ 𝜎2(𝑡)𝑉 (𝑡)𝑑𝑊2(𝑡),

𝑑𝐼(𝑡) =

[︂
𝛽𝑐(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑁(𝑡)
𝑆(𝑡) +

𝛾𝛽𝑐(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑁(𝑡)
𝑉 (𝑡)− (𝜇1(𝑡) + 𝜇2(𝑡) + 𝑟(𝑡))𝐼(𝑡)

]︂
𝑑𝑡+

+𝜎3(𝑡)𝐼(𝑡)𝑑𝑊3(𝑡),

𝑑𝑅(𝑡) = [𝑟(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝛼(𝑡)𝑅(𝑡)− 𝜇1(𝑡)𝑅(𝑡)] 𝑑𝑡+ 𝜎4(𝑡)𝑅(𝑡)𝑑𝑊4(𝑡), (1)

äå (𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)) ∈ R4
+ � ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ, 𝑊𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 4, �

âçà¹ìíî íåçàëåæíi ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè, âèçíà÷åíi íà éìîâiðíiñíî-
ìó ïðîñòîði (Ω,F, {F𝑡}𝑡≥0,P), 𝜎𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, � iíòåíñèâíîñòi öèõ ïðîöåñiâ (àáî
âîëàòèëüíîñòi). Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî óñi ôóíêöi¨ çàäiÿíi â ìîäåëi ¹ íåïåðåðâ-
íèìè äîäàòíiìè ôóíêöiÿìè, à çàãàëüíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ìîìåíò ÷àñó 𝑡
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç 𝑁(𝑡), i âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê 𝑁(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝑉 (𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡).

Âðàçëèâèé êëàñ 𝑆(𝑡), 𝑡 ≥ 0 ñêëàäà¹òüñÿ ç îñiá óñiõ âiêîâèõ ãðóï íàñåëåííÿ,
ÿêi íå ìàëè åôåêòèâíîãî êîíòàêòó ç áàêòåði¹þ, ùî cïðè÷èíÿ¹ çàõâîðþâàííÿ.

Êëàñ iíôiêîâàíèõ 𝐼(𝑡), 𝑡 ≥ 0 ñêëàäà¹òüñÿ ç îñiá óñiõ âiêîâèõ ãðóï, iíôiêî-
âàíèõ òóáåðêóëüîçîì â àêòèâíié ñòàäi¨; ç iíôiêîâàíîãî êëàñó ëþäèíà îòðèìó¹
ëiêóâàííÿ i ïåðåõîäèòü äî êëàñó òèõ, ùî îäóæàëè 𝑅(𝑡), 𝑡 ≥ 0.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Âàêöèíîâàíèé êëàñ, 𝑉 (𝑡), 𝑡 ≥ 0, ñêëàäà¹òüñÿ ç îñiá, ÿêi áóëè âàêöèíîâà-
íi, êîëè âîíè áóëè íîâîíàðîäæåíèìè i äîñi ìàþòü ÷àñòêîâèé iìóíiòåò ïðîòè
òóáåðêóëüîçó.

Âàêöèíîâàíèé êëàñ çáiëüøó¹òüñÿ ïðè íàðîäæóâàíîñòi ç øâèäêiñòþ ïðèðîñòó
𝜃(𝑡), 𝑡 ≥ 0, ç éìîâiðíiñòþ 𝑝 (0 ≤ 𝑝 ≤ 1). Âðàçëèâèé êëàñ çáiëüøó¹òüñÿ ïðè
íàðîäæóâàíîñòi ç øâèäêiñòþ ïðèðîñòó 𝜃(𝑡), 𝑡 ≥ 0, ç éìîâiðíiñòþ (1 − 𝑝) òà çà
ðàõóíîê âàêöèíîâàíîãî êëàñó 𝑉 çi øâèäêiñòþ 𝑏(𝑡), 𝑡 ≥ 0, à òàêîæ çà ðàõóíîê
òèõ, ùî îäóæàëè 𝑅 ç øâèäêiñòþ ïðèðîñòó 𝛼(𝑡), 𝑡 ≥ 0. Ó âñiõ ïiäêëàñàõ 𝜇1(𝑡), 𝑡 ≥
0 � öå øâèäêiñòü ïðèðîäíî¨ ñìåðòíîñòi, 𝜇2(𝑡), 𝑡 ≥ 0 � øâèäêiñòü ñìåðòíîñòi,
ñïðè÷èíåíî¨ õâîðîáîþ, äëÿ îêðåìèõ îñiá ç êëàñó 𝐼, 𝛽 � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî
âðàçëèâi 𝑆 i âàêöèíîâàíi 𝑉 îñîáè iíôiêóþòüñÿ âiä îäíi¹¨ iíôiêîâàíî¨ îñîáè ïðè
îäíîìó êîíòàêòi çà îäèíèöþ ÷àñó. Øâèäêiñòü, ç ÿêîþ iíôiêóþòüñÿ âðàçëèâi
îñîáè, äîðiâíþ¹ 𝛽𝑐(𝑡), 𝑡 ≥ 0; øâèäêiñòü, ç ÿêîþ iíôiêóþòüñÿ âàêöèíîâàíi îñîáè,
äîðiâíþ¹ 𝛾𝛽𝑐(𝑡), 𝑡 ≥ 0, äå 0 ≤ 𝛾 ≤ 1 � öå åôåêòèâíiñòü âàêöèíàöi¨. ßêùî
𝛾 = 0, òî åôåêòèâíiñòü çàõèñòó âàêöèíàöi¨ äîðiâíþ¹ 100%, ÿêùî 𝛾 = 1, òî
åôåêòèâíiñòü çàõèñòó âàêöèíàöi¨ äîðiâíþ¹ 0%, à 1 − 𝛾 � öå çíèæåííÿ ðèçèêó
iíôiêóâàííÿ çàâäÿêè åôåêòèâíîñòi âàêöèíàöi¨. Òàêîæ 𝑟(𝑡), 𝑡 ≥ 0� öå øâèäêiñòü,
ç ÿêîþ iíôiêîâàíà îñîáà çàëèøà¹ iíôåêöiéíèé êëàñ 𝐼 i ïðè¹äíó¹òüñÿ äî êëàñó
𝑅, 𝛽𝑐(𝑡)𝐼

𝑁
, 𝑡 ≥ 0 � ïîòóæíiñòü iíôåêöi¨.

3. Невiд’ємнiсть розв’язку стохастичної моделi. Ñïî÷àòêó ïåðåâiðè-
ìî, ÷è ¹ çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü äîáðå âèçíà÷åíîþ, i ÷è ìîæå âîíà äîñòîâiðíî
ìîäåëþâàòè ìàéáóòíi ìîæëèâi ðîçâèòêè õâîðîáè, çàëåæíî âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ
ïîïóëÿöi¨ íà ïî÷àòêó åïiäåìi¨ òà íàáîðó ïàðàìåòðiâ. Âàæëèâî, ùîá òðà¹êòîði¨
áóëè íåâiä'¹ìíèìè, îñêiëüêè âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó íå ìàòèìóòü çìiñòîâíî¨
iíòåðïðåòàöi¨.

Теорема 1. Система, що описується рiвнянням (1), має єдиний розв’язок,

(𝑆(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)),

за початкової умови (𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)) ∈ R4
+ при 𝑡 ≥ 0, i цей розв’язок

залишиться додатнiм з ймовiрнiстю 1, тобто

(𝑆(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) ∈ R4
+ для всiх 𝑡 ≥ 0 майже напевно (м. н.),

якщо 𝜎𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 𝜇𝑗, 𝑗 = 1, 2, 𝑟, 𝛼, 𝛽, 𝑐 є обмеженими функцiями.

Доведення. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ ¹ ëîêàëüíî ëiïøèöåâèìè äëÿ
áóäü-ÿêîãî çàäàíîãî ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ (𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)) ∈ R4

+, òî iñíó¹
¹äèíèé ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (𝑆(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) íà 𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑒), äå 𝜏𝑒 � ìîìåíò
çà ÿêîãî ðîçâ'ÿçîê äîñÿãà¹ íåñêií÷åííîñòi (äèâ. [6]). Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî
öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ ãëîáàëüíèì, òðåáà ïîêàçàòè, ùî 𝜏∞ = ∞ ì.í. Äëÿ öüîãî çàäàìî
äîñòàòíüî âåëèêå çíà÷åííÿ äëÿ 𝑚0 ≥ 0, òàêå, ùî

(𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)) ∈
[︂

1

𝑚0

,𝑚0

]︂×4

.

Äàëi âèçíà÷èìî ÷àñ çóïèíêè äëÿ êîæíîãî öiëîãî 𝑚 ≥ 𝑚0:

𝜏𝑚 = inf

{︃
𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑒) : (𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)) /∈

(︂
1

𝑚
,𝑚

)︂×4
}︃
. (2)
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Çà îçíà÷åííÿì 𝜏𝑚 çðîñòà¹, ïðè 𝑚→ ∞. Òîäi 𝜏∞ = lim
𝑚→∞

𝜏𝑚 ≤ 𝜏𝑒 ì.í.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òðåáà ïîêàçàòè, ùî 𝜏∞ = ∞ ì.í. ßêùî öå òâåð-
äæåííÿ õèáíå, òî ìîæíà çíàéòè 𝑇 > 0 i 𝜀 ∈ (0, 1) òàêi, ùî 𝑃{𝜏∞ ≤ 𝑇} > 𝜀.
Îòæå, iñíó¹ öiëå ÷èñëî 𝑚1 ≥ 𝑚0 òàêå, ùî

P{𝜏𝑚 ≤ 𝑇} ≥ 𝜀 äëÿ âñiõ 𝑚 ≥ 𝑚1. (3)

Äàëi çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Iòî (äèâ. [7]) äî ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà 𝑓 : R4 → R

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = (𝑥1−1− ln𝑥1)+(𝑥2−1− ln𝑥2)+(𝑥3−1− ln𝑥3)+(𝑥4−1− ln𝑥4),

äî òîãî æ 𝑓 ′
𝑥𝑖
= 1− 1

𝑥𝑖
òà 𝑓 ′′

𝑥𝑖𝑥𝑖
= 1

𝑥2𝑖
, ïðè 𝑖 = 1, 2, 3, 4. Âiäìiòèìî, ùî ôóíêöiÿ 𝑓 ¹

íåâiä'¹ìíîþ, îñêiëüêè 𝑥𝑖 − 1− log 𝑥𝑖 ≥ 0 äëÿ âñiõ 𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, 3, 4. Òîäi,

𝑑𝑓(𝑆(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) =

(︂
1− 1

𝑆(𝑡)

)︂
𝑑𝑆(𝑡) +

(︂
1− 1

𝑉 (𝑡)

)︂
𝑑𝑉 (𝑡)+

+

(︂
1− 1

𝐼(𝑡)

)︂
𝑑𝐼(𝑡) +

(︂
1− 1

𝑅(𝑡)

)︂
𝑑𝑅(𝑡) +

1

2𝑆2(𝑡)
𝜎2
1(𝑡)𝑆

2(𝑡)𝑑𝑡+

+
1

2𝑉 2(𝑡)
𝜎2
2(𝑡)𝑉

2(𝑡)𝑑𝑡+
1

2𝐼2(𝑡)
𝜎2
3(𝑡)𝐼

2(𝑡)𝑑𝑡+
1

2𝑅2(𝑡)
𝜎2
4(𝑡)𝑅

2(𝑡)𝑑𝑡.

Çâiäêè ìà¹ìî,

𝑑𝑓(𝑆(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) = [𝜃(𝑡) + 4𝜇1(𝑡) + 𝜇2(𝑡) + 𝑟(𝑡) + 𝛼(𝑡) + 𝑏(𝑡)]𝑑𝑡−

−[𝜇1(𝑡)(𝑆(𝑡) + 𝑉 (𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡)) + 𝜇2(𝑡)𝐼(𝑡)]𝑑𝑡+

+
(︁
(1 + 𝛾)

𝛽𝑐(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑁(𝑡)
− (1− 𝑝)𝜃(𝑡)

𝑆(𝑡)
− 𝑏(𝑡)𝑉 (𝑡)

𝑆(𝑡)
− 𝛼(𝑡)𝑅(𝑡)

𝑆(𝑡)
− 𝑝𝜃(𝑡)

𝑉 (𝑡)
−

−𝛽𝑐(𝑡)𝑆(𝑡)
𝑁(𝑡)

− 𝛾
𝛽𝑐(𝑡)𝑉 (𝑡)

𝑁(𝑡)
− 𝑟(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑅(𝑡)

)︁
𝑑𝑡+

+
1

2

(︀
𝜎2
1(𝑡) + 𝜎2

2(𝑡) + 𝜎2
3(𝑡) + 𝜎2

4(𝑡)
)︀
𝑑𝑡+

+𝜎1(𝑡) (𝑆(𝑡)− 1)) 𝑑𝑊1(𝑡) + 𝜎2(𝑡) (𝑉 (𝑡)− 1) 𝑑𝑊2(𝑡)+

+𝜎3(𝑡) (𝐼(𝑡)− 1) 𝑑𝑊3(𝑡) + 𝜎4(𝑡) (𝑅(𝑡)− 1) 𝑑𝑊4(𝑡). (4)

Ïîçíà÷èìî ó îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííi êîåôiöi¹íò ïðè 𝑑𝑡 ÷åðåç 𝐿𝑓 : R4 → R
òà îöiíèìî éîãî. Òîäi, îñêiëüêè ôóíêöi¨ 𝜎𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 𝜇𝑗, 𝑗 = 1, 2, 𝑟, 𝛼, 𝛽, 𝑐 ¹
îáìåæåíèìè òà 𝐼

𝑁
< 1, òî

𝐿𝑓(𝑆(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) ≤ 𝜃+4𝜇̂1+𝜇̂2+𝑟+𝛼̂+𝑏̂+(1+𝛾)𝛽𝑐+
1

2

(︀
𝜎̂2
1 + 𝜎̂2

2 + 𝜎̂2
3 + 𝜎̂2

4

)︀
,

äå 𝜃 = sup
𝑡≥0

𝜃(𝑡), 𝜇̂𝑗 = sup
𝑡≥0

𝜇𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, 𝑟 = sup
𝑡≥0

𝑟(𝑡), 𝛼̂ = sup
𝑡≥0

𝛼(𝑡), 𝑏̂ = sup
𝑡≥0

𝑏(𝑡),

𝑐 = sup
𝑡≥0

𝑐(𝑡), 𝜎̂𝑖 = sup
𝑡≥0

𝜎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, 3, 4.
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Ïîêëàäåìî

𝐾 = 𝜃 + 4𝜇̂1 + 𝜇̂2 + 𝑟 + 𝛼̂ + 𝑏̂+ (1 + 𝛾)𝛽𝑐+
1

2

(︀
𝜎̂2
1 + 𝜎̂2

2 + 𝜎̂2
3 + 𝜎̂2

4

)︀
.

Ïðîiíòåãðó¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ (4) âiä 0 äî 𝜏 = min {𝜏𝑚, 𝑡}. Íà
öüîìó êðîöi ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi 𝑑𝐿𝑓(𝑆(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) ≤ 𝐾 îòðèìà¹ìî:

𝜏∫︁
0

𝑑𝑓(𝑆(𝑠), 𝑉 (𝑠), 𝐼(𝑠), 𝑅(𝑠)) =

𝜏∫︁
0

𝑑𝐿𝑓(𝑆(𝑠), 𝑉 (𝑠), 𝐼(𝑠), 𝑅(𝑠))+

+

𝜏∫︁
0

𝜎1(𝑠)(𝑆(𝑠)− 1)𝑑𝑊1(𝑠) +

𝜏∫︁
0

𝜎2(𝑠)(𝑉 (𝑠)− 1)𝑑𝑊2(𝑠)+

+

𝜏∫︁
0

𝜎3(𝑠)(𝐼(𝑠)− 1)𝑑𝑊3(𝑠) +

𝜏∫︁
0

𝜎4(𝑠)(𝑅(𝑠)− 1)𝑑𝑊4(𝑠) ≤

≤ 𝐾𝜏 +

𝜏∫︁
0

𝜎1(𝑠)(𝑆(𝑠)− 1)𝑑𝑊1(𝑠) +

𝜏∫︁
0

𝜎2(𝑠)(𝑉 (𝑠)− 1)𝑑𝑊2(𝑠)+

+

𝜏∫︁
0

𝜎3(𝑠)(𝐼(𝑠)− 1)𝑑𝑊3(𝑠) +

𝜏∫︁
0

𝜎4(𝑠)(𝑅(𝑠)− 1)𝑑𝑊4(𝑠).

Âiçüìåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiä îáîõ ÷àñòèí ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi:

E

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝑑𝑓(𝑆(𝑠), 𝑉 (𝑠), 𝐼(𝑠), 𝑅(𝑠))

⎤⎦ ≤ 𝐾E[𝜏 ] + E

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜎1(𝑠)(𝑆(𝑠)− 1)𝑑𝑊1(𝑠)

⎤⎦+

+E

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜎2(𝑠)(𝑉 (𝑠)− 1)𝑑𝑊2(𝑠)

⎤⎦+ E

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜎3(𝑠)(𝐼(𝑠)− 1)𝑑𝑊3(𝑠)

⎤⎦+

+E

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜎4(𝑠)(𝑅(𝑠)− 1)𝑑𝑊4(𝑠)

⎤⎦ .
Îñêiëüêè 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], òî 𝜏 = min {𝜏𝑚, 𝑡} ≤ 𝑇 . Òàêîæ íåîáõiäíî âðàõóâàòè, ùî

E

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜎1(𝑠)(𝑆(𝑠)− 1)𝑑𝑊1(𝑠)

⎤⎦ = 0, E

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜎2(𝑠)(𝑉 (𝑠)− 1)𝑑𝑊2(𝑠)

⎤⎦ = 0,

E

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜎3(𝑠)(𝐼(𝑠)− 1)𝑑𝑊3(𝑠)

⎤⎦ = 0, E

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜎4(𝑠)(𝑅(𝑠)− 1)𝑑𝑊4(𝑠)

⎤⎦ = 0.

Âiäòàê, îòðèìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

E[𝑓(𝑆(𝜏), 𝑉 (𝜏), 𝐼(𝜏), 𝑅(𝜏))] ≤ 𝐾𝑇 + 𝑓(𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)). (5)
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Ââåäåìî ìíîæèíó 𝐴𝑚 = {𝜏𝑚 ≤ 𝑡}, 𝑚 > 𝑚1, äëÿ ÿêî¨ çãiäíî ç (3) ñïðàâåäëèâî,
ùî 𝑃 (𝐴𝑚) ≥ 𝜖. Ïðèíàéìíi îäíå çi çíà÷åíü 𝑆(𝜏), 𝑉 (𝜏), 𝐼(𝜏), 𝑅(𝜏) ðiâíå 1

𝑚
àáî 𝑚,

à òîìó ñïðàâåäëèâîþ ¹ îöiíêà:

E [𝑓(𝑆(𝜏), 𝑉 (𝜏), 𝐼(𝜏), 𝑅(𝜏))] ≥ min

{︂
(𝑚− 1− ln𝑚) ,

(︂
1

𝑚
− 1− ln

1

𝑚

)︂}︂
. (6)

Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàò (5) òà (6), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

𝐾𝑇 + 𝑓(𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)) ≥ E[𝑓(𝑆(𝜏), 𝑉 (𝜏), 𝐼(𝜏), 𝑅(𝜏))] ≥

≥ E[I𝐴𝑚𝑓(𝑆(𝜏𝑚), 𝑉 (𝜏𝑚), 𝐼(𝜏𝑚), 𝑅(𝜏𝑚))] ≥

≥ 𝜖min

{︂
(𝑚− 1− ln𝑚) ,

(︂
1

𝑚
− 1− ln

1

𝑚

)︂}︂
.

ßêùî âçÿòè ãðàíèöþ ïðè 𝑚→ ∞ âiä îáîõ ÷àñòèí íåðiâíîñòi âèùå, îòðèìà¹ìî,
ùî:

𝐾 lim
𝑚→∞

𝑇 + 𝑓(𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)) ≥

≥ lim
𝑚→∞

[︂
min

{︂
(𝑚− 1− ln𝑚) ,

(︂
1

𝑚
− 1− ln

1

𝑚

)︂}︂]︂
= ∞.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî 𝑇 → ∞ ïðè 𝑚 → ∞. Îòæå, îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü,
îñêiëüêè íåìîæëèâî çíàéòè òàêå 𝑇 > 0, ùîá âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü çà ïðèïó-
ùåííÿì: 𝑃{𝜏𝑚 ≤ 𝑇} ≥ 𝜖. Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìó äîâåäåíî.

4. Моделювання розв’язкiв лiнiйних стохастичних диференцiаль-
них рiвнянь. ×èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiéíèõ
ðiâíÿíü ìîæíà çäiéñíþâàòè çà äîïîìîãîþ íèçêè ìåòîäiâ, ñåðåä ÿêèõ: ìåòîä
Åéëåðà-Ìàðóÿìi, ñõåìà Ìiëüøòåéíà, ìåòîäè Ðóíãå-Êóòòà (äèâ. [8], [9], [10], [11]).
Äëÿ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ òðà¹êòîðié ïðîöåñiâ ñèñòåìè ñòîõàñòè÷íèõ äèôå-
ðåíöiéíèõ ðiâíÿíü çàñòîñó¹ìî ìåòîä Åéëåðà çà éîãî ïðîñòîòó âèêîíàííÿ.

Ìåòîä Åéëåðà ïîëÿãà¹ â îá÷èñèëåííi êîæíîãî íàñòóïíîãî çíà÷åííÿ âèïàä-
êîâîãî ïðîöåñó (ó âóçëi 𝑡𝑛+1 çà ïîïåðåäíiì � ó âóçëi 𝑡𝑛) çà ðàõóíîê íàñòóïíèõ
íàáëèæåíü:

𝑋𝑖(𝑡𝑛+1) ≈ 𝑋𝑖(𝑡𝑛) + 𝑎𝑖(𝑡𝑛, 𝑋(𝑡𝑛))(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛) + 𝑏𝑖(𝑡𝑛, 𝑋(𝑡𝑛))(𝑊𝑖(𝑡𝑛+1)−𝑊𝑖(𝑡𝑛)).

Òóò 𝑎𝑖(𝑡,𝑋(𝑡)) � ôóíêöiÿ ïðè 𝑑𝑡, 𝑏𝑖(𝑡,𝑋(𝑡)) � ôóíêöiÿ ïðè 𝑑𝑊𝑖(𝑡), òàêîæ òóò
𝑋𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, 3, 4 � ïåâíèé ïðîöåñ 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝑉 (𝑡).

Âèêîðèñòàííÿ òàêî¨ ïðîñòî¨ ñõåìè äîïîìàãà¹ ÷èñåëüíî çìîäåëþâàòè ðîçâ'ÿç-
êè ç äîñòàòíüî âèñîêîþ øâèäêiñòþ.

Äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ââåäåíî ñóêóïíiñòü ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðiâ òà ôóíêöié-
ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè. Ó ìåæàõ äàíî¨ ðîáîòè, ââàæàòèìåìî, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöié-
ïàðàìåòðiâ ñòàëå äëÿ äîâiëüíîãî 𝑡. Ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ (𝑆(0), 𝑅(0), 𝑉 (0), 𝐼(0)),
ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ìîäåëþâàííi, áóëè âèçíà÷åíi íà îñíîâi äîñòóïíèõ äà-
íèõ. Çàãàëüíà ÷èñåëüíiñòü íàñåëåííÿ ñòàíîâèòü 𝑁(0) = 42153200, ùî âiäïîâiä-
à¹ êiëüêîñòi æèòåëiâ Óêðà¨íè íà ïî÷àòîê 2019 ðîêó (äèâ. [13]). Êiëüêiñòü ëþ-
äåé, ùî ìàþòü ïðèðîäíèé iìóíiòåò äî òóáåðêóëüîçó, âñòàíîâëåíà ÿê 𝑅(0) = 0.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ç îãëÿäó íà îñîáëèâîñòi çàõâîðþâàííÿ òà éîãî ïî-
øèðåíiñòü â Óêðà¨íi, íàÿâíiñòü åôåêòèâíîãî ïðèðîäíîãî iìóíiòåòó ââàæà¹òüñÿ
íàäçâè÷àéíî ìàëîéìîâiðíîþ ïîäi¹þ. Âiäñîòîê âàêöèíîâàíèõ ïðîòè òóáåðêóëüî-
çó ñêëàäà¹ ïðèáëèçíî 70%, ùî ¹ àäåêâàòíîþ îöiíêîþ ç óðàõóâàííÿì ôàêòè-
÷íî¨ îáîâ'ÿçêîâîñòi ùåïëåííÿ ÁÖÆ. Êiëüêiñòü iíôiêîâàíèõ ëþäåé íà ïî÷àòêî-
âèé ìîìåíò ÷àñó âèáðàíà âiäïîâiäíî äî äàíèõ îôiöiéíèõ äæåðåë i äîðiâíþ¹
𝐼(0) = 21132. Çàäàìî ïàðàìåòðè âîëàòèëüíîñòi äëÿ êîæíîãî êëàñó:

𝜎1 = 0.05, 𝜎2 = 0.03, 𝜎3 = 0.01, 𝜎4 = 0.05.

Iíøi åëåìåíòè ìîäåëi íàâåäåíî ó Òàáëèöi 1.

Таблиця 1.
Çíà÷åíííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi

Ïàðàìåòð 𝑝 𝜃 𝛼 𝛽 𝛾 𝑏 𝑐 𝑟 𝜇1 𝜇2

Çíà÷åííÿ 0.5 0.71 0.4 0.5 0.7 0.1 0.1 0.005 0.185 0.0053

ßê âèäíî ç Ðèñ. 3 � Ðèñ. 6 ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ çà ïåðiîä â òðè ðîêè (âiä
ñi÷íÿ 2019 ðîêó äî ãðóäíÿ 2021, 𝑇 = 3) ïiäòâåðæäóþòü òåîðåòè÷íèé âèñíîâîê
Òåîðåìè 1 ïðî íåâiä'¹ìíiñòü òðà¹êòîðié ïðîöåñiâ, ùî ¹ ñêëàäîâèìè ìîäåëi. Ðèñ. 4
äåìîíñòðó¹ çðîñòàííÿ êiëüêîñòi ðåçèñòåíòíèõ îñiá â ìîäåëi ç âàêöèíàöi¹þ. Ñïà-
äàííÿ êiëüêîñòi âàêöèíîâàíèõ îáóìîâëåíî íèçüêèì ôàêòîðîì íàðîäæóâàíîñòi
òà âèñîêèì ðiâíåì ñìåðòíîñòi.

Ðèñ. 3. Змiна популяцiї осiб 𝑆, що
сприйнятливi до бактерiй туберкульозу.

Ðèñ. 4. Поведiнка процесу 𝑅- популяцiї
осiб, якi є стiйкими до захворювання.

Ðèñ. 5. Змiна поведiнки процесу 𝑉 , що
вiдповiдає популяцiї вакцинованих осiб.

Ðèñ. 6. Поведiнка траєкторiй процесу 𝐼,
що описує клас iнфiкованих осiб.

Íà Ðèñ. 6 ïðè çáiëüøåííi ÷àñó êiëüêiñòü iíôiêîâàíèõ çìåíøó¹òüñÿ. Öå î÷iêó-
âàíî, îñêiëüêè ç ïëèíîì ÷àñó âàêöèíàöiÿ âïëèâà¹ íà øâiäêèñòü ðîñòó êiëüêîñòi
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Ðèñ. 7. Äèíàìiêà çàõâîðþâàíîñòi íà òóáåðêóëüîç â ïåðiîä ç 2019 äî 2020.

iíôiêîâàíèõ òà óñå áiëüøå iíôiêîâàíèõ ïåðåõîäÿòü ç àêòèâíî¨ ñòàäi¨ çàõâîðþâà-
ííÿ äî ëàòåíòíî¨ ñòàäi¨.

Ïîðiâíÿ¹ìî ðåçóëüòàòè SIRV-ìîäåëi ç ðåàëüíèìè äàíèìè. Äëÿ öüîãî âèêî-
ðèñòîâóâàòèìåìî äàíi Öåíòðó ãðîìàäñüêîãî çäîðîâ'ÿ ÌÎÇ Óêðà¨íè (äèâ. [5])
çàõâîðþâàíîñòi íà òóáåðêóëüîç çà ìiñÿöÿìè. Âiäïîâiäíó iíôîãðàôiêó êiëüêîñòi
õâîðèõ çà ìiñÿöÿìè ïðîòÿãîì ïåðiîäó âiä ñi÷íÿ 2019 ðîêó äî êiíöÿ 2020 ðîêó
íàâåäåíî íà Ðèñ. 7.

Ïîðiâíÿ¹ìî ðåçóëüòàòè ïðîãíîçó çà ïåðiîä âiä ñi÷íÿ 2019 ðîêó äî ïî÷àòêó
2020 ðîêó. Äëÿ ðîçðàõóíêó ïðîãíîçîâàíî¨ êiëüêîñòi iíôiêîâàíèõ îñiá ñêîðèñòà-
¹ìîñÿ ìàòåìàòè÷íèì ñåðåäíiì çíà÷åíü çìîäåëüîâàíèõ ïðîöåñiâ, ïðåäñòàâëåíèõ
íà Ðèñ. 6. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äàíi ç äåñÿòè òðà¹êòîðié 𝐼(𝑡) íà ïî÷àòêó
êîæíîãî ìiñÿöÿ 2019 ðîêó.

Ïîáóäó¹ìî ãðàôiê (äèâ Ðèñ. 8), íà ÿêîìó ïðåäñòàâëåíi ôàêòè÷íi äàíi ïðî
êiëüêiñòü õâîðèõ çà çàçíà÷åíèé ïåðiîä, ùî âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿì íà Ðèñ. 7, à
òàêîæ êiëüêiñòü iíôiêîâàíèõ îñiá, îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ SIRV-ìîäåëi (Ðèñ. 6).

Ç îãëÿäó íà ãðàôiêè, ìîæíà êîíñòàòóâàòè, ùî ðiçíèöÿ ìiæ ôàêòè÷íèìè òà
ïðîãíîçîâàíèìè çíà÷åííÿìè çðîñòà¹ ç ïiäâèùåííÿì ÷àñó ñèìóëÿöi¨. Öå ñâiä÷èòü
ïðî âàæëèâiñòü äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çìiíþþòüñÿ â ÷àñi.
Ìîäåëi, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ïîñòiéíi êîåôiöi¹íòè, çàáåçïå÷óþòü òî÷íi ðåçóëüòà-
òè ëèøå íà êîðîòêèõ iíòåðâàëàõ. Êðiì òîãî, äëÿ ïiäòðèìàííÿ äîïóñòèìî¨ òî÷íî-
ñòi ìîäåëi íåîáõiäíî ïåðiîäè÷íî ïåðåãëÿäàòè ¨¨ ïàðàìåòðè. Òîìó âèêîðèñòàííÿ
ïàðàìåòðiâ ó âèãëÿäi àíàëiòè÷íî çàäàíèõ ôóíêöié ìà¹ êðàùå âiäîáðàæàòè ðå-
àëüíi ïðîöåñè.

Îöiíèòè áëèçüêiñòü çíà÷åíü íàøîãî ïðîãíîçó äî ðåàëüíî¨ êiëüêîñòi õâîðèõ.
Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ñåðåäíþ âiäñîòêîâó ïîõèáêó (àáî ñêîðî÷åíî MAPE),
ÿêà âèìiðþ¹ ñåðåäí¹ âiäõèëåííÿ ïðîãíîçîâàíèõ çíà÷åíü âiä öiëüîâî¨ âåëè÷èíè
ó âiäñîòêàõ:

Роздiл 1: Математика i статистика
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Ðèñ. 8. Ламана значень 𝐼(𝑡) (блакитна) в
порiвняннi з ламаною дiйсних значень

захворюваностi на туберкульоз за 2019 рiк
(помаранчева).

Ðèñ. 9. Абсолютнi рiзницi дiйсних та
прогнозованих величин кiлькостi хворих

за 2019 рiк.

𝑀𝐴𝑃𝐸 =
100

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒𝑎𝑖 − 𝑓𝑖
𝑎𝑖

⃒⃒⃒
,

äå 𝑎𝑖 � àêóàëüíå çíà÷åííÿ â 𝑖-îìó âóçëi (ó ìåæàõ ñèìóëÿöi¨ � íà 𝑖-îìó ìiñÿöi),
𝑓𝑖 � ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ, à 𝑛 � çàãàëüíà êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ (ìiñÿöiâ), ùî
ðîçãëÿäàþòüñÿ.

Áiëüøå ïðî ìåòîäè âèçíà÷åííÿ ÿêîñòi ïðîãíîçóâàííÿ òà ìåòðèêè, ÿêi øèðîêî
çàñòîñîâóþòüñÿ íà ïðàêòèöi, ìîæíà ïåðåãëÿíóòè â [12].

Ñåðåäíÿ âiäñîòêîâà ïîõèáêà (MAPE) ðiâíà 2.2% äëÿ iíôiêîâàíèõ îñiá. Öå
äîñòàòíüî íåïîãàíà òî÷íiñòü, àëå äëÿ äîñÿãíåííÿ òàêîãî ðåçóëüòàòó íåîáõiäíî
âèçíà÷èòè îïòèìàëüíi ïàðàìåòðè, ùî íå çàâæäè êîðåêòíî âèõîäèòü, îñêiëü-
êè åïiäåìiîëîãi÷íi ïðîöåñè � âèñîêîâîëàòèëüíi òà íåäîñòàòíüî âèâ÷åíi. Âiäòàê,
SIRV-ìîäåëü ìîæå áóòè íåïîãàíèì iíñòðóìåíòîì ïðîãíîçóâàííÿ íà êîðîòêî-
òðèâàëó ïåðñïåêòèâó ðîçâèòêó åïiäåìiîëîãi÷íî¨ ñèòóàöi¨ çà óìîâè ñâî¹÷àñíîãî
ïåðåãëÿäó ðåçóëüòàòiâ òà êîðåãóâàííÿ ïàðàìåòðiâ.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Ó äàíié ñòàòòi
ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïîøèðåííÿ òóáåðêóëüîçíî¨ iíôåêöi¨, ÿêó ïîáó-
äîâàíî ç óðàõóâàííÿì âàêöèíàöi¨ ïðè íàðîäæåííi. Öÿ ìîäåëü áàçó¹òüñÿ íà ñõåìi
SIRV.

Íàäàëi áóëî á öiêàâî ïðîäîâæèòè äîñëiäæåííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ SIRV-ìîäåëi
çàõâîðþâàííÿ íà òóáåðêóëáîç, à ñàìå âñòàíîâèòè ôàêòîðè, ÿêi ìîæóòü ïðèçâå-
ñòè äî çíèêíåííÿ çàõâîðþâàííÿ, àáî æ çìåíøèòè øâèäêiñòü ðîçïîâñþäæåííÿ
iíôåêöi¨. Íà îñíîâi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [14] çàïëàíîâàíî äîñëiäèòè
õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåñiâ ìîäåëi ç îãëÿäó íà ¨õíþ ïîâåäiíêó â äîâãîñòðîêîâié
ïåðñïåêòèâi.
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In this paper, we develop a stochastic mathematical epidemic model of tuberculosis
dynamics with the aim of enhancing our understanding of the transmission processes of
the disease and predicting epidemic trajectories. For the proposed model, the existence of
a unique global almost sure non-negative solution is proven. We also provide illustration
of the obtained results with numerical examples realized with Python.

This project has received funding through the MSCA4Ukraine project, which is funded
by the European Union.

Keywords: stochastic differential equation, linear stochastic differential equation, Itô
formula, Lyapunov function, SIR-model, modelling of stochastic differential equations.

References

1. Cai, Y., Wang, X., Wang, W., & Zhao, M. (2013). Stochastic Dynamics of an SIRS Epi-
demic Model with Ratio-Dependent Incidence Rate. Abstract and Applied Analysis, 415–425.
https://doi.org/10.1155/2013/172631

2. Rahman, Gh., Tymoshenko O., & Di Nunno, G. (2024). Insights on Stochastic Dy-
namics for Transmission of Monkeypox. Biological and Probabilistic Behaviour, arXiv.
https://doi.org/10.48550/arXiv.2407.05486

3. Rao, F., & Luo, J. (2021). Stochastic effects on an HIV/AIDS infection model with incomplete
diagnosis Chaos Solitons & Fractals, 152, 111344. https://doi.org/10.1016/j.chaos.2021.111344

4. Yan, Q., Jiang, D, Shi, N., & Ji, C. (2012). The ergodicity and extinction of stochastically

Роздiл 1: Математика i статистика



МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМIКИ ПЕРЕДАЧI ТУБЕРКУЛЬОЗУ . . . 109

perturbed SIR and SEIR epidemic models with saturated incidence. Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 388(1), 248–271.

5. Centre for Public Health in Ukraine. Retrieved from https://phc.org.ua/kontrol-
zakhvoryuvan/tuberkuloz/statistika-z-tb [in Ukrainian].

6. Arnold, L. (1972). Stochastic, Differential Equations: Theory and Applications. Wiley: New
York.

7. Gihman, I. I., & Skorohod, A. V. (1972). Stochastic differential equations. Kyiv: Nauk. dumka
[in Ukrainian].

8. Asmussen, S. & Glynn, P. W. (2007). Stochastic Modelling and Applied Probability. New York:
Springer.

9. Kloeden, P. E., & Platen, E. (1992). Numerical Solution of Stochastic Differential Equations.
Springer.

10. Mitsui, T. (1995). Stability analysis of numerical solution of stochastic differential equations.
Res. Inst. Math. Sci. Kyoto Univ, 124–138.

11. Tocino, A., & Ardanuy, R. (2002). Runge-Kutta methods for numerical solution of stochastic
differential equations. Journal of Comp. and App. Mathematics, 138, 219–241.

12. Leontieva, Y. Y. (2008). Forecasting: Coursebook. Charkiv: Charkiv National Academy of
Urban Economy [in Ukrainian].

13. Ministry of Finance of Ukraine, demographic data for 2019. Retrieved from
https://index.minfin.com.ua/ua/reference/people/2019

14. Desnytskyi, O. M., Mlavetz, Yu. Yu., Orlovskyi, I. V., & Tymoshenko, O. A. (2022). Asymp-
totic behaviour of solutions of linear differential equations of general form perturbed by means
of a Wiener process. Sci. Bull. of Uzhhorod Univ. Ser. of Math. and Inf., 41(2), 29–40.
https://doi.org/10.24144/2616-7700.2022.41(2).29-40 [in Ukrainian].

Одержано 23.09.2024

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2024, том 45, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)


