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АНАЛIТИЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК КОНТАКТНОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ
ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНИХ ДВОХ ПIВПРОСТОРIВ ТА

КIЛЬЦЕВОГО ШТАМПА

В статтi представлено аналiтичний розв’язок контактної задачi для двох пружних
пiвпросторiв з початковими напруженнями та попередньо напруженого кiльцевого
штампа без врахування сил тертя. Будемо вважати, що поверхнi поза межею конта-
кту кiльцевого штампа та пiвпросторiв залишаються вiльними вiд впливу зовнiшнiх
сил, а на межi контакту перемiщення та напруження — неперервнi. Задачу розв’язано
у випадку рiвних коренiв визначального рiвняння. Дослiдження представлено у за-
гальному виглядi для теорiї великих початкових деформацiй i двох варiантiв теорiї
малих початкових деформацiй у межах лiнеаризованої теорiї пружностi при довiльнiй
структурi пружного потенцiалу.

Припускається, що початковi стани пружного кiльцевого штампа та пружних пiв-
просторiв однорiднi та рiвнi. Дослiдження проводиться в координатах початково-
го деформованого стану, якi пов’язанi з лагранжевими координатами. Крiм того,
вплив кiльцевого штампа викликає невеликi збурення вiдповiдних величин основ-
ного напружено-деформованого стану. Також передбачається, що пружний кiльце-
вий штамп та пружнi пiвпростори виготовленi з рiзних iзотропних, трансверсально-
iзотропних або композитних матерiалiв. Увипадку ортотропних тiл будемо вважати,
що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають iз напрямком осей координат у де-
формованому станi. У результатi, розв’язки поставленої задачi представленi у вигля-
дi нескiнченних рядiв, коефiцiєнти яких визначаються з нескiнченної квазiрегуляр-
ної системи алгебраїчних рiвнянь. Для дослiдження задачi використовується вели-
ка кiлькiсть фундаментальних результатiв таких як: перетворення Ханкеля, потрiйнi
iнтегральнi рiвняння, та iншi методи теорiї контактних задач лiнеаризованої теорiї
пружностi.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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У статтi також встановлено зв’язок мiж осiданням та рiвнодiючою силою наванта-
ження. Отже, за допомогою отриманих розв’язкiв можна вивчити вплив початкових
(залишкових) напружень на розподiл контактних напружень та перемiщень у двох
пружних пiвпросторах та пружному кiльцевому штампi.

Ключовi слова: лiнеаризована теорiя пружностi, початковi (залишковi) напружен-
ня, контактна задача, кiльцевий штамп, пiвпростiр, iнтегральнi рiвняння.

1. Вступ. Äîñëiäæåííÿ òà ðîçâ'ÿçîê êîíòàêòíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi
¹ àêòóàëüíèì íàïðÿìêîì ðîçâèòêó ñó÷àñíî¨ íàóêè, âðàõîâóþ÷è âèêëèêè òà
âèïðîáóâàííÿ ñüîãîäåííÿ. Çíà÷íà êiëüêiñòü ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü çâîäèòüñÿ äî
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ìåõàíiêè òâåðäîãî äåôîðìîâàíîãî òiëà, íàïðèêëàä: ðîçðà-
õóíîê òà äîñëiäæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó âàæêèõ ôóíäàìåíòíèõ
ïëèò i áóäiâåëüíèõ ïåðåêðèòòiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ â ìåæàõ äi¨ ãðàâiòàöiéíèõ ñèë, à
òàêîæ ãðàäèðåíü, âîäîíàïiðíèõ âåæ, äèìîâèõ òðóá òà iíøèõ iíôðàñòðóêòóðíèõ
ñïîðóä òà çàëiçîáåòîííèõ êîíñòðóêöié [1�3]. Îñíîâíà ÷àñòèíà äàíèõ ïðàêòè÷íèõ
çàäà÷ ôîðìóëþ¹òüñÿ äëÿ òàêèõ òië ÿê ïiâïðîñòið àáî øàð ç îáëàñòÿìè êîíòàêòó
ðiçíîìàíiòíî¨ ôîðìè òà ñêëàäíîñòi.

Ïîÿâà íîâèõ ìàòåðiàëiâ, íåîáõiäíiñòü ïiäâèùåííÿ ÿêîñòi ¨õ õàðàêòåðèñòèê
òàêîæ âèìàãà¹ âñå áiëüøî¨ óâàãè íàóêîâöiâ äî íàïðÿìêó äîñëiäæåíü â ðàìêàõ
ìåõàíiêè òâåðäîãî äåôîðìîâàíîãî òiëà.

Îñîáëèâó óâàãó â öüîìó íàïðÿìêó, ñëiä ïðèäiëèòè âïëèâó ïî÷àòêîâèõ íà-
ïðóæåíü íà êîíòàêòíó âçà¹ìîäiþ òië. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ïî÷àòêîâi íàïðóæåí-
íÿ ïðèñóòíi ïðàêòè÷íî â óñiõ åëåìåíòàõ êîíñòðóêöié, i ìîæóòü áóòè âèêëèêàíi
ðiçíîãî ðîäó ïðè÷èíàìè, òàêèìè ÿê: âèðîáíè÷i ïðîöåñè (ïðè âèãîòîâëåííi öiëî-
ãî ðÿäó ìàòåðiàëiâ), òåõíîëîãi÷íi îïåðàöi¨ àáî ñêëàäàííÿ êîíñòðóêöié. Âíàñëi-
äîê äi¨ ãåîñòàòè÷íèõ òà ãåîäèíàìi÷íèõ ñèë ïî÷àòêîâi íàïðóæåííÿ âèíèêàþòü ó
çåìíié êîði. Òàêîæ, âîíè âèíèêàþòü ó êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëàõ � â ðåçóëüòàòi
òåõíîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ ïðè ¨õ ñòâîðåííi. Ïðèñóòíiñòü ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü
iñíó¹ íàâiòü ó êðîâîíîñíèõ ñóäèíàõ æèâèõ îðãàíiçìiâ. Ïî÷àòêîâi íàïðóæåí-
íÿ íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè é ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ ïðî äåôîðìàöiþ ìåðçëèõ
 ðóíòiâ. Êðiì òîãî, ó ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ òiëàõ òàêîæ ìîæóòü iñíóâàòè âíóòði-
øíi çàëèøêîâi íàïðóæåííÿ ïiñëÿ çíÿòòÿ íàâàíòàæåííÿ. Iíîäi äîðå÷íî íàâìèñíî
ñòâîðþâàòè ïî÷àòêîâi (çàëèøêîâi àáî òåõíîëîãi÷íi) íàïðóæåííÿ äëÿ êîìïåíñà-
öi¨ òèõ íàïðóæåíü, ÿêi âèíèêàþòü ó åëåìåíòàõ êîíñòðóêöié ó ïðîöåñi ¨õ ðîáîòè.

Ó áàãàòüîõ ïóáëiêàöiÿõ ïåðiîäè÷íèõ íàóêîâèõ âèäàíü òà ïðàöÿõ íàâ÷àëüíîãî
i ìîíîãðàôi÷íîãî õàðàêòåðó [4, 5] äîñèòü äåòàëüíî âèâ÷åíi ïèòàííÿ, ùî ñòîñóþ-
òüñÿ êîíòàêòíèõ çàäà÷ äëÿ ïëàñòè÷íèõ, ïðóæíèõ òà â'ÿçêî ïðóæíèõ òië áåç äi¨
íà íèõ ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü. Àëå çàïèòè ñó÷àñíî¨ iíæåíåðíî-òåõíi÷íî¨ ïðà-
êòèêè âèñóâàþòü äî íàóêîâöiâ ðÿä çàäà÷, ÿêi ïîòðåáóþòü âèêîðèñòàííÿ áiëüø
óñêëàäíåíèõ ìîäåëåé, ùî äîçâîëÿòèìóòü âðàõîâóâàòè âïëèâ ïî÷àòêîâèõ (òåõíî-
ëîãi÷íèõ àáî çàëèøêîâèõ) íàïðóæåíü, ïîâåðõíåâi âëàñòèâîñòi ìàòåðiàëó, âïëèâ
òåðòÿ, æîðñòêiñòü ïîâåðõíi, òåïëîâèäiëåííÿ, çíîñîñòiéêiñòü ïîâåðõíi òië òîùî
[6�8]. Àíàëiç ðåçóëüòàòiâ öèõ äîñëiäæåíü äîçâîëÿ¹ ñôîðìóâàòè óìîâè íà ìåæi
ïîâåðõîíü êîíòàêòóþ÷èõ äåôîðìîâàíèõ òië, ùî âiäïîâiäàþòü äiéñíîñòi.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è âèêëèê iíæåíåðíî-òåõíi÷íî¨ ïðàêòèêè, ìîæíà ïîÿñíèòè
òåíäåíöiþ çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi îïóáëiêîâàíèõ ðîáiò ç íåëiíiéíî¨ òåîði¨ ïðóæíî-
ñòi òà ëiíåàðèçîâàíî¨ ìåõàíiêè äåôîðìîâàíèõ òië (ÿêó çàñòîñîâóþòü ïðè äîñèòü
âåëèêèõ ïî÷àòêîâèõ (çàëèøêîâèõ) íàïðóæåííÿõ). Ðîçâ'ÿçêè òàêèõ çàäà÷ äî-
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çâîëÿþòü êðàùå îïèñóâàòè òà âðàõîâóâàòè ôiçè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðiàëiâ
i äiþ íà íèõ ñèë òåðòÿ. Äî ïðàöü äàíîãî íàïðÿìêó íàëåæàòü îãëÿäîâi ñòàòòi òà
ïðàöi ìîíîãðàôi÷íîãî õàðàêòåðó [9�13].

Ôóíäàìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè ëiíåàðèçîâàíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi, íà ÿêié îñíî-
âàíå äàíå äîñëiäæåííÿ, áóëè îäåðæàíi óêðà¨íñüêèì â÷åíèì, àêàäåìiêîì ÍÀÍ
Óêðà¨íè ïðîô. Ãóçåì Î. Ì. [6, 8�10, 13]. Íèì âïåðøå áóëî ðîçâ'ÿçàíî ðÿä êîíòà-
êòíèõ çàäà÷ äëÿ ñòèñëèâèõ i íåñòèñëèâèõ òië îäíèì iç íàéáiëüø åôåêòèâíèõ ïiä-
õîäiâ äëÿ ìàòåðiàëiâ ç äîâiëüíîþ ôîðìîþ ïðóæíîãî ïîòåíöiàëó òà îäíîðiäíèìè
ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè, ùî îñíîâàíèé íà òåîði¨ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìií-
íî¨ äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷ i òåîði¨ ïîòåíöiàëó äëÿ ïðîñòîðîâèõ çàäà÷. Ïîäàëüøîãî
ðîçâèòêó òåîðiÿ êîíòàêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ òië ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè îòðèìà-
ëà ó ïðàöÿõ éîãî ó÷íiâ [8, 9, 11, 12, 14, 15] òà iíøèõ âiò÷èçíÿíèõ i çàðóáiæíèõ
â÷åíèõ [7, 13, 15]. Iñíó¹ òàêîæ ðÿä óçàãàëüíþþ÷èõ ïóáëiêàöié [1�3, 5, 10�12,
14�18], ÿêi ïîâíiñòþ àáî ÷àñòêîâî ïîâ'ÿçàíi ç òåìàòèêîþ öi¹¨ ñòàòòi.

Íà äóìêó àâòîðiâ ñòàòòi, ïåðåâàãà ïiäõîäó, çàïðîïîíîâàíîãî Î. Ì. Ãóçåì ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó êîíòàêòíó çàäà÷ó
â ¹äèíié çàãàëüíié ôîðìi äëÿ ñòèñëèâèõ (íåñòèñëèâèõ) ïîïåðåäíüî íàïðóæå-
íèõ òië ïðè äîâiëüíié ñòðóêòóði ïðóæíîãî ïîòåíöiàëó. À íåîáõiäíi ãðàôiêè òà
÷èñëîâi ðåçóëüòàòè äëÿ êîíêðåòíèõ ïðóæíèõ ïîòåíöiàëiâ ìîæóòü áóòè îòðèìà-
íi ëèøå íà çàâåðøàëüíîìó åòàïi. Öå äîçâîëÿ¹ áiëüø øèðîêî âèêîðèñòîâóâàòè
îòðèìàíi àíàëiòè÷íi çàëåæíîñòi.

Òîìó ó äàíié ñòàòòi äîñëiäæåííÿ êîíòàêòíî¨ çàäà÷i äëÿ ïîïåðåäíüî íàïðó-
æåíèõ iäåíòè÷íèõ ïiâïðîñòîðiâ òà ïðóæíîãî êiëüöåâîãî øòàìïó ç ïî÷àòêîâèìè
íàïðóæåííÿìè áåç âðàõóâàííÿ ñèë òåðòÿ äëÿ âèïàäêó ðiâíèõ êîðåíiâ âèçíà-
÷àëüíîãî ðiâíÿííÿ [9] âèêîíàíî ó ìåæàõ ïiäõîäó çàïðîïîíîâàíîãî Ãóçåì Î. Ì.

Âiäçíà÷èìî, ùî óñi âåëè÷èíè, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî ïðóæíîãî êiëüöåâîãî øòàì-
ïà ïîçíà÷àþòüñÿ âåðõíiì iíäåêñîì ¾(3)¿, âåðõíüîãî ïiâïðîñòîðó � ¾(1)¿, à íè-
æíüîãî ïiâïðîñòîðó � ¾(2)¿. Òàêîæ çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî ïî÷àòêîâi íàïðó-
æåíî-äåôîðìîâàíi ñòàíè ó øòàìïi òà ïiâïðîñòîðàõ îäíàêîâi. Ó êëàñè÷íîìó âè-
ïàäêó (ïðè âiäñóòíîñòi ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü) ïîäiáíà êîíòàêòíà çàäà÷à áóëà
ðîçãëÿíóòà ó [4].

2. Постановка задачi. Íåõàé ïðóæíèé êiëüöåâèé øòàìï âèñîòîþ 𝐻 ç ïî-
÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè (ðèñ. 1), ãåîìåòðè÷íà âiñü ñèìåòði¨ ÿêîãî ñïiâïàäà¹ ç
âiññþ 𝑦3 öèëiíäðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (𝑟, 𝜃, 𝑦3) ñòèñêà¹òüñÿ (ðîçòÿãó¹òüñÿ)
äâîìà iäåíòè÷íèìè ïîïåðåäíüî íàïðóæåíèìè ïiâïðîñòîðàìè çà äîïîìîãîþ âi-
ñåñèìåòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ, ùî çâîäèòüñÿ äî ðiâíîäiéíî¨ ñèëè 𝑃 . Çîâíiøí¹
íàâàíòàæåííÿ ïðèêëàäåíå òàêèì ÷èíîì, ùî òî÷êè íå çàâàíòàæåíèõ ïîâåðõîíü
îáîõ ïîïåðåäíüî íàïðóæåíèõ ïiâïðîñòîðiâ òà âiääàëåíèõ âiä îáëàñòi êîíòàêòó
ïiâïðîñòîðiâ ç ïðóæíèì êiëüöåâèì øòàìïîì, ïåðåìiùàþòüñÿ âiäíîñíî êîîðäè-
íàòíî¨ ïëîùèíè 𝑦3 = 0 íà âåëè÷èíó 𝜀. Âåëè÷èíè: 𝑅1 òà 𝑅2 � âiäïîâiäíî âíóòði-
øíié òà çîâíiøíié ðàäióñè êiëüöåâîãî øòàìïà, ℎ = 0.5𝐻.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîâåðõíi ïîçà ìåæåþ êîíòàêòó çàëèøàþòüñÿ âiëüíèìè
âiä âïëèâó çîâíiøíiõ ñèë, à íà ìåæi êîíòàêòó ïåðåìiùåííÿ òà íàïðóæåííÿ �
íåïåðåðâíi. Íà ðèñ. 1. âåëè÷èíè 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) � êîåôiöi¹íòè âèäîâæåííÿ, ùî
âèçíà÷àþòü ïåðåìiùåííÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó, à 𝑆11

0 , 𝑆
22
0 êîìïîíåíòè ñèìåòðè÷íî-

ãî òåíçîðà ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü.
Òàêîæ, ó äîñëiäæåííi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðóæíi içîòðîïíi òiëà (ñòèñëèâi àáî
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Ðèñ. 1. Òèñê äâîõ ïîïåðåäíüî íàïðóæåíèõ ïiâïðîñòîðiâ íà ïðóæíèé êiëüöåâèé
öèëiíäðè÷íèé øòàìï ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè.

íåñòèñëèâi) ç äîâiëüíîþ ôîðìîþ ïðóæíîãî ïîòåíöiàëó. Ïðè÷îìó, ïðóæíi ïî-
òåíöiàëè � äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ àëãåáðà¨÷íèõ iíâàðiàíòiâ
òåíçîðà äåôîðìàöié Ãðiíà [9]. Êðiì òîãî, äiÿ øòàìïà âèêëèêà¹ ó ïiâïðîñòîðàõ
ìàëå çáóðåííÿ îñíîâíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

𝑆11
0 = 𝑆22

0 ̸= 0; 𝑆33
0 = 0; 𝜆1 = 𝜆2 ̸= 𝜆3. (1)

Äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî ó êîîðäèíàòàõ ïî÷àòêîâîãî äåôîðìîâàíîãî ñòàíó 𝑦𝑖,
ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ëàãðàíæåâèìè êîîðäèíàòàìè (ïî÷àòêîâîãî ñòàíó) ñïiââiäíîøåí-
íÿìè 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 3).

Ó äàíié ñòàòòi îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì íåðiâíèõ êîðåíiâ (𝜉′22 ̸= 𝜉′23) õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî (âèçíà÷àëüíîãî) ðiâíÿííÿ [9].

Ó ñèñòåìi êîëîâèõ öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàò (𝑟, 𝜃, 𝑧𝑖), äå 𝑧𝑖 = 𝑣−1
𝑖 𝑦3,

𝑣𝑖 =
√
𝑛𝑖, (𝑖 = 1, 2), 𝑛1 = 𝜉′22, 𝑛2 = 𝜉′23 òàêié ïîñòàíîâöi âiäïîâiäàþòü ãðàíè-

÷íi óìîâè:

1) íà òîðöÿõ ïðóæíîãî êiëüöåâîãî øòàìïà â îáëàñòi êîíòàêòó 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖, äå
𝑣𝑖 =

√
𝑛𝑖, (𝑖 = 1, 2):

𝑢′
(𝑖)
3 − 𝑢′

(3)
3 = 𝜀, 𝑄′(3)

33 = 𝑄′(𝑖)
33 , 𝑄′(3)

3𝑟 = 0, 𝑄′(𝑖)
3𝑟 = 0,

(𝑅1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅2) (𝑖 = 1, 2),
(2)

2) íà ìåæàõ ïðóæíèõ ïiâïðîñòîðiâ ïîçà äiëÿíêîþ êîíòàêòó 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖, äå
(𝑖 = 1, 2):

𝑄′(𝑖)
33 = 0, 𝑄′(𝑖)

3𝑟 = 0, 𝑢′
(𝑖)
3 = 0, (0 < 𝑟 < 𝑅1 àáî 𝑟 > 𝑅2) (𝑖 = 1, 2), (3)

3) íà áîêîâié ïîâåðõíi ïðóæíîãî êiëüöåâîãî øòàìïà 𝑟 = 𝑅1 àáî 𝑟 = 𝑅2:

𝑄′(3)
𝑟𝑟 = 0, 𝑄′(3)

3𝑟 = 0, (|𝑧𝑖| ≤ ℎ/𝑣𝑖) (𝑖 = 1, 2), (4)
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Óìîâà ðiâíîâàãè, ÿêà âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ îñiäàííÿì òîðöiâ òà ðiâíîäié-
íîþ íàâàíòàæåííÿ Р ìà¹ âèãëÿä:

𝑃 = −2𝜋

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟|𝑄′(3)
33 |𝑑𝑟, |𝑄′(3)

33 | = |𝑄′(3)
3𝑟 |𝑧𝑖=±𝐻/𝑣𝑖 (𝑖 = 1, 2). (5)

Óìîâà (5) çàêðèâà¹ ïîñòàíîâêó ïðîñòîðîâî¨ ëiíåàðèçîâàíî¨ çàäà÷i ïðî êîíòà-
êòíó âçà¹ìîäiþ ïîïåðåäíüî íàïðóæåíîãî ñêií÷åííîãî öèëiíäðè÷íîãî øòàìïà iç
äâîìà ïðóæíèìè ïiâïðîñòîðàìè ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè.

3. Основнi спiввiдношення та метод розв’язку. Íàïðóæåíî-äåôîðìîâà-
íèé ñòàí â äiëÿíêàõ êîíòàêòó ó ïîïåðåäíüî íàïðóæåíèõ ïiâïðîñòîðàõ áóäåìî
âèçíà÷àòè çãiäíî ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿíü [9]

𝑄′(𝑖)
33 (𝜌; 0) =

𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1(𝑠− 𝑠0)

𝑅1

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

𝑄′(𝑖)
3𝑟 (𝜌; 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

=

= −𝐶44(1 +𝑚1)

𝑣1

(︂
𝜉 − ℎ

𝑅1

)︂ ∞∫︁
0

𝜂𝐹 (𝜂)𝑒(𝜁−ℎ/𝑅1)𝜂/𝑣1𝐽1(𝜂𝜌)𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜉=0

= 0,
(6)

𝑈 ′(𝑖)
3 (𝜌; 0) = −𝑚1(𝑠1 − 𝑠0)

𝑣1

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

𝑈 ′(𝑖)
𝑟 (𝜌; 0) = −(1− 𝑠0)

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽1(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

äå

𝐶44 =

{︃
𝑤′

1313,

𝜅′1313.
𝑚𝑖 =

{︃
𝜔′

1111𝑛𝑖−𝜔′
3113

𝜔′
1133+𝜔′

1313
;

𝜆1𝑞1
𝜆3𝑞3

𝑛𝑖;
𝑙𝑖 =

{︃
𝜔′

1331

𝜔′
1313

+ 𝜔′
1313−𝜔′

1331

𝜔′
1313

𝜔′
1133+𝜔′

1313

𝜔′
1111𝑛𝑖+𝜔′

1133
;

𝜅′1331
𝜅′1313

+ 𝜅′1313−𝜅′1331
𝜅′1313

𝜆3𝑞3
𝜆3𝑞3+𝜆1𝑞1𝑛𝑖

;

𝜉 = 𝑧𝑖𝑣𝑖
𝑅1
, 𝜁𝑖 =

𝜉
𝑣𝑖

= 𝑧𝑖
𝑅
, 𝜂 = 𝜉𝑅1, (𝑖 = 1, 2), 𝑠 = 𝑠0𝑙2𝑙

−1
1 , 𝑠0 = (1 + 𝑚2)(1 + 𝑚1)

−1,

𝑠1 = (𝑚1 − 1)𝑚−1
1 , 𝑠2 = (𝑣1𝑚2)(𝑣2𝑚1)

−1, 𝑠3 = 𝑠0𝑣1𝑣
−1
2 , 𝐹 (𝜂) � øóêàíà ôóíêöiÿ,

𝐽𝑣(𝑥) � ôóíêöi¨ Áåññåëÿ äiéñíîãî àðãóìåíòó.
Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ó êiëü-

öåâîìó ïðóæíîìó øòàìïi ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè ó âèïàäêó ðiâíèõ êî-
ðåíiâ (𝜉′22 = 𝜉′23) õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ [9] ïðèéìåìî ó âèãëÿäi:

�̃� = �̃�1 + 𝑣𝑖𝑧𝑖�̃�2, (𝑖 = 1, 2), (7)

äå

�̃�1 = 𝐶0𝑧1(3𝑟
2 − 2𝑧21) + 𝐴0(𝑟

2 − 2𝑧21)+

+
∞∑︁
𝑘=1

[︁(︁
𝐴

(1)
𝑘 𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑟) + 𝐴

(2)
𝑘 𝐾0(𝛾𝑘𝑣1𝑟)

)︁
𝑆1(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)+

+
(︁
𝑇

(2)
𝑘 𝐽0(𝛼𝑘𝑟) + 𝑇

(1)
𝑘 𝑌0(𝛼𝑘𝑟)

)︁
𝑆2(𝛼𝑘𝑧1)

]︁
,
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�̃�2 = 𝐶0𝑧1(3𝑟
2 − 2𝑧21) + 𝐴0(𝑟

2 − 2𝑧21)+

+
∞∑︁
𝑘=1

[︁(︁
𝐵

(1)
𝑘 𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑟) +𝐵

(2)
𝑘 𝐾0(𝛾𝑘𝑣1𝑟)

)︁
𝑆1(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)+

+
(︁
𝑇

(2)
𝑘 𝐽0(𝛼𝑘𝑟) + 𝑇

(1)
𝑘 2𝑌0(𝛼𝑘𝑟)

)︁
𝑆3(𝛼𝑘𝑧1)

]︁
,

𝐼𝑣(𝑥) � ôóíêöiÿ Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåíòó, 𝑆1 = 𝐶𝑘 sin(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)+𝐷𝑘 cos(𝛾𝑘𝑣1𝑧1),
𝑆2 = 𝐸𝑘 sh(𝛼𝑘𝑧1) + 𝐹𝑘 ch(𝛼𝑘𝑧1), 𝑆3 = 𝑁𝑘 sh(𝛼𝑘𝑧1) +𝑀𝑘 ch(𝛼𝑘𝑧1), 𝐶𝑘, 𝐷𝑘, 𝐸𝑘, 𝐹𝑘,
𝑁𝑘, 𝑀𝑘, 𝐴

(1)
𝑘 , 𝐴(2)

𝑘 , 𝐵(1)
𝑘 , 𝐵(2)

𝑘 , 𝑇 (1)
𝑘 , 𝑇 (2)

𝑘 � äåÿêi ñòàëi êîåôiöi¹íòè, 𝛼𝑘, 𝛾𝑘 � âëà-
ñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (2)�(5). Òîäi íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó ïîïåðåäíüî
íàïðóæåíîìó êiëüöåâîìó øòàìïi äëÿ ñòèñëèâèõ (íåñòèñëèâèõ) òië òà ðiâíèõ
êîðåíiâ ðiâíÿííÿ [14], iç âðàõóâàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ (2)�(5), ïðåäñòàâèìî ó
âèãëÿäi

𝑈 ′(3)
𝑟 =

𝜀𝜔2

𝑅1

∞∑︁
𝑘=1

{︂
−2𝐴0𝑟 + 𝛼𝑘

[︂
𝑌1(𝛼𝑘𝑟)−

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝐽1(𝛼𝑘𝑟)

]︂
×

×
(︂
𝛼𝑘
𝑣1

(𝐸𝑘 ch(𝛼𝑘𝑧1) + 𝐹𝑘 sh(𝛼𝑘𝑧1)) + (1 + 𝛼𝑘𝑧1)𝑀𝑘(ch(𝛼𝑘𝑧1) + sh(𝛼𝑘𝑧1))

)︂}︂
𝑇𝑘,

𝑄′(3)
3𝑟 =

𝐶44

𝑣1

∞∑︁
𝑘=1

{︂
𝛼2
𝑘

[︂
𝑌1(𝛼𝑘𝑟)−

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝐽1(𝛼𝑘𝑟)

]︂ ⟨
(1 +𝑚1)𝛼𝑘

(︂
1

𝑣1

(︀
𝐸𝑘 sh(𝛼𝑘𝑧1)+

+𝐹𝑘 ch(𝛼𝑘𝑧1)
)︀
+
(︀
sh(𝛼𝑘𝑧1) + ch(𝛼𝑘𝑧1)

)︀
𝑀𝑘

)︂
+ (1 +𝑚2)(sh(𝛼𝑘𝑧1) + ch(𝛼𝑘𝑧1))𝑀𝑘

⟩}︂
𝑇𝑘,

𝑈 ′(3)
3 =

1

𝑛1

∞∑︁
𝑘=1

{︂
𝛼𝑘

[︂
𝑌1(𝛼𝑘𝑟)−

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝐽1(𝛼𝑘𝑟)

]︂
×

×
⟨(︀
𝑚1ℎ𝛼𝑘 − (𝑚2 − 1)𝑣1

)︀(︀
ch(𝛼𝑘𝑧1)− sh(𝛼𝑘𝑧1)

)︀
𝑀𝑘−

−𝑚1𝛼𝑘(𝐹𝑘 ch(𝛼𝑘𝑧1)− 𝐸𝑘 sh(𝛼𝑘𝑧1))+

+
4

𝑛1

[︀
𝑚1(𝛼

2
𝑘 − ℎ) + (1−𝑚2)ℎ

]︀
𝐴0

⟩}︂
𝑇𝑘,

(8)

𝑄′(3)
33 = 𝐶44

∞∑︁
𝑘=1

{︂⟨
𝛼3
𝑘

𝑣1
(1 +𝑚1)𝑙1

[︂
𝑌1(𝛼𝑘𝑟)−

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝐽1(𝛼𝑘𝑟)

]︂
×

×
(︀
𝐹𝑘 ch(𝛼𝑘𝑧1)− 𝐸𝑘 sh(𝛼𝑘𝑧1)

)︀
𝑇𝑘 + (1 +𝑚2)𝑙2𝛼

2
𝑘

(︀
sh(𝛼𝑘𝑧1)− ch(𝛼𝑘𝑧1)

)︀
𝑀𝑘

⟩
+

+4𝑙2(1 +𝑚2)𝐴0

}︂
𝑇𝑘,

äå

𝜔2 =
𝑣31

𝑚1(𝑠3 − 𝑠2)
,

𝐴0 =
1

2(1 + 𝑐0 − 2𝑐1 + 2𝑐2)

∞∑︁
𝑘=1

𝛼2
𝑘

[︂
𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)−

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝐽0(𝛼𝑘𝑅1)

]︂
,
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𝑀𝑘 =
(1 +𝑚1)

[︁
sh
(︁
𝛼𝑘ℎ
𝑣1

)︁
+ ch

(︁
𝛼𝑘ℎ
𝑣1

)︁]︁
(𝑐0 + 𝑐1)

[︁
ch
(︁
𝛼𝑘ℎ
𝑣1

)︁
− sh

(︁
𝛼𝑘ℎ
𝑣1

)︁]︁⟨
(1 +𝑚2) + (1 +𝑚1)

(︁
𝛼𝑘 − (𝑐0−𝑐1+𝛼𝑘𝑐2)

(𝑐1+𝑐0)

)︁⟩ ,
𝐹𝑘 = − 𝑣1

𝛼𝑘(𝑐0 + 𝑐1)
− 𝑣1(𝑐0 − 𝑐1 + 𝛼𝑘𝑐2)

𝛼𝑘(𝑐0 + 𝑐1)
𝑀𝑘,

𝐸𝑘 =
𝑣1

𝛼𝑘(𝑐0 + 𝑐1)
− 𝑣1(𝑐0 − 𝑐1 + 𝛼𝑘𝑐2)

𝛼𝑘(𝑐0 + 𝑐1)
𝑀𝑘,

𝑐0 =

{︃
𝜔′

1111𝜔
′−1
1122;

𝜆1𝑞1(𝜆3𝑞3)
−1(𝜅′1133 + 𝜅′1313)𝜅

′−1
1122;

𝑐𝑖 =

{︃
𝜆3𝜔

′
1133𝑚𝑖𝜔

′−1
1122𝑛

−1
𝑖 ;

(𝜅′1133𝑚𝑖 − 𝜅′3113)𝜅
′−1
1122𝑛

−1
𝑖 ;

(𝑖 = 1, 2), 𝑇𝑘 � øóêàíi ñòàëi.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâ'ÿçîê äëÿ øòàìïà (8) òà çàäîâîëüíÿþ÷è òðåòié óìî-

âi (2), äðóãié óìîâi (3), çíàõîäèìî âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (2)�(5) äëÿ ðiâíèõ
êîðåíiâ âèçíà÷àëüíîãî ðiâíÿííÿ [9] (𝑛1 = 𝑛2):

𝛾𝑘 � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ 𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅2)𝐾1(𝛾𝑘𝑣1𝑅1)− 𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅1)𝐾1(𝛾𝑘𝑣1𝑅2) = 0,

𝛼𝑘 =
𝜇𝑘
𝑅1

(𝐽1(𝜇𝑘)𝑌1(𝜇𝑘𝑅2𝑅
−1
1 )− 𝑌1(𝜇𝑘)𝐽1(𝜇𝑘𝑅2𝑅

−1
1 ) = 0),

äå 𝜇𝑘 � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ 𝐽1(𝜇𝑘) = 0.
Iç ãðàíè÷íèõ óìîâ (3) ìà¹ìî 𝐶0 = 𝐶𝑘 = 0. Òàêîæ, çàäîâîëüíèâøè ïåðøó

óìîâó (1), âèçíà÷èìî íåâiäîìó ôóíêöiþ 𝐹 (𝜂) äëÿ (6) ç ïîòðiéíèõ iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü:

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝑟)𝑑𝜂 = 0, (𝑅2 < 𝑟 <∞),

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽0(𝜂𝑟)𝑑𝜂 = 𝑓(𝑟), (𝑅1 < 𝑟 < 𝑅2), (9)

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝑟)𝑑𝜂 = 0, (0 < 𝑟 < 𝑅1),

äå

𝑓(𝑟) = 𝜀+
𝛼𝑘
𝑛1

[︂(︀
𝛼𝑘ℎ𝑚1 − 𝑣1(𝑚1 − 1)

)︀(︂
ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂)︂
𝑀𝑘−

−𝑚1𝛼𝑘

(︂
𝐹𝑘 ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− 𝐸𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂)︂
·
[︂
𝑌0(𝛼𝑘𝑟)−

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝐽0(𝛼𝑘𝑟)

]︂
𝑇𝑘+

+
4

𝑛1

[︀
𝑚1(𝛼

2
𝑘 − ℎ) + (1 +𝑚2)ℎ

]︀
𝐴0𝑇𝑘.

Äàëi ç ïîòðiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (9) òà ïåðøèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ (2)�
(3) âèçíà÷èìî íåâiäîìó ôóíêöiþ 𝐹 (𝜂) äëÿ (6) ÷åðåç íåñêií÷åííó ñèñòåìó êîí-
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ñòàíò 𝑇𝑘

𝐹 (𝜂)

𝜂
=

2

𝜋

(︃
𝜀𝜓0(𝜂, 0) +

∞∑︁
𝑘=1

⟨
𝛼𝑘
𝑚1

𝑇𝑘

[︃(︂
𝛼𝑘ℎ𝑚1−

−𝑣1(𝑚1 − 1)

(︂
ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂)︂)︂
𝑀𝑘𝜓0(𝜂, 0)−

−𝛼𝑘𝑚1

(︂
𝐹𝑘 ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− 𝐸𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂)︂]︃(︂
𝜓0(𝜂, 0)−

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝜓0(𝜂, 𝜇𝑘)

)︂)︃
+

+
4

𝑛1

[︀
𝑚1(𝛼

2
𝑘 − ℎ) + (1−𝑚2)ℎ

]︀
𝐴0𝑇𝑘𝜓0(𝜂, 0)

⟩
,

(10)

äå

𝜓(𝜂, 0) =
sin 𝜂

𝜂
, 𝜓(𝜂, 𝜇𝑘) =

𝜂 sin 𝜂 cos𝜇𝑘 − 𝜇𝑘 sin𝜇𝑘 cos 𝜂

𝜂2 − 𝜇2
𝑘

.

Ç äðóãî¨ óìîâè (2) îòðèìà¹ìî:

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂 =
𝑅1

(1 +𝑚1)𝑙1(𝑠− 𝑠0)

∞∑︁
𝑘=1

{︂[︂
𝑌0(𝛼𝑘𝜌)−

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝐽0(𝛼𝑘𝜌)

]︂
×

×
(︂
𝛼3
𝑘(1 +𝑚1)𝑙1

𝑣1
·
[︂
𝐹𝑘 ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− 𝐸𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂]︂
+

+𝛼2
𝑘(1 +𝑚2)𝑙2𝑀𝑘

[︂
sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂]︂)︂
+ 4(1 +𝑚2)𝑙2𝐴0

}︂
𝑇𝑘,

(11)

äå 𝜌 = 𝑟−𝑅1

𝑅2−𝑅1
� áåçðîçìiðíà êîîðäèíàòà.

Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíiñòü (11) ïî 𝜌𝐽0(𝜇𝑛𝜌)𝑑𝜌:

1∫︁
0

𝜌𝐽0(𝜇𝑛𝜌)

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂𝑑𝜌 =
𝑅1

(1 +𝑚1)𝑙1(𝑠− 𝑠0)

∞∑︁
𝑘=1

{︂[︂
𝑡
(1)
𝑛𝑘 −

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝑡
(2)
𝑛𝑘

]︂
×

(12)

×
(︂
𝛼3
𝑘(1 +𝑚1)𝑙1

𝑣1
·
[︂
𝐹𝑘 ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− 𝐸𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂]︂
+

+𝛼2
𝑘(1 +𝑚2)𝑙2𝑀𝑘

[︂
sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂]︂)︂
+

+4(1 +𝑚2)𝑙2𝐴0
𝑅2𝐽1(𝜇𝑛𝑅2)−𝑅1𝐽1(𝜇𝑛𝑅1)

𝜇𝑛

}︂
𝑇𝑘,

äå

𝑡
(1)
𝑛𝑘 =

𝑅1𝛼𝑘𝐽0(𝜇𝑛𝑅1)𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)−𝑅1𝜇𝑛𝐽1(𝜇𝑛𝑅1)𝑌0(𝛼𝑘𝑅1)

𝜇2
𝑛 − 𝛼2

𝑘

+

+
𝑅2𝜇𝑛𝐽1(𝜇𝑛𝑅2)𝑌1(𝛼𝑘𝑅2)−𝑅2𝛼𝑘𝐽0(𝜇𝑛𝑅2)𝑌1(𝛼𝑘𝑅2)

𝜇2
𝑛 − 𝛼2

𝑘

,
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𝑡
(2)
𝑛𝑘 =

𝑅1𝛼𝑘𝐽0(𝜇𝑛𝑅1)𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)−𝑅1𝜇𝑛𝐽1(𝜇𝑛𝑅1)𝐽0(𝛼𝑘𝑅1)

𝜇2
𝑛 − 𝛼2

𝑘

+

+
𝑅2𝜇𝑛𝐽1(𝜇𝑛𝑅2)𝐽1(𝛼𝑘𝑅2)−𝑅2𝛼𝑘𝐽0(𝜇𝑛𝑅2)𝐽1(𝛼𝑘𝑅2)

𝜇2
𝑛 − 𝛼2

𝑘

.

Ïðè îá÷èñëåííi (12) âèêîðèñòîâó¹ìî çíà÷åííÿ iíòåãðàëiâ:

1∫︁
0

𝜌𝐽0(𝜇𝑛𝜌)

∞∫︁
0

𝜂𝜓0(0, 𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂𝑑𝜌 = 𝜓0(0, 𝜇𝑘),

∞∫︁
0

𝜂𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)

1∫︁
0

𝜌𝐽0(𝜇𝑛𝜌)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜌𝑑𝜂 = 𝜓(𝜇𝑛, 𝜇𝑘).

À äëÿ âiäøóêàííÿ íåâiäîìèõ 𝑇𝑘, (𝑘 = 0, 1, 2, . . .), ùî âõîäÿòü äî (6), (7) òà
(10) îòðèìà¹ìî íåñêií÷åííó ñèñòåìó

�̃�𝑘𝑇𝑘 +
∞∑︁
𝑛=0

�̃�𝑘𝑛𝑇𝑛 = 𝛽𝑘, (𝑘 = 0, 1, 2, . . .), (13)

äå

𝛽𝑘 = −2𝜀𝜛𝑘

𝜋
; �̃�𝑘 =

8

𝜋𝑛1

(𝑚1(𝛼
2
𝑘 − ℎ) + (1−𝑚2))𝐴0𝜛𝑘;

�̃�𝑘𝑛 =
𝑅1

(1 +𝑚1)𝑙1(𝑠− 𝑠0)

∞∑︁
𝑛=1

{︂[︂
𝑡
(1)
𝑛𝑘 −

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝑡
(2)
𝑛𝑘

]︂(︂
𝛼3
𝑘(1 +𝑚1)𝑙1

𝑣1
×

×
[︂
𝐹𝑘 ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− 𝐸𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂]︂
+ 𝛼2

𝑘(1 +𝑚2)𝑙2𝑀𝑘×

×
[︂
sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂]︂)︂
+ 4(1 +𝑚2)𝑙2𝐴0

𝑅2𝐽1(𝜇𝑛𝑅2)−𝑅1𝐽1(𝜇𝑛𝑅1)

𝜇𝑛

}︂
−

− 2

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

⟨
𝛼𝑘
𝑚1

[︂
(𝛼𝑘ℎ𝑚1 − 𝑣1(𝑚1 − 1))

(︂
ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂)︂
𝑀𝑘𝜛𝑘−

− 𝛼𝑘𝑚1

(︂
𝐹𝑘 ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− 𝐸𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂)︂]︂(︂
𝜛𝑘 −

𝑌1(𝛼𝑘𝑅1)

𝐽1(𝛼𝑘𝑅1)
𝜓0(𝜇𝑛, 𝜇𝑘)

)︂)︂⟩
,

𝜛𝑘 =
(−1)𝑘

[︁
𝑅

2(𝑘+1)
2 𝜏𝑘(𝑅2)−𝑅

2(𝑘+1)
1 𝜏𝑘(𝑅1)

]︁
22𝑛+1(𝑘 + 1)𝑘!(𝑘 + 1)

,

äå

𝜏𝑘(𝑥) =
∞∑︁
𝑛−0

𝑥2𝑛Γ(2 + 𝑘)Γ(0.5 + 𝑛)Γ(𝑛+ 1 + 𝑘)

𝑛!Γ(2 + 𝑛+ 𝑘)Γ(0.5)Γ(1 + 𝑘)
.

Âiäìiòèìî, ùî êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè (13) çàëåæàòü âiä âåëè÷èí, ùî âèçíà÷à-
þòü ñòðóêòóðó ïðóæíîãî ïîòåíöiàëó òà âèñîòè i ðàäióñiâ êiëüöåâîãî øòàìïà.
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Âèêîðèñòàâøè óìîâó ðiâíîâàãè (5), âñòàíîâèìî çâ'ÿçîê ìiæ îñiäàííÿì òà
ðiâíîäiéíîþ íàâàíòàæåííÿ ó âèãëÿäi

𝑃 = 4𝜋𝜀𝐶44(1 +𝑚2)𝑙2(𝑅
2
1 −𝑅2

2)𝐴0𝑇0.

Âèçíà÷èâøè íåâiäîìi ñòàëi 𝑇𝑘, (𝑘 = 0, 1, 2, . . .) iç ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãå-
áðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (13), îá÷èñëèìî êîìïîíåíòè ïåðåìiùåíü òà íàïðóæåíü ÿê ó
ïðóæíèõ ïiâïðîñòîðàõ, òàê i ó ïðóæíîìó êiëüöåâîìó øòàìïi çà ôîðìóëàìè (6)
òà (8).

4. Висновок. Â ñòàòòi ïðåäñòàâëåíî àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè àêòóàëüíî¨ êîí-
òàêòíî¨ çàäà÷i â ðàìêàõ ëiíåàðèçîâàíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi äëÿ ñó÷àñíîãî ìàøè-
íîáóäóâàííÿ òà áóäiâíèöòâà ñïîðóä, ìàøèí òà iíæåíåðíèõ êîíñòðóêöié, à ñàìå
� çàäà÷ó ïðî òèñê äâîõ ïîïåðåäíüî íàïðóæåíèõ ïiâïðîñòîðiâ íà ïðóæíèé êiëü-
öåâèé öèëiíäðè÷íèé øòàìï ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè áåç âðàõóâàííÿ ñèë
òåðòÿ. Ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ çàäà÷i ïîäàíi ó âèãëÿäi ðÿäiâ ÷åðåç íåñêií÷åííó ñèñòåìó
ñòàëèõ âåëè÷èí 𝜒𝑘, (𝑘 = 0, 1, 2, . . .), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ iç ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãå-
áðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (13) ìåòîäîì óòèíàííÿ.

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ çàäà÷i äà¹ çìîãó ðîçøèðèòè êîëî íàóêîâèõ äîñëi-
äæåíü ó ìåæàõ ìåõàíiêè äåôîðìîâàíîãî òâåðäîãî òiëà.
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Babich S. Yu., Yaretska N. O., Lazar V. F. , Mlavets Yu. Yu. Analytical
solution of the contact problem for pre-stressed two half-spaces and an ring stamp.

The article presents an analytical solution to the contact problem for two elastic half-
spaces with initial stresses and a prestressed ring stamp, without considering frictional
forces. We will assume that the surfaces outside the contact boundary of the ring stamp
and the half-spaces remain free from the influence of external forces, and at the contact
boundary displacements and stresses are continuous. The problem is solved in the case
of equal roots of the defining equation. The study is presented in a general form for the
theory of large initial strains and two variants of the theory of small initial strains within
the linearized theory of elasticity with an arbitrary structure of the elastic potential.

It is assumed that the initial states of the elastic ring stamp and the elastic bases
are homogeneous and equal. The research is carried out in the coordinates of the initial
deformed state, which are related to the Lagrangian coordinates. In addition, the influence
of the ring stamp causes small perturbations of the corresponding values of the basic
stress-strain state. It is also assumed that the elastic ring stamp and the elastic half-
spaces are made of different isotropic, transversally isotropic or composite materials. In
the case of orthotropic bodies, we will assume that the elastically equivalent directions
coincide with the direction of the coordinate axes in the deformed state. As a result, the
solutions of the given problem are presented in the form of infinite series, the coefficients of
which are determined from an infinite quasi-regular system of algebraic equations. Several
fundamental results, such as the Hankel transformation, triple integral equations, and other
methods of the theory of contact problems of the linearized theory of elasticity, are used
to study this problem.

In the article also establishes the connection between sinking and the corresponding

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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burden. Therefore, with the help of the obtained solutions, it is possible to study the influ-
ence of initial (residual) stresses on the distribution of contact stresses and displacements
in two elastic half-spaces and an elastic ring stamp.

Keywords: linearized theory of elasticity, initial (residual) stresses, contact problem, ring
stamp, half-space, integral equations.
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