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ХВИЛI КРУЧЕННЯ В ШАРУВАТИХ КОМПОЗИТНИХ
НЕСТИСЛИВИХ МАТЕРIАЛАХ З ПОЧАТКОВИМИ
НАПРУЖЕННЯМИ ПРИ ПРОКОВЗУВАННI ШАРIВ

В рамках лiнеаризованої теорiї пружностi для тiл з початковими напруженнями
розглянутi постановка та метод розв’язку задач про поширення хвиль кручення в
шаруватих композитних нестисливих заздалегiдь напружених матерiалах при про-
ковзуваннi шарiв. Дослiджено випадок поширення хвиль вздовж шарiв. Отриманi
дисперсiйнi рiвняння для симетричних i антисиметричних хвиль та їх довгохвильовi
наближення.

Ключовi слова: шаруватий композитний нестисливий матерiал, початковi напруже-
ння, пружнi хвилi, дисперсiйне рiвняння, довгохвильове наближення.

1. Вступ. Êîíöåïöiÿ õâèëüîâîãî ðóõó � îäíå ç íàéøèðøèõ íàóêîâèõ ïî-
íÿòü. Õâèëi ìîæíà âèâ÷àòè íà áóäü-ÿêîìó íàóêîâî-òåõíi÷íîìó ðiâíi. Âàæëèâè-
ìè â ïðàêòè÷íîìó àñïåêòi ¹ äîñëiäæåííÿ çàêîíîìiðíîñòåé ïîøèðåííÿ ïðóæíèõ
õâèëü â òiëàõ ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè.

Îãëÿä íàÿâíèõ â öié îáëàñòi ðîáiò i äåòàëüíèé àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ
äî ïåâíî¨ ìiðè ïðåäñòàâëåíèé â îãëÿäîâèõ ñòàòòÿõ [1, 2] òà iíøèõ, à òàêîæ â
óçàãàëüíþþ÷èõ ìîíîãðàôiÿõ [3�5] òà iíøèõ.

Äëÿ êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ ïåðiîäè÷íî¨ ñòðóêòóðè â ðàìêàõ òðèâèìiðíî¨
ëiíåàðèçîâàíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi äëÿ òië ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè îòðèìà-
ëà ðîçâèòîê òåîðiÿ ïîøèðåííÿ ïðóæíèõ õâèëü ó âèïàäêó îäíîðiäíîãî ïî÷àòêî-
âîãî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó. Äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷ çàñòîñîâóâàëèñÿ
çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè, ùî ïðèâåäåíi â ìîíîãðàôiÿõ [3�6] òà iíøèõ.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨ Î. Ì. Ãóçÿ [1], îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà îá'¹ä-
íàòè â òðè ãðóïè.

Äî ïåðøî¨ ãðóïè âiäíîñÿòüñÿ ïóáëiêàöi¨ O. M. Ãóçÿ [3] òà iíøi, â ÿêèõ ðîç-
ãëÿíóòi ìåòîäè ïðèâåäåííÿ øàðóâàòèõ êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ ç ïî÷àòêîâèìè
íàïðóæåííÿìè äî îäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà.

Äî äðóãî¨ ãðóïè âiäíîñÿòüñÿ ïóáëiêàöi¨ O. M. Ãóçÿ, Ëå Ìiíü Êõàíÿ òà
O. M. Ïàíàñþêà [7�9] òà iíøi, â ÿêèõ ðîçãëÿíóòi ïèòàííÿ ïîøèðåííÿ ïëîñêèõ
õâèëü â øàðóâàòèõ ìàòåðiàëàõ.

Äî òðåòüî¨ ãðóïè âiäíîñÿòüñÿ ïóáëèêàöi¨ O. M. Ãóçÿ, O. M. Æóêà, Í. À. Ñi-
òåíêà, À. Þ. Ãëóõîâà [10�14] òà iíøi ïðî ïîøèðåííÿ â ðàäiàëüíîìó íàïðÿìêó
âiñåñèìåòðè÷íèõ õâèëü òà õâèëü êðó÷åííÿ â øàðóâàòèõ êîìïîçèòíèõ ìàòåðià-
ëàõ ïåðiîäè÷íî¨ ñòðóêòóðè.

Â ðîáîòàõ [7, 9�12] ðåçóëüòàòè îòðèìàíi äëÿ âèïàäêó ïîâíîãî êîíòàêòó øà-
ðiâ.

Ó íàéáiëüø ïîâíié ôîðìi âèùåâêàçàíi ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíi â ìîíîãðà-
ôiÿõ O. M. Ãóçÿ [3, 5].

Â ðåàëüíèõ êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëàõ, ÿê ïðàâèëî, iñíóþòü ðiçíîãî ðîäó äåôå-
êòè íà ìåæi ðîçäiëó øàðiâ. Äëÿ îöiíêè âïëèâó òàêèõ äåôåêòiâ íà çàêîíîìiðíîñòi
ïîøèðåííÿ ïëîñêèõ ãàðìîíi÷íèõ õâèëü â êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëàõ Î. Ì. Ïàíà-
ñþê [8] ðîçãëÿíóâ òàêèé ãðàíè÷íèé âèïàäîê êîíòàêòó øàðiâ ÿê ïîâíå ïðîêîâ-
çóâàííÿ.

Çàäà÷à ïðî ïîøèðåííÿ âiñåñèìåòðè÷íèõ ïðóæíèõ õâèëü ó øàðóâàòèõ êîì-
ïîçèòíèõ ìàòåðiàëàõ ç îäíîðiäíèìè ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè ïðè ïðîêîâçó-
âàííi øàðiâ äîñëiäæóâàëàñü â ðîáîòà [13, 14].

Ç îãëÿäó ëiòåðàòóðè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî ïîøèðåííÿ ïëîñêèõ
òà âiñåñèìåòðè÷íèõ ãàðìîíi÷íèõ õâèëü ó øàðóâàòèõ êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëàõ
ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè âèâ÷åíî äîñòàòíüî ïîâíî. Äîñëiäæåííÿ äàíîãî
êëàñó çàäà÷ ïðîâåäåíi äëÿ âèïàäêó ïîâíîãî êîíòàêòó øàðiâ òà äëÿ âèïàäêó
ïîâíîãî ïðîêîâçóâàííÿ øàðiâ.

Äëÿ õâèëü êðó÷åííÿ àíàëîãi÷íi çàäà÷i ðîçãëÿäàëèñÿ òiëüêè äëÿ âèïàäêó ïîâ-
íîãî êîíòàêòó øàðiâ.

Â äàíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ çàêîíîìiðíîñòi ïîøèðåííÿ ïðóæíèõ õâèëü
êðó÷åííÿ â øàðóâàòèõ íåñòèñëèâèõ êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëàõ ç ïî÷àòêîâèìè íà-
ïðóæåííÿìè ïðè ïðîêîâçóâàííi øàðiâ.

2. Постановка задачi i метод дослiджень. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ øàðóâàòèé
êîìïîçèòíèé ìàòåðiàë ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç øàðiâ
äâîõ òèïiâ, ùî ÷åðãóþòüñÿ, â êîæíîìó ç ÿêèõ ìàòåðiàëè i ïî÷àòêîâi íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíi ñòàíè ¹ îäíàêîâèìè äëÿ ðîçãëÿíóòîãî òèïó øàðiâ.

Ïðè äîñëiäæåííi áóäåìî çàñòîñîâóâàòè ëàãðàíæåâi êîîðäèíàòè 𝑦𝑛 ≡ 𝑦𝑛, ÿêi
â ïî÷àòêîâîìó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîìó ñòàíi çáiãàþòüñÿ ç äåêàðòîâèìè êî-
îðäèíàòàìè, i ëàãðàíæåâi êîîðäèíàòè 𝑟′, 𝜃, 𝑦3, ÿêi â ïî÷àòêîâîìó íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíîìó ñòàíi çáiãàþòüñÿ ç êðóãîâèìè öèëiíäðè÷íèìè êîîðäèíàòàìè.

Äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) â ïî÷àòêîâîìó íàïðóæåíî-äåôîð-
ìîâàíîìó ñòàíi âèáèðà¹ìî òàêèì ÷èíîì, ùîá âiñü áóëà ñïðÿìîâàíà ïî íîðìàëi
äî ïëîùèí ðîçäiëó øàðiâ.

Ìàòåðiàëè øàðiâ ââàæàòèìåìî ãiïåðïðóæíèìè içîòðîïíèìè ç äîâiëüíîþ ñòðó-
êòóðîþ ïðóæíèõ ïîòåíöiàëiâ; ó ðàçi òðàíñâåðñàëüíî-içîòðîïíèõ ãiïåðïðóæíèõ
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ìàòåðiàëiâ øàðiâ áóäåìî ââàæàòè, ùî âiñü içîòðîïi¨ ñïðÿìîâàíà óçäîâæ îñi 𝑂𝑦3.
Ïiä õâèëÿìè êðó÷åííÿ áóäåìî ðîçóìiòè íîðìàëüíi õâèëi, ùî ïîøèðþþòüñÿ

â ðàäiàëüíîìó íàïðÿìêó i âiäïîâiäàþòü êðóòèëüíèì êîëèâàííÿì íåñêií÷åííîãî
øàðó.

Ââàæà¹ìî ïî÷àòêîâèé íàïðóæåíèé ñòàí îäíîðiäíèì

𝑢0𝑚 = (𝜆𝑚 − 1)𝑥𝑚; 𝜆𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (1)

Òàêîæ ïðèéìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî ç øàðiâ ðåàëiçó¹òüñÿ âiñåñèìåòðè÷íèé
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí

𝑆
0(𝑗)
11 = 𝑆

0(𝑗)
22 ̸= 𝑆

0(𝑗)
33 ; 𝜎

0(𝑗)
11 = 𝜎

0(𝑗)
22 ̸= 𝜎

0(𝑗)
33 ;

𝜀
0(𝑗)
11 = 𝜀

0(𝑗)
22 ; 𝜆

(𝑗)
1 = 𝜆

(𝑗)
2 ; ℎ′(𝑗) = 𝜆

(𝑗)
3 ℎ(𝑗); 𝑗 = 1, 2.

(2)

Ïðè âèùå âêàçàíèõ óìîâàõ áóäåìî äîñëiäæóâàòè ïåðåìiùåííÿ, ùî âiäïîâiä-
àþòü óìîâàì [3, 4]

𝑢
(𝑗)
𝑟′ ≡ 0; 𝑢

(𝑗)
𝜃 = 𝑢

(𝑗)
𝜃 (𝑟′, 𝑦3, 𝜏) ; 𝑢

(𝑗)
3 ≡ 0; 𝑢

(𝑗)
4 ≡ 𝑝(𝑗) ≡ 0. (3)

Ó öüîìó âèïàäêó â ïîäàííi ñïiëüíèõ ðiøåíü ïðîñòîðîâèõ äèíàìi÷íèõ ëiíå-
àðèçîâàíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi ñòîñîâíî äî çàãàëüíîãî ðiøåííÿ çàäà÷i â
öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ìîæíà ïðèéíÿòè

Ψ′(𝑗) = Ψ′(𝑗) (𝑟′, 𝑦3, 𝜏) ; X′(𝑗) ≡ 0. (4)

Ó ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü 𝑢(𝑗)𝜃 â êîæíîìó ç øàðiâ
ìà¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ [3, 4]

𝑢
(𝑗)
𝜃 = − 𝜕

𝜕𝑟′
Ψ′(𝑗). (5)

Äëÿ ñêëàäîâèõ òåíçîðà íàïðóæåíü 𝑄′(𝑗) ïðè 𝑦3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 îòðèìó¹ìî âèðàçè

𝑄′(𝑗)
3𝜃 = 𝜅′

(𝑗)
3113

𝜕

𝜕𝑦3
𝑢
(𝑗)
𝜃 . (6)

Â ñïiââiäíîøåííÿõ (5) ôóíêöi¨ Ψ′(𝑗) âèçíà÷àþòüñÿ iç ðiâíÿíü(︂
∆′ + 𝜅′

(𝑗)
3113𝜅

′(𝑗)−1
1221

𝜕2

𝜕𝑦23
− 𝜌′(𝑗)𝜅′

(𝑗)−1
1221

𝜕2

𝜕𝜏 2

)︂
Ψ′(𝑗) = 0. (7)

Òóò ∆′
1 = 𝜕2

𝜕𝑟′2
+ 1

𝑟′
𝜕
𝜕𝑟′

; 𝜌′(𝑗) � ùiëüíiñòü ìàòåðiàëiâ êîæíîãî ç øàðiâ â ïîïå-

ðåäíüî íàïðóæåíîìó ñòàíi; 𝜏 � ÷àñ. Ñêëàäîâi òåíçîðiâ 𝜅′(𝑗) âèçíà÷àþòüñÿ äëÿ
êîíêðåòíèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ [3, 5].

Òàêèì ÷èíîì, âiäïîâiäíî äî âèùå âèêëàäåíîãî äîñëiäæåííÿ çàêîíîìiðíîñòåé
ïîøèðåííÿ õâèëü êðó÷åííÿ ó íåñòèñëèâèõ øàðóâàòèõ êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëàõ ç
ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (7) ïðè
âèêîíàííi óìîâ íåïåðåðâíîñòi â ïëîùèíàõ ðîçäiëó øàðiâ i óìîâ ïåðiîäè÷íîñòi,
âiäïîâiäíî òåîði¨ Ôëîêå.
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Ðîçãëÿíåìî ïîøèðåííÿ õâèëü êðó÷åííÿ â ðàäiàëüíîìó íàïðÿìêó âçäîâæ øà-
ðiâ. Ó öüîìó âèïàäêó çà àíàëîãi¹þ ç [3, 5] äëÿ âèçíà÷åííÿ �iñòèííî¨� ôàçîâî¨
øâèäêîñòi ïîøèðåííÿ õâèëü êðó÷åííÿ ó øàðóâàòîìó êîìïîçèòíîìó ìàòåðiàëi ç
ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè ïðèéìåìî

Ψ′(𝑗) (𝑟′, 𝑦3, 𝜏) = Ψ′(𝑗)(0) (𝑦3)𝐻
(1)
0 (𝑟′𝑘) 𝑒−𝑖𝜔𝜏 ; 𝐶 = 𝜔𝑘−1; 𝑗 = 1, 2. (8)

Â (8) 𝑘 i 𝜔 � õâèëüîâå ÷èñëî i êðóãîâà ÷àñòîòà; 𝐶 � �iñòèíà� ôàçîâà øâèä-
êiñòü õâèëü êðó÷åííÿ; 𝐻(1)

0 (𝑥) � ôóíêöiÿ Õàíêåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó ïåðøîãî
ðîäó, ùî çàáåçïå÷ó¹ ïîøèðåííÿ õâèëü êðó÷åííÿ, ùî éäóòü íà �íåñêií÷åííiñòü�;
Ψ′(𝑗)(0) (𝑦3) � àìïëiòóäíà ôóíêöiÿ. Íàäàëi iíäåêñàìè (0) âiäçíà÷åíi âñi àìïëiòó-
äíi âåëè÷èíè ïðè ïðåäñòàâëåííÿõ òèïó (8).

Ïiäñòàâëÿþ÷è (8) â (5), äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü îòðèìó¹ìî íàñòóïíi âè-
ðàçè:

𝑢
(𝑗)
𝜃 (𝑟′, 𝑦3, 𝜏) = 𝑢

(𝑗)(0)
𝜃 (𝑦3)

𝜕

𝜕𝑟′
𝐻

(1)
0 (𝑟′𝑘) 𝑒−𝑖𝜔𝜏 ;

𝑢
(𝑗)(0)
𝜃 (𝑦3) = −Ψ′(𝑗)(0) (𝑦3) .

(9)

Àíàëîãi÷íî, ïiäñòàâëÿþ÷è (8) â (6), äëÿ âèçíà÷åííÿ ñêëàäîâèõ òåíçîðà íà-
ïðóæåíü �̃�′(𝑗), ïðè 𝑦3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 îòðèìó¹ìî

𝑄′(𝑗)
3𝜃 (𝑟

′, 𝑦3, 𝜏) = 𝑄′(𝑗)(0)
3𝜃 (𝑦3)

𝜕

𝜕𝑟′
𝐻

(1)
0 (𝑟′𝑘) 𝑒−𝑖𝜔𝜏 ;

𝑄′(𝑗)(0)
3𝜃 (𝑦3) = −𝜅′(𝑗)3113

𝜕

𝜕𝑦3
Ψ′(𝑗)(0) (𝑦3) .

(10)

Ïiäñòàâëþ÷è (8) â ðiâíÿííÿ (7), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨
Ψ′(𝑗)(0) â íàñòóïíîìó âèãëÿäi(︂

𝜅′
(𝑗)
3113𝜅

′(𝑗)−1
1221

𝑑2

𝑑𝑦23
+ 𝜌′(𝑗)𝜔2𝜅′

(𝑗)−1
1221 − 𝑘2

)︂
Ψ′(𝑗) = 0. (11)

Îñêiëüêè â (8)�(11) âñi ñïiââiäíîøåííÿ ïðåäñòàâëåíi ÷åðåç àìïëiòóäíi âåëè-
÷èíè, òî óìîâè íà ãðàíèöi êîíòàêòó øàðiâ i óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi òàêîæ çàïè-
øåìî äëÿ àìïëiòóäíèõ âåëè÷èí. Äëÿ öüîãî âèäiëèìî äâà ñóñiäíi øàðè i áóäå-
ìî ââàæàòè, ùî øàð, âåëè÷èíè ÿêîãî âiäìi÷åíi iíäåêñîì 1, çàéìà¹ ïî âiñi 𝑂𝑦3
îáëàñòü 0 ≤ 𝑦3 ≤ ℎ′(1) i øàð, âñi âåëè÷èíè ÿêîãî âiäìi÷åíi iíäåêñîì 2, çàéìà¹ ïî
âiñi 𝑂𝑦3 îáëàñòü −ℎ′(2) ≤ 𝑦3 ≤ 0.

Çà óìîâè ïðîêîâçóâàííÿ ïðè 𝑦3 = 0 ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ óìîâè íåïåðåðâ-
íîñòi

𝑄′(1)(0)
3𝜃 (0) = 0; 𝑄

(2)(0)
3𝜃 (0) = 0; (12)

i óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi

𝑄′(1)(0)
3𝜃

(︀
ℎ(1)
)︀
= 0; 𝑄

(2)(0)
3𝜃

(︀
−ℎ(2)

)︀
= 0. (13)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ íåñòèñëèâîãî òiëà íåîáõiäíî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çâè÷àéíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (11), ùî çàäîâîëüíèòü óìîâàì (12) i (13) ç óðàõó-
âàííÿì ïîçíà÷åíü (9) i (10).
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Çà àíàëîãi¹þ ç ðåçóëüòàòàìè, âèêëàäåíèìè â [1], ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (11)
ïðåäñòàâèìî â òàêié ôîðìi:

Ψ′(𝑗)(0) (𝑦3) = 𝐴
(𝑗)
5 𝑒𝑖𝑘𝛼

(𝑗)
3 𝑦3 + 𝐴

(𝑗)
6 𝑒−𝑖𝑘𝛼

(𝑗)
3 𝑦3 ; 𝐴(𝑗)

𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (14)

Ââåäåìî â ðîçâ'ÿçîê (14) äëÿ êîæíîãî øàðó íîâi êîíñòàíòè 𝐵(𝑗)
𝑛 i çàïèøåìî

éîãî âiäíîñíî ñåðåäèíè êîæíîãî iç øàðiâ. Â öüîìó âèïàäêó (14) ìîæíà çàïèñàòè
ó ôîðìi

Ψ′(1)(0) (𝑦3) = 𝐵
(1)
5 𝑒𝑖𝑘𝛼

(1)
3 (𝑦3− 1

2
ℎ′(1)) +𝐵

(1)
6 𝑒−𝑖𝑘𝛼

(1)
3 (𝑦3− 1

2
ℎ′(1));

Ψ′(2)(0) (𝑦3) = 𝐵
(2)
5 𝑒𝑖𝑘𝛼

(2)
3 (𝑦3+ 1

2
ℎ′(2)) +𝐵

(2)
6 𝑒−𝑖𝑘𝛼

(2)
3 (𝑦3+ 1

2
ℎ′(2)).

(15)

Â (14) i (15) ÷åðåç 𝛼(𝑗)
3 âiäïîâiäíî äî (11) ïîçíà÷åíi íàñòóïíi âåëè÷èíè

𝛼
(𝑗)
3 =

√︂
𝜅′

(𝑗)−1
3113

(︁
𝜌′(𝑗)𝐶2 − 𝜅′

(𝑗)
1221

)︁
; 𝐶 = 𝜔𝑘−1. (16)

Ó ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó äëÿ øàðóâàòèõ êîìïîçèòíèõ íåñòèñëèâèõ ìàòå-
ðiàëiâ ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè âèõiäíó çàäà÷ó ìîæíà ðîçäiëèòè íà äâi
íåçàëåæíi çàäà÷i: ñèìåòðè÷íà õâèëÿ êðó÷åííÿ (â êîæíîìó øàði 𝑢(𝑗)𝜃 ñèìåòðè÷íi
âiäíîñíî ñåðåäèíè êîæíîãî øàðó), ùî ïîøèðþ¹òüñÿ óçäîâæ âiñi 𝑂𝑟′; àíòèñèìå-
òðè÷íà õâèëÿ êðó÷åííÿ (â êîæíîìó øàði 𝑢(𝑗)𝜃 àíòèñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ñåðåäèíè
êîæíîãî øàðó), ùî ïîøèðþ¹òüñÿ óçäîâæ âiñi 𝑂𝑟′. Íàäàëi ðîçãëÿíåìî îêðåìî
ñèìåòðè÷íi òà àíòèñèìåòðè÷íi õâèëi êðó÷åííÿ.

Симетричнi хвилi кручення. Äëÿ ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó â (15) ïðèéìåìî òà-
êi çàëåæíîñòi:

𝐵
(𝑗)
5 = 𝐵

(𝑗)
6 . (17)

Iç (17), (15) i (9) âèïëèâà¹, ùî 𝑢(𝑗)𝜃 áóäóòü ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî ñåðåäèíè
êîæíîãî iç øàðiâ.

Â öüîìó âèïàäêó iç (17), (15), (9), (10), (12), (13) ñëiäó¹, ùî óìîâè íåïåðåðâ-
íîñòi i ïåðiîäè÷íîñòi ñïiâïàäàþòü.

Ó âèïàäêó íåæîðñòêîãî êîíòàêòó ìiæ øàðàìè êîìïîçèòíîãî ìàòåðiàëó óìî-
âè íåïåðåðâíîñòi i ïåðiîäè÷íîñòi ìàþòü âèãëÿä

𝐵
(1)
5 𝑘𝛼

(1)
3 𝜅′

(1)
3113 sin

1

2
𝑘𝛼

(1)
3 ℎ′(1) = 0;

𝐵
(2)
5 𝑘𝛼

(2)
3 𝜅′

(2)
3113 sin

1

2
𝑘𝛼

(2)
3 ℎ′(2) = 0.

(18)

Äèñïåðñiéíå ðiâíÿííÿ ïðè íåæîðñòêîìó êîíòàêòi ìà¹ âèãëÿä

𝛼
(1)
3 𝛼

(2)
3 𝜅′

(1)
3113𝜅

′(2)
3113 sin

1

2
𝑘𝛼

(1)
3 ℎ′(1) sin

1

2
𝑘𝛼

(2)
3 ℎ′(2) = 0. (19)

Ðiâíÿííÿ (19) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè àíàëiòè÷íî. ×îòèðè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (19)
ìàþòü âèãëÿä

𝐶
(1)
1 =

√︃
𝜅′

(1)
1221

𝜌′(1)
; 𝐶

(2)
1 =

√︃
𝜅′

(2)
1221

𝜌′(2)
; 𝐶

(1)
2 =

√︃
𝜅′

(1)
1221

𝜌′(1)
+

4𝜋2𝑛2𝜅′
(1)
3113

𝜌′(1)𝑘2ℎ′(1)2
;

𝐶
(2)
2 =

√︃
𝜅′

(2)
1221

𝜌′(2)
+

4𝜋2𝑛2𝜅′
(2)
3113

𝜌′(2)𝑘2ℎ′(2)2
; 𝑛 = 0, 1, ...

(20)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Iç (19) i (20) ñëiäó¹, ùî ìiæ øàðàìè êîìïîçèòíîãî ìàòåðiàëó ó âèïàäêó
ïðîêîâçóâàííÿ íå âiäáóâà¹òüñÿ âçà¹ìîäi¨. Øâèäêîñòi ðîçïîâñþäæåííÿ ñèìåòðè-
÷íèõ õâèëü êðó÷åííÿ â êîæíîìó iç øàðiâ çàëåæàòü âiä ìåõàíi÷íèõ ïàðàìåòðiâ
ìàòåðiàëó øàðó, òîâùèíè øàðó òà ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü.

Äëÿ äîâãîõâèëüîâîãî íàáëèæåííÿ øâèäêîñòi ïîøèðåííÿ ñèìåòðè÷íèõ õâèëü
êðó÷åííÿ äëÿ êîæíîãî ç øàðiâ áóäóòü âèçíà÷àòèñÿ ïåðøèìè äâîìà ôîðìóëàìè
(20).

Âiäçíà÷èìî, ùî ïåðøi âèðàçè ó ôîðìóëàõ (20) âèçíà÷àþòü øâèäêîñòi ïîøè-
ðåííÿ ïîïåðå÷íèõ õâèëü â îäíîðiäíîìó ìàòåðiàëi ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè
âiäïîâiäíî ïåðøîãî i äðóãîãî øàðiâ.

Антисиметричнi хвилi кручення. Äëÿ ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó â ïðåäñòàâ-
ëåííi ðîçâ'ÿçêó ó ôîðìi (17) äëÿ äâîõ ñóñiäíiõ øàðiâ ïðèéìåìî íàñòóïíi çàëå-
æíîñòi

𝐵
(𝑗)
5 = −𝐵(𝑗)

6 . (21)

Çà óìîâè (21) ç (15) i (9) âèïëèâà¹, ùî 𝑢(𝑗)𝜃 áóäóòü àíòèñèìåòðè÷íèìè âiäíî-
ñíî ñåðåäèíè âiäïîâiäíèõ øàðiâ.

Â öüîìó âèïàäêó iç (21), (15), (9), (10), (12), (13) ñëiäó¹, ùî óìîâè íåïåðåðâ-
íîñòi i ïåðiîäè÷íîñòi ñïiâïàäàþòü.

Ó âèïàäêó íåæîðñòêîãî êîíòàêòó ìiæ øàðàìè êîìïîçèòíîãî ìàòåðiàëó óìî-
âè íåïåðåðâíîñòi i ïåðiîäè÷íîñòi ìàþòü âèãëÿä

𝐵
(1)
5 𝑘𝛼

(1)
3 𝜅′

(1)
3113 cos

1

2
𝑘𝛼

(1)
3 ℎ′(1) = 0;

𝐵
(2)
5 𝑘𝛼

(2)
3 𝜅′

(2)
3113 cos

1

2
𝑘𝛼

(2)
3 ℎ′(2) = 0.

(22)

Äèñïåðñiéíå ðiâíÿííÿ ïðè íåæîðñòêîìó êîíòàêòi ìà¹ âèãëÿä

𝛼
(1)
3 𝛼

(2)
3 𝜅′

(1)
3113𝜅

′(2)
3113 cos

1

2
𝑘𝛼

(1)
3 ℎ′(1) cos

1

2
𝑘𝛼

(2)
3 ℎ′(2) = 0. (23)

Ðiâíÿííÿ (23) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè àíàëiòè÷íî. ×îòèðè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (23)
ìàþòü âèãëÿä

𝐶
(1)
1 =

√︃
𝜅′

(1)
1221

𝜌′(1)
; 𝐶

(2)
1 =

√︃
𝜅′

(2)
1221

𝜌′(2)
; 𝐶

(1)
2 =

√︃
𝜅′

(1)
1221

𝜌′(1)
+
𝜅′

(1)
3113

𝜌′(1)
𝜋2 (1 + 2𝑛)2

𝑘2ℎ′(1)2
;

𝐶
(2)
2 =

√︃
𝜅′

(2)
1221

𝜌′(2)
+
𝜅′

(2)
3113

𝜌′(2)
𝜋2 (1 + 2𝑛)2

𝑘2ℎ′(2)2
; 𝑛 = 0, 1, ...

(24)

Iç (23) i (24) ñëiäó¹, ùî ìiæ øàðàìè êîìïîçèòíîãî ìàòåðiàëó ó âèïàäêó
ïðîêîâçóâàííÿ íå âiäáóâà¹òüñÿ âçà¹ìîäi¨. Øâèäêîñòi ðîçïîâñþäæåííÿ àíòèñè-
ìåòðè÷íèõ õâèëü êðó÷åííÿ â êîæíîìó iç øàðiâ çàëåæàòü âiä ìåõàíi÷íèõ ïàðà-
ìåòðiâ ìàòåðiàëó øàðó, òîâùèíè øàðó òà ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü.

Äëÿ äîâãîõâèëüîâîãî íàáëèæåííÿ øâèäêîñòi ïîøèðåííÿ ñèìåòðè÷íèõ õâèëü
êðó÷åííÿ äëÿ êîæíîãî ç øàðiâ áóäóòü âèçíà÷àòèñÿ ïåðøèìè äâîìà ôîðìóëàìè
(24).

Âiäçíà÷èìî, ùî ïåðøi âèðàçè ó ôîðìóëàõ (24) âèçíà÷àþòü øâèäêîñòi ïîøè-
ðåííÿ ïîïåðå÷íèõ õâèëü â îäíîðiäíîìó ìàòåðiàëi ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè
âiäïîâiäíî ïåðøîãî i äðóãîãî øàðiâ.
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3. Висновки. Òàêèì ÷èíîì, â äàíié ðîáîòi ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ çàêîíî-
ìiðíîñòåé ïîøèðåííÿ õâèëü êðó÷åííÿ ó íåñòèñëèâèõ øàðóâàòèõ êîìïîçèòíèõ
ìàòåðiàëàõ ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè ïðè ïðîêîâçóâàííi øàðiâ. Ðîçãëÿíó-
òî ïîøèðåííÿ õâèëü êðó÷åííÿ â ðàäiàëüíîìó íàïðÿìêó âçäîâæ øàðiâ. Çàäà÷à
çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ âiäíîñíî àìïëiòóäíî¨ ôóíêöi¨ ïðè
âèêîíàííi óìîâ íåïåðåðâíîñòi â ïëîùèíàõ ðîçäiëó øàðiâ i óìîâ ïåðiîäè÷íîñòi,
âiäïîâiäíî òåîði¨ Ôëîêå. Äëÿ ñèìåòðè÷íèõ i àíòèñèìåòðè÷íèõ õâèëü êðó÷åííÿ
îòðèìàíi äèñïåðñiéíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ äîâãîõâèëüîâi íàáëèæåííÿ.

Ìiæ øàðàìè êîìïîçèòíîãî ìàòåðiàëó ó âèïàäêó ïðîêîâçóâàííÿ íå âiäáó-
âà¹òüñÿ âçà¹ìîäi¨. Øâèäêîñòi ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü êðó÷åííÿ â êîæíîìó iç
øàðiâ çàëåæàòü âiä ìåõàíi÷íèõ ïàðàìåòðiâ ìàòåðiàëó øàðó, òîâùèíè øàðó òà
ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü. Ïðè äîâãîõâèëüîâîìó íàáëèæåííi øâèäêîñòi ïîøèðåí-
íÿ ñèìåòðè÷íèõ i àíòèñèìåòðè÷íèõ õâèëü êðó÷åííÿ äëÿ êîæíîãî ç øàðiâ ðiâíi
øâèäêîñòÿì ïîøèðåííÿ ïîïåðå÷íèõ õâèëü â îäíîðiäíîìó ìàòåðiàëi ç ïî÷àòêî-
âèìè íàïðóæåííÿìè âiäïîâiäíî ïåðøîãî i äðóãîãî øàðiâ.

РЕЗЮМЕ. Äîñëiäæåíî ïîøèðåííÿ õâèëü êðó÷åííÿ ó øàðóâàòèõ êîìïîçè-
òíèõ íåñòèñëèâèõ ìàòåðiàëàõ ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè ïðè ïðîêîâçóâàííi
øàðiâ. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê ïîøèðåííÿ õâèëü óçäîâæ øàðiâ. Îòðèìàíî äèñïåð-
ñiéíi ðiâíÿííÿ äëÿ ñèìåòðè÷íèõ i àíòèñèìåòðè÷íèõ õâèëü, à òàêîæ ¨õ äîâãîõâè-
ëüîâi íàáëèæåííÿ.
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Gluchov Yu. P., Babich S. Yu., Mlavets Yu. Yu., Reity O. K. Torsion waves
in layered composite incompresible materials with initial stresses at the slip of layers.

In the framework of the linearised theory of elasticity for bodies with initial stresses,
the torsional wave propagation in layered composite incompressible materials with initial
stresses at layer slippage is investigated. The case of wave propagation along the layers
is considered. The dispersion equations for symmetric and antisymmetric waves and their
long-wave approximations are obtained.

Keywords: laminated composite incompressible material, initial stresses, elastic waves,
dispersive equation, long-wave approximation.
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