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ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ IНТЕГРАЛЬНОЇ КРАЙОВОЇ
ЗАДАЧI З ПАРАМЕТРОМ

Проведено дослiдження розв’язкiв нелiнiйних систем звичайних диференцiальних
рiвнянь, пiдпорядкованих нелiнiйним iнтегральним крайовим умовам з параметром.
В основi методу лежить перехiд вiд заданих iнтегральних крайових умов до параме-
тризованих умов модельного типу, якi мають простий вигляд початкових умов. Для
модельної параметризованої задачi побудована конструктивна чисельно–аналiтична
схема, яка базується на параметризованих послiдовних наближеннях iз покращени-
ми характеристиками збiжностi. Встановлено зв’язок мiж розв’язками модельної та
вихiдної крайових задач.

Цю технiку та її переваги продемонстровано на прикладi iнтегральної крайової
задачi.

Ключовi слова: звичайнi диференцiальнi рiвняння, нелiнiйна iнтегральна крайова
задача, неперервно диференцiйовний розв’язок, параметризацiя, умова Лiпшиця, по-
дiл сегменту iнтеграцiї, збiжнiсть послiдовних наближень.

1. Вступ. Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ íåëiíiéíà iíòåãðàëüíà êðàéîâà çàäà÷à
íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝜆) , 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] , (1)

𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝜆)𝑑𝑠 = 𝑑, (2)

𝑥1(𝑎) = 𝑥1𝑎, (3)

äå 𝑓 : [𝑎, 𝑏] × 𝐷 × [𝑎1, 𝑏1] → R𝑛 i 𝑔 : [𝑎, 𝑏] × 𝐷 × [𝑎1, 𝑏1] → R𝑛 çàäàíi íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ ó äåÿêié îáìåæåíié îáëàñòi 𝐷 ⊂ R𝑛, êîíêðåòíèé âèãëÿä ÿêî¨ áóäå ïî-
êàçàíî íèæ÷å â (9), 𝜆 ∈ [𝑎1, 𝑏1] � íåâiäîìèé ñêàëÿðíèé ïàðàìåòð, a 𝑑 ∈ R𝑛 �
çàäàíèé âåêòîð. Êðiì òîãî, ïðèïóñêà¹òüñÿ ëîêàëüíà ëiïøèöåâiñòü â îáëàñòi 𝐷
ôóíêöi¨ 𝑓 i 𝑔 äëÿ âñiõ 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] i {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐷 ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

|𝑓(𝑡, 𝑢, 𝜆)− 𝑓(𝑡, 𝑣, 𝜆)| ≤ 𝐾𝑓 |𝑢− 𝑣| , (4)

|𝑔(𝑡, 𝑢, 𝜆)− 𝑔(𝑡, 𝑣, 𝜆)| ≤ 𝐾𝑔 |𝑢− 𝑣| , (5)
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äå 𝐾𝑓 , 𝐾𝑝, íåâiä'¹ìíi ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi 𝑛× 𝑛.
Äëÿ äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ i íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�(3) çàñòîñó-

¹ìî òåõíiêó, çàïðîïîíîâàíó â [3�8].
Íà îñíîâi öüîãî ïiäõîäó çàìiñòü iíòåãðàëüíèõ êðàéîâèõ óìîâ (2) ââîäÿòüñÿ

â ðîçãëÿä ïàðàìåòðèçîâàíi �ìîäåëüíi óìîâè� ïðîñòîãî âèãëÿäó

𝑥(𝑎) = 𝑧, 𝑥(𝑏) = 𝜂, (6)

äå

𝑧 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1𝑎
𝑧2
...
𝑧𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝜂 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜂1
𝜂2
...
𝜂𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

¹ íåâiäîìèìè ïàðàìåòðàìè i ñïî÷àòêó çàìiñòü iíòåãðàëüíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i
(1)�(3) äîñëiäæóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíî¨ ñèñòåìè ïàðàìåòðèçîâàíèõ äâîòî-
÷êîâèõ êðàéîâèõ çàäà÷ �ìîäåëüíîãî òèïó�

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝜆) , 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] , 𝑥(𝑎) = 𝑧, 𝑥(𝑏) = 𝜂. (7)

2. Дослiдження модельної задачi. Âèõiäíèìè ¹ äâi îáìåæåíi îáëàñòi
𝐷𝑎, 𝐷𝑏 ⊂ R𝑛 i öiêàâèìîñÿ òàêèìè ðîçâ'ÿçêàìè, çíà÷åííÿ ÿêèõ â òî÷êàõ 𝑡 = 𝑎 i
𝑡 = 𝑏 íàëåæèòü âiäïîâiäíî ìíîæèíàì 𝐷𝑎 i 𝐷𝑏. Áóäó¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê

𝐷𝑎,𝑏 = (1− 𝜃) 𝑧 + 𝜃𝜂, (8)

i äëÿ íåâiä'¹ìíîãî âåêòîðà 𝜌 ∈ R𝑛 âèçíà÷èìî ïîêîìïîíåíòíèé âåêòîðíèé 𝜌-îêië
ìíîæèíè 𝐷𝑎,𝑏 íàñòóïíèì ÷èíîì

𝐷 = 𝐵 (𝐷𝑎,𝑏, 𝜌) = ∪
𝑦∈𝐷𝑎,𝑏

𝐵 (𝑦, 𝜌) , (9)

äå ïiä âåêòîðíèì 𝜌-îêîëîì òî÷êè 𝑦 ∈ R𝑛 ðîçóìi¹ìî ìíîæèíó

𝐵 (𝑦, 𝜌) = {𝜉 ∈ R𝑛 : |𝜉 − 𝑦| ≤ 𝜌} .

Íà îñíîâi ìíîæèíè 𝐷, i ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
(1) ïîáóäó¹ìî âåêòîð

𝛿[𝑎,𝑏],𝐷(𝑓) =
1

2

[︂
max

(𝑡,𝑥,𝜆)∈[𝑎,𝑏]×𝐷×[𝑎1,𝑏1]
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜆)− min

(𝑡,𝑥,𝜆)∈[𝑎,𝑏]×𝐷×[𝑎1,𝑏1]
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜆)

]︂
. (10)

Умова 1. Iñíó¹ íåâiä'¹ìíèé âåêòîð 𝜌 ∈ R𝑛 òàêèé, ùî

𝜌 ≥ 𝛿[𝑎,𝑏],𝐷(𝑓).

Умова 2. Iñíóþòü íåâiä'¹ìíi ìàòðèöi 𝐾𝑓 , 𝐾𝑔 äëÿ ÿêèõ ëîêàëüíî â îáëàñòi
𝐷 äëÿ ôóíêöié 𝑓 i 𝑔 âèêîíóþòüñÿ óìîâè Ëiïøèöÿ (4), (5).

Умова 3. Íàéáiëüøå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi

𝑄 =
3 (𝑏− 𝑎)

10
𝐾𝑓 , (11)
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ìåíøå çà îäèíèöþ
𝑟(𝑄) < 1. (12)

Äëÿ âèâ÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìîäåëüíî¨ ïàðàìåòðèçîâàíî¨ çàäà÷i (7) ââåäåìî â
ðîçãëÿä ïàðàìåòðèçîâàíó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆) := 𝑧 +
𝑡− 𝑎

𝑏− 𝑎
[𝜂 − 𝑧] =

[︂
1− 𝑡− 𝑎

𝑏− 𝑎

]︂
𝑧 +

𝑡− 𝑎

𝑏− 𝑎
𝜂, (13)

𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆) := 𝑧 +

𝑡∫︁
𝑎

𝑓 (𝑠, 𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑧, 𝜂) , 𝜆) 𝑑𝑠− (14)

− 𝑡− 𝑎

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

𝑓 (𝑠, 𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑧, 𝜂) , 𝜆) 𝑑𝑠+
𝑡− 𝑎

𝑏− 𝑎
[𝜂 − 𝑧] , 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] , 𝑚 = 1, 2, ...,

äå 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑏 ¹ ïàðàìåòðàìè. Çàóâàæèìî, ùî âñi ôóíêöi¨ 𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆)
çàäîâîëüíÿþòü �ìîäåëüíi êðàéîâi óìîâè� äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ
𝑧, 𝜂 ∈ R𝑛.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþ¹ ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (14)
äî äåÿêî¨ ïàðàìåòðèçîâàíî¨ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨.

Теорема 1. Припустимо, що виконуються Умова 1–Умова 3.
Тодi, для будь-яких фiксованих (𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑎 ×𝐷𝑏 :
1.Всi функцiї послiдовностi (14) є неперервно диференцiйовнi на вiдрiзку

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], мають значення в область 𝐷 i задовольняють умовам (6).
2. Послiдовнiсть функцiй (14) рiвномiрно збiгається вiдносно 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] при

𝑚→ ∞ до граничної функцiї

𝑥∞(𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆) = lim
𝑚→∞

𝑥𝑚(𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆).

3. Гранична функцiя задовольняє „модельнi умови“

𝑥∞(𝑎, 𝑧, 𝜂, 𝜆) = 𝑧, 𝑥∞(𝑏, 𝑧, 𝜂, 𝜆) = 𝜂.

4. Функцiя 𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆) є єдиним неперервно диферкнцiйовним розв’язком
iнтегрального рiвняння

𝑥(𝑡) = 𝑧 +

𝑡∫︁
𝑎

𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝜆)𝑑𝑠− 𝑡− 𝑎

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝜆)𝑑𝑠+
𝑡− 𝑎

𝑏− 𝑎
[𝜂 − 𝑧] , 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ,

в областi 𝐷.
Iншими словами, 𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) задовольняє задачу Кошi для модифiкованої си-

стеми диференцiальних рiвнянь:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜆) +

1

𝑏− 𝑎
∆(𝑧, 𝜂, 𝜆), 𝑥 (𝑎) = 𝑧, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ,

де ∆(𝑧, 𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎 ×𝐷𝑏 → R𝑛 це вiдображення, яке визначене формулою:

∆(𝑧, 𝜂, 𝜆) = 𝜂 − 𝑧 −
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑠, 𝑥∞(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝜆)𝑑𝑠.

Роздiл 1: Математика i статистика
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5.Справедлива оцiнка

|𝑥∞(·, 𝑧, 𝜂, 𝜆)− 𝑥𝑚(·, 𝑧, 𝜂, 𝜆)| ⩽
10

9
𝛼1(𝑡, 𝑎, 𝑏− 𝑎)𝑄𝑚 (𝐼𝑛 −𝑄)−1 𝛿[𝑎,𝑏],𝐷(𝑓), (15)

для всiх 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] i 𝑚 ≥ 0, де 𝛿[𝑎,𝑏],𝐷(𝑓) задається формулою (10),

𝛼1(𝑡, 𝑎, 𝑏− 𝑎) = 2 (𝑡− 𝑎)

(︂
1− 𝑡− 𝑎

𝑏− 𝑎

)︂
,

причому

𝛼1(𝑡, 𝑎, 𝑏− 𝑎) ≤ 𝑏− 𝑎

2
,

а матриця 𝑄 має вигляд (11).

Доведення. Äîâåäåííÿ ìîæå áóòè ïðîâåäåíî àíàëîãi÷íî, ÿê ó Òåîðåìi 1 [8].
A ñàìå, íà îñíîâi Ëåì, ùî äîâåäåíi ó [2], âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî ïðè óìîâàõ òå-
îðåìè äëÿ ôiêñîâàíèõ 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑏 i âñiõ 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié
(14) íàëåæèòü îáëàñòi 𝐷 i ¹ ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi, òîáòî ðiâíîìiðíî çáiæíîþ, ó
Áàíàõîâîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ âåêòîð-ôóíêöié 𝐶([𝑎, 𝑏] ,R𝑛) ç ñòàíäàðòíîþ
ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ.

Теорема 2. В умовах Теореми 1 гранична функцiя

𝑥∞(𝑡, 𝑧*, 𝜂*, 𝜆) = lim
𝑚→∞

𝑥𝑚(𝑡, 𝑧
*, 𝜂*, 𝜆),

послiдовностi (14) є неперервно диференцiйовним розв’язком iнтегральної кра-
йової задачi (1)–(3) тодi i тiльки тодi, коли пара (𝑧*, 𝜂*) задовольняє систему
2𝑛 алгебраїчних чи трансцендентних, так званих „визначальних рiвнянь“:

∆(𝑧, 𝜂, 𝜆) = 𝜂 − 𝑧 −
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑠, 𝑥∞(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝜆)𝑑𝑠 = 0,

Λ(𝑧, 𝜂, 𝜆) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑠, 𝑥∞(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝜆)𝑑𝑠− 𝑑 = 0.

(16)

Доведення. Äîâåäåííÿ ìîæå áóòè ïðîâåäåíî àíàëîãi÷íî, ÿê ó Òåîðå-
ìàõ 2, 3 [1].

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî ñèñòåìà ½âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü“ (16) âè-
ÿâëÿ¹ âñi ìîæëèâi ðîçâ'ÿçêè iíòåãðàëüíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(3), ÿêi íàëåæàòü
îáëàñòi 𝐷 i çíà÷åííÿ ÿêèõ â òî÷êàõ 𝑡 = 𝑎 i 𝑡 = 𝑏 íàëåæàòü âiäïîâiäíî ìíîæèíàì
𝐷𝑎 i 𝐷𝑏.

Теорема 3. Нехай виконуються усi умови Теореми 1.
1. Якщо, iснують вектори (𝑧0, 𝜂0) ∈ 𝐷𝑎 × 𝐷𝑏, якi задовольняють систе-

му визначальних рiвнянь (16), тодi iнтегральна крайова задача (1)–(3) має
неперервно диференцiйовний розв’язок 𝑥0(·) такий, що

𝑥0(𝑎) = 𝑧0, 𝑥0(𝑏) = 𝜂0.
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Крiм того, цей розв’язок є граничною функцiєю послiдовностi (14)

𝑥0(𝑡) = 𝑥∞(𝑡, 𝑧0, 𝜂0, 𝜆) = lim
𝑚→∞

𝑥𝑚(𝑡, 𝑧
0, 𝜂0, 𝜆), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] .

2. I навпаки, якщо iнтегральна крайова задача (1)–(3) має розв’язок 𝑥0(·) ∈
𝐷, то система „визначальних рiвнянь“ (16) задовольняється при

𝑧 = 𝑥0(𝑎), 𝜂 = 𝑥0(𝑏).

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçíiñòü ñèñòåìè ½âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü“ (16) ìîæå áó-
òè âñòàíîâëåíà íà îñíîâi âëàñòèâîñòåé ½íàáëèæåíî¨ ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâ-
íÿíü“

∆𝑚(𝑧, 𝜂, 𝜆) = 𝜂 − 𝑧 −
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑠, 𝑥𝑚(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝜆)𝑑𝑠,

Λ𝑚(𝑧, 𝜂, 𝜆) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑠, 𝑥𝑚(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝜆)𝑑𝑠− 𝑑 = 0,

(17)

ÿêà ìîæå áóòè ïîáóäîâàíà ÿâíî.
Íà îñíîâi íåðiâíîñòåé (4), (5) i (15), âðàõóâàâøè ùî

𝑏∫︁
𝑎

𝛼1(𝑡, 𝑎, 𝑏− 𝑎)𝑑𝑡 =
(𝑏− 𝑎)2

3
,

ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì ìîæíà äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Лема 1. Припустимо, що мають мiсце умови Теореми 1 i крiм того ви-
конуються умови Лiпшиця (4), (5).

Тодi для точної i наближеної визначальних функцiй (16) i (17) мають мi-
сце наступнi оцiнки для будь-яких пар векторiв (𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑎 ×𝐷𝑏 i 𝑚 ≥ 1 :

|∆(𝑧, 𝜂, 𝜆)−∆𝑚(𝑧, 𝜂, 𝜆)| ≤
10(𝑏− 𝑎)2

27
𝐾𝑓 𝑄

𝑚 (𝐼𝑛 −𝑄)−1 𝛿[𝑎,𝑏],𝐷(𝑓),

|Λ(𝑧, 𝜂, 𝜆)− Λ𝑚(𝑧, 𝜂, 𝜆)| ≤
10(𝑏− 𝑎)2

27
𝐾 𝑄𝑚 (𝐼𝑛 −𝑄)−1 𝛿[𝑎,𝑏],𝐷(𝑓).

(18)

3. Модельний приклад. Çàñòîñó¹ìî ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé ïiäõiä, ùî îïè-
ñàíèé âèùå íà âiäðiçêó [0, 1] äî ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

𝑑𝑥1(𝑡)

𝑑𝑡
= − 𝑡

8
𝑥32(𝑡)−

𝑡

5
𝑥1(𝑡) +

𝑡4

216
+
𝑡2

50
− 1

10
,

𝑑𝑥2(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝜆2

2
𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡)−

𝑡2

1200
− 𝑡

240
+

1

3
, 𝑡 ∈ [0, 1] , 𝜆 ∈ [−1, 0] ,

(19)
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ç iíòåãðàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

1∫︁
0

𝑠𝜆2𝑥1(𝑠)𝑥2(𝑠)𝑑𝑠 =
7

450
,

1∫︁
0

𝑠2

3
𝑥

2

2(𝑠)𝑑𝑠 =
1

135
,

(20)

𝑥1(0) =
1

2
. (21)

Î÷åâèäíî, ùî (19)�(21) ¹ îêðåìèì âèïàäêîì (1)�(3) ïðè 𝑎 := 0, 𝑏 := 1,

𝑓 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝜆) :=

⎛⎝− 𝑡
8
𝑥32(𝑡)− 𝑡

5
𝑥1(𝑡) +

𝑡4

216
+ 𝑡2

50
− 1

10
:= 𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜆2

2
𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡)− 𝑡2

1200
− 𝑡

240
+ 1

3

⎞⎠ ,

𝑔 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝜆) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1∫︁
0

𝑡𝜆2𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡)𝑑𝑡

1∫︁
0

𝑡2

3
𝑥

2

2(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑑 :=

(︂
𝑑1
𝑑2

)︂
=

⎛⎝ 7
450

1
135

⎞⎠ .

Ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (19)�(21) ¹ ïàðà ôóíêöié

𝑥*1(𝑡) =
𝑡2

10
+

1

2
,

𝑥*2(𝑡) =
𝑡

3
.

(22)

Ââåäåìî íàñòóïíi ïàðàìåòðè:

𝑧 := 𝑥(𝑎) = 𝑥(0) =

(︂
𝑥1(0)
𝑥2(0)

)︂
=

(︂
1
2

𝑧2

)︂
,

𝜂 := 𝑥(𝑏) = 𝑥(1) =

(︂
𝑥1(1)
𝑥2(1)

)︂
=

(︂
𝜂1
𝜂2

)︂
.

Âèáåðåìî îáëàñòi 𝐷𝑎 i 𝐷𝑏:

𝐷𝑎 = 𝐷𝑏 = {(𝑥1, 𝑥2) : 0 ≤ 𝑥1 ≤ 1, 0 ≤ 𝑥2 ≤ 0.8} .

Ó öüîìó âèïàäêó, ìíîæèíà 𝐷𝑎,𝑏 ìà¹ âèãëÿä

𝐷𝑎,𝑏 = 𝐷𝑎 = 𝐷𝑏.

Âèáåðåìî âåêòîð

𝜌 =

(︂
0.2
0.2

)︂
,
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òîäi îáëàñòü 𝐷 áóäå íàñòóïíîþ:

𝐷 = {(𝑥1, 𝑥2) : −0.2 ≤ 𝑥1 ≤ 1.2, −0.2 ≤ 𝑥2 ≤ 1} .

Ïðÿìi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî óìîâà Ëiïøèöÿ (4) äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè
(19) â îáëàñòi 𝐷 âèêîíó¹òüñÿ ç ìàòðèöåþ

𝐾 =

(︃
1
5

3
8

1
10

3
25

)︃
,

i ìà¹ìî

𝑄 =
3

20

(︃
1
5

3
8

1
10

3
25

)︃
, 𝑟(𝑄) = 0.107321 < 1,

𝛿[𝑎,𝑏],𝐷(𝑓) =
1

2

(︂
max

(𝑡,𝑥,𝜆)∈[𝑎,𝑏]×𝐷×[𝑎1,𝑏1]
𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝜆)− min

(𝑡,𝑥,𝜆)∈[𝑎,𝑏]×𝐷×[𝑎1,𝑏1]
𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝜆)

)︂
=

=

(︂
0.25436
0.0865

)︂
,

𝜌 =

(︂
0.2
0.2

)︂
≥ 1

2
𝛿[𝑎,𝑏],𝐷(𝑓) =

(︂
0.12718
0.04325

)︂
.

Âñi óìîâè Òåîðåìè 1 âèêîíóþòüñÿ i òîìó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié (14) äëÿ
öüîãî ïðèêëàäó ¹ çáiæíîþ.

×èñåëüíi ðîçðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî ðîçâ'ÿçêîì íàáëèæåíî¨ ñèñòåìè âèçíà-
÷àëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (17), ïðè 𝑚 = 0, 1, 2, 3 ¹ ÷èñëîâi çíà÷åííÿ, ùî ïðåä-
ñòàâëåíi â Òàáë. 1.

Таблиця 1.
Íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ

𝑚 𝜆 𝑧2 𝜂1 𝜂2
0 -0.4944144168 0.000006978058785 0.596969697 0.3333350778
1 -0.5000781257 9.577910704×10−7 0.5999999995 0.3333344676
2 -0.5000035117 1.533681735×10−7 0.6000020187 0.3333331722
3 -0.4999999154 2.623376717×10−9 0.5999999939 0.3333333358

Ïîõèáêà ïåðøî¨ àïðîêñèìàöi¨ (𝑚 = 1) íàñòóïíà:

max
𝑡∈[0,1]

|𝑥*1(𝑡)− 𝑥11(𝑡)| ≈ 3 · 10−4,

max
𝑡∈[0,1]

|𝑥*2(𝑡)− 𝑥12(𝑡)| ≈ 1.4 · 10−5.

Ïîõèáêà òðåòüî¨ àïðîêñèìàöi¨ (𝑚 = 3) íàñòóïíà:

max
𝑡∈[0,1]

|𝑥*1(𝑡)− 𝑥31(𝑡)| ≈ 3 · 10−7,

max
𝑡∈[0,1]

|𝑥*2(𝑡)− 𝑥32(𝑡)| ≈ 1.5 · 10−8.
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ïåðøà êîìïîíåíòà äðóãà êîìïîíåíòà

Ðèñ. 1. Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê (22) (—) òà éîãî íóëüîâå (◇) i òðåò¹ íàáëèæåííÿ (×).

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Îá ðóíòîâàíî
åôåêòèâíèé ïiäõiä äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ òà íàáëèæåíî¨ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ
íåëiíiéíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç ïàðàìåòðîì. Äëÿ ìîäåëüíî¨ ïàðàìåòðèçîâàíî¨ çà-
äà÷i ïîáóäîâàíà îðèãiíàëüíà êîíñòðóêòèâíà ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íà ñõåìà, ÿêà
îñíîâàíà íà ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåííÿõ iç ïîêðàùåíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðiâ-
íîìiðíî¨ çáiæíîñòi. Òåîðåòè÷íi âèêëàäêè ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ïðèêëàäi çàäà÷i
ç íåëiíiéíèìè iíòåãðàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè.

Â ïîäàëüøîìó ìîæíà áóäå ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü, ïðàâà ÷àñòèíà ÿêèõ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Êàðàòåîäîði.
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The solutions of nonlinear systems of ordinary differential equations subject to nonlinear
integral boundary conditions with a parameter has been considered. At the heart of the
method lies transition from given integral boundary conditions to parameterized conditions
of model type, which have a simple appearance of the initial conditions. For a model
parameterized problem, a constructive numerically-analytical scheme is constructed, which
is built on parameterized approximations with improved convergence characteristics. The
connection between the solutions of the model and transitional boundary value problems
is established.

This technique and its advantages are illustrated by example of one integral boundary
value problem.

Keywords: ordinary differential equations, nonlinear integral boundary value problems,
continuously differentiated solution, parameterization, Lipshitz conditions, division of in-
tegration segment, convergence of successive approximations.
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