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НАБЛИЖЕНА ПОБУДОВА ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ
СТОХАСТИЧНИМИ ДИНАМIЧНИМИ СИСТЕМАМИ

IТО-СКОРОХОДА З МАЛИМ ПАРАМЕТРОМ I
МАРКОВСЬКИМИ ЗБУРЕННЯМИ

Одержана методика побудови синтезу оптимального керування для стохастичних
динамiчних систем зi всiєю передiсторiєю з малим параметром з марковськими збурен-
нями. Доведено, що шукане керування можна знайти як оптимальне керування деякої
допомiжної задачi оптимального керування вiдповiдної стохастичної диференцiально-
функцiональної системи. Побудовано алгоритм послiдовного наближення iтерацiй до
оптимального керування.

Ключовi слова: стохастичнi динамiчнi системи Iто-Скорохода, Марковськi збурення,
оптимальне керування.

1. Вступ. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ {𝑥𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐽 (𝑢) ,U}
ç êåðîâíèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì 𝑥𝑢 (𝑡, 𝜔), óçãîäæåíèì ç ïîòîêîì 𝜎-àëãåáð
{𝐹𝑡, 𝑡 ≥ 0}, 𝐽 (𝑢) � ôóíêöiîíàë ÿêîñòi, U � ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü
[1].

Означення 1. 𝐹𝑡 — вимiрнi функцiї 𝑢(𝑡) ∈ R, для яких визначена трає-
кторiя руху 𝑥 (𝑡, 𝜔) i скiнченний функцiонал 𝐽 (𝑢), називаються допустимими
керуваннями.

Ïîçíà÷èìî
𝑣𝐽 = inf 𝐽 (𝑢) , 𝑢 ∈ U.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ÿêðàç i ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi òàêîãî äîïó-
ñòèìîãî êåðóâàííÿ 𝑢0 ∈ U, äëÿ ÿêîãî

𝐽
(︀
𝑢0
)︀
= 𝑣𝐽 . (1)

Ïðè öüîìó, 𝑢0(𝑡) íàçèâà¹òüñÿ îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì çàäà÷i
{𝑥𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐽 (𝑢) ,U}.

ßêùî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ íå iñíó¹ àáî iñíó¹, àëå îäåðæàòè éîãî ñêëàäíî,
âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ.

Íåõàé, íàïðèêëàä, çàäà÷à êåðóâàííÿ ìiñòèòü ìàëèé ïàðàìåòð 𝜀 > 0 i çàäàíî
òî÷íiñòü êåðóâàííÿ 𝜏(𝜀) > 0.
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10 С. В. АНТОНЮК, О. Л. КИРИЧЕНКО

Означення 2. Допустиме керування ̃︀𝑢0, що задовольняє
0 ≤ 𝐽

(︁ ̃︀𝑢0)︁− 𝑣𝐽 ≤ 𝜏(𝜀),

назвемо 𝜏 (𝜀) — оптимальним керуванням задачi {𝑥𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐽 (𝑢) ,U}.

Ó ìîíîãðàôi¨ [1] ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó ñèíòåçó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñòî-
õàñòè÷íèìè äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè çi ñêií÷åííîþ ïiñëÿäi¹þ i äèôóçiéíèìè
çáóðåííÿìè. Â [2] ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ïîäiáíà çàäà÷à äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ äèíàìi÷íèõ
ñèñòåì Iòî-Ñêîðîõîäà ç ïóàññîíîâèìè çáóðåííÿìè i íåñêií÷åííîþ ïiñëÿäi¹þ. Â
äàíié ðîáîòi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ïðîáëåìà ñèíòåçó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ñòî-
õàñòè÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè iç çîâíiøíiìè çáóðåííÿìè,
ïóàññîíîâèìè ïåðåìèêàííÿìè i âñi¹þ ïåðåäiñòîði¹þ.

Íåõàé R𝑛 � 𝑛-âèìiðíèé äiéñíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i 1 ≤ 𝑝 <∞. 𝑋 ¹ ïðîñòî-
ðîì iñòîði¨, òîáòî ïðîñòið R𝑛×𝐷𝑝

𝜌, äå 𝐷
𝑝
𝜌 � ïðîñòið Ñêîðîõîäà ëîêàëüíî îáìåæå-

íèõ íåïåðåðâíèõ ñïðàâà, ùî ìàþòü ëiâîñòîðîííi ãðàíèöi, ôóíêöié 𝜙 : R+ → R𝑛

òàêèõ, ùî
∞∫︁
0

|𝜙(𝑠)|𝑝 𝜌(𝑠)𝑑𝑠 <∞.

Íîðìà â ïðîñòîði 𝑋 ââîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

‖𝜙‖𝑋 ≡

⎛⎝|𝜙(0)|𝑝 +
∞∫︁
0

|𝜙(𝑠)|𝑝 𝜌(𝑠)𝑑𝑠

⎞⎠1/𝑝

≡
(︁
|𝜙(0)|𝑝 + ‖𝜙‖𝑝𝜌

)︁1/𝑝
,

‖𝜙‖𝑝𝜌 <∞, 1 ≤ 𝑝 <∞.

Ôóíêöiÿ 𝜌 : R+ → R+ íàçèâà¹òüÿ функцiєю зi згладжуючою властивiстю,
ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì óìîâàì:

1. 𝜌 � ñóìîâíà â R+;
2. äëÿ ∀𝑧 ≥ 0 ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

𝐾(𝑧) ≡ 𝑒𝑠𝑠 sup
𝑠∈R+

𝜌(𝑠+ 𝑧)

𝜌(𝑠)
≤ 𝐾 <∞;

𝐾(𝑧) ≡ 𝑒𝑠𝑠 sup
𝑠∈R+

𝜌(𝑠)

𝜌(𝑠+ 𝑧)
<∞;

3. 𝜌 � îáìåæåíà â R+;
4. 𝜌 > 0 � ñòðîãî äîäàòíÿ íà 𝑠 ∈ (0,∞);
5. 𝑠𝜌(𝑠) → 0 êîëè 𝑠→ ∞.

Íåõàé (Ω,F,F ≡ {F𝑡 ⊂ F, 𝑡 ≥ 0} ,P) � éìîâiðíiñíèé áàçèñ [1]; {𝜉(𝑡), 𝑡 ≥ 0}
� ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ iç çíà÷åííÿìè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Y = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛}
ç ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ P(𝑠, 𝑦, 𝐴), 𝐴 ⊂ B𝑌 ; {𝜂𝑘, 𝑘 ≥ 0} � ëàíöþã Ìàðêî-
âà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði H ç ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ íà 𝑘-ìó êðîöi P𝑘(ℎ,𝐺);
{𝑤(𝑡), 𝑡 ≥ 0} � R𝑛-çíà÷íèé âiíåðiâ ïðîöåñ, óçãîäæåíèé ç ïîòîêîì 𝜎-àëãåáð
{𝐹𝑡, 𝑡 ≥ 0}, à {𝜈(𝑑𝜃, 𝑑𝑡) ≡ 𝜈(𝑑𝜃, 𝑑𝑡)− 𝑡Π(𝑑𝜃)} íåçàëåæíà âiä íüîãî öåíòðîâàíà

Роздiл 1: Математика i статистика
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ïóàññîíîâà ìiðà íà (Θ×R+,Z×B+), äëÿ ÿêî¨ E {𝜈2(𝑑𝜃 × 𝑑𝑡)} = Π(𝑑𝜃)𝑑𝑡, äå Π �
äåÿêà 𝜎-ñêií÷åííà ìiðà íà Z.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó êåðóâàííÿ äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè âèïàä-
êîâî¨ ñòðóêòóðè iç çîâíiøíiìè çáóðåííÿìè òà óñi¹þ ïåðåäiñòîði¹þ

𝑑𝑥 (𝑡) = 𝑓1 (𝛾1)𝑎 (𝑡, 𝑥
𝑢
𝑡 , 𝜉 (𝑡) , 𝑢, 𝜀) 𝑑𝑡+ 𝑓2 (𝛾2) 𝑏 (𝑡, 𝑥

𝑢
𝑡 , 𝜉 (𝑡) , 𝑢, 𝜀) 𝑑𝑤 (𝑡)+

+𝑓3 (𝛾3)

∫︁
Θ

𝑐 (𝑡, 𝑥𝑢𝑡 , 𝜃, 𝜉 (𝑡) , 𝑢, 𝜀) 𝜈 (𝑑𝜃, 𝑑𝑡) , ∀𝑡 ≥ 0, (2)

ç ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè

∆𝑥
⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑘

= 𝑥(𝑡𝑘)− 𝑥(𝑡𝑘−) = 𝑔
(︀
𝑡𝑘−, 𝑥𝑡𝑘−, 𝜉(𝑡𝑘), 𝜂𝑘

)︀
,

𝑡𝑘 ∈ 𝑆 ≡ {𝑡𝑛 ↑, 𝑛 ∈ N} , lim
𝑛→∞

𝑡𝑛 = +∞.
(3)

i ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

𝜉 (𝑡0) = 𝑦 ∈ Y, 𝑥𝑡0 = 𝜙, 𝜂𝑡0 = ℎ. (4)

Òóò 𝛾1, 𝛾2 � âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ç ôóíêöiÿìè ðîçïîäiëó 𝐹𝛾1(·), 𝐹𝛾2(·) âiäïî-
âiäíî, íåçàëåæíi âiä 𝜉(𝑡) i ïðèðîñòiâ âiíåðîâîãî ïðîöåñó {𝑤 (𝑠)−𝑤 (𝑡), 𝑠 ≥ 𝑡 ≥ 𝑡0}
òà öåíòðîâàíî¨ ïóàññîíîâî¨ ìiðè {𝜈 (𝑠, 𝐴)− 𝜈 (𝑡0, 𝐴), 𝑠 ≥ 𝑡0}, 𝑓1(·), 𝑓2(·) � äåÿêi
áîðåëåâi ôóíêöi¨; âåêòîðíîçíà÷íèé ôóíêöiîíàë 𝑎 : R × 𝑋 × 𝑌 × U → R𝑛, ìà-
òðè÷íîçíà÷íèé ôóíêöiîíàë 𝑏 : R ×𝑋 × 𝑌 ×U → 𝑀𝑛

𝑛 (R𝑛) òà âåêòîðíîçíà÷íèé
ôóíêöiîíàë 𝑐 : R × 𝑋 × Θ × 𝑌 × U → R𝑛 � âèìiðíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ i
ëîêàëüíî îáìåæåíi ïî 𝑡 çà äðóãèì àðãóìåíòîì, à ïðîöåñ 𝑥𝑡 = (𝑥 (𝑡) , 𝑥𝑡(𝑠))

𝑥𝑡 (𝑠) =

{︃
𝑥 (𝑡− 𝑠) , 𝑡0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡,

𝜙 (𝑠− 𝑡) , 𝑠 > 𝑡.

Êðiì òîãî, 𝜙𝑡0 ∈ 𝑋 ç éìîâiðíiñòþ 1 i 𝜙(𝑡) íå çàëåæèòü âiä ïðèðîñòiâ âi-
íåðîâîãî ïðîöåñó {𝑤 (𝑠) − 𝑤 (𝑡), 𝑠 ≥ 𝑡 ≥ 𝑡0} òà öåíòðîâàíî¨ ïóàññîíîâî¨ ìiðè
{𝜈 (𝑠, 𝐴)− 𝜈 (𝑡0, 𝐴), 𝑠 ≥ 𝑡0} ïðè êîæíîìó 𝑡.

Â [3] âñòàíîâëåíi óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó 𝑥(𝑡) çàäà÷i
(2)�(4).

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöiîíàë ÿêîñòi 𝐽 (𝑢) = 𝐽(0, 𝜙0), äå

𝐽𝑢 (𝑡, 𝜙) = 𝐸𝑡,𝜙

⎧⎨⎩𝐹 (𝑥𝑢𝑇 , 𝜀) +

𝑇∫︁
𝑡

𝐺 (𝑠, 𝑥𝑢𝑠 , 𝑢 (𝑠, 𝑥
𝑢
𝑠 ) , 𝜀) 𝑑𝑠

⎫⎬⎭ , (5)

𝐹 (𝜙, 𝜀) ≥ 0, 𝐺 (𝑡, 𝜙, 𝜀) ≥ 0.

Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó êåðóâàííÿ äëÿ {𝑥𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐽 (𝑢) ,U} i ïîçíà÷è-
ìî ¨¨

{𝑦𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐼 (𝑢) ,U}. (6)

Íåõàé êåðóâàííÿ ̃︀𝑢0(𝑡) � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çàäà÷i {𝑦𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐼 (𝑢) ,U},
òîáòî

𝐼
(︁ ̃︀𝑢0)︁ = inf 𝐼(𝑢) ≡ 𝑣𝐼 .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

𝜌 (𝐽, 𝐼) ≡ sup |𝐽 (𝑢)− 𝐼 (𝑢)| , ∀𝑢 ∈ U. (7)
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Лема 1. Для задачi керування (3)–(5) мають мiсце наступнi нерiвностi

0 ≤
⃒⃒⃒
𝐽
(︁ ̃︀𝑢0)︁− 𝑣𝐼

⃒⃒⃒
≤ 𝜌 (𝐽, 𝐼) . (8)

Доведення. Ç (7) âèïëèâà¹

|𝐽 (𝑢)− 𝐼 (𝑢)| ≤ 𝜌 (𝐽, 𝐼) .

Çâiäñè îäåðæèìî

−𝜌 (𝐽, 𝐼) ≤ 𝐽 (𝑢)− 𝐼 (𝑢) ≤ 𝜌 (𝐽, 𝐼) ,

ùî åêâiâàëåíòíî
𝐽 (𝑢) ≤ 𝐼 (𝑢) + 𝜌 (𝐽, 𝐼) ,

𝐼 (𝑢) ≤ 𝐽 (𝑢) + 𝜌 (𝐽, 𝐼) .

Çà îçíà÷åííÿì 𝑣𝐼 i 𝑣𝐽 , ìà¹ìî

𝑣𝐽 ≤ 𝑣𝐼 + 𝜌 (𝐽, 𝐼) ,

𝑣𝐼 ≤ 𝑣𝐽 + 𝜌 (𝐽, 𝐼) ,

òîáòî |𝑣𝐽 − 𝑣𝐼 | ≤ 𝜌 (𝐽, 𝐼).

Îòæå, 0 ≤
⃒⃒⃒
𝐽
(︁ ̃︀𝑢0)︁− 𝑣𝐼

⃒⃒⃒
≤ 𝜌 (𝐽, 𝐼), ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Наслiдок 1. Нехай задача керування {𝑥𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐽 (𝑢) ,U} мiстить малий
параметр, а допомiжна задача керування {𝑦𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐼 (𝑢) ,U} має оптимальне

керування ̃︀𝑢0, таке, що
𝜌 (𝐽, 𝐼) ≤ 𝜏(𝜀), (9)

де 𝜏(𝜀) — точнiсть.

Тодi керування ̃︀𝑢0 є 𝜏(𝜀)-оптимальним керуванням задачi {𝑥𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐽 (𝑢) ,
U}.

Доведення. Ç íåðiâíîñòåé (8) i (9) âèïëèâà¹, ùî

𝐽
(︁ ̃︀𝑢0)︁− 𝑣𝐼 ≤ 2𝜌 (𝐽, 𝐼) ≤ 2𝜏(𝜀).

Íàñëiäîê äà¹ àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ñèíòåçó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ
äèíàìi÷íèõ ñèñòåì (2)�(4), ÿêi ìiñòÿòü ìàëèé ïàðàìåòð 𝜀.

Çàçâè÷àé, â ðîëi äîïîìiæíî¨ çàäà÷i êåðóâàííÿ îáèðà¹ìî ëiíiéíó çàäà÷ó êå-
ðóâàííÿ òèïó (2)�(5) ç 𝜀 = 0. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî íóëüîâå íàáëèæåííÿ äî
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì ïîáóäîâè ïîñëiäîâíîñòi äîïîìiæíèõ çàäà÷ êåðóâàííÿ,
ùî äîçâîëèòü ðåàëiçóâàòè íàáëèæåíèé ñèíòåç ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ 𝜏(𝜀).

2. Рiвняння Беллмана. Наближена побудова оптимального керува-
ння. Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ̃︀𝑢0(𝑡, 𝜙) i âàðòiñòü êåðóâàííÿ çàäà÷i (2)�(5) âèçíà-
÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà [2]

inf [𝐿 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) 𝑣 (𝑡, 𝜙) +𝐺 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀)] = 0, ∀𝑢 ∈ U, (10)

Роздiл 1: Математика i статистика
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äå 𝐿𝑣 � ñëàáêèé iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð íà ðîçâ'ÿçêàõ çàäà÷i Êîøi (2)�(4).

𝐿 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) 𝑣 (𝑡, 𝜙) =
𝜕

𝜕𝑡
𝑣𝜙 (𝑡, 𝑥) +

(︀
∇𝑣 (𝑡, 𝑥) , 𝑎(𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀)

)︀
+

+
1

2
Sp
[︁
∇2𝑣𝜙 (𝑡, 𝑥) 𝑏 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) 𝑏

′
(𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀)

]︁
+

+

∫︁
Θ

[︁
𝑣𝜙
(︀
𝑡, 𝑥+ 𝑎 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝜃, 𝑢, 𝜀)

)︀
− 𝑣 (𝑡, 𝑥)−

(︀
∇𝑣 (𝑡, 𝑥) , 𝑐 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝜃, 𝑢, 𝜀)

)︀]︁
Π(𝑑𝜃) .

Òóò ¾ ′ ¿ � îïåðàöiÿ òðàíñïîíóâàííÿ âåêòîðà àáî ìàòðèöi;

∇𝑣 ≡
(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑣

𝜕𝑥2
, . . . ,

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑛

)︂′

; ∇2𝑣 ≡
(︂

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂
, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛;

Sp𝐴 � ñëiä ìàòðèöi 𝐴; (·, ·) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêà ìíîæèíà 𝑉0 ⊂ V, ùî äëÿ äîâiëüíîãî 𝑣 ∈ 𝑉0 iñíó¹

êåðóâàííÿ ̃︀𝑢0 ∈ U, äëÿ ÿêîãî äîñÿãà¹òüñÿ òî÷íà íèæíÿ ìåæà â (10)

inf [𝐿 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) 𝑣 (𝑡, 𝜙) +𝐺 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀)] = 𝐿
(︁
𝑡, 𝜙, 𝑦, ̃︀𝑢0, 𝜀)︁ 𝑣 (𝑡, 𝜙)+

+𝐺
(︁
𝑡, 𝜙, 𝑦, ̃︀𝑢0, 𝜀)︁ . (11)

Ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i

𝐿 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) 𝑣 (𝑡, 𝜙) +𝐺 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) = 0,

𝑣 (𝑡, 𝜙) = 𝐹 (𝜙, 𝜀), (12)

ñïiâïàäà¹ ç âàðòiñòþ çàäà÷i êåðóâàííÿ (2)-(5), à îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çàäà¹-
òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (11).

Ó (12) ðîçêëàäåìî â ðÿä ïî âåëè÷èíè

𝑣 (𝑡, 𝜙) = 𝑣0 (𝑡, 𝜙) + 𝜀𝑣1 (𝑡, 𝜙) . . . (131)

𝐿
(︁
𝑡, 𝜙, 𝑦, ̃︀𝑢0, 𝜀)︁ = 𝐿0(𝑡, 𝜙, 𝑦) + 𝜀𝐿1 (𝑡, 𝜙, 𝑦) . . . (132)

𝐺
(︁
𝑡, 𝜙, 𝑦, ̃︀𝑢0, 𝜀)︁ = 𝐺0(𝑡, 𝜙, 𝑦) + 𝜀𝐺1 (𝑡, 𝜙, 𝑦) . . . (133)

Ïiäñòàâèìî (131)�(133) ó (12), ïðèðiâíÿ¹ìî äî íóëÿ âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè
ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ 𝜀. Îäåðæèìî

𝑖∑︁
𝑗=0

𝐿𝑖−𝑗(𝑡, 𝜙, 𝑦)𝑣𝑗(𝑡, 𝜙) +𝐺𝑖 (𝑡, 𝜙, 𝑦) = 0; 𝑖 = 0, 1, 2, . . . (141)

𝑣0 (𝑇, 𝜙) = 𝐹 (𝜙, 𝜀) ; 𝑣𝑖 (𝑇, 𝜙) = 0; 𝑖 = 1, 2, . . . (142)

Îñêiëüêè êåðóâàííÿ 𝑢0 çàëåæèòü âiä óñiõ ôóíêöiîíàëiâ 𝑣𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , òî
â ðiâíîñòÿõ (131)�(133) êîæíèé ç îïåðàòîðiâ 𝐿𝑖 (𝑡, 𝜙, 𝑦) i ôóíêöiîíàëiâ 𝐺𝑖 (𝑡, 𝜙, 𝑦)
òàêîæ ìîæóòü çàëåæàòè âiä 𝑣𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .
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Теорема 1. Нехай оператор 𝐿𝑖 (𝑡, 𝜙, 𝑦) i функцiонал 𝐺𝑖 (𝑡, 𝜙, 𝑦) залежать
лише вiд скiнченної кiлькостi функцiоналiв 𝑣𝑗 з номерами 𝑗 ≤ 𝑖.

Тодi спiввiдношення (141)–(142) слiд розглядати як систему рiвнянь для
послiдовного знаходження функцiоналiв 𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘.

Доведення. ßêùî ôóíöiîíàë 𝑣0 âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ 𝐿0𝑣0 +𝐺0 = 0, òî
ôóíêöiîíàë 𝑣1 âèçíà÷à¹ìî ç (141), ïðè 𝑖 = 1: 𝐿0𝑣1 + 𝐿1𝑣0 +𝐺1 = 0. Ôóíêöiîíàë
𝑣2 âèçíà÷à¹ìî ç (141), ïðè 𝑖 = 2: 𝐿0𝑣1+𝐿1𝑣0+𝐿0𝑣2+𝐺2 = 0; . . . ; ôóíêöiîíàë 𝑣𝑘
âèçíà÷à¹ìî ç (141), ïðè 𝑖 = 𝑘:

∑︀𝑘
𝑗=0 𝐿𝑖−𝑗𝑣𝑗 +𝐺𝑘 = 0, ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Ââåäåìî âåëè÷èíó 𝛿𝑘(𝑡, 𝜙), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çà çíàéäåíèìè 𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘:

𝛿𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦) =
𝑘∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖

[︃
𝑖∑︁

𝑗=0

𝐿𝑖−𝑗 (𝑡, 𝜙, 𝑦) 𝑣𝑗 (𝑡, 𝜙) +𝐺𝑖 (𝑡, 𝜙, 𝑦)

]︃
−

−𝐿 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢𝑘, 𝜀)𝑄𝑘 (𝑡, 𝜙)−𝐺 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢𝑘, 𝜀) , (15)

𝑢𝑘 ≡ 𝑢0(𝑡, 𝜙, 𝑦,𝑄𝑘, 𝜀);

𝑄𝑘 ≡ 𝑣0 + 𝜀𝑣1 + . . .+ 𝜀𝑘𝑣𝑘. (16)

Ç (141), (142), (15), (16) âèïëèâà¹, ùî

𝐿 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢𝑘, 𝜀)𝑄𝑘 (𝑡, 𝜙) +𝐺 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢𝑘, 𝜀) + 𝛿𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦) = 0, (17)

𝑄𝑘 (𝑇, 𝜙) = 𝐹 (𝜙, 𝜀) . (18)

Ïîðiâíþþ÷è (17), (18) ç (12), îäåðæèìî, ùî 𝑢𝑘 � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, à
𝑄𝑘 � ôóíêöiîíàë Áåëëìàíà äîïîìiæíî¨ çàäà÷i êåðóâàííÿ {𝑥𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐼𝑘 (𝑢) ,U},
äå

𝐼𝑘 (𝑢) ≡ 𝐽 (𝑢) + 𝐸0,𝜙0

𝑇∫︁
0

𝛿𝑘(𝑠, 𝑥
𝑢
𝑠 , 𝑦)𝑑𝑠.

Теорема 2. Якщо 𝛿𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦) ≡ 𝑜
(︀
𝜀𝑘+1

)︀
, то керування 𝑢𝑘 за формулою (17)

буде 𝑘-им наближенням до оптимального керування {𝑥𝑢 (𝑡) , 𝐽 (𝑢) ,U}, тодi

𝑣 (𝜙0) = 𝐽(𝑢𝑘) + 𝑜
(︀
𝜀𝑘+1

)︀
.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 1.
Àëãîðèòì ïîñëiäîâíîãî íàáëèæåííÿ äî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çàäà÷i

{𝑥𝑢 (𝑡) , 𝐽 (𝑢) ,U}:
1. Ç ðiâíÿíü (141), (142) âèçíà÷à¹ìî ôóíêöiîíàëè 𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘.
2. Çà ôîðìóëàìè (16) âèçíà÷à¹ìî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ 𝑢𝑘.

Çàóâàæèìî, ùî ï. 1, ï. 2 íå âèìàãàþòü iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ,
íå âèìàãà¹ìî iñíóâàííÿ âiäïîâiäíîãî ôóíêöiîíàëà Áåëëìàíà.

Теорема 3. Нехай функцiонал

𝛾𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) = 𝐿 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀)𝑄𝑘 (𝑡, 𝜙) +𝐺 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) ,

рiвномiрно по 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝜀 ≤ 𝜀0 i ‖𝜙‖ ≤ 𝐾 задовольняє

|𝛾𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢1, 𝜀)− 𝛾𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢2, 𝜀)| ≤ 𝐾 |𝑢1 − 𝑢2| .
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Тодi в якостi 𝑘-го наближення до оптимального керування можна обрати
довiльне допустиме керування таке, що

𝑢 = 𝑢𝑘 + 𝑜
(︀
𝜀𝑘+1

)︀
.

Доведення. Íåõàé 𝑢1𝑘 (𝑡, 𝜙) � äåÿêå äîïóñòèìå êåðóâàííÿ äëÿ ÿêîãî

𝑢1𝑘 (𝑡, 𝜙)− 𝑢𝑘 (𝑡, 𝜙) = 𝑜
(︀
𝜀𝑘+1

)︀
.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî êåðóâàííÿ 𝑢 ∈ U ìà¹ìî

𝐿 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀)𝑄𝑘 (𝑡, 𝜙) +𝐺 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) + 𝛿𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦)+

+𝛾𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢1𝑘, 𝜀)− 𝛾𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) = 0.

Ïîêëàäåìî

𝛿𝑘 ≡ 𝛿𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦) +𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢1𝑘, 𝜀)−𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦, 𝑢, 𝜀) = 0,

𝑄𝑘 (𝑇, 𝜙) = 𝐹 (𝜙, 𝜀).

Îòæå, îäåðæó¹ìî êåðóâàííÿ 𝑢1𝑘 â ÿêîñòi îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
{𝑥𝑢 (𝑡, 𝜔) , 𝐼𝑘 (𝑢) ,U}, ç ôóíêöiîíàëîì ÿêîñòi ó ôîðìi (18) iç çàìiíîþ 𝛿𝑘 íà 𝛿𝑘.

ßêùî 𝛿𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦) ≡ 𝑜
(︀
𝜀𝑘+1

)︀
, òî i 𝛿𝑘 (𝑡, 𝜙, 𝑦) ≡ 𝑜

(︀
𝜀𝑘+1

)︀
. Òàêèì ÷èíîì,

0 ≤ 𝐽 (𝑢1𝑘)− 𝑣 (𝜙0) = 𝑜
(︀
𝜀𝑘+1

)︀
.

3. Висновки. Äîñëiäæóþ÷è ðåàëüíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè, íàïðèêëàä, åíåð-
ãåòè÷íi ñèñòåìè, ôiíàíñîâi ðèíêè, àâòîìàòèçîâàíi ñèñòåìè óïðàâëiííÿ, äîâîäè-
òüñÿ äîñëiäæóâàòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôå-
ðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïiñëÿäi¹þ ïðè íàÿâíîñòi ïîñòiéíî äiþ÷èõ
âèïàäêîâèõ çáóðåíü. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ íåìîæëèâî îá ðóíòîâàíî âiäìîâè-
òèñü âiä âðàõóâàííÿ ïiñëÿäi¨ â ìàòåìàòè÷íié ìîäåëi, îñêiëüêè öå ïðèçâåäå äî
ïîãiðøåííÿ òî÷íîñòi ïðîãíîçóâàííÿ i ïëàíóâàííÿ. Íà æàëü, ìàòåìàòè÷íi ìî-
äåëi, ùî âðàõîâóþòü åôåêò ïiñëÿäi¨ i ïîñòiéíî äiþ÷i âèïàäêîâi çáóðåííÿ, äóæå
ïîãàíî ïiääàþòüñÿ ÿê ÿêiñíîìó òàê i êiëüêiñíîìó àíàëiçó.

Êåðóâàííÿ ñòîõàñòè÷íèìè ñèñòåìàìè ç ïiñëÿäi¹þ íåîáõiäíå äëÿ åôåêòèâíîãî
ôóíêöiîíóâàííÿ ñêëàäíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñòi. À ïî-
áóäîâà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äîçâîëèòü äîñÿãòè ñòàáiëüíîñòi, íàäiéíîñòi òà
åêîíîìi÷íî¨ åôåêòèâíîñòi. Âèçíà÷åííÿ äîñòàòíiõ óìîâ iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ i ïîáóäîâà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çàëèøàþòüñÿ àêòóàëüíèìè. Íà
æàëü, äëÿ ñêëàäíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ íå
iñíó¹ àáî iñíó¹, àëå îäåðæàòè éîãî ñêëàäíî. Òîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ.

Â äàíié ðîáîòi îäåðæàíà ìåòîäèêà ïîáóäîâè ñèíòåçó îïòèìàëüíîãî êåðóâàí-
íÿ äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì çi âñi¹þ ïåðåäiñòîði¹þ ç ìàëèì ïàðàìå-
òðîì i ìàðêîâñüêèìè çáóðåííÿìè. À òàêîæ, ïîáóäîâàíî àëãîðèòì ïîñëiäîâíîãî
íàáëèæåííÿ iòåðàöié äî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Список використаної лiтератури
1. Kolmanovskii V. B., Maizenberg T. L. Optimal control of stochastic hereditary systems. Prikl.

Mat. Mekh. 1977. Vol. 41, No. 3. P. 31–38.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2024, том 45, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



16 С. В. АНТОНЮК, О. Л. КИРИЧЕНКО

2. Антонюк С. В., Дорошенко I. В. Алгоритм побудови наближення до оптимального ке-
рування квазiлiнiйними стохастичними динамiчними системами Iто-Скорохода з малим
параметром. Науковий вiсник Чернiвецького ун-ту. Комп’ютернi системи та компо-
ненти. 2013. Вип. 3. С. 48–55.

3. Ясинський В. К., Антонюк С. В. Iснування l-го моменту розв’язку стохастичних ди-
намiчних систем Iто-Скорохода випадкової структури з зовнiшнiми збуреннями та не-
скiнченною пiслядiєю. Науковий вiсник Ужгородського унiверситету. Серiя «Матема-
тика i iнформатика». 2020. Вип. 1, № 36. С. 41–54. DOI: https://doi.org/10.24144/2616-
7700.2020.1(36).41-54

4. Антонюк С. В. Достатнi умови iснування оптимального керування для стохастичних ди-
намiчних систем Iто-Скорохода з нескiнченною пiслядiї. Науковий вiсник Чернiвецького
унiверситету. Комп’ютернi системи i компоненти. 2013. Т. 4, № 1. С. 58–61.

5. Korolyuk V. S., Limnios N. Semi-Markov Random Walk in Poisson Approximation Scheme.
Communications on statistics — Theory and methods. 2005. Vol. 33, No. 3. Р. 507–516. DOI:
https://doi.org/10.1081/STA-120028681

6. Шайхет Л. Е. Об 𝜀-оптимальном управлении квазилинейными интегральными уравнени-
ями. Теория случайных процессов. 1986. Вып. 14. С. 121–130.
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The technique of construction of synthesis of optimum control for stochastic systems
of functional-differential equations with all prehistory with small parameter and Markov
disturbances is obtained. It is demonstrated, that the required control can be found as
optimum control of some auxiliary problem.
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