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ОПТИМIЗАЦIЯ ОБЧИСЛЕНЬ В АЛГОРИТМАХ
МУЛЬТИПЛЕКСНОГО РОЗБИТТЯ КОНТИНУАЛЬНИХ

МНОЖИН

У роботi представлено розробку та оптимiзацiю алгоритмiв для розв’язання задач
мультиплексного розбиття множин iз використанням методiв векторизацiї обчислень.
Здiйснено порiвняння базового iтеративного пiдходу iз векторизованим методом, що
також передбачає попереднє обчислення тензора вiдстаней мiж точками та центрами.
Використання одиночних потокiв команд з множинними потоками даних дозволило
значно скоротити час виконання обчислень та пiдвищити продуктивнiсть алгоритму.
Результати пiдтверджують ефективнiсть застосованих методiв для задач iз великими
обсягами даних.

Ключовi слова: мультиплексне розбиття, оптимiзацiя, мемоiзацiя, векторизацiя, SIMD-
iнструкцiї.

1. Вступ. Проблеми ефективного зонування територiй, розмiщення сервiсних
центрiв i рацiонального розподiлу мiж ними ресурсiв є об’єктом дослiджень
сучасної оптимiзацiйної теорiї i набувають особливої актуальностi у контекстi
гуманiтарної логiстики, де необхiдно швидко та ефективно реагувати на над-
звичайнi ситуацiї.

У статтi [1] представлено моделi та методи оптимального розбиття територiї
на зони обслуговування сервiсними центрами, що враховують можливiсть за-
безпечення послугою будь-яким з кiлькох найближчих центрiв. У цих моделях
передбачається мiнiмiзацiя вiдстанi або часу надання послуг. Їх узагальненням
є задачi оптимального мультиплексного розбиття множин з обмеженнями на
потужностi (ємностi) центрiв, описанi в [2].

У роботах [1, 2] автори акцентують увагу на чисельнiй реалiзацiї i коректно-
стi роботи запропонованих алгоритмiв оптимального мультиплексного розби-
ття множин. По-перше, порiвнюють з вiдомими результати розв’язання задач
розбиття на монополiї, якi є окремим випадком задач оптимального мультипле-
ксного розбиття множин (ОМРМ) при 𝑘 = 1. По-друге, модельнi приклади ав-
тори складають за таких вихiдних даних, аби результати розмiщення-розбиття
були заздалегiдь передбачуваними. Питання оптимiзацiї самої програмної реа-
лiзацiї розроблених алгоритмiв мультиплексного розбиття задля прискорення
їх роботи не розглядалися. Зменшення обсягу задiяних обчислювальних ресур-
сiв i часу виконання алгоритмiв ОМРМ є суттєвим аспектом при подальшiй їх
iнтеграцiї з сучасними ГIС, що робить актуальним дане дослiдження.

Взагалi, задачi оптимального мультиплексного розбиття мають широкий
спектр застосувань, зокрема побудову дiаграм Вороного вищого порядку, ви-
значення зон впливу центрiв iз врахуванням їхньої потужностi. Результати чи-
сельних експериментiв, наведених в роботах [2, 3] демонструють ефективнiсть
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запропонованих методiв, зокрема в задачах розподiлу ресурсiв у реальних умо-
вах. Останнi розв’язуються iз залученням геоiнформацiйних систем. При цьому
важливим є використання сучасних алгоритмiв, якi дозволяють швидко отри-
мувати оптимальнi розв’язки навiть для великих множин.

Метою роботи є скорочення часу виконання алгоритму мультиплексного роз-
биття континуальних множин шляхом використання сучасного програмного iн-
струментарiю, зокрема, методiв векторизацiї обчислень, бiблiотек для числових
розрахункiв (наприклад, NumPy), а також апаратних можливостей, таких як
пiдтримка SIMD-iнструкцiй (Single Instruction Multiple Data) i оптимiзацiя пiд
сучасну архiтектуру процесорiв.

2. Огляд лiтератури. Задачi розмiщення-розподiлу є фундаментальними
в аналiзi логiстичних процесiв i зонуваннi територiй, зокрема в умовах гуманi-
тарної логiстики та кризових ситуацiй. У дослiдженнi [4] подано систематичний
огляд лiтератури зi 105 статей, пов’язаних з математичним моделюванням роз-
подiльчих процесiв, розробкою пiдходiв щодо планування та виконання заходiв
з матерiально-технiчного забезпечення гуманiтарної допомоги. У контекстi кон-
курентного середовища задачi розмiщення сервiсних об’єктiв вимагають враху-
вання багатьох факторiв, таких як частка ринку, яку можуть зайняти об’єкти,
їхня привабливiсть для клiєнтiв та реакцiї конкурентiв.

Для вирiшення проблеми розмiщення-розподiлу в роботi [5] використано
стратегiю, пов’язану з кластеризацiєю, визначаючи мiсця для об’єктiв парку
за допомогою C-Means i нечiткого алгоритму кластеризацiї.

У роботi [6] представлено огляд моделей конкурентного розташування для
оцiнювання ринкової частки об’єктiв залежно вiд вiдстанi до них та рiвня їхньої
привабливостi. Значний внесок у розвиток цих пiдходiв зробила Tammy Drezner,
запропонувавши iнновацiйнi методи для визначення найкращих локацiй конку-
рентних об’єктiв [6, 7].

У дискретних та неперервних моделях розташування об’єктiв важливим є
врахування варiативностi потенцiйних мiсць розмiщення. У роботi [7] розгляну-
то неперервнi задачi оптимального розмiщення об’єктiв, де розташування може
бути визначене в будь-якiй точцi площини або обмеженому регiонi. Це вiдрi-
зняє такi моделi вiд дискретних, де набiр мiсць розташування є фiксованим. У
завданнях, пов’язаних iз розмiщенням складiв чи медичних центрiв, основною
метою є мiнiмiзацiя сукупних витрат на доставку, що включає вiдстань та об-
сяги поставок. Такi моделi забезпечують вищу гнучкiсть у прийняттi рiшень i
дозволяють враховувати безлiч можливих конфiгурацiй мережi.

Iснує низка наукових робiт, у яких вивчаються проблеми розмiщення роз-
подiлу з урахуванням динамiки змiни певних параметрiв. Так, дослiдження [8]
зосереджено на оптимiзацiї розмiщення динамiчного об’єкта мережi технiчного
обслуговування сiльськогосподарської технiки з метою швидкої та надiйної ре-
акцiї на її несправнiсть пiд час збору врожаю. Проблема полягає у визначеннi
мiсця розмiщення тимчасових станцiй технiчного обслуговування та кiлькостi
мiстких сервiсних об’єктiв для кожної з них, аби задовольнити потреби в технi-
чному обслуговуваннi. Математичною моделлю є змiшана цiлочисельна задачi
лiнiйного програмування.

Особливої уваги заслуговують багатоетапнi моделi, що поєднують елементи
дискретної та неперервної оптимiзацiї. У роботi [9] запропоновано математи-

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ОПТИМIЗАЦIЯ ОБЧИСЛЕНЬ В АЛГОРИТМАХ . . . 197

чну модель для задачi двоетапного розмiщення-активацiї об’єктiв, яка врахо-
вує три рiвнi центрiв: регiональний, субрегiональний та розподiльчий. Автори
пропонують два пiдходи: перший передбачає подiл процесу на два окремi етапи
(визначення координат розподiльчих центрiв та подальше розмiщення субрегiо-
нальних), другий використовує комбiнований пiдхiд, iнтегруючи обидва етапи.
Обидва методи враховують витрати на операцiї, доставку, розмiщення та акти-
вацiю об’єктiв, дозволяючи мiнiмiзувати сукупнi витрати.

У роботах [10, 11] розглянуто частково-двоетапнi процеси розподiлу мате-
рiальних потокiв, що включають моделювання зв’язкiв мiж виробничими пiд-
приємствами, розподiльчими центрами та кiнцевими споживачами. Автори про-
понують математичнi моделi, якi дозволяють визначати кiлькiсть, мiсткiсть i
координати розподiльчих центрiв, оптимiзуючи транспортнi витрати та рацiо-
налiзуючи логiстичнi процеси. Високий рiвень деталiзацiї моделей забезпечує
їхню застосовнiсть до стратегiчного планування в соцiальних, економiчних та
виробничих сферах.

Задачi розмiщення-розподiлу в умовах невизначеностi також є важливим на-
прямком сучасних дослiджень. У роботi [12] розглядається розподiльно-робастна
модель для задачi багатоперiодного розмiщення-розподiлу з урахуванням мно-
жинних ресурсiв i рiвнiв потужностi. Автори акцентують увагу на врахуваннi
невизначеного попиту та часу виконання логiстичних операцiй. Представлений
алгоритм розгалужень та вiдсiкань iз додатковими удосконаленнями, такими
як нормалiзацiя двоїстих змiнних та генерування вiдсiкань Benders, демонструє
високу ефективнiсть у вирiшеннi задач великих розмiрiв.

У задачах медичної логiстики одним iз ключових аспектiв є забезпечення
якостi постачання та задоволення потреб споживачiв. У [13] представлено три-
рiвневу модель постачання кровi, яка включає якiснi критерiї, такi як свiжiсть
продукту, спiввiдношення “попит-пропозицiя” та надiйнiсть обладнання. Вра-
ховуючи невизначенiсть попиту на кров, модель iнтегрує методологiю Interval
Evidential Reasoning (IER), що дозволяє оптимiзувати розподiл у реальних умо-
вах.

Реалiзацiя розроблених методiв ОМРМ передбачає виконання численних
однакових операцiй над масивами даних. Для пiдвищення обчислювальної ефе-
ктивностi таких алгоритмiв доцiльним є використання технiки векторизацiї
[14, 15]. Як показано в [14], така оптимiзацiя суттєво зменшує час виконання
при обробцi просторових множин великого обсягу. Аналогiчнi висновки наведе-
но в [15], де векторизованi процедури продемонстрували вищу продуктивнiсть
порiвняно з класичними iтерацiйними пiдходами.

Отже, сучаснi дослiдження в галузi розмiщення-розподiлу акцентують увагу
на iнтеграцiї дискретної та неперервної оптимiзацiї, врахуваннi невизначеностей
та використаннi професiйного програмного забезпечення. Це дозволяє вирiшу-
вати широкий спектр задач, вiд стратегiчного планування логiстичних мереж
до управлiння ресурсами в кризових ситуацiях.

3. Постановка завдання. Основною задачею є оптимiзацiя процесу муль-
типлексного розбиття множин з урахуванням обмежених потужностей сервi-
сних центрiв. При цьому передбачається, що попит на певну послугу неперервно
розподiлений у заданому регiонi. Необхiдно розподiлити клiєнтiв (споживачiв
послуги) таким чином, щоб мiнiмiзувати витрати на їх обслуговування, врахо-
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вуючи кiлькiсть i мiсця розташування сервiсних центрiв, а також їх потужностi.
Iтеративний пiдхiд реалiзацiї алгоритму розв’язання задачi оптимального

мультиплексного розбиття множин, який розроблено в [1, 2] i застосовано, зокре-
ма, в [3, 10], характеризується високими обчислювальними витратами.

Потрiбно розробити та впровадити в алгоритми мультиплексного розбиття
множин оптимiзованi методи обчислення, зокрема векторизацiю та процедуру
попереднього розрахунку вiдстаней мiж точками. Це дозволить значно скороти-
ти час виконання алгоритмiв i пiдвищити ефективнiсть розв’язання задач для
великих множин i для будь-якого числа центрiв, що розмiщуються.

4. Матерiали i методи. Представимо математичну модель задачi. Для
цього введемо наступнi позначення: Ω — обмежена, замкнена множина у про-
сторi 𝐸2, 𝜏𝑖 ∈ Ω, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 , — центри обслуговування (можуть бути зафiксо-
ваними або такими, розташування яких необхiдно визначити в рамках моделi).
Функцiя 𝜌(𝑥) є невiд’ємною, описує попит на послугу в точцi 𝑥 ∈ Ω. Вартiсть
обслуговування клiєнта в точцi 𝑥 центром 𝜏𝑖 задається виразом 𝑐 (𝑥, 𝜏𝑖) /𝑤𝑖, де
𝑐 (𝑥, 𝜏𝑖) — це функцiя витрат, а 𝑤𝑖 — ваговий коефiцiєнт. Значення 𝑎𝑖 вiдпо-
вiдає вартостi створення нового центру або модернiзацiї iснуючого 𝜏𝑖, а також
враховує фiксованi органiзацiйнi витрати, розрахованi на одиницю попиту. Па-
раметри 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑁 визначають максимальну кiлькiсть послуг, яку може за-
безпечити кожен центр.

Необхiдно роздiлити регiон Ω на пiдмножини Ω𝜎𝑙
, 𝑙 = 1, 𝐿, кожна з яких

охоплює клiєнтiв, якi обслуговуються однаковим набором iз 𝑘-найближчих сер-
вiсних центрiв

{︁
𝜏𝑗𝑙1 , 𝜏𝑗𝑙2 , . . . , 𝜏𝑗𝑙𝑘

}︁
, де 𝜎𝑙 =

{︀
𝑗𝑙1, 𝑗

𝑙
2, . . . , 𝑗

𝑙
𝑘

}︀
— набiр iндексiв центрiв,

якi асоцiюються з пiдмножиною Ω𝜎𝑙
. При цьому розподiл потрiбно виконати з

урахуванням обмежень потужностi кожного 𝑗-го центру.
Для опису задачi також вводяться такi позначення: N = {1, 2, . . . , 𝑁} — мно-

жина iндексiв усiх центрiв; M(N, 𝑘) — множина всiх можливих 𝑘-елементних
пiдмножин множини N, де |M(N, 𝑘)| = 𝐶𝑘

𝑁 = 𝐿; 𝜎𝑙 =
{︀
𝑗𝑙1, 𝑗

𝑙
2, . . . , 𝑗

𝑙
𝑘

}︀
, 𝑙 = 1, 𝐿 —

елементи множини M(N, 𝑘).

Означення 1. Система пiдмножин {Ω𝜎1 ,Ω𝜎2 , . . . ,Ω𝜎𝐿
}, яка утворює Ω ⊂

𝐸2 називається розбиттям 𝑘-го порядку множини Ω на її пiдмножини Ω𝜎1 ,
Ω𝜎2, . . . , Ω𝜎𝐿

, якщо виконуються такi умови
𝐿⋃︁
𝑙=1

Ω𝜎𝑙
= Ω,

mes
(︁
Ω𝜎𝑖

⋂︁
Ω𝜎𝑗

)︁
= 0; 𝜎𝑖, 𝜎𝑗 ∈ M(N, 𝑘) , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝐿,

де mes (·) — мiра множини. Пiдмножини Ω𝜎𝑗
називаються пiдмножинами 𝑘-

го порядку множини Ω.

Позначимо через Σ𝑁,𝑘
Ω — множину всiх можливих розбиттiв 𝑘-го порядку

множини Ω на пiдмножини Ω𝜎1 , . . . ,Ω𝜎𝐿
, тобто:

Σ𝑁,𝑘
Ω =

{︃
𝜔 = {Ω𝜎1 , . . . ,Ω𝜎𝐿

} :
𝐿⋃︁
𝑙=1

Ω𝜎𝑙
= Ω,

mes
(︁
Ω𝜎𝑖

⋂︁
Ω𝜎𝑗

)︁
= 0, 𝜎𝑙, 𝜎𝑗 ∈ M(N, 𝑘) , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝐿

}︁
.
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Задача А. Задача знаходження оптимального розбиття континуальної мно-
жини Ω порядку k за умови врахування розмiщення центрiв при обмеженнях:

𝐹
(︀
𝜔, 𝜏𝑁

)︀
→ min

𝜔∈Σ𝑁,𝑘
Ω ; 𝜏𝑁∈Ω̂𝑁

,

де функцiонал 𝐹 визначається як:

𝐹
(︀
𝜔, 𝜏𝑁

)︀
=

𝐿∑︁
𝑙=1

∫︁
Ω𝜎𝑙

∑︁
𝑖∈𝜎𝑙

(𝑐 (𝑥, 𝜏𝑖) /𝑤𝑖 + 𝑎𝑖) 𝛾
𝑙
𝑖𝜌 (𝑥) 𝑑𝑥.

Умови задачi (обмеження на потужностi центрiв):

𝐿∑︁
𝑙=1

𝑙: 𝑖∈𝜎𝑙

∫︁
Ω𝜎𝑙

𝛾𝑙𝑖𝜌(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝, (1)

𝐿∑︁
𝑙=1

𝑙: 𝑖∈𝜎𝑙

∫︁
Ω𝜎𝑙

𝛾𝑙𝑖𝜌(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 𝑝+ 1, 𝑁. (2)

Тут 𝑥 =
(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
∈ Ω; 𝑐 (𝑥, 𝜏𝑖), — функцiя вартостi, визначена на Ω × Ω.

Функцiя 𝜌(𝑥) — обмежена та невiд’ємна на Ω; 𝑤𝑖 > 0, 𝑎𝑖 ≥ 0, 𝑏𝑖 ≥ 0, 𝑖 =
1, 𝑁 , — заданi числа. Коефiцiєнти 𝛾𝑙𝑖 визначають частку обслуговування, яку
центр 𝜏𝑖 надає зонi Ω𝜎𝑙

, враховуючи, що 𝜎𝑙 =
{︀
𝑗𝑙1, 𝑗

𝑙
2, . . . , 𝑗

𝑙
𝑘

}︀
. Цi коефiцiєнти

задовольняють умови:
0 ≤ 𝛾𝑙𝑗 ≤ 1,

∑︁
𝑖∈𝜎𝑙

𝛾𝑙𝑖 = 1. (3)

Попит на послуги у межах областi Ω може розподiлятися пропорцiйно або
рiвномiрно. У першому випадку для кожного 𝑙 = 1, . . . , 𝐿 та 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , де
𝑗 ∈ 𝜎𝑙: 𝛾𝑙𝑗 = 𝑏𝑗/

∑︀
𝑞: 𝑞∈𝜎𝑙

𝑏𝑞; у другому — 𝛾𝑙𝑗 =
1
𝑘
, для всiх 𝑗 та 𝑙.

Умовою розв’язностi сформульованої задачi є наступне твердження (див. [2]):
нехай в задачi А величина 𝑆 =

∫︀
Ω
𝜌(𝑥)𝑑𝑥, i виконуються наступнi умови:

0 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝑆, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 ;

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖 ≤ 𝑆 ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖.

Тодi для будь-якого фiксованого вектора 𝜏𝑁 ∈ Ω𝑁 iснує хоча б одне допу-
стиме розбиття, яке задовольняє обмеження (1) та (2).

Метод вирiшення задачi А ґрунтується на поданнi її в термiнах характери-
стичних вектор-функцiй, якi описують розбиття Ω порядку 𝑘.

Означення 2. Характеристична вектор-функцiя розбиття 𝜔 = {Ω𝜎1 , . . . ,
Ω𝜎𝑙

, . . . ,Ω𝜎𝐿
} множини Ω порядку 𝑘 — це вектор-функцiя 𝜒(·) = (𝜒1(·), . . . , 𝜒𝑙(·),

. . . , 𝜒𝐿(·)), визначена на Ω, де кожна компонента є характеристичною фун-
кцiєю пiдмножини Ω𝜎𝑙

. Вона задається формулою: м. в. для 𝑥 ∈ Ω

𝜒𝑙 (𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ∈ Ω𝜎𝑙

,

0, 𝑥 ∈ Ω∖Ω𝜎𝑙
,

𝑙 = 1, 𝐿.
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Це визначення дає можливiсть однозначно асоцiювати кожну точку множи-
ни Ω iз вiдповiдною пiдмножиною Ω𝜎𝑙

. Для кожного 𝑙 = 1, 𝐿 введемо вектор
𝜆𝑙 =

(︀
𝜆𝑙1, . . . , 𝜆

𝑙
𝑁

)︀
iндикаторiв iндексiв центрiв, якi входять до набору 𝜎𝑙 ⊂ 𝑁 :

𝜆𝑙𝑖 =

{︃
1, 𝑖 ∈ 𝜎𝑙,
0, 𝑖 ∈ N∖𝜎𝑙,

𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

Задача А може бути переписана у наступному еквiвалентному виглядi.
Задача В.

min
(𝜒(·),𝜏𝑁 )∈Γ𝑘×Ω̂𝑁

𝐼
(︀
𝜒(·), 𝜏𝑁

)︀
,

де функцiонал 𝐼
(︀
𝜒(·), 𝜏𝑁

)︀
має вигляд:

𝐼
(︀
𝜒(·), 𝜏𝑁

)︀
=

∫︁
Ω

𝐿∑︁
𝑙=1

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑐 (𝑥, 𝜏𝑖) /𝑤𝑖 + 𝑎𝑖) 𝛾
𝑙
𝑖𝜆

𝑙
𝑖

)︃
𝜌 (𝑥)𝜒𝑙 (𝑥) 𝑑𝑥,

Обмеження:

Γ𝑘 =
{︀
𝜒 (·) : 𝜒 (·) ∈𝑘0 ,

∫︁
Ω

𝐿∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙𝑖𝜆
𝑙
𝑖𝜌(𝑥)𝜒𝑙(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝,

∫︁
Ω

𝐿∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙𝑖𝜆
𝑙
𝑖𝜌(𝑥)𝜒𝑙(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 𝑝+ 1, . . . , 𝑁} ;

Γ𝑘
0 =

{︃
𝜒(·) = (𝜒1(·), . . . , 𝜒𝐿(·)) : 𝜒𝑙(𝑥) = {0, 1} , 𝑙 = 1, . . . , 𝐿,

𝐿∑︁
𝑙=1

𝜒𝑙(𝑥) = 1, ∀𝑥 ∈ Ω

}︃
.

Оптимальне розв’язання задачi B визначається за такими формулами [1, 2]:
для усiх 𝑙 = 1, . . . , 𝐿, майже всюди для 𝑥 ∈ Ω

�̂�𝑙 (𝑥) =

⎧⎨⎩1, якщо
𝑁∑︀
𝑖=1

(︁
𝑐(𝑥,𝜏𝑖)
𝑤𝑖

+ 𝑎𝑖 + 𝜓𝑖

)︁
𝛾𝑙𝑖𝜆

𝑙
𝑖 = min

𝑠=1,𝐿

𝑁∑︀
𝑖=1

(︁
𝑐(𝑥,𝜏𝑖)
𝑤𝑖

+ 𝑎𝑖 + 𝜓𝑖

)︁
𝛾𝑠𝑖 𝜆

𝑠
𝑖 ,

0, в iншому випадку ∀𝑙 = 1, 𝐿;

(4)
де 𝜏1, . . . , 𝜏𝑁 , 𝜓1, . . . , 𝜓𝑁 є розв’язком задачi скiнченновимiрної умовної оптимi-
зацiї:

𝐺 (𝜓) = min
𝜏𝑁∈Ω̂𝑁

𝐺1 (𝜏 ,𝜓)→ max (5)

за умов
𝜓𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 𝑝+ 1, . . . , 𝑁, (6)

де

𝐺1(𝜏
𝑁 ,𝜓) =

∫︁
Ω

min
𝜎𝑙∈M(𝑁𝑠,𝑘)
𝑙=1,...,𝐿

∑︁
𝑖∈𝜎𝑙

[𝑐(𝑥, 𝜏𝑖)/𝑤𝑖 + 𝑎𝑖 + 𝜓𝑖] 𝛾
𝑙
𝑖𝜌(𝑥)𝑑𝑥−

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜓𝑖𝑏𝑖.
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Отже, задача B зводиться до задачi скiнченновимiрної умовної оптимiзацiї
(4)–(6).

5. Базовий iтеративний пiдхiд. Урахування умов невiд’ємностi на дода-
тковi змiннi (6) в отриманiй задачi (4)–(6) вiдбувається шляхом введення фун-
кцiї зовнiшнього штрафу. Якщо множина Ω̂𝑁 є замкненою, опуклою, то для
задоволення умов належностi 𝜏𝑁 ∈ Ω̂𝑁 (у випадку розв’язання задачi опти-
мального мультиплексного розбиття множин з розмiщенням центрiв) введено
оператор проєктування точки на множину Ω̂𝑁 . Якщо остання має складну фор-
му, то для її опису використовуються R-функцiї Рвачова i тодi вiдстеження
умов належностi розташовуваних центрiв множинi здiйснюється за допомогою
функцiй штрафу. Розв’язання задачi оптимального мультиплексного розбиття
множини Ω виконується шляхом пошуку одночасно мiнiмуму за 𝜏𝑁 та макси-
муму за 𝜓 цiльової функцiї 𝐺1(𝜏

𝑁 ,𝜓).
Оптимiзацiя цiльової функцiї, розширеної функцiями штрафу, досягається

за допомогою iтерацiйного процесу, який реалiзує r-алгоритм Шора, що має
перевагу над градiєнтним спуском завдяки своїй здатностi ефективнiше пра-
цювати з негладкими функцiями, якi мiстять багато локальних мiнiмумiв або
мають складний рельєф. Градiєнтний спуск, хоча й широко використовується,
може демонструвати уповiльнення або застрягати в локальних екстремумах, то-
дi як r-алгоритм Шора забезпечує бiльш стiйкий пошук глобального мiнiмуму
завдяки адаптивному вибору крокiв i додатковим механiзмам стабiлiзацiї.

На кожному кроцi обчислюється (аналiтично або за допомогою апарату скiн-
ченних рiзниць) псевдоградiєнт функцiї 𝐺1(𝜏

𝑁 ,𝜓), що дозволяє оновлювати
значення параметрiв 𝜓 в напрямку збiльшення, а вектор 𝜏 — в напрямку змен-
шення цiльової функцiї. Процес завершується, коли виконуються критерiї зу-
пинки, такi як мала норма псевдоградiєнта або незначна змiна значень цiльової
функцiї мiж iтерацiями.

Якщо центри є фiксованими, то в задачi (5)–(6) немає потреби мiнiмiзувати
функцiю 𝐺1(𝜏

𝑁 ,𝜓) за змiнною 𝜏𝑁 . Тобто розмiрнiсть задачi (5)–(6) у цьому ви-
падку скорочується на 2𝑁 одиниць. В бiльшостi практичних задач 𝜏 фiксованi,
або вибираються з набору доступних. Тому оптимiзацiю алгоритмiв розбиття
будемо проводити на прикладi задач ОМРМ без розмiщення центрiв. До того
ж збiльшення вимiрностi простору змiнних не впливає суттєво на основну мету
даного дослiдження.

Розглянемо основнi етапи (5)–(6) за умови фiксованих центрiв.
Етапи реалiзацiї:

1. Iнiцiалiзацiя. Визначаються розмiри областi Ω та масштаб обчислень. За-
даються початковi координати центрiв, початковi значення 𝜓, а також по-
тужностi центрiв. Формуються початковi умови для запуску r-алгоритму.

2. Обчислення градiєнта. Для кожної точки 𝑥 ∈ Ω обчислюються вiдстанi до
всiх центрiв. Визначається оптимальний розподiл точок мiж центрами за
формулами (4). Обчислюється градiєнт, який показує, як змiнити значення
𝜓, щоб збiльшити цiльову функцiю.

3. Оновлення параметрiв. На основi обчисленого градiєнта та правил r-алго-
ритму визначаються новi значення параметрiв 𝜓.

4. Критерiї завершення. Процес завершується, коли норма градiєнта стає
меншою за встановлений порiг, або змiни в значеннях цiльової функцiї мiж
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iтерацiями стають незначними.
5. Фiнальний розподiл. Пiсля завершення iтерацiйного процесу визначається,

до якого центру належить кожна точка областi Ω, i обчислюється макси-
мальне значення цiльової функцiї.

Для вiзуалiзацiї роботи алгоритму було виконано розбиття областi Ω на зони
обслуговування при кратностi розбиття 𝑘 = 2 для випадкiв без обмежень на
потужностi центрiв та з обмеженнями потужностi (по 5 одиниць для 1-го i 9-го
центрiв). Загальний попит у регiонi складає 100 одиниць ресурсу, рiвномiрно
розподiленого по всiй областi.

У випадку необмежених потужностей кожна точка регiону асоцiюється iз
двома найближчими центрами, тодi як випадку з обмеженнями розподiл точок
мiж центрами враховує як вiдстанi, так i заданi обмеження.

На рисунку 1 видно, що у випадку з обмеженнями потужностi 1-й та 9-й
центри обслуговують меншу кiлькiсть точок, що збiльшує вiдстанi до iнших
центрiв та, вiдповiдно, загальнi витрати.

Описаний алгоритм потребує значних обчислювальних ресурсiв, оскiльки на
кожнiй iтерацiї r -алгоритму для кожної точки областi Ω обчислюються вiдстанi
до кожного центру, а також аналiзуються можливi розподiли. Цей процес є об-
числювально iнтенсивним, особливо для великих областей та великої кiлькостi
центрiв.

6. Оптимiзований пiдхiд з векторизацiєю. Цей пiдхiд вiдрiзняється вiд
базового шляхом наступних удосконалень. По-перше, всi обчислення евклiдових
вiдстаней вiд точок 𝑥 областi Ω до центрiв 𝜏 виконуються до початку основного
циклу r-алгоритма.

Рис. 1. Розподiл ресурсу мiж центрами.

Це є можливим завдяки тому, що всi центри є статичними, тобто їх координа-
ти не змiнюються у процесi iтерацiй. Замiсть повторного обчислення вiдстаней
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на кожному кроцi r-алгоритма, створюється попередньо розрахований тензор
вiдстаней. Це значно скорочує обчислювальнi витрати, майже в чотири рази.

По-друге, використовується векторизацiя з пiдтримкою сучасних процесор-
них SIMD-iнструкцiй, таких як AVX (Advanced Vector Extensions), якi дозво-
ляють паралельно обробляти великi масиви даних. Завдяки цьому досягається
висока продуктивнiсть i значно скорочується час виконання алгоритму (десятки
разiв).

Опис запропонованих модифiкацiй:

1. Перед виконанням основного алгоритму обчислюється тензор вiдстаней
мiж усiма точками 𝑥 областi Ω i центрами 𝜏 , та зберiгається у пам’ятi для
подальшого використання у функцiї градiєнта.

2. Обчислення градiєнта. Використовуючи векторизованi операцiї з тензора-
ми, до попередньо обчисленого тензора вiдстаней додаються поточнi зна-
чення 𝜓, потiм для кожної точки областi виконується пошук найменшої
вартостi обслуговування. Всi операцiї з масивами реалiзованi у виглядi ма-
тричних множень i трансформацiй, що дозволяє використовувати апаратну
пiдтримку сучасних процесорiв. Iнструкцiї SIMD забезпечують паралельну
обробку даних, що знижує кiлькiсть iтерацiйних обчислень у циклах.

Фрагменти програмної реалiзацiї алгоритму обчислення вiдстаней вiд ко-
жної точки до найближчого центру з використанням iтеративного (базового)
та векторизованого пiдходiв представленi на рисунках 2 та 3 вiдповiдно. Iтера-
тивний пiдхiд базується на використаннi вкладених циклiв, в яких вираховує-
ться вiдстань вiд кожної точки сiтки до кожного центру, що є обчислювально
затратним, особливо для великих Ω i значної кiлькостi центрiв.

Рис. 2. Пошук мiнiмальних вiдстаней iтеративним пiдходом.
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Рис. 3. Пошук мiнiмальних вiдстаней з використанням векторизацiї.

Натомiсть векторизований пiдхiд замiнює цi цикли масовими операцiями з
використанням бiблiотеки NumPy. Основною перевагою оптимiзованого пiдходу
є швидкiсть обчислень за рахунок векторизацiї, яка значно скорочує кiлькiсть
iтерацiй у функцiї обчислення градiєнта. Одночасно обробляється велика кiль-
кiсть даних, що дозволяє максимально ефективно використовувати апаратне
забезпечення. Також за рахунок попереднього обчислення тензора вiдстаней
зменшується обчислювальна складнiсть, позаяк немає необхiдностi виконувати
повторюванi обчислення вiдстаней на кожнiй iтерацiї.

7. Експеримент. Експеримент проводився для порiвняння продуктивностi
двох пiдходiв до обчислення градiєнта: циклiчного та векторизованого. Область
дослiдження розмiром 10× 10, крок дискретизацiї 0.04, що генерує 62,500 дис-
кретних точок. Для кожної з цих точок у функцiї обчислення градiєнта потрiбно
визначити евклiдовi вiдстанi до заданих центрiв, провести обчислення для всiх
можливих комбiнацiй цих центрiв, аби знайти найменше значення узагальнених
витрат (див. формулу (4)).

Експеримент виконувався на обладнаннi, оснащеному процесором Apple M3
Max з 10 ядрами CPU та 16 ядрами GPU, а також 32 ГБ унiфiкованої пам’ятi.
Використовувалася операцiйна система macOS Sequoia 15.2, Python версiї 3.12.8
та бiблiотека NumPy з пiдтримкою SIMD-iнструкцiй, зокрема NEON, ASIMD
та iнших.

В таблицi 1 наведений час обчислення градiєнта для обох пiдходiв за рiзних
кiлькостi центрiв (N) i значень порядку розбиття (k). Результати демонструють
значне скорочення часу обчислень при використаннi векторизованого пiдходу у
порiвняннi з базовим. Для всiх протестованих конфiгурацiй N i k час виконання

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Таблиця 1.
Результати експерименту

Кiлькiсть
центрiв 𝜏

Порядок
розбиття

(𝑘)

Час при
базовому
пiдходi, с

Час при ве-
кторизованому

пiдходi, с

Прискорення,
разiв

4 2 2.953 0.013 227
4 3 2.032 0.009 225
5 2 5.503 0.021 262
5 3 5.355 0.021 255
6 2 9.078 0.032 284
6 3 12.128 0.041 296
7 2 14.031 0.046 305
7 3 23.416 0.073 321
8 2 20.745 0.051 407
8 3 40.349 0.095 425
9 2 28.588 0.071 403
9 3 67.145 0.173 388

векторизованого пiдходу був у сотнi разiв меншим. Зокрема, максимальне при-
скорення склало 425 разiв для конфiгурацiї з 8 центрами та порядком розбиття
3. Отже, використання векторизацiї та SIMD-iнструкцiй для задач iз великими
обсягами даних є ефективним.

У випадку розв’язання задач ОМРМ з розмiщенням центрiв прискорення
алгоритму здiйснюється лише за рахунок векторизацiї. Цей спосiб оптимiза-
цiї обчислень компенсує i збiльшення розмiрностi задачi (5)–(6), i необхiднiсть
розрахунку вiдстаней мiж точками сiтки та центрами на кожнiй iтерацiї.

8. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй робо-
тi було дослiджено ефективнiсть оптимiзацiї алгоритмiв для задач мультипле-
ксного розбиття множин шляхом впровадження векторизацiї та попереднього
обчислення тензора вiдстаней. Представлено порiвняння результатiв роботи ал-
горитмiв ОМРМ без та з використанням технiк векторизацiї. Векторизований
пiдхiд дозволив суттєво зменшити час виконання алгоритму за рахунок викори-
стання сучасних SIMD-iнструкцiй, таких як AVX та NEON, а також уникнення
повторних розрахункiв вiдстаней. Отриманi результати пiдтвердили, що запро-
понованi процедури оптимiзацiї є особливо ефективними для великих множин
точок та великої кiлькостi сервiсних центрiв. Подальшi дослiдження пов’язанi
з адаптацiєю цих методiв для їх використання в геоiнформацiйних системах
(GIS). Крiм того, перспективним є застосування оптимiзованих алгоритмiв для
багатоетапних задач, якi потребують комплексного пiдходу до зонування тери-
торiй i управлiння ресурсами.

Роботу виконано в рамках держбюджетної теми «Математичне i комп’ютерне
моделювання рацiонального розподiлу матерiальних ресурсiв у багаторiвневих
транспортно-логiстичних системах» (державний реєстрацiйний номер 0125U00
0080).
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Lubenets D. Y. Optimization of computations in multiplex partitioning algorithms
for continuous sets.

The paper presents the development and optimization of algorithms for solving multi-
plex allocation problems using computation vectorization methods. A comparison is made
between the basic iterative approach and a new optimized method that incorporates the
pre-computation of a distance tensor between points and centers. The use of SIMD in-
structions significantly reduced computation time and improved algorithm performance.
The results confirm the effectiveness of the proposed methods for problems involving large
datasets.

Keywords: multiplex allocation, optimization, memoization, vectorization, SIMD instruc-
tions.
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