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ПОБУДОВА ЙМОВIРНIСНОГО ПРОСТОРУ ДЛЯ ВИПАДКОВОЇ
ЕВОЛЮЦIЇ

Дана стаття присвячена побудовi ймовiрнiсних просторiв для випадкових еволюцiй.
Розглядається випадковий процес з впливом зовнiшнього середовища. Дослiджуються
випадки залежних та незалежних просторiв. Побудовано ймовiрнiсний простiр та роз-
глянуто приклад використання ймовiрнiсного простору для випадкової еволюцiї.

Ключовi слова: випадковий процес, випадкове середовище, ймовiрнiсний простiр,
випадкова еволюцiя, ймовiрнiсна мiра.

1. Вступ. В сучасному свiтi дуже багато процесiв описується випадковими
процесами та математичними моделями, побудованими на їх основi. Але на про-
цеси, якi вiдбуваються, має великий вплив зовнiшнє середовище. При чому, мо-
жливi й такi випадки, коли й на випадкове середовище впливає iнше випадкове
середовище, i їх може бути як завгодно багато. Тодi виникає потреба в побудовi
випадкової еволюцiї, яка залежить вiд випадкових середовищ, якi впливають на
випадковий процес. Зазвичай випадковi процеси та випадковi середовища зна-
ходяться в рiзних ймовiрнiсних просторах, тому потрiбно розширювати простiр
для випадкової еволюцiї або ж побудувати новий ймовiрнiсний простiр. Мета
даної роботи полягає в побудовi ймовiрнiсних просторiв для випадкових еволю-
цiй у випадку залежних та незалежних випадкових середовищ.

2. Основний результат. Розглянемо випадковий процес 𝜉(𝑡), заданий на
ймовiрнiсному просторi (Ω, 𝐹, 𝑃 ), де Ω — простiр елементарних подiй,
𝐹 − 𝜎-алгебра, 𝑃 — ймовiрнiсна мiра. Нехай на даний процес впливає деяке
випадкове середовище 𝑋1(𝑡), задане на ймовiрнiсному просторi (Ω1, 𝐹1, 𝑃1).

Задамо випадкову еволюцiю 𝜁(𝑡) для випадкового процесу 𝜉(𝑡) з впливом
випадкового середовища 𝑋1(𝑡). Тодi 𝜁(𝑡) = 𝜉(𝑋1(𝑡)). Але 𝜉(𝑡) та 𝑋1(𝑡) заданi на
рiзних ймовiрнiсних просторах, тому потрiбно розширити ймовiрнiсний простiр
так, щоб вiн узгоджувався з ймовiрнiсними просторами (Ω, 𝐹, 𝑃 ) та (Ω1, 𝐹1, 𝑃1).

Для початку побудуємо простiр елементарних подiй. Нехай 𝜔 — елементарна
подiя з простору елементарних подiй Ω, а 𝜔1 — з простору Ω1, тобто 𝜔 ∈ Ω,
𝜔1 ∈ Ω1. Тодi задамо простiр елементарних подiй ̃︀Ω1 = {𝜔, 𝜔1}.

Далi побудуємо 𝜎-алгебру. Нехай подiя 𝐴 ∈ 𝐹 , а подiя 𝐴1 ∈ 𝐹1. Тодi 𝜎-
алгебра випадкової еволюцiї буде породжена подiями 𝐴 та 𝐴1, тобто ̃︀𝐹1 =
= 𝜎(𝐴,𝐴1).
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Тепер перейдемо до ймовiрнiсних мiр. Тут потрiбно розглянути два випад-
ки, оскiльки 𝜉(𝑡) та 𝑋1(𝑡) можуть бути, як незалежними, так i залежними. У
випадку незалежностi

𝑃 (𝐴× 𝐴1) = 𝑃 (𝐴) · 𝑃 (𝐴1). (1)

Якщо ж 𝜉(𝑡) та 𝑋1(𝑡) — залежнi, то задаємо ймовiрнiсну мiру наступним
чином

𝑃{𝜉(𝑡) ∈ 𝐴|𝑋1(𝑡) = 𝑥} · 𝑃{𝑋1(𝑡) = 𝑥}. (2)

Таким чином, ймовiрнiсний простiр для випадкової еволюцiї можна задати
наступною трiйкою

(̃︀Ω1, ̃︀𝐹1, ̃︀𝑃1),

де ймовiрнiсна мiра ̃︀𝑃1 визначається формулою (1) для незалежних просторiв
та формулою (2) для залежних.

Даний ймовiрнiсний простiр побудовано для випадково еволюцiї, у якiй ви-
падкове середовище𝑋1(𝑡) впливає на випадковий процес 𝜉(𝑡). Але ж на випадко-
ве середовище 𝑋1(𝑡) може впливати ще одне випадкове середовище, позначимо
його 𝑋2(𝑡). В такому випадку ймовiрнiсний простiр знову змiниться.

Нехай випадковий процес 𝜉(𝑡), заданий на ймовiрнiсному просторi (Ω, 𝐹, 𝑃 ),
на даний процес впливає деяке випадкове середовище 𝑋1(𝑡), задане на ймовiр-
нiсному просторi (Ω1, 𝐹1, 𝑃1), а на це випадкове середовище впиває випадкове
середовище 𝑋2(𝑡), задане на ймовiрнiсному просторi (Ω2, 𝐹2, 𝑃2).

Задамо випадкову еволюцiю 𝜁(𝑡) для випадкового процесу 𝜉(𝑡) з впливом
випадкових середовищ𝑋1(𝑡) та𝑋2(𝑡). Тодi 𝜁(𝑡) = 𝜉(𝑋1(𝑋2(𝑡))).Побудуємо новий
ймовiрнiсний простiр.

Почнемо з простору елементарних подiй. Нехай 𝜔 — елементарна подiя з
простору елементарних подiй Ω, 𝜔1 — з простору Ω1, а 𝜔2 — з простору Ω2, тодi
простiр елементарних подiй ̃︀Ω2 = {𝜔, 𝜔1, 𝜔2}.

Далi побудуємо 𝜎-алгебру. Нехай подiя 𝐴 ∈ 𝐹, подiя 𝐴1 ∈ 𝐹1, а подiя 𝐴2 ∈
𝐹2. Тодi 𝜎-алгебра випадкової еволюцiї буде породжена цими подiями, тобто̃︀𝐹2 = 𝜎(𝐴,𝐴1, 𝐴2).

Перейдемо до ймовiрнiсних мiр. Нехай 𝜉(𝑡), 𝑋1(𝑡) та 𝑋2(𝑡) — незалежнi, тодi

𝑃 (𝐴× 𝐴1 × 𝐴2) = 𝑃 (𝐴) · 𝑃 (𝐴1) · 𝑃 (𝐴2) (3)

Якщо ж 𝜉(𝑡) та 𝑋1(𝑡), а також 𝑋1(𝑡) та 𝑋2(𝑡) — залежнi, то задаємо ймовiр-
нiсну мiру наступним чином

𝑃{𝜉(𝑡) ∈ 𝐴|𝑋1(𝑡) = 𝑥1} · 𝑃{𝑋1(𝑡) = 𝑥1|𝑋2(𝑡) = 𝑥2} · 𝑃{𝑋2(𝑡) = 𝑥2}. (4)

Тодi, ймовiрнiсний простiр для випадкової еволюцiї можна задати насту-
пною трiйкою

(̃︀Ω2, ̃︀𝐹2, ̃︀𝑃2),

де ймовiрнiсна мiра ̃︀𝑃1 визначається формулою (3) для незалежних просторiв
та формулою (4) для залежних.

Аналогiчним чином визначаються ймовiрноснi простори для бiльшої кiль-
костi випадкових середовищ. Розглянемо випадок з впливом 𝑛 випадкових се-
редовищ.

Роздiл 1: Математика i статистика



ПОБУДОВА ЙМОВIРНIСНОГО ПРОСТОРУ ДЛЯ ВИПАДКОВОЇ ЕВОЛЮЦIЇ 135

Нехай випадковий процес 𝜉(𝑡), заданий на ймовiрнiсному просторi (Ω, 𝐹, 𝑃 ),
на даний процес впливає деяке випадкове середовище 𝑋1(𝑡), задане на ймо-
вiрнiсному просторi (Ω1, 𝐹1, 𝑃1), на це випадкове середовище впиває випадкове
середовище 𝑋2(𝑡), задане на ймовiрнiсному просторi (Ω2, 𝐹2, 𝑃2), на це випадко-
ве середовище має вплив випадкове середовище 𝑋3(𝑡), задане на ймовiрнiсному
просторi (Ω3, 𝐹3, 𝑃3) i так далi до випадкового середовища 𝑋𝑛(𝑡), заданого на
ймовiрнiсному просторi (Ω𝑛, 𝐹𝑛, 𝑃𝑛).

Тодi задаємо випадкову еволюцiю 𝜁(𝑡) для випадкового процесу 𝜉(𝑡) з впли-
вом випадкових середовищ 𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡), . . . , 𝑋𝑛(𝑡). Таким чином 𝜁(𝑡) = 𝜉(𝑋1(
𝑋2(. . . 𝑋𝑛(𝑡)))).

Ймовiрнiсний простiр задаємо трiйкою

(̃︀Ω𝑛, ̃︀𝐹𝑛, ̃︀𝑃𝑛),

де простiр елементарних подiй̃︀Ω𝑛 = {𝜔, 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛},

𝜎-алгебра ̃︀𝐹𝑛 = 𝜎(𝐴,𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛),

ймовiрнiсна мiра у випадку незалежностi випадкового процесу 𝜉(𝑡) та випадко-
вих середовищ 𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡), . . . , 𝑋𝑛(𝑡)

𝑃 (𝐴× 𝐴1 × 𝐴2) = 𝑃 (𝐴) · 𝑃 (𝐴1) · 𝑃 (𝐴2),

а у випадку залежностi

𝑃{𝜉(𝑡) ∈ 𝐴|𝑋1(𝑡) = 𝑥1} · 𝑃{𝑋1(𝑡) = 𝑥1|𝑋2(𝑡) = 𝑥2}·
· 𝑃{𝑋2(𝑡) = 𝑥2|𝑋3(𝑡) = 𝑥3} · . . . · 𝑃{𝑋𝑛(𝑡) = 𝑥𝑛}.

Сформулюємо отриманi результати у виглядi теореми.

Теорема 1. Нехай 𝜉(𝑡) — випадковий процес, заданий на (Ω, 𝐹, 𝑃 ), на який
впливають випадковi середовища 𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡), . . . , 𝑋𝑛(𝑡), заданi на (Ω𝑖, 𝐹𝑖, 𝑃𝑖),
𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тодi випадкова еволюцiя 𝜁(𝑡) = 𝜉(𝑋1(𝑋2(. . . 𝑋𝑛(𝑡)))) задається
на ймовiрнiсному просторi (̃︀Ω𝑛, ̃︀𝐹𝑛, ̃︀𝑃𝑛), де ̃︀Ω𝑛 = {𝜔, 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛} — простiр
елементарних подiй, ̃︀𝐹𝑛 = 𝜎(𝐴,𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛) — 𝜎-алгебра, ̃︀𝑃𝑛 = 𝑃{𝜉(𝑡) ∈
𝐴|𝑋1(𝑡) = 𝑥1}·𝑃{𝑋1(𝑡) = 𝑥1|𝑋2(𝑡) = 𝑥2}·𝑃{𝑋2(𝑡) = 𝑥2|𝑋3(𝑡) = 𝑥3}·. . .·𝑃{𝑋𝑛(𝑡) =
= 𝑥𝑛} — ймовiрнiсна мiра.

Розглянемо приклад використання ймовiрнiсних просторiв.
Нехай 𝜉(𝑡) — випадковий процес, який описує щоденну змiну цiни акцiй, а

𝑋(𝑡) — випадкове середовище, яке впливає на даний випадковий процес, тобто
загальний стан ринку. Опишемо ймовiрнiснi простори для 𝜉(𝑡), 𝑋(𝑡) та випад-
кової еволюцiй.

Почнемо з випадкового середовища. Загальний стан ринку складається з
трьох станiв: зростання, спадання та стабiльнiсть. Нехай ймовiрностi цих станiв
дорiвнюють 0.3, 0.3 та 0.4.

Тодi Ω1 = {зростання, спадання, стабiльнiсть}, 𝑃{зростання} = 0.3,
𝑃{спадання} = 0.3 та 𝑃{стабiльнiсть} = 0.4.
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Перейдемо до випадкового процесу 𝜉(𝑡). В даному випадку

Ω = {𝜉(𝑡) : 𝑡 = 1, 2, . . . , 365, 𝜉(𝑡) ∈ ℜ}.

Розподiл випадкового процесу буде вiдрiзнятись, в залежностi вiд того, в
якому станi буде знаходитись фiнансовий ринок. Розглянемо наступнi випадки:

1. При умовi зростання цiн акцiй на ринку 𝜉(𝑡) — нормально розподiлений з
параметрами 𝑎 = 0.2 та 𝜎2 = 0.01;

2. При умовi спадання цiн акцiй на ринку 𝜉(𝑡) — нормально розподiлений з
параметрами 𝑎 = −0.2 та 𝜎2 = 0.01;

3. При умовi стабiльностi цiн акцiй на ринку 𝜉(𝑡) — нормально розподiлений
з параметрами 𝑎 = 0 та 𝜎2 = 0.01;

Тодi ймовiрнiсний простiр для еволюцiї задаємо трiйкою (̃︀Ω1, ̃︀𝐹1, ̃︀𝑃1), де ̃︀Ω1 =
= {𝜔, 𝜔1}, 𝜔 ∈ Ω, 𝜔1 ∈ Ω1. 𝜎-алгебра випадкової еволюцiї буде породжена по-
дiями 𝐴 та 𝐴1, тобто ̃︀𝐹1 = 𝜎(𝐴,𝐴1). Ймовiрнiсна мiра задається формулою̃︀𝑃1 = 𝑃{𝜉(𝑡) ∈ 𝐴|𝑋(𝑡) = 𝑥} · 𝑃{𝑋(𝑡) = 𝑥}.

Розглянемо подiю 𝐴, яка полягає в тому, що цiна на акцiю в перший день
зросла бiльше, нiж на 0.3 та знайдемо ймовiрнiсть даної подiї. Почнемо з умов-
них ймовiрностей

𝑃{𝜉(1) > 0.3| зростання } = 1− Φ

(︂
0.3− 0.2

0.1

)︂
= 0.1587,

𝑃{𝜉(1) > 0.3| спадання } = 1− Φ

(︂
0.3 + 0.2

0.1

)︂
= 0.000001,

𝑃{𝜉(1) > 0.3| стабiльнiсть } = 1− Φ

(︂
0.3

0.1

)︂
= 0.00135.

Тодi
𝑃 (𝐴) = 𝑃{𝜉(1) > 0.3| зростання } · 𝑃{ зростання }+

+𝑃{𝜉(1) > 0, 3| спадання } · 𝑃{ спадання }+

+𝑃{𝜉(1) > 0.3| стабiльнiсть } · 𝑃{ стабiльнiсть }.

Таким чином,

𝑃 (𝐴) = 0.1587 · 0.3 + 0.000001 · 0.3 + 0.00135 · 0.4 = 0.048153

Тобто, ймовiрнiсть зростання цiни бiльше, нiж на 0.3 дорiвнює 0.048153.
3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В результа-

тi проведеного дослiдження, побудовано ймовiрнiсний простiр для випадкової
еволюцiї з урахуванням впливу зовнiшнього середовища. Розглянуто залежнi
та незалежнi випадковi середовищi.

В подальшому дослiдженнi виникає потреба в побудовi ймовiрнiсних про-
сторiв з урахуванням гiпотез про розподiли або параметри розподiлiв, якими
визначається випадковий процес. На основi цього, i вже проведеного аналiзу,
можна буде побудувати ймовiрнiснi простори та розглянути сумiшi розподiлiв
для випадкових еволюцiй.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Yarova O. A., Yeleyko Ya. I. Construction of a Probability Space for Random
Evolution.

This article is devoted to the construction of probability spaces for random evolutions.
A random process with the influence of the external environment are considered. The cases
of dependent and independent spaces are studied. A probability space is constructed and
an example of using a probability space for random evolution are considered.

Keywords: random process, random environment, probability space, random evolution,
probability measure.
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