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ДВОЧЛЕННА АСИМПТОТИКА ЦIЛИХ ФУНКЦIЙ З
ПОКРАЩЕНИМ РОЗПОДIЛОМ НУЛIВ НА ПРОМЕНI

Дослiджено двочленну асимптотику цiлих функцiй скiнченного порядку за умо-
ви умови покращеної двочленної асимптотики лiчильної функцiї їх нулiв на променi.
Зокрема, встановлено зв’язок мiж покращеним регулярним зростанням логарифма
(логарифма модуля) цiлої функцiї скiнченного порядку та покращеним розподiлом її
нулiв на променi в термiнах двочленних асимптотик. Отримано новi двочленнi асим-
птотичнi рiвностi для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв цiлих функцiй скiн-
ченного порядку.

Ключовi слова: цiла функцiя скiнченного порядку, лiчильна функцiя нулiв, двочлен-
на асимптотика, покращене регулярне зростання, покращений розподiл нулiв, виня-
ткова множина.

1. Вступ. Нехай (𝜆𝑛)𝑛∈N — послiдовнiсть додатних чисел таких, що 0 < 𝜆𝑛 ↗

+∞, 𝑛→ +∞, 𝑛(𝑡) :=
∑︀
𝜆𝑛≤𝑡

1 i 𝑁(𝑟) :=
𝑟∫︀
0

𝑡−1𝑛(𝑡)𝑑𝑡, 𝑟 > 0, — лiчильна i усереднена

лiчильна функцiї ([1: 14], [2: 10]) послiдовностi (𝜆𝑛)𝑛∈N, вiдповiдно, та ([1: 24],
[2: 26])

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑄(𝑧)

∞∏︁
𝑛=1

𝐸

(︂
𝑧

𝜆𝑛
; 𝑝

)︂
, 𝑓(0) = 1, (1)

— цiла функцiя порядку 𝜌 ∈ (0;+∞), де 𝑄(𝑧) =
𝜈∑︀

𝑘=1

𝑄𝑘𝑧
𝑘 — полiном степеня

𝜈 ≤ 𝜌, 𝑝 ≤ 𝜌 — найменше цiле невiд’ємне число, для якого
∞∑︀
𝑛=1

𝜆−𝑝−1
𝑛 < +∞ i

𝐸(𝑤; 𝑝) = (1−𝑤) exp (𝑤 + 𝑤2/2 + · · ·+ 𝑤𝑝/𝑝) — первинний множник Вейєрштра-
сcа роду 𝑝. Функцiю log 𝑓(𝑧) = log |𝑓(𝑧)| + 𝑖 arg 𝑓(𝑧), log 𝑓(0) = 0, вважатимемо
визначеною за формулою [10]

log 𝑓(𝑧) =

𝑧∫︁
0

𝑓 ′(𝜉)

𝑓(𝜉)
𝑑𝜉, 𝑧 ∈ C∖ [𝜆1; +∞) .

Однiєю з центральних задач теорiї цiлих функцiй є вивчення зв’язку мiж
регулярнiстю зростання функцiї та розподiлом її нулiв. Цей зв’язок для спецi-
альних класiв цiлих функцiй цiлком регулярного зростання в розумiннi Левiна-
Пфлюгера [1–3] та цiлих функцiй покращеного регулярного зростання [4–22],
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виражається в термiнах одночленної асимптотики. Зокрема, [2: 81], якщо 𝜌 ∈
(0;+∞)∖N i послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌), 𝑡→ +∞,∆ ∈ [0; +∞), (2)

то для цiлої функцiї (1) нецiлого порядку 𝜌, 𝑝 = [𝜌] < 𝜌 < 𝑝 + 1 (тут [𝜌] – цiла
частина числа 𝜌 > 0), асимптотичне спiввiдношення⃒⃒⃒⃒

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜙

2
= 𝑜(𝑟𝜌), 𝑟 → +∞, (3)

виконується рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋). Крiм цього, (див. [1: 64], [2: 91], [3: 69]),
для кожного 𝛿 > 0 рiвномiрно за 𝜙 ∈ [𝛿; 2𝜋 − 𝛿] спiввiдношення

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 + 𝑜(𝑟𝜌), 𝑟 → +∞, (4)

виконується тодi й тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть (2). Якщо умова (2)
виконується з натуральним 𝜌, то для цiлої функцiї (1) порядку 𝜌 ∈ N (див.
[1: 66], [3: 78–82])

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = Λ(𝑟𝑒𝑖𝜙) + 𝑜(𝑟𝜌), 𝑟 → +∞, (5)

рiвномiрно за 𝜙 ∈ [𝛿; 2𝜋 − 𝛿], 𝛿 > 0, де

Λ(𝑟𝑒𝑖𝜙) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑟
𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙

(︃
1
𝜌

∑︀
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 +𝑄𝜌

)︃
−∆

(︁
1
𝜌
− 𝑖(𝜙− 𝜋)

)︁
𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌, 𝑝 = 𝜌,

𝑄𝜌𝑟
𝜌 cos 𝜌𝜙, 𝑝 = 𝜌− 1.

(6)

В багатьох працях (див., наприклад, [4–32]) вивчались точнiшi, нiж (2)–(5)
асимптотики цiлої функцiї (1) та лiчильної функцiї 𝑛(𝑡) ї ї нулiв. Зокрема, якщо
для деякого 𝜌5 ∈ (0; 𝜌) виконується умова

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌5), 𝑡→ +∞, ∆ ∈ [0; +∞), (7)

то [10] для цiлої функцiї (1) порядку 𝜌 ∈ (0;+∞) при 𝑟 → +∞ виконуються
спiввiдношення

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 +

𝑜(𝑟𝜌5)

sin(𝜙/2)
, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌5 ∈ ([𝜌]; 𝜌), (8)

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = Λ(𝑟𝑒𝑖𝜙) +
𝑜(𝑟𝜌5)

sin(𝜙/2)
, 𝜌 ∈ N, 𝜌5 ∈ (𝜌− 1; 𝜌), (9)

рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋), де функцiя Λ(𝑟𝑒𝑖𝜙) визначена формулою (6). Крiм того
[5], для того щоб для цiлої функцiї (1) нецiлого порядку 𝜌 ∈ (0;+∞) за деякого
𝜌6 ∈ (0; 𝜌) iснувала послiдовнiсть (𝑟𝑘) така, що 0 < 𝑟𝑘 ↑ +∞, 𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟

𝜌
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌6𝑘 ),

𝑘 → +∞, i рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋] виконувалось

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑘𝑒

𝑖𝜙)
⃒⃒
=

𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑟𝜌𝑘 cos 𝜌(𝜙− 𝜋) + 𝑜(𝑟𝜌6𝑘 ), 𝑘 → +∞, (10)

Роздiл 1: Математика i статистика
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необхiдно й достатньо, щоб для деякого 𝜌5 ∈ (0; 𝜌) виконувалась умова (7).
У багатьох застосуваннях виникає потреба у дослiдженнi поведiнки основ-

них характеристик цiлих функцiй в термiнах точнiших багаточленних асимпто-
тик [23–32]. Зокрема, в [23, 24] встановлено, що за умови

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1 + 𝜙(𝑡), 𝑡→ +∞,

де ∆ ∈ [0; +∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌1 ∈ ([𝜌]; 𝜌) i
2𝑇∫︁
𝑇

|𝜙(𝑡)|𝑞 𝑑𝑡 = 𝑜
(︀
𝑇 𝜌1𝑞+1

)︀
, 𝑇 → +∞, 𝑞 ∈ [1; +∞),

для цiлої функцiї (1) порядку 𝜌 правильна двочленна асимптотична формула

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 +

𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)𝑟𝜌1 + 𝜓(𝑟𝑒𝑖𝜙), (11)

причому 𝜓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = 𝑜(𝑟𝜌1), 𝑟 → +∞, зовнi деякої малої виняткової множини
𝐸 = 𝐸𝑓 , яка мiстить нулi 𝑓 . Для цiлих функцiй скiнченного логарифмiчно-
го порядку аналогiчнi двочленнi асимптотичнi рiвностi отримано в [31, 32]. З
огляду на сказане вище, актуальним є встановлення, подiбних до (8)–(11), дво-
членних асимптотичних формул для цiлих функцiй покращеного регулярного
зростання.

Метою статтi є дослiдження двочленної асимптотики цiлих функцiй скiн-
ченного порядку з покращеним розподiлом нулiв на променi (див. нижче умову
(12)), що передбачає розв’язання таких задач: отримання нових рiвномiрних
(та зовнi деякої малої виняткової множини) асимптотичних оцiнок логарифма
цiлої функцiї (1) в термiнах двочленних спiввiдношень; встановлення нових дво-
членних асимптотичних рiвностей для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв;
вивчення зв’язку мiж покращеним регулярним зростанням на деяких колах ло-
гарифма модуля цiлої функцiї (1) нецiлого порядку та покращеним розподiлом
її нулiв на променi в термiнах двочленних асимптотик.

2. Основнi результати. Основними результатами даної статтi є наступнi
твердження.

Теорема 1. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝑝 = [𝜌] < 𝜌2 < 𝜌1 <
< 𝜌 < 𝑝+ 1 i послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1 + 𝑜(𝑡𝜌2), 𝑡→ +∞. (12)

Тодi для цiлої функцiї (1) рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) виконується⃒⃒⃒⃒
log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 − 𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)𝑟𝜌1

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜙

2
= 𝑜(𝑟𝜌2), 𝑟 → +∞.

(13)

Доведення. Не зменшуючи загальностi, вважатимемо, що у зображеннi (1)
𝑄(𝑧) ≡ 0. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 i 𝜙 ∈ (0; 2𝜋). Оскiльки (див. [1: 64], [2: 81], [3: 67],
[5, 10])

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = −𝑧𝑝+1

+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)

𝑡𝑝+1(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡,
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то

𝑆 := log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) + 𝑟𝑝+1𝑒𝑖𝜙(𝑝+1)

+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙)
𝑑𝑡 =

=− 𝑧𝑝+1

+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡.

(14)

Враховуючи (12), для як завгодно малого 𝜀 > 0 i всiх 𝑁 > 𝑁(𝜀) отримуємо

|𝑆| ≤ 𝑟𝑝+1

+∞∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝+1 |𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡 < 𝑟𝑝+1

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1 |

𝑡𝑝+1 |𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡+

+ 𝜀𝑟𝑝+1

+∞∫︁
0

𝑡𝜌2−𝑝−1

|𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡 := 𝐽1(𝑟, 𝜙) + 𝐽2(𝑟, 𝜙).

(15)

Тодi [2: 82]

𝐽1(𝑟, 𝜙) = 𝑟𝑝+1

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝+1 |𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡 = 𝑂(𝑟𝑝) = 𝑜(𝑟𝜌2), 𝑟 → +∞, (16)

рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]. Нехай 𝑡 = 𝑢𝑟. Використовуючи нерiвнiсть [5, 10] 𝑢2 −
− 2𝑢 cos𝜙+ 1 ≥ (𝑢2 + 1)min {1− cos𝜙; 1}, подiбно як в [10], одержимо

𝐽2(𝑟, 𝜙) = 𝜀𝑟𝜌2
+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝−1

|𝑢− 𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑢 = 𝜀𝑟𝜌2

+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝−1√︀
𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1

𝑑𝑢 ≤

≤ 𝜀𝑟𝜌2
+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝−1√︀
(𝑢2 + 1)min {1− cos𝜙; 1}

𝑑𝑢 < 𝜀𝑐(𝜌2)
𝑟𝜌2

sin(𝜙/2)
, (17)

де 𝑐(𝜌2) — стала, яка залежить вiд 𝜌2. Окрiм того, за формулою (5.21) з [3: 69]
(див. також [2: 82], [4, 5]), матимемо

𝑟𝑝+1𝑒𝑖𝜙(𝑝+1)

+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙)
𝑑𝑡 = ∆𝑟𝜌𝑒𝑖𝜙(𝑝+1)

+∞∫︁
0

𝑢𝜌−𝑝−1

𝑢− 𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑢+

+∆1𝑟
𝜌1𝑒𝑖𝜙(𝑝+1)

+∞∫︁
0

𝑢𝜌1−𝑝−1

𝑢− 𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑢 = − 𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 − 𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)𝑟𝜌1 .

(18)

Отож, з (14)–(18) випливає (13). Теорему 1 доведено.

Наслiдок 1. За умов теореми 1, рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) маємо

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
=
𝜋∆𝑟𝜌

sin 𝜋𝜌
cos 𝜌(𝜙− 𝜋) + 𝜋∆1𝑟

𝜌1

sin 𝜋𝜌1
cos 𝜌1(𝜙− 𝜋) +

𝑜(𝑟𝜌2)

sin(𝜙/2)
, 𝑟 → +∞,
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arg 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆𝑟𝜌

sin 𝜋𝜌
sin 𝜌(𝜙− 𝜋) + 𝜋∆1𝑟

𝜌1

sin 𝜋𝜌1
sin 𝜌1(𝜙− 𝜋) +

𝑜(𝑟𝜌2)

sin(𝜙/2)
, 𝑟 → +∞,

i для кожного 𝛾 ∈ (0; 𝜌1 − 𝜌2)

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 +

𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)𝑟𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌2+𝛾), 𝐸𝛾 ̸϶ 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 →∞,

де 𝐸𝛾 = {𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 : |𝜙| < 𝑟−𝛾} i 𝜙 ∈ (0; 2𝜋).

Теорема 2. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ N, 𝜌 − 1 < 𝜌2 < 𝜌1 < 𝜌 i
послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову (12). Тодi для цiлої
функцiї (1) рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) виконується⃒⃒⃒

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)− Λ̃(𝑟𝑒𝑖𝜙)
⃒⃒⃒
sin

𝜙

2
= 𝑜(𝑟𝜌2), 𝑟 → +∞, (19)

де

Λ̃(𝑟𝑒𝑖𝜙)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙

(︃
1
𝜌

∑︀
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 +𝑄𝜌

)︃
+∆

(︁
−1

𝜌
+ 𝑖(𝜙− 𝜋)

)︁
𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙 + 𝜋Δ1𝑟𝜌1𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)

sin𝜋𝜌1
+

+ Δ1𝜌1𝑟𝜌1

𝜌(𝜌−𝜌1)
𝑒𝑖𝜌𝜙, 𝑝 = 𝜌,

𝑄𝜌𝑟
𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙 + 𝜋Δ1𝑟𝜌1𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)

sin𝜋𝜌1
, 𝑝 = 𝜌− 1.

Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) i 𝑝 = 𝜌. Позаяк ([1: 67], [3: 79],
[6, 10])

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = 𝑄(𝑧) +
𝑧𝜌

𝜌

∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 − 𝑧𝜌

𝑟∫︁
0

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝜌(𝑡− 𝑧)
− 𝑧𝜌

𝜌𝑟𝜌
𝑛(𝑟)− 𝑧𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝜌+1(𝑡− 𝑧)
,

то
𝑆 := log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)−𝑄𝜌𝑟

𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙 − 𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙

𝜌

∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 +

𝑒𝑖𝜌𝜙

𝜌
(∆𝑟𝜌 +∆1𝑟

𝜌1)+

+𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙
𝑟∫︁

0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝜌(𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙)
𝑑𝑡+ 𝑟𝜌+1𝑒𝑖(𝜌+1)𝜙

+∞∫︁
𝑟

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝜌+1(𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙)
𝑑𝑡 =

=

𝜌−1∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘𝑧
𝑘 − 𝑧𝜌

𝜌𝑟𝜌
(𝑛(𝑟)−∆𝑟𝜌 −∆1𝑟

𝜌1)−

−𝑧𝜌
𝑟∫︁

0

𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝜌(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡− 𝑧𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝜌+1(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡. (20)

Враховуючи (12), подiбно як при доведеннi теореми 1, отримуємо⃒⃒⃒
𝑆
⃒⃒⃒
≤𝜀𝑟𝜌2 + 1

𝜌
|𝑛(𝑟)−∆𝑟𝜌 −∆1𝑟

𝜌1| +

+ 𝑟𝜌
𝑟∫︁

0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝜌 |𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡+ 𝑟𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1 |

𝑡𝜌+1 |𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡 <
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< 𝜀𝑟𝜌2 +
𝜀

𝜌
𝑟𝜌2 + 𝜀𝑟𝜌

𝑟∫︁
0

𝑡𝜌2−𝜌

|𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡+ 𝜀𝑟𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑡𝜌2−𝜌−1

|𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡 <

< 𝑜(𝑟𝜌2) + 𝜀𝑟𝜌2
1∫︁

0

𝑢𝜌2−𝜌 𝑑𝑢√︀
𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1

+ 𝜀𝑟𝜌2
+∞∫︁
1

𝑢𝜌2−𝜌−1 𝑑𝑢√︀
𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1

<

< 𝑜(𝑟𝜌2) + 𝜀𝑟𝜌2
1∫︁

0

𝑢𝜌2−𝜌√︀
(𝑢2 + 1)min {1− cos𝜙; 1}

𝑑𝑢+

+𝜀𝑟𝜌2
+∞∫︁
1

𝑢𝜌2−𝜌−1√︀
(𝑢2 + 1)min {1− cos𝜙; 1}

𝑑𝑢 ≤ 𝑜(𝑟𝜌2)

sin(𝜙/2)
. (21)

Окрiм того, ([1: 67], [6, 10])

∆𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌
𝑟∫︁

0

𝑑𝑡

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙
+∆𝑒𝑖(𝜌+1)𝜙𝑟𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑑𝑡

𝑡(𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙)
= −∆𝑖(𝜙− 𝜋)𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌, (22)

i, згiдно з [3: 69] (див. також [2: 82], [5, 6]), одержимо

∆1𝑒
𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌

𝑟∫︁
0

𝑡𝜌1−𝜌

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑡+∆1𝑒

𝑖(𝜌+1)𝜙𝑟𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑡𝜌1−𝜌−1

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑡 =

= ∆1𝑒
𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌

⎛⎝ 𝑟∫︁
0

𝑡𝜌1−𝜌

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑡−

+∞∫︁
𝑟

𝑡𝜌1−𝜌

(︂
1

𝑡
− 1

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙

)︂
𝑑𝑡

⎞⎠ =

= ∆1𝑒
𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌

⎛⎝ +∞∫︁
0

𝑡𝜌1−𝜌

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑡−

+∞∫︁
𝑟

𝑡𝜌1−𝜌−1𝑑𝑡

⎞⎠ =

=∆1𝑒
𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌1

+∞∫︁
0

𝑢𝜌1−𝜌

𝑢− 𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑢+

∆1

𝜌1 − 𝜌
𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌1 = ∆1𝑟

𝜌1
2𝜋𝑖

1− 𝑒2𝜋𝑖𝜌1
𝑒𝑖𝜙𝜌1 +

∆1

𝜌1 − 𝜌
𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌1 =

= −∆1𝑟
𝜌1
𝜋𝑒−𝜋𝑖𝜌1

sin 𝜋𝜌1
𝑒𝑖𝜙𝜌1 − ∆1

𝜌− 𝜌1
𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌1 . (23)

Таким чином, з (20)–(23) отримуємо (19). Нехай тепер 𝑝 = 𝜌−1. Тодi ([1: 67],
[3: 81], [6, 10])

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =𝑄𝜌𝑧
𝜌 − 𝑧𝜌

𝜌

∑︁
𝜆𝑛>𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 − 𝑧𝜌

𝑟∫︁
0

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝜌(𝑡− 𝑧)
− 𝑧𝜌

𝜌𝑟𝜌
𝑛(𝑟)−

− 𝑧𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝜌+1(𝑡− 𝑧)
+ 𝑜(𝑟𝜌2), 𝑟 → +∞.
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Оскiльки в даному випадку
∞∑︀
𝑛=1

𝜆−𝜌
𝑛 < +∞, то ([3: 80], [6, 10]) 𝑛(𝑡) = ∆1𝑡

𝜌1 +

+ 𝑜(𝑡𝜌2), 𝑡→ +∞. Тому

−𝑧
𝜌

𝜌

∑︁
𝜆𝑛>𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 = −𝑧

𝜌

𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑑𝑛(𝑡)

𝑡𝜌
= −𝑧

𝜌

𝜌

⎛⎝𝑡−𝜌𝑛(𝑡)
⃒⃒+∞
𝑟

+ 𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑡−𝜌−1𝑛(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ =

= 𝑧𝜌
𝑛(𝑟)

𝜌𝑟𝜌
− 𝑧𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑡−𝜌−1𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑧𝜌

𝜌
(∆1𝑟

𝜌1−𝜌 + 𝑜(𝑟𝜌2−𝜌))−

−𝑧𝜌
+∞∫︁
𝑟

(∆1𝑡
𝜌1−𝜌−1 + 𝑜(𝑡𝜌2−𝜌−1))𝑑𝑡 = − ∆1𝜌1

𝜌(𝜌− 𝜌1)
𝑟𝜌1𝑒𝑖𝜌𝜙 +

𝑜(𝑟𝜌2)

sin(𝜙/2)
, 𝑟 → +∞.

Отож, як i вище виконується (19). Теорему 2 доведено.

Зауваження 1. Теореми 1–2 можна узагальнити на випадок цiлих фун-
кцiй додатного порядку з нулями на скiнченнiй системi променiв.

Теорема 3. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌1 ∈ (𝜌/2; 𝜌) i за
деякого 𝜌3 ∈ (0; 2𝜌1 − 𝜌) для цiлої функцiї (1) iснує така послiдовнiсть (𝑟𝑘),
0 < 𝑟𝑘 ↑ +∞, що

𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟
𝜌
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ), 𝑟𝜌1𝑘+1 − 𝑟

𝜌1
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ), 𝑘 → +∞, (24)

i рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑘𝑒

𝑖𝜙)
⃒⃒
=

𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑟𝜌𝑘 cos 𝜌(𝜙− 𝜋) +

𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 cos 𝜌1(𝜙− 𝜋) + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ), 𝑘 → +∞.

Тодi для деякого 𝜌2 ∈ (0; 𝜌1) виконується (12).

Доведення. Позаяк 𝑓(0) = 1, то за формулою Єнсена ([1: 14], [2: 10])

𝑁(𝑟) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
𝑑𝜙,

маємо

𝑁(𝑟𝑘) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

(︂
𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑟𝜌𝑘 cos 𝜌(𝜙− 𝜋) +

𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 cos 𝜌1(𝜙− 𝜋) + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 )

)︂
𝑑𝜙 =

=
∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ), 𝑘 → +∞.

Для кожного 𝑟 > 𝑟1 iснує 𝑘 таке, що 𝑟𝑘 ≤ 𝑟 < 𝑟𝑘+1. Оскiльки 𝑁(𝑟) є неспа-
дною функцiєю, то за умовою (24), отримуємо

𝑁(𝑟) ≤ 𝑁(𝑟𝑘+1) =
∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘+1 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘+1 + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘+1) =
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=
∆

𝜌

(︀
𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟

𝜌
𝑘

)︀
+

∆1

𝜌1

(︀
𝑟𝜌1𝑘+1 − 𝑟

𝜌1
𝑘

)︀
+

∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 + 𝑜

(︂(︂
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘

)︂𝜌3

𝑟𝜌3𝑘

)︂
=

=
∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ) ≤ ∆

𝜌
𝑟𝜌 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌3), 𝑟 → +∞.

З iншого боку, за умови (24), одержимо

𝑁(𝑟) ≥ 𝑁(𝑟𝑘) =
∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ) =

=
∆

𝜌

(︀
𝑟𝜌𝑘 − 𝑟

𝜌
𝑘+1

)︀
+

∆1

𝜌1

(︀
𝑟𝜌1𝑘 − 𝑟

𝜌1
𝑘+1

)︀
+

∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘+1 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘+1 + 𝑜

(︂(︂
𝑟𝑘
𝑟𝑘+1

)︂𝜌3

𝑟𝜌3𝑘+1

)︂
=

≥ ∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘+1 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘+1 + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘+1) ≥

∆

𝜌
𝑟𝜌 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌3), 𝑟 → +∞.

З обох останнiх нерiвностей випливає спiввiдношення

𝑁(𝑟) =
∆

𝜌
𝑟𝜌 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌3), 𝑟 → +∞.

Далi, оскiльки [4, 5]

𝑛(𝑟) log
𝑅

𝑟
≤ 𝑁(𝑅)−𝑁(𝑟) =

𝑅∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝑛(𝑅) log

𝑅

𝑟
, 0 < 𝑟 < 𝑅 < +∞, (25)

то, взявши 𝑅 = 𝑟𝑒
1

𝑟𝛼+𝑟𝛼1 , де 𝜌−𝜌1 < 𝛼 < 𝜌1−𝜌3, 0 < 𝛼1 < 𝛼, max{𝜌−𝛼; 𝜌3+𝛼} <
< 𝜌2 < 𝜌1, у лiвiй нерiвностi (25), використовуючи формулу 𝑒𝑥 = 1 + 𝑥+𝑂(𝑥2),
𝑥→ 0, отримуємо

𝑛(𝑟) ≤
Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︁
𝑒

𝜌
𝑟𝛼+𝑟𝛼1 − 1

)︁
+ Δ1

𝜌1
𝑟𝜌1
(︁
𝑒

𝜌1
𝑟𝛼+𝑟𝛼1 − 1

)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌3)

1
𝑟𝛼+𝑟𝛼1

=

=

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︁

𝜌
𝑟𝛼+𝑟𝛼1

+𝑂
(︁

1
(𝑟𝛼+𝑟𝛼1 )2

)︁)︁
+ Δ1

𝜌1
𝑟𝜌1
(︁

𝜌1
𝑟𝛼+𝑟𝛼1

+𝑂
(︁

1
(𝑟𝛼+𝑟𝛼1 )2

)︁)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌3)

1
𝑟𝛼+𝑟𝛼1

=

= ∆𝑟𝜌 +∆1𝑟
𝜌1 +𝑂

(︂
𝑟𝜌−𝛼

1 + 𝑟𝛼1−𝛼

)︂
+𝑂

(︂
𝑟𝜌1−𝛼

1 + 𝑟𝛼1−𝛼

)︂
+ 𝑜

(︀
𝑟𝜌3+𝛼(1 + 𝑟𝛼1−𝛼)

)︀
=

= ∆𝑟𝜌 +∆1𝑟
𝜌1 +𝑂

(︀
𝑟𝜌−𝛼

(︀
1− 𝑟𝛼1−𝛼 +𝑂

(︀
𝑟2(𝛼1−𝛼)

)︀)︀)︀
+

+𝑂
(︀
𝑟𝜌1−𝛼

(︀
1− 𝑟𝛼1−𝛼 +𝑂

(︀
𝑟2(𝛼1−𝛼)

)︀)︀)︀
+ 𝑜(𝑟𝜌3+𝛼) =

=∆𝑟𝜌 +∆1𝑟
𝜌1 +𝑂(𝑟𝜌−𝛼) +𝑂(𝑟𝜌1−𝛼) + 𝑜(𝑟𝜌3+𝛼)=∆𝑟𝜌 +∆1𝑟

𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌2), 𝑟 → +∞.

З iншого боку, взявши 𝑟 = 𝑅𝑒−
1

𝑅𝛼+𝑅𝛼1 у правiй нерiвностi (25), аналогiчно
одержимо

𝑛(𝑅) ≥
Δ
𝜌
𝑅𝜌
(︁
1− 𝑒

−𝜌
𝑅𝛼+𝑅𝛼1

)︁
+ Δ1

𝜌1
𝑅𝜌1

(︁
1− 𝑒

−𝜌1
𝑅𝛼+𝑅𝛼1

)︁
+ 𝑜(𝑅𝜌3)

1
𝑅𝛼+𝑅𝛼1

=
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=

Δ
𝜌
𝑅𝜌
(︁

𝜌
𝑅𝛼+𝑅𝛼1

+𝑂
(︁

1
(𝑅𝛼+𝑅𝛼1 )2

)︁)︁
+ Δ1

𝜌1
𝑅𝜌1

(︁
𝜌1

𝑅𝛼+𝑅𝛼1
+𝑂

(︁
1

(𝑅𝛼+𝑅𝛼1 )2

)︁)︁
+ 𝑜(𝑅𝜌3)

1
𝑅𝛼+𝑅𝛼1

=

= ∆𝑅𝜌 +∆1𝑅
𝜌1 +𝑂

(︂
𝑅𝜌−𝛼

1 +𝑅𝛼1−𝛼

)︂
+𝑂

(︂
𝑅𝜌1−𝛼

1 +𝑅𝛼1−𝛼

)︂
+ 𝑜

(︀
𝑅𝜌3+𝛼(1 +𝑅𝛼1−𝛼)

)︀
=

=∆𝑅𝜌+∆1𝑅
𝜌1+𝑂(𝑅𝜌−𝛼)+𝑂(𝑅𝜌1−𝛼)+𝑜(𝑅𝜌3+𝛼)=∆𝑅𝜌+∆1𝑅

𝜌1+𝑜(𝑅𝜌2), 𝑅→ +∞.
З обох останнiх нерiвностей, для деякого 𝜌2 ∈ (0; 𝜌1) отримаємо (12). Теорему

3 доведено.

Теорема 4. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌4 ∈ (0; 𝜌) i для цiлої
функцiї (1) iснує послiдовнiсть (𝑟𝑘) така, що 0 < 𝑟𝑘 ↑ +∞, 𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟

𝜌
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌4𝑘 ),

𝑘 → +∞, i рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑘𝑒

𝑖𝜙)
⃒⃒
=

𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑟𝜌𝑘 cos 𝜌(𝜙− 𝜋) + 𝑜(𝑟𝜌4𝑘 ), 𝑘 → +∞.

Тодi
𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 +𝑂

(︁
𝑡
𝜌+𝜌4

2

)︁
, 𝑡→ +∞. (26)

Доведення. За умов теореми, аналогiчно, як у доведеннi теореми 3, отри-
муємо (див. також [5: 142, лема 2])

𝑁(𝑟) =
∆

𝜌
𝑟𝜌 + 𝑜(𝑟𝜌4), 𝑟 → +∞.

Взявши 𝑅 = 𝑟
(︁
1 + 𝑟

𝜌4−𝜌
2

)︁
у лiвiй нерiвностi (25), одержимо

𝑛(𝑟) ≤
Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︁(︁

1 + 𝑟
𝜌4−𝜌

2

)︁𝜌
− 1
)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌4)

log
(︁
1 + 𝑟

𝜌4−𝜌
2

)︁ =

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︁(︁

1 + 𝑟
𝜌4−𝜌

2

)︁𝜌
− 1
)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌4)

𝑟
𝜌4−𝜌

2 +𝑂(𝑟𝜌4−𝜌)
=

=

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︁
𝜌𝑟

𝜌4−𝜌
2 +𝑂(𝑟𝜌4−𝜌)

)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌4)

𝑟
𝜌4−𝜌

2 +𝑂(𝑟𝜌4−𝜌)
=

∆𝑟
𝜌+𝜌4

2 +𝑂(𝑟𝜌4) + 𝑜(𝑟𝜌4)

𝑟
𝜌4−𝜌

2 +𝑂(𝑟𝜌4−𝜌)
=

=
∆𝑟𝜌 +𝑂

(︁
𝑟

𝜌4+𝜌
2

)︁
1 +𝑂

(︁
𝑟

𝜌4−𝜌
2

)︁ =
(︁
∆𝑟𝜌 +𝑂

(︁
𝑟

𝜌4+𝜌
2

)︁)︁(︁
1 +𝑂

(︁
𝑟

𝜌4−𝜌
2

)︁)︁
=

= ∆𝑟𝜌 +𝑂
(︁
𝑟

𝜌4+𝜌
2

)︁
+𝑂(𝑟𝜌4) = ∆𝑟𝜌 +𝑂

(︁
𝑟

𝜌4+𝜌
2

)︁
, 𝑟 → +∞.

З iншого боку, взявши 𝑟 = 𝑅
(︁
1−𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁
у правiй нерiвностi (25), маємо

𝑛(𝑅) ≥
Δ
𝜌
𝑅𝜌
(︁
1−

(︁
1−𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁𝜌)︁
+ 𝑜(𝑅𝜌4)

− log
(︁
1−𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁ =

=

Δ
𝜌
𝑅𝜌
(︁
𝜌𝑅

𝜌4−𝜌
2 +𝑂(𝑅𝜌4−𝜌)

)︁
+ 𝑜(𝑅𝜌4)

𝑅
𝜌4−𝜌

2 +𝑂(𝑅𝜌4−𝜌)
=

Δ
𝜌
𝑅𝜌
(︁
𝜌+𝑂

(︁
𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁)︁
+𝑂

(︁
𝑅

𝜌4+𝜌
2

)︁
1 +𝑂

(︁
𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁ =

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 46, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



128 Р. В. ХАЦЬ, В. П. ЯРМОШИК

=
(︁
∆𝑅𝜌 +𝑂

(︁
𝑅

𝜌4+𝜌
2

)︁)︁(︁
1 +𝑂

(︁
𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁)︁
= ∆𝑅𝜌 +𝑂

(︁
𝑅

𝜌4+𝜌
2

)︁
, 𝑅→ +∞.

З обох останнiх нерiвностей випливає (26). Теорему 4 доведено.

Зауваження 2. Теорема 4 уточнює необхiднiсть теореми 1 з [5: 141].

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй статтi
дослiджено двочленну асимптотику логарифмiв цiлих функцiй скiнченного по-
рядку за умови покращеної двочленної асимптотики лiчильної функцiї їх нулiв
на променi (див. теореми 1, 2 та наслiдок 1). Встановлено зв’язок мiж покраще-
ним регулярним зростанням на деяких колах логарифма модуля цiлої функцiї
нецiлого порядку та покращеним розподiлом її нулiв на променi в термiнах
двочленних асимптотик (теорема 3). Уточнено такий взаємозв’язок у випадку
одночленної асимптотики логарифма модуля цiлої функцiї нецiлого порядку
(теорема 4). При цьому, отримано новi двочленнi асимптотичнi спiввiдношення
для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв цiлих функцiй нецiлого порядку
(теорема 3).

Отриманi результати доповнюють результати робiт [4–32]. Вони можуть бу-
ти використанi в теорiї зростання цiлих та субгармонiйних функцiй, при дослi-
дженнi базисiв i розв’язуваннi деяких iнтерполяцiйних задач [1–3].
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Khats’ R. V., Yarmoshyk V. P. A two-term asymptotics of entire functions with
improved distribution of zeros on a ray.

The two-term asymptotics of entire functions of finite order under the condition of
improved two-term asymptotics of the counting function of their zeros on a ray is studied. In
particular, the connection between the improved regular growth of the logarithm (logarithm
of the modulus) of entire function of finite order and the improved distribution of its zeros
on a ray in terms of a two-term asymptotics is established. New two-term asymptotic
equalities for the counting functions of the sequences of zeros of entire functions of finite
order are obtained.
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