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УЗАГАЛЬНЕННЯ НЕРIВНОСТI ФЕЙЄРА
ДЛЯ ФУНКЦIЙ ДВОХ ЗМIННИХ

У статтi узагальнено нерiвнiсть Фейєра для покоординатно опуклих функцiй двох
змiнних. За допомогою нерiвностi Ермiта–Адамара для покоординатно опуклих фун-
кцiй двох змiнних отриманi iнтервальнi оцiнки подвiйних iнтегралiв по прямокутнику.

Ключовi слова: нерiвнiсть Фейєра, нерiвнiсть Ермiта–Адамара, опукла функцiя,
неперервна функцiя, iнтегровна за Рiманом функцiя.

1. Вступ. У 1906 р. угорський математик Л. Фейєр [1], вiдомий своїми до-
слiдженнями у теорiї рядiв Фур’є, отримав оцiнку iнтеграла вiд деякої опуклої
функцiї. Цю нерiвнiсть пiзнiше було названо на його честь.

Наведемо нерiвнiсть Фейєра у виглядi наступної теореми.

Теорема 1. [1] Нехай функцiї 𝑓, 𝑔 : [𝑎, 𝑏] → R задовольняють наступнi
умови:

1) функцiя 𝑓 опукла вниз на вiдрiзку [𝑎, 𝑏];
2) функцiя 𝑔 неперервна i невiд’ємна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏];
3) ∀𝑡 ∈

[︀
0, 𝑏−𝑎

2

]︀
: 𝑔(𝑎+ 𝑡) = 𝑔(𝑏− 𝑡).

Тодi

𝑓

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥. (1)

Подвiйна нерiвнiсть (1) називається нерiвнiстю Фейєра. У випадку 𝑔(𝑥) = 1
ця нерiвнiсть переходить у вiдому нерiвнiсть Ермiта-Адамара оцiнки середнього
значення на вiдрiзку опуклої функцiї. Так для опуклої вниз на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]
функцiї 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] виконується нерiвнiсть Ермiта–Адамара [6]:

𝑓

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
≤ 1

𝑏− 𝑎

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
.
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Така нерiвнiсть є першим фундаментальним результатом для опуклих функцiй,
визначених на iнтервалi дiйсних чисел iз природною геометричною iнтерпрета-
цiєю та значною кiлькiстю застосувань для окремих нерiвностей [2].

Узагальнення та застосування нерiвностi Фейєра, а також нерiвностi Ермiта–
Адамара для побудови рiзних оцiнок для iнтегралiв вiд опуклих функцiй до-
слiджувались багатьма авторами. Так, у монографiї [2] подано основнi факти,
пов’язанi з нерiвностями Ермiта–Адамара для опуклих функцiй, велику кiль-
кiсть результатiв для спецiальних середнiх, а також нерiвностi для iнших по-
нять опуклостей. У статтi [3] автори встановили деякi новi нерiвностi типу Фейе-
ра для опуклих функцiй. Нерiвностi Ермiта–Адамара, Фейєра та подiбнi нерiв-
ностi для 𝑠–опуклих функцiй у другому сенсi було отримано у статтях [4], [5].
У 2022 роцi в роботi З. Екен [6] отримано нерiвнiсть Фейєра для 𝑠–опуклих
функцiй у четвертому значеннi, а також приклади застосування цих нерiвно-
стей для оцiнки функцiї похибки Гаусса, рiзницi мiж двома неповними гамма–
функцiями та iнтеграла Френеля. У статтi Р. Делавар [7] були також одержанi
узагальнення та уточнення нерiвностi Фейера з деякими новими застосування-
ми, зокрема пов’язанi з функцiями Ейлера.

Зауважимо, що якщо функцiя 𝑓 опукла вгору на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то знак нерiв-
ностi в (1) змiнюється на протилежний. Опукла вниз на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] функцiя
𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R неперервна на iнтервалi (𝑎, 𝑏) [8]. На кiнцях вiдрiзка ця функцiя
має скiнченнi границi, причому границя справа у точцi : 𝑓(𝑎+0) ≤ 𝑓(𝑎), грани-
ця злiва у точцi 𝑏 : 𝑓(𝑏− 0) ≤ 𝑓(𝑏) [8]. Тому пiдiнтегральнi функцiї у нерiвностi
(1) iнтегровнi за Рiманом.

2. Нерiвнiсть Фейєра для функцiй двох змiнних. Нехай ∆ = [𝑎1, 𝑏1]×
[𝑎2, 𝑏2] — прямокутник у R2, ℎ = ℎ(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ ∆ — дiйсна функцiя двох
змiнних.

Означення 1. Функцiя ℎ : ∆ → R називається покоординатно опуклою
вниз на прямокутнику ∆ = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2], якщо:

1) ∀𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1] функцiя ℎ(𝑥, ·) : [𝑎2, 𝑏2]→ R опукла вниз на вiдрiзку [𝑎2, 𝑏2];
2) ∀𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑏2] функцiя ℎ(·, 𝑦) : [𝑎1, 𝑏1]→ R опукла вниз на вiдрiзку [𝑎1, 𝑏1].

Аналогiчно визначають покоординатну опуклiсть вгору функцiї на прямо-
кутнику.

Опукла на прямокутнику функцiя є покоординатно опуклою, але не навпа-
ки. Наведемо вiдповiдний приклад.

Приклад 1. Функцiя ℎ(𝑥, 𝑦) = −𝑥 · 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ∆ = [−1, 1]2 є покоординатно
опуклою вниз. Дiйсно, для довiльного фiксованого 𝑥 ∈ [−1, 1] функцiя ℎ = −𝑥 ·
𝑦, 𝑦 ∈ ∆ = [−1, 1] опукла вниз на вiдрiзку [−1, 1]. Аналогiчно, для довiльного
фiксованого 𝑦 ∈ [−1, 1] функцiя ℎ = −𝑥 · 𝑦, 𝑥 ∈ ∆ = [−1, 1] опукла вниз на
вiдрiзку [−1, 1].

Але ця функцiя не є опуклою вниз на квадратi ∆ як функцiя двох змiнних.
Дiйсно, для точок (0, 0), (1, 1), (−1,−1) маємо: (0, 0) = (1,1)+(−1,−1)

2
, але

ℎ(0, 0) = 0 >
1

2
(ℎ(1, 1) + ℎ(−1,−1)) = −1.

Теорема 2. Нехай функцiї ℎ, 𝑔 : ∆ = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] → R задовольняють
умови:

Роздiл 1: Математика i статистика
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1) функцiя ℎ покоординатно опукла вниз на прямокутнику ∆;
2) функцiя 𝑔 неперервна i невiд’ємна на прямокутнику ∆;
3) ∀𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑏2] : 𝑔(𝑎1 + 𝑡, 𝑦) = 𝑔(𝑏1 − 𝑡, 𝑦), 𝑡 ∈

[︀
0, 𝑏1−𝑎1

2

]︀
;

∀𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1] : 𝑔(𝑥, 𝑎2 + 𝑠) = 𝑔(𝑥, 𝑏2 − 𝑠), 𝑠 ∈
[︀
0, 𝑏2−𝑎2

2

]︀
.

Тодi

ℎ

(︂
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤
∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤ (2)

≤ 1

4

(︁
ℎ(𝑎1, 𝑎2) + ℎ(𝑎1, 𝑏2) + ℎ(𝑏1, 𝑎2) + ℎ(𝑏1, 𝑏2)

)︁∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

Зауваження 1. Геометрична iнтерпретацiя умови 3) теореми (2) полягає
у тому, що поверхня 𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ ∆ симетрична вiдносно кожної з
площин 𝑥 = 𝑎1+𝑏1

2
, 𝑦 = 𝑎2+𝑏2

2
.

Доведення. Доведемо теорему (2). Зафiксуємо 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1] i покладемо

ℎ1(𝑦) = ℎ(𝑥, 𝑦), 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑏2] ,

𝑔1(𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦), 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑏2] .

Функцiя ℎ1 опукла вниз на вiдрiзку [𝑎2, 𝑏2]. Функцiя 𝑔1 ∈ 𝐶 ([𝑎2, 𝑏2]) i не-
вiд’ємна на вiдрiзку [𝑎2, 𝑏2]. Крiм того,

𝑔1(𝑎2 + 𝑠) = 𝑔(𝑥, 𝑎2 + 𝑠) = 𝑔(𝑥, 𝑏2 − 𝑠) = 𝑔1(𝑏2 − 𝑠), 𝑠 ∈
[︂
0,
𝑏2 − 𝑎2

2

]︂
.

Внаслiдок нерiвностi Фейєра для функцiй ℎ1, 𝑔1 на вiдрiзку [𝑎2, 𝑏2],

ℎ

(︂
𝑥,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤
∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤ ℎ(𝑥, 𝑎2) + ℎ(𝑥, 𝑏2)

2

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦. (3)

Далi, функцiї ℎ
(︀
𝑥, 𝑎2+𝑏2

2

)︀
, ℎ(𝑥, 𝑎2), ℎ(𝑥, 𝑏2), 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1] опуклi вниз на вiдрiз-

ку [𝑎1, 𝑏1]. Функцiя 𝑔(𝑥) =
∫︀ 𝑏2
𝑎2
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1] неперервна i невiд’ємна на

вiдрiзку [𝑎1, 𝑏1]. Внаслiдок умови 3),

𝑔(𝑎1 + 𝑡) =

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑎1 + 𝑡, 𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑏1 − 𝑡, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝑔(𝑏1 − 𝑡), 𝑡 ∈
[︂
0,
𝑏1 − 𝑎1

2

]︂
.

Внаслiдок нерiвностi Фейєра для функцiй ℎ
(︀
·, 𝑎2+𝑏2

2

)︀
, 𝑔(·) на вiдрiзку [𝑎1, 𝑏1]

маємо:

ℎ

(︂
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

= ℎ

(︂
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤ (4)
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≤
∫︁ 𝑏1

𝑎1

ℎ

(︂
𝑥,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ

(︂
𝑥,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

Подвiйну нерiвнiсть (3) почленно проiнтегруємо на вiдрiзку [𝑎1, 𝑏1] за змiн-
ною 𝑥 i отримаємо∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ

(︂
𝑥,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤
∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑎2) + ℎ(𝑥, 𝑏2)

2
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦. (5)

Iз нерiвностей (4) та (5) слiдує

ℎ

(︂
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤
∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦. (6)

Тепер застосуємо нерiвнiсть Фейєра для функцiй ℎ(·,𝑎2)+ℎ(·,𝑏2)
2

, 𝑔(·) на вiдрiзку
[𝑎1, 𝑏1]: ∫︁ 𝑏1

𝑎1

ℎ(𝑥, 𝑎2) + ℎ(𝑥, 𝑏2)

2
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤

≤ 1

4

(︁
ℎ(𝑎1, 𝑎2) + ℎ(𝑎1, 𝑏2) + ℎ(𝑏1, 𝑎2) + ℎ(𝑏1, 𝑏2)

)︁∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑔(𝑥)𝑑𝑥. (7)

Iз нерiвностей (5) та (7) слiдує нерiвнiсть:∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤ 1

4

(︁
ℎ(𝑎1, 𝑎2) + ℎ(𝑎1, 𝑏2) + ℎ(𝑏1, 𝑎2) + ℎ(𝑏1, 𝑏2)

)︁∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦. (8)

Нерiвнiсть (2) еквiвалентна нерiвностям (6) i (8). Теорема доведена.
Нерiвнiсть (2) будемо називати нерiвнiстю Фейєра для функцiй двох змiн-

них. Якщо функцiя ℎ : ∆→ R покоординатно опукла вгору на прямокутнику ∆,
то знаки нерiвностi у подвiйнiй нерiвностi (2) потрiбно замiнити на протилежнi.

Приклад 2. За допомогою нерiвностi Фейєра оцiнимо iнтеграл∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

𝑑𝑦.

Позначимо:
ℎ(𝑥, 𝑦) =

1√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

, (𝑥, 𝑦) ∈ [−1, 1]2;

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦4, (𝑥, 𝑦) ∈ [−1, 1]2.
Функцiя 𝑔 задовольняє умови 2)-3) теореми (2). Доведемо, що функцiя

ℎ(𝑥, 𝑦) покоординатно опукла вгору на квадратi [−1, 1]2. Функцiя ℎ симетри-
чна вiдносно змiнних 𝑥, 𝑦. Тому достатньо довести, що ∀𝑦 ∈ [−1, 1] функцiя
ℎ(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ [−1, 1] опукла як функцiя змiнної 𝑥. Маємо:

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= −1

2
(9 + 𝑥4 + 𝑦4)−

3
2 · 4𝑥3 = −2𝑥3(9 + 𝑥4 + 𝑦4)−

3
2 ;
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𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
= −6𝑥2(9 + 𝑥4 + 𝑦4)−

3
2 + 3𝑥3(9 + 𝑥4 + 𝑦4)−

5
2 · 4𝑥3 =

= (9 + 𝑥4 + 𝑦4)−
5
2

(︁
12𝑥6 − 6𝑥2

(︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

)︀ )︁
=

= 6𝑥2(9 + 𝑥4 + 𝑦4)−
5
2

(︀
2𝑥4 − 9− 𝑥4 − 𝑦4

)︀
=

= −6𝑥2 9− 𝑥4 + 𝑦4

(9 + 𝑥4 + 𝑦4)
5
2

< 0, 𝑥 ∈ [−1, 1].

Тому ∀𝑦 ∈ [−1, 1] функцiя ℎ(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ [−1, 1] опукла вгору. Внаслiдок нерiвностi
Фейєра

1

3

∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4𝑑𝑦 ≥
∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

𝑑𝑦 ≥

≥ 1

4

4√
11

∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4𝑑𝑦,

тобто
4

3
· 1
3
· 1
5
≥
∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

𝑑𝑦 ≥ 4√
11
· 1
3
· 1
5
,

4

45
≥
∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

𝑑𝑦 ≥ 4

20
√
11
,

0, 0(8) ≥
∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

𝑑𝑦 ≥ 0, 0603.

У випадку 𝑔(𝑥, 𝑦) = 1, (𝑥, 𝑦) ∈ ∆ нерiвнiсть Фейєра (2) для функцiй двох
змiнних переходить у нерiвнiсть Ермiта–Адамара [8] для функцiй двох змiнних.
Сформулюємо вiдповiдну теорему.

Теорема 3. Нехай ∆ = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2], функцiя ℎ : ∆→ R покоординатно
опукла вниз на прямокутнику ∆. Тодi

ℎ

(︂
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂
≤ 1

(𝑏1 − 𝑎1)(𝑏2 − 𝑎2)

∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤ 1

4

(︁
ℎ(𝑎1, 𝑎2) + ℎ(𝑎1, 𝑏2) + ℎ(𝑏1, 𝑎2) + ℎ(𝑏1, 𝑏2)

)︁
. (9)

Зазначимо, що таке узагальнення мiститься у монографiї [2, с. 316].
3. Iнтервальнi оцiнки подвiйних iнтегралiв покоординатно опуклих

функцiй. Наведенi у цьому пiдроздiлi результати отриманi у третьому роздiлi
магiстерської роботи [9].

Нехай 𝑓 : [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] → R — неперервна i покоординатно опукла на
прямокутнику ∆ = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2] функцiя.

Для натурального числа 𝑛 розглянемо розбиття прямокутника ∆ на 𝑛2 пря-
мокутникiв 𝑄𝑖𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛:

𝜆𝑛 = {𝑄𝑖𝑗 = [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]× [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗]
⃒⃒
𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛},

де

𝑥𝑘 = 𝑎1 + 𝑘ℎ1𝑛, ℎ1𝑛 =
𝑏1 − 𝑎1
𝑛

, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛;
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𝑦𝑘 = 𝑎2 + 𝑘ℎ2𝑛, ℎ2𝑛 =
𝑏2 − 𝑎2
𝑛

, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Застосуємо нерiвнiсть Ермiта–Адамара на кожному прямокутнику 𝑄𝑖𝑗:

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
≤ 1

ℎ1𝑛ℎ2𝑛

∫︁
𝑄𝑖𝑗

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤

≤ 1

4

(︁
𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

)︁
.

Помножимо цю подвiйну нерiвнiсть на ℎ1𝑛ℎ2𝑛

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
ℎ1𝑛ℎ2𝑛 ≤

∫︁
𝑄𝑖𝑗

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤

≤ 1

4

(︁
𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

)︁
ℎ1𝑛ℎ2𝑛.

Пiдсумуємо цi нерiвностi по 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 та 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛:
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
ℎ1𝑛ℎ2𝑛 ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑄𝑖𝑗

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ (10)

≤ 1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

)︁
ℎ1𝑛ℎ2𝑛.

Внаслiдок адитивностi подвiйного iнтеграла Рiмана,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑄𝑖𝑗

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Δ

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (11)

Покладемо

𝐴𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
ℎ1𝑛ℎ2𝑛, (12)

𝐵𝑛 =
1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

)︁
ℎ1𝑛ℎ2𝑛. (13)

Теорема 4. Нехай функцiя 𝑓 : ∆ = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2]→ R задовольняє насту-
пнi умови:

1) 𝑓 ∈ 𝐶
(︁
[𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2]

)︁
;

2) функцiя 𝑓 покоординатно опукла вниз на прямокутнику ∆.
Тодi

1)

∀𝑛 ≥ 1 : 𝐴𝑛 ≤
∫︁
Δ

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝐵𝑛; (14)
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2) 𝐵𝑛 − 𝐴𝑛 → 0, 𝑛→∞, де 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 визначенi рiвностями (12), (13).

Доведення. Зауважимо, що дрiбнiсть розбиття 𝑑(𝜆𝑛) =
√︀
ℎ21𝑛 + ℎ22𝑛 → 0, 𝑛→

∞. Суми
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
ℎ1𝑛ℎ2𝑛,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1)ℎ1𝑛ℎ2𝑛,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗)ℎ1𝑛ℎ2𝑛,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1)ℎ1𝑛ℎ2𝑛,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗)ℎ1𝑛ℎ2𝑛

мiстяться у подвiйнiй нерiвностi (10) i є iнтегральними сумами для функцiї 𝑓 ,
розбиття 𝜆𝑛 i вiдповiдних наборiв промiжних точок. Отже, кожна з цих сум
прямує до

∫︀
Δ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 при 𝑛 → ∞. Iз рiвностей (11), (12) слiдує, що 𝐴𝑛 →∫︀

Δ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑛→∞ i 𝐵𝑛 →

∫︀
Δ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑛→∞. Тому 𝐵𝑛−𝐴𝑛 → 0, 𝑛→∞.

Нерiвнiсть (14) з урахуванням позначень (13), (12) та рiвностi (11) безпосе-
редньо слiдує з нерiвностi (10). Теорема доведена.

Зауваження 2. Якщо умову покоординатної опуклостi вниз замiнити на
умову покоординатної опуклостi вгору, то нерiвнiсть (14) запишеться у ви-
глядi:

∀𝑛 ≥ 1 : 𝐴𝑛 ≥
∫︁
Δ

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 𝐵𝑛; (15)

Алгоритм обчислення подвiйного iнтеграла опуклої функцiї iз за-
даною точнiстю 𝜀 > 0. Нехай функцiя 𝑓 : [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2]→ R — неперервна i
покоординатно опукла вниз на прямокутнику ∆ = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2]. Нехай, далi
𝜆
(1)
𝑛 = {𝑎1 = 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑏1} — рiвномiрне розбиття вiдрiзка [𝑎1, 𝑏1] з кроком
ℎ1𝑛 = 𝑏1−𝑎1

𝑛
i 𝜆(2)𝑛 = {𝑎2 = 𝑦0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 = 𝑏2} — рiвномiрне розбиття [𝑎2, 𝑏2] з

кроком ℎ2𝑛 = 𝑏2−𝑎2
𝑛

. Зауважимо, що

𝑥𝑘 = 𝑎1 + 𝑘ℎ1𝑛, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑦𝑘 = 𝑎2 + 𝑘ℎ2𝑛, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Послiдовно обчислюємо

𝐴𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
ℎ1𝑛ℎ2𝑛, 𝑛 ≥ 1,

𝐵𝑛 =
1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

)︁
ℎ1𝑛ℎ2𝑛, 𝑛 ≥ 1.

Нехай 𝑚 — натуральне число, при якому 𝐵𝑚 −𝐴𝑚 < 2𝜀. Тодi 𝐴𝑚+𝐵𝑚

2
набли-

жене значення подвiйного iнтеграла
∫︀
Δ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 з точнiстю до 𝜀.

Якщо на 𝑛–тому кроцi 𝐵𝑛−𝐴𝑛 > 2𝜀, то продовжуємо обчислення. Якщо 𝐵𝑛−
𝐴𝑛 ≤ 2𝜀, то 𝐴𝑛+𝐵𝑛

2
— наближене значення подвiйного iнтеграла

∫︀
Δ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 з

точнiстю до 𝜀 > 0.
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Приклад 3. Обчислимо з точнiстю до однiєї тисячної iнтеграл∫︁
[0,1]2

𝑒𝑥𝑦 · 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦.

Функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 · 𝑥𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 1]2 неперервна на [0, 1]2. Ця функцiя симе-
трична вiдносно змiнних 𝑥, 𝑦. Тому для доведення покоординатної опуклостi
вниз достатньо ∀𝑦 ∈ [0, 1] дослiдити опуклiсть функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 · 𝑥𝑦 вiд-
носно змiнної 𝑥 на вiдрiзку [0, 1].

Маємо:
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑦2𝑥𝑒𝑥𝑦 + 𝑦𝑒𝑥𝑦;

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= 𝑦3𝑥𝑒𝑥𝑦 + 𝑦2𝑒𝑥𝑦 + 𝑦2𝑒𝑥𝑦 ≥ 0, 𝑥 ∈ [0, 1].

Отже, функцiя 𝑓 опукла вниз вiдносно змiнної 𝑥 на вiдрiзку [0, 1]. У нашо-
му випадку

𝐴𝑛 =
1

𝑛2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

exp

(︃(︀
𝑖− 1

2

)︀ (︀
𝑗 − 1

2

)︀
𝑛2

)︃
·
(︀
𝑖− 1

2

)︀ (︀
𝑗 − 1

2

)︀
𝑛2

, 𝑛 ≥ 1,

𝐵𝑛 =
1

4𝑛2

(︃
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

exp

(︂
(𝑖− 1) (𝑗 − 1)

𝑛2

)︂
· (𝑖− 1) (𝑗 − 1)

𝑛2
+

+
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

exp

(︂
(𝑖− 1) 𝑗

𝑛2

)︂
· (𝑖− 1) 𝑗

𝑛2
+

+
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︁
exp

(︂
𝑖 (𝑗 − 1)

𝑛2

)︂
· 𝑖 (𝑗 − 1)

𝑛2
+ exp

(︂
𝑖 · 𝑗
𝑛2

)︂
· 𝑖 · 𝑗
𝑛2

)︁)︃
, 𝑛 ≥ 1.

Наведемо результати обчислень:
𝑛 𝐴𝑛 𝐵𝑛

10 0, 399366 0, 402418
15 0, 399928 0, 401283

𝐵15 − 𝐴15 < 0, 002, 𝐴15+𝐵15

2
= 0, 400 — наближене значення iнтеграла

∫︀
[0,1]2

𝑒𝑥𝑦 ·
𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 з точнiстю до однiєї тисячної.

4. Висновки. У цiй статтi нерiвнiсть Фейєра узагальнена для функцiй
двох змiнних на прямокутнику. Нерiвнiсть Ермiта–Адамара для функцiй двох
змiнних застосовано для побудови iнтервальних оцiнок подвiйних iнтегралiв по
прямокутнику.
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