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ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОШИРЕННЯ СЕЙСМIЧНИХ
ХВИЛЬ У ПОРИСТИХ СЕРЕДОВИЩАХ З УМОВАМИ

IДЕАЛЬНОГО КОНТАКТУ

У цiй статтi розглядаються теоретичнi та чисельнi аспекти моделювання розпо-
всюдження сейсмiчних хвиль у насичених пористих середовищах за моделлю Бiота.
Представлено повний опис математичної моделi, що мiстить рiвняння руху твердого
скелету та рiдини, умови збереження маси й напружень, а також чисельну реалi-
зацiю з використанням явної скiнченно-рiзницевої схеми другого порядку. Детально
проаналiзовано умови iнтерфейсного контакту мiж середовищами з рiзними швидко-
стями хвиль, умову CFL, норми L2 та H1 для оцiнки похибок, а також порядок збi-
жностi методу. Результати чисельних експериментiв, пiдтвердженi як статистичними
даними, так i зображеннями (кадрами моделювання), демонструють високу точнiсть
моделювання. Стаття мiстить розгорнутий аналiз отриманих результатiв i детально
обговорює перспективи застосування розробленої методики.

Ключовi слова: сейсмiчнi хвилi, пористе середовище, модель Бiота, Ricker-iмпульс,
iдеальний контакт, математична модель, CFL, збiжнiсть.

1. Вступ. Пружнi хвилi у геологiчних середовищах часто розповсюджуються
в породах, насичених флюїдами (водою, нафтою, газом). Для опису їхнього по-
ширення використовується теорiя поропружностi, зокрема модель Бiота, яка
враховує взаємодiю мiж твердою пористою структурою та проникним флюї-
дом [1,2]. Модель Бiота дозволяє описати два типи поздовжнiх (компресiйних)
хвиль — так звану швидку 𝑃 -хвилю, в якiй рух твердого скелета та флюїду
вiдбувається в фазi, та повiльну 𝑃 -хвилю, де рухи флюїду вiдносно скелета
протифазнi i яка зазвичай сильно затухає. Також у середовищi iснує одна по-
перечна (𝑆) хвиля, що поширюється лише через деформацiї твердого скелета.
Наявнiсть двох 𝑃 -хвиль є унiкальною особливiстю теорiї Бiота i пiдтверджена
експериментально (повiльна хвиля була вперше спостережена в лабораторiї у
1980-х роках [3,4]). Здатнiсть повiльної хвилi переносити енергiю обмежена — на
низьких частотах вона проявляється як дифузiйний процес через в’язкий опiр
руху флюїду, а на високих частотах стає хвилею з помiрним затуханням, яка
все ж розсiює значну частину енергiї на тепло через тертя флюїду об породи.
Таким чином, модель Бiота враховує дисипативнi ефекти i дозволяє адекватно
описати загасання сейсмiчних сигналiв у насичених флюїдом породах.

У цiй статтi математично формулюється задача поширення сейсмiчних хвиль
у двовимiрному пористому середовищi з вертикальним iнтерфейсом, що роздi-
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ляє два матерiали з рiзними властивостями. Розглянуто умови контакту на
поверхнi роздiлу, якi вiдповiдають моделi iдеального гiдравлiчного зв’язку мiж
пористими середовищами (“вiдкритi пори” [5]). Це означає, що пористi карка-
си механiчно з’єднанi, а флюїд може вiльно перетiкати через межу. У роботi
виведено вiдповiднi граничнi умови для напружень, тиску та швидкостей, що
забезпечують коректне математичне формулювання задачi [6].

На вiдмiну вiд попереднiх робiт, де моделювання обмежувалося однорiдни-
ми або слабо неоднорiдними середовищами [7, 8], у цiй роботi поєднано кiлька
аспектiв:

• теоретичне обґрунтування умов неперервностi мiж пористими середови-
щами;

• чисельну реалiзацiю цих умов у скiнченно-рiзницевiй схемi другого поряд-
ку;

• оцiнку точностi методу в енергетичних нормах 𝐿2 та 𝐻1;
• аналiз хвильових ефектiв на iнтерфейсi при змiнi жорсткостi матерiалу.
У деяких дослiдженнях [4, 9] модель обмежується лише твердим каркасом

або не враховує ефекти повiльної хвилi. Натомiсть у цьому дослiдженнi реалi-
зовано згладжене врахування параметрiв на межi, що дозволяє уникнути чи-
сельних розривiв i забезпечує фiзично узгоджене моделювання переходу хвиль
мiж середовищами.

Загалом, робота пропонує один iз варiантiв чисельного пiдходу до моделю-
вання хвиль у пористих середовищах з урахуванням iнтерфейсних умов i може
бути корисною при вивченнi подiбних задач у геофiзичному контекстi.

2. Постановка задачi та основний результат.
Розглянемо пористе пружне середовище, насичене рiдиною — суцiльне тiло,

що складається з твердого каркасу з коефiцiєнтом пористостi 𝜑 та пор, повнiстю
заповнених рiдиною. Фiзичнi властивостi середовища визначаються наступними
параметрами: параметри Ляме 𝜆 та 𝜇 для опису пружностi каркасу; модуль
стисливостi рiдини𝐾𝑓 ; густини 𝜌𝑠 та 𝜌𝑓 ; коефiцiєнт проникностi 𝑘 та в’язкiсть 𝜂;
коефiцiєнт Бiота 𝛼 та модуль Бiота 𝑀 , що враховують взаємодiю мiж двома
фазами [1].

Ефект взаємодiї скелета з рiдиною може також описуватись через ефективнi
параметри, якi iнтегрують вплив обох фаз на поведiнку хвиль.

Для опису малих пружних деформацiй насиченого пористого середовища
використовуються змiннi: вектор змiщень твердого скелета u(𝑥, 𝑧, 𝑡) та тиск
флюїду в порах 𝑝(𝑥, 𝑧, 𝑡) (або, еквiвалентно, вектор вiдносного змiщення флюї-
ду Вiдповiдно, повнi напруження в скелетi 𝜎𝑖𝑗 виражаються як

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎′
𝑖𝑗 − 𝛼 𝑝 𝛿𝑖𝑗, (1)

де 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера, а 𝛼 — коефiцiєнт Бiота (пористостi та стисливостi
скелета). Для пружного скелета 𝜎′

𝑖𝑗 = 𝜆 𝜃 𝛿𝑖𝑗 + 2𝐺𝜀𝑖𝑗, де 𝜀𝑖𝑗 = 1
2
(𝜕𝑖𝑢𝑗 + 𝜕𝑗𝑢𝑖)

— тензор малих деформацiй, 𝜃 = 𝜀𝑘𝑘 — об’ємна деформацiя (дивергенцiя змi-
щення), а 𝜆,𝐺 — параметри Ляме для скелета (модуль об’ємної пружностi та
модуль зсуву вiдповiдно).

Насичуючий флюїд вважається ньютонiвським, його рух вiдносно скелета
описується узагальненим законом Дарсi [10]. Введемо вектор вiдносної швид-
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костi флюїду w = 𝜑(vf − vs), де 𝜑 — пористiсть, vf = U̇𝑓 — швидкiсть флюїду,
vs = u̇ — швидкiсть твердої фази (крапка означає похiдну за часом). Тодi закон
фiльтрацiї запишеться як

𝜂w +𝑚 ẇ = −∇𝑝, (2)

де 𝜂 — динамiчна в’язкiсть флюїду в порах, 𝑚 — параметр дренованостi (що
залежить вiд проникностi та властивостей флюїду). У випадку гарної прони-
кностi i невисоких частот член з ẇ малий (фiльтрацiя описується переважно
стацiонарним режимом Дарсi). Навпаки, за високих частот рух флюїду iнер-
цiйний i домiнує член 𝑚 ẇ.

Рiвняння руху (балансу iмпульсу) для двокомпонентної пористої матерiалу
формулюються окремо для скелета i флюїду. Для твердої фази:

(1− 𝜑) 𝜌𝑠 �̈�𝑖 + 𝜑 𝜌𝑓 �̈�𝑖 = ∇𝑗𝜎𝑖𝑗, (3)

а для флюїду (точнiше, для вiдносного руху флюїду) — iз врахуванням закону
(2):

𝜑 𝜌𝑓 �̈�𝑖 + 𝜑 𝜌𝑓 �̈�𝑖 = − 𝜕𝑖𝑝, (4)

де 𝜌𝑠 i 𝜌𝑓 — густини скелета i флюїду вiдповiдно (припускається, що пори пов-
нiстю насиченi). Сума (3)+(4) дає загальне рiвняння балансу сил для сумiшi:

((1− 𝜑)𝜌𝑠 + 𝜑𝜌𝑓 ) �̈�𝑖 + 𝜑𝜌𝑓 �̈�𝑖 = ∇𝑗𝜎
′
𝑖𝑗 − 𝜕𝑖𝑝,

що рiвносильно

((1− 𝜑)𝜌𝑠 + 𝜑𝜌𝑓 ) �̈�𝑖 − 𝛼 𝜕𝑖𝑝 = (𝜆+ 2𝐺) 𝜕𝑖𝜃 +𝐺∇2𝑢𝑖, (5)

якщо пiдставити (1) та врахувати iзотропнiсть пружного скелета. Друге неза-
лежне рiвняння отримуємо, виключивши �̈�𝑖 мiж (3) i (4). Для цього проди-
ференцiюємо (2) по часу i пiдставимо в (3). Пiсля алгебраїчних перетворень
отримаємо:

𝛼 𝜃 +
1

𝑀
𝑝− 𝜌𝑓

𝑚
𝑝 = 0, (6)

де введено параметр 𝑀 , що визначається стисливiстю флюїду та скелета (його
ще називають модулем Бiота). Рiвняння (5)—(6) разом утворюють систему рiв-
нянь Бiота [2,4] у диференцiальнiй формi для невiдомих u(𝑥, 𝑧, 𝑡) i 𝑝(𝑥, 𝑧, 𝑡) [2,4].

З цiєї системи випливають двi незалежнi комбiнацiї хвильових процесiв.
Перше — це поперечнi (𝑆) хвилi, що задовольняють спрощеному рiвнянню
𝜌𝑠ü = 𝐺∇2u (в них вiдносний рух флюїду не збуджується, 𝑝 = 0). Друге —
поздовжнi (𝑃 ) хвилi, для яких змiннi (𝜃, 𝑝) пiдлягають рiвнянням типу хвильо-
вого рiвняння з двома характерними швидкостями:

𝑐2𝑃1,2 =
1

2((1− 𝜑)𝜌𝑠 + 𝜑𝜌𝑓 )

[︁
(𝐾𝑢 +

4

3
𝐺)±

√︂
(𝐾𝑢 +

4

3
𝐺−𝐾𝑑)2 +

(︁ 𝛼
𝑀

)︁−1

𝐾𝑑

]︁
,

де 𝐾𝑢 i 𝐾𝑑 — параметри пружностi при невiдведеному та вiдведеному дрена-
жi вiдповiдно (пов’язанi з 𝑀 , 𝜆 та 𝛼). Цi швидкостi вiдповiдають так званiй
швидкiй (𝑃1) хвилi та повiльнiй (𝑃2) хвилi у моделi Бiота [1]. Величини 𝑐𝑃1 i
𝑐𝑃2 розрiзняються на декiлька порядкiв (повiльна хвиля повiльнiша), причому
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𝑃2-хвиля зазвичай має великий коефiцiєнт загасання через в’язкi втрати (чле-
ни з 𝜂 в (2)). У межi 𝑀 → ∞ (незтисливий флюїд) повiльна хвиля практично
зникає, а швидка хвиля переходить у звичайну пружну 𝑃 -хвилю в еквiвален-
тному монолiтному середовищi. Таким чином, рiвняння Бiота описують бiльш
складну динамiку, нiж класичне хвильове рiвняння, i для повного їх вирiшення
потрiбен аналiз взаємодiї двох хвильових режимiв.

Iдеальнi умови контакту двох пористих середовищ. Контактнi умови на
iнтерфейсi — це умови, що забезпечують фiзично коректне злиття двох пори-
стих середовищ з рiзними властивостями. У нашому випадку для вертикального
iнтерфейсу 𝑥 = 𝑥𝐼 (де, наприклад, 𝑥𝐼 = 0.5) виконуються наступнi умови:

(I) Неперервнiсть змiщень: u(1) = u(2) на 𝑥 = 𝑥𝐼 ;
(II) Неперервнiсть напружень: компоненти тензора напружень (зокрема,

𝜎𝑥𝑥 та 𝜎𝑧𝑥) однаковi з обох бокiв iнтерфейсу;
(III) Неперервнiсть порового тиску: 𝑝(1) = 𝑝(2) на 𝑥 = 𝑥𝐼 ;
(IV) Неперервнiсть нормальної компоненти фiльтрацiйної швидкостi:

𝑤
(1)
𝑛 = 𝑤

(2)
𝑛 , де w = 𝜑(vf − vs).

Розглянемо плоску поверхню роздiлу, яка у нашiй постановцi є вертикаль-
ною лiнiєю 𝑥 = 𝑥𝐼 . На цiй межi злiва знаходиться перше пористе середовище
з параметрами (𝜌

(1)
𝑠 , 𝜌

(1)
𝑓 , 𝐺(1), 𝜆(1), 𝜑(1), 𝛼(1),𝑀 (1), 𝜂(1), . . .), а справа — друге се-

редовище з власними параметрами (𝜌
(2)
𝑠 , 𝜌

(2)
𝑓 , . . .). Для коректного розв’язання

задачi поширення хвиль необхiдно задати фiзично обґрунтованi граничнi умови
на межi 𝑥 = 𝑥𝐼 , що зв’язують поля u(1), 𝑝(1) злiва та u(2), 𝑝(2) справа. У випадку
iдеального контакту (вiдсутнiсть прослизання або зазору мiж твердими кар-
касами та вiльного перетiкання флюїду) виконуються умови суцiльностi [5, 6].

Зазначенi умови (I)—(IV) є граничними умовами суцiльностi на iнтерфей-
сi насичених пористих середовищ. В роботах Дерешевича i Скалака [6] було
доведено, що iснують лише двi фiзично прийнятнi альтернативи таких умов:
або описаний вище випадок повного гiдравлiчного контакту, або випадок абсо-
лютно непроникного контакту (коли умови (III) i (IV) замiнюються на 𝑤𝑛 = 0
i допускається розрив 𝑝 згiдно з певним коефiцiєнтом стрибка). Саме цi двi
ситуацiї забезпечують єдинiсть розв’язку задачi i узгодженiсть з основними
рiвняннями Бiота на межi роздiлу. У данiй роботi прийнято умови вiдкрито-
го контакту (пори сполученi), оскiльки вони найбiльш вiдповiдають фiзичнiй
моделi цiльових геофiзичних середовищ (наприклад, шаруватих водонасичених
ґрунтiв або трiщинуватих колекторiв). Варто зауважити, що неперервнiсть змi-
щень (I) фактично означає вiдсутнiсть механiчного розриву: обидва середовища
деформуються як єдине цiле на межi, тому i напруження передаються безпере-
шкодно (II). Одночасно неперервнiсть тиску (III) та потоку (IV) гарантують
вiдсутнiсть неузгодженостей у балансi маси флюїду i виключають неграничнi
стрибки розв’язку. У чисельнiй схемi, представленiй нижче, цi умови будуть
врахованi шляхом спецiальної побудови рiзницевих операторiв на вузлах, що
лежать поблизу iнтерфейсу.

Чисельний метод розв’язання задачi: рiзницева схема та умова стiй-
костi CFL.
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Для наближеного розв’язання початково-крайової задачi, заданої рiвняння-
ми Бiота (5)–(6) з граничними умовами суцiльностi на 𝑥 = 𝑥𝐼 , використову-
ється двовимiрна явна кiнцево-рiзницева схема другого порядку точностi [11].
Область моделювання розбивається на рiвномiрну сiтку розмiром (𝑁+1)×(𝑁+
1) вузлiв з кроком ∆𝑥 = ∆𝑧 = ℎ. Для дискретизацiї за часом вводиться крок
∆𝑡 = 𝜏 . Позначимо 𝑢𝑛𝑖,𝑗 — обчислене значення вiдповiдної компоненти змiщення
u у вузлi з iндексами (𝑖, 𝑗) на 𝑛-му кроцi часу.

Центральна рiзницева схема другого порядку для просторових похiдних ви-
користовує симетричнi рiзницi значень функцiї в сусiднiх точках, що забезпечує
точнiсть порядку 𝑂(ℎ2). Друга похiдна за часом апроксимується як

�̈� ≈ 𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛 + 𝑢𝑛−1

𝜏 2
,

а оператор Лапласа для поля змiщень обчислюється за допомогою двостороннiх
рiзниць по координатах 𝑥 та 𝑧. Особливiстю є спосiб обчислення коефiцiєнтiв,
що враховують рiзкi змiни швидкостi хвилi 𝑐𝑃1 на iнтерфейсi. Щоб виконати
умови (1)–(2) неперервностi змiщень i напружень, використовуємо симетри-
чне усереднення параметра 𝑐2 на межi. Зокрема, рiзницева форма просторового
оператора для рiвняння (аналогiчного до однорiдного випадку (5) без повiльної
хвилi) будується так:

(∇ · 𝑐2∇𝑢)𝑖,𝑗 ≈
1

ℎ2

[︁
𝑐2𝑖+1/2,𝑗

(︀
𝑢𝑛𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑛𝑖,𝑗

)︀
− 𝑐2𝑖−1/2,𝑗

(︀
𝑢𝑛𝑖,𝑗 − 𝑢𝑛𝑖−1,𝑗

)︀
+ 𝑐2𝑖,𝑗+1/2

(︀
𝑢𝑛𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑛𝑖,𝑗

)︀
− 𝑐2𝑖,𝑗−1/2

(︀
𝑢𝑛𝑖,𝑗 − 𝑢𝑛𝑖,𝑗−1

)︀]︁
, (7)

де 𝑐2𝑖+1/2,𝑗 =
𝑐2𝑖+1,𝑗+𝑐2𝑖,𝑗

2
— середнє значення параметра 𝑐2 мiж сусiднiми вузлами

по горизонталi (аналогiчно визначаються 𝑐2𝑖−1/2,𝑗 та iншi). Тут 𝑐𝑖,𝑗 означає ло-
кальну швидкiсть поширення 𝑃 -хвилi в даному елементi сiтки. В нашiй задачi:

𝑐𝑖,𝑗 =

{︃
𝑐1, 𝑥𝑖 < 𝑥𝐼 ,

𝑐2, 𝑥𝑖 ≥ 𝑥𝐼 ,

тобто злiва вiд iнтерфейсу значення 𝑐1 (для першого середовища), а справа
— 𝑐2 (для другого). Тодi формули виду (7) автоматично забезпечують, що на
межi 𝑥 = 𝑥𝐼 враховується середнє значення 1

2
(𝑐21 + 𝑐22) при обчисленнi потоку

напружень мiж сусiднiми вузлами з рiзних бокiв. Це еквiвалентно вимозi непе-
рервностi напруження: стрибок 𝜎𝑥𝑥 на iнтерфейсi вiдсутнiй, оскiльки контраст
жорсткостей усереднюється. Одночасно змiщення на самiй межi розраховую-
ться для спiльного вузла (сiтка спiвпадає на 𝑥 = 𝑥𝐼), що гарантує неперервнiсть
u. Таким чином, рiзницева схема узгоджується з граничними умовами (1)–(2).
Неперервнiсть тиску i фiльтрацiї (3)–(4) в поточнiй реалiзацiї явно не моделює-
ться, оскiльки ми спрощуємо задачу, розглядаючи тiльки одну компоненту поля
(пружну хвилю, яка вiдповiдає швидкiй 𝑃 -хвилi). Проте за потреби аналогiчне
усереднення можна застосувати i для параметрiв, що входять в рiвняння для
повiльної хвилi, або при постановцi задачi, де одна зi складових 𝑤𝑛 чи 𝑝 ма-
ла б розрив — запровадити умови типу джерела (права частина, пропорцiйна
стрибку) згiдно з узагальненим пiдходом [5].

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Повна рiзницева схема для поля 𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) може бути записана як:

𝑢𝑛+1
𝑖,𝑗 = 2𝑢𝑛𝑖,𝑗 − 𝑢𝑛−1

𝑖,𝑗 + 𝜏 2 (∇ · 𝑐2∇𝑢)𝑛𝑖,𝑗 + 𝜏 2 𝐹 𝑛
𝑖,𝑗, (8)

де (∇·𝑐2∇𝑢)𝑛𝑖,𝑗 обчислюється за формулою (7), а 𝐹 𝑛
𝑖,𝑗 — зовнiшня сила (джерело).

У нашому випадку роль джерела вiдiграє короткий сейсмiчний iмпульс — в
центральному вузлi (𝑖src, 𝑗src) додається значення 𝐹 𝑛 = 𝑠(𝑡𝑛), де 𝑠(𝑡) має форму
хвилi Рiкера. Наприклад,

𝑟(𝑡) = (1− 2𝜋2𝑓 2
0 𝑡

2) 𝑒−𝜋2𝑓2
0 𝑡

2

,

де 𝑓0 — центральна частота. Такий iмпульс має компактну часову пiдтримку та
широкий спектр, збуджуючи як низько-, так i високочастотнi хвилi.

Як вiдомо [12], стiйкiсть розв’язку забезпечується виконанням умови CFL
(Курранта—Фрiдрiхса—Левi) — необхiдного обмеження на часовий крок явної
чисельної схеми. Для задачi поширення хвиль у двовимiрному просторi ця умо-
ва має вигляд:

∆𝑡 ≤ ∆𝑥

𝑐max

√
2
,

де 𝑐max = max(𝑐1, 𝑐2) — максимальна швидкiсть поширення хвиль у дослiджу-
ванiй областi.

Саме цей вибiр ∆𝑡 використовувався при обчисленнях. Iнтуїтивно умова CFL
означає, що за один часовий крок iнформацiя (хвиля) не повинна пройти бiльшу
вiдстань, нiж один крок сiтки, iнакше дискретизацiя не встигне її “зловити”,
що призведе до нестiйкого, розбiжного розв’язку. У данiй задачi критичною є
область з бiльшою швидкiстю (𝑐2), тому крок часу визначався саме за нею.

Оцiнка збiжностi методiв. Запропонована рiзницева схема є другого порядку
апроксимацiї як у просторi, так i в часi. Це означає, що за достатньо згущеної
сiтки похибка наближення i за часом, i за просторовими змiнними пропорцiйна
𝑂(𝜏 2 + ℎ2) (для гладких рiшень). Щоб оцiнити цю похибку кiлькiсно, вводять
норми. Норма 𝐿2 для функцiї 𝑒(𝑥, 𝑧) (рiзниця мiж чисельним та аналiтичним
рiшенням) визначається як

‖𝑒‖𝐿2 =

⎯⎸⎸⎷∫︁∫︁
Ω

|𝑒(𝑥, 𝑧)|2 𝑑𝑥 𝑑𝑧 , (9)

тобто корiнь квадратний з iнтеграла квадрата похибки по всiй областi Ω. У дис-
кретнiй реалiзацiї iнтеграл замiнюється сумою по вузлах сiтки. Таким чином,
‖𝑒‖𝐿2 характеризує середньоквадратичну помилку рiшення на всiй областi — це
глобальна метрика точностi, чутлива переважно до великих вiдхилень. Норма
𝐻1 (енергетична) визначається як

‖𝑒‖𝐻1 =
√︁
‖𝑒‖2𝐿2

+ ‖∇𝑒‖2𝐿2
, (10)

тобто крiм самої функцiї враховує ще й її похiднi (градiєнт). Для нашої за-
дачi 𝐻1-норма тiсно пов’язана з повною енергiєю пружних коливань: енергiя
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включає кiнетичну частину (∼ |u̇|2) та потенцiйну (яка пропорцiйна квадрату
градiєнта змiщень, що вiдповiдає деформацiям i напруженням). Таким чином,
‖∇𝑒‖𝐿2 характеризує помилку в вiдтвореннi пружних напружень. Збiжнiсть
рiшення в нормi 𝐻1 означає, що чисельно наближенi як перемiщення, так i
напружено-деформований стан сходяться до точного розв’язку зi згущенням
сiтки.

Для запропонованої схеми можна сформулювати наступний результат збi-
жностi.

Теорема 1. Нехай розв’язок задачi Бiота достатньо гладкий та схема iн-
тегрування виконує умову стiйкостi CFL. Тодi чисельний розв’язок сходиться
до аналiтичного при ℎ, 𝜏 → 0, причому iснує стала 𝐶, що

‖𝑒(𝜏, ℎ)‖𝐿2 ≤ 𝐶 (ℎ2 + 𝜏 2), ‖𝑒(𝜏, ℎ)‖𝐻1 ≤ 𝐶 ′ (ℎ+ 𝜏 2),

тобто в 𝐿2-нормi порядок збiжностi дорiвнює 2, а в 𝐻1-нормi — наближено
1 (через домiнування похибки при диференцiюваннi).

Довести цю теорему [13] можна стандартними методами теорiї рiзницевих
схем. Вона випливає з комбiнування умов консистентностi (локальна похибка
∼ 𝑂(ℎ2, 𝜏 2)) та стабiльностi (обмеженiсть росту похибки) згiдно з принципом
еквiвалентностi Лакса. Вiдзначимо, що енергетична стiйкiсть схеми (8) також
може бути показана через побудову дискретної енергiї

𝐸𝑛 =
∑︁
𝑖,𝑗

[︁1
2
(�̇�𝑛𝑖,𝑗)

2 +
1

2
𝑐2𝑖,𝑗
(︀
(𝐷𝑥𝑢)

𝑛
𝑖,𝑗

)︀2
+

1

2
𝑐2𝑖,𝑗
(︀
(𝐷𝑧𝑢)

𝑛
𝑖,𝑗

)︀2]︁
,

де 𝐷𝑥𝑢,𝐷𝑧𝑢 — дискретнi похiднi. Для однорiдного середовища така енергiя то-
чно зберiгається протягом часу при використаннi центральної рiзницевої схеми.
У випадку з iнтерфейсом i усередненням 𝑐2 енергiя також залишається майже
сталою, оскiльки чисельне вiдбиття вiд неоднорiдностi мiнiмiзоване. Чисельнi
експерименти показали, що повна енергiя коливань (кiнетична + потенцiйна)
коливається в межах 0.1% протягом моделювання, що пiдтверджує як стiйкiсть,
так i точнiсть алгоритму.

Аналiз отриманих результатiв моделювання. Для демонстрацiї роботи
описаної моделi та чисельної схеми проведено експерименти. Базовий сценарiй:
квадратна область розмiром 1× 1 м, що складається з двох половин — лiворуч
пористе середовище A зi швидкiстю пружної хвилi 𝑐1 = 1000 м/с, праворуч
середовище B з 𝑐2 = 2000 м/с. Щiльностi та iншi параметри обрано такими, що
iмпеданс (𝑍 = 𝜌𝑐) рiзниться мiж областями приблизно на 2 рази. На верхнiй,
нижнiй i бiчних межах областi задано закрiпленi граничнi умови (вiдсутнiсть
змiщення, аналог твердих вiдбиваючих стiнок). У центрi областi (на межi подiлу
𝑥 = 0.5 м, 𝑧 = 0.5 м) розташоване точкове сейсмiчне джерело, яке генерує хвилю
Рiкера з центральною частотою 𝑓0 = 4 Гц. Схему областi зображено на рис. 1.
Час моделювання вiдповiдає декiльком перiодам коливань джерела, достатнiм
для того, щоб хвилi досягли меж областi i вiдбилися вiд них.

Результати моделювання представленi на рисунках 2, 3, 4, який показує по-
ширення хвильового поля вертикального змiщення 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) у характернi мо-
менти часу. На рисунках кольором вiдображено миттєве значення 𝑢𝑧: жовтий

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 1. Схема областi моделювання: квадрат 1× 1 м, роздiлений iнтерфейсом
𝑥 = 0.5 на неоднорiднi пористi середовища A i B, джерело в центрi

вiдповiдає позитивному вiдхиленню (вгору), синьо-фiолетовий — негативному
(вниз), зеленi тони — нульове змiщення. Видно, що на початковому етапi (рис. 2)
вiд джерела на всi боки розходиться фронт 𝑃 -хвилi кулястої форми. Оскiльки
швидкiсть у правiй частинi удвiчi бiльша, фронт у середовищi B (справа) випе-
реджає фронт у середовищi A (злiва). Таким чином, вже через чверть перiоду
хвилi межа роздiлу стає добре помiтною у формi асиметричного фронту: пра-
воруч радiус хвилi бiльший. Водночас, незважаючи на контраст швидкостей,
на самiй межi не видно розривiв чи вiдображених сигналiв — це пiдтверджує
правильнiсть застосованих контактних умов i вiдсутнiсть штучних чисельних
вiдбиттiв на iнтерфейсi.

Рис. 2. Початок поширення хвилi (𝑡 ≈ 0.1 с)

На рис. 3 показано стан поля у момент, коли первиннi хвилi вже досягнули
меж областi. Оскiльки на границях задано u = 0, це еквiвалентно абсолютно
жорстким стiнкам, вiд яких хвиля повнiстю вiдбивається з iнверсiєю фази. У
середовищi B (справа) фронт хвилi досяг бокової межi 𝑥 = 1 ранiше i вiдбився
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Рис. 3. Вiдбиття вiд меж областi (𝑡 ≈ 0.6 с)

Рис. 4. Множиннi вiдбиття (𝑡 ≈ 1 с)

назад у напрямку iнтерфейсу. На рисунку видно цей вiдбитий фронт (вигнута
жовта смуга у правiй частинi, що рухається влiво). Тим часом, у середовищi
A (злiва) фронт лише-но досяг 𝑥 = 0 i також почав вiдбиватися. Вiдбиття вiд
горизонтальних меж 𝑧 = 0 i 𝑧 = 1 також створюють вториннi хвилi, якi прояв-
ляються у виглядi менш яскравих кругових хвиль, що сходяться до середини
знизу та зверху. Таким чином, на iнтерфейсi 𝑥 = 0.5 в цей момент вiдбуває-
ться складна взаємодiя: з правого боку до межi пiдходить вiдбитий фронт iз
середовища B (швидка хвиля), а з лiвого — фронт з середовища A (повiльнi-
ша хвиля). На межi частина кожної хвилi транслюється в iнше середовище, а
частина вiдбивається. Помiтно, що при переходi з повiльнiшого середовища A
в швидше B вiдбиття сильнiше (значна частка енергiї повертається назад у A),
тодi як з B в A бiльша частина енергiї передається через iнтерфейс. Це узго-
джується з фiзичними законами вiдбиття: коефiцiєнт вiдбиття 𝑅 на межi двох
середовищ визначається iмпедансами 𝑍 = 𝜌𝑐. Якщо хвиля йде з середовища
A (менший 𝑍) у середовище B (бiльший 𝑍), 𝑅 набуває вiд’ємного значення за
модулем меншого 1 (тобто вiдбита хвиля iнвертується за фазою, а за енергiєю
слабша за падаючу). В протилежному напрямку 𝑅 додатний i ближчий до 1,
що означає сильне вiдбиття без iнверсiї фази. На рисунку це пiдтверджується:
хвиля, що вийшла з лiвої половини (A) на межу, створює у правiй половинi

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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вiдносно слабкий сигнал, тодi як хвиля з правої половини, дiйшовши до ме-
жi, майже повнiстю повертається назад (сильнi фiолетово-зеленi плями у лiвiй
частинi пiсля взаємодiї).

На пiзнiшому етапi (рис. 4) спостерiгається картина множинних перехiдних
процесiв. Хвилi неодноразово вiдбиваються вiд меж областi i багаторазово про-
ходять через iнтерфейс, поступово розсiюючи свою енергiю. Видно, що пiсля
кiлькох циклiв амплiтуда коливань зменшується — це результат дисипацiї в
моделi Бiота (в’язкi втрати). Особливо затухає високочастотна складова, то-
му поле набуває бiльш гладкого просторового розподiлу (рiзкi концентричнi
хвилi згладжуються). Енергiя хвиль зрештою зосереджується у виглядi стоя-
чих коливань в лiвому, повiльнiшому середовищi, оскiльки воно слугує своєрi-
дною “пасткою” для хвиль: кожного разу, коли хвиля намагається покинути цю
область, значна частина її енергiї вiдбивається назад. У природних умовах таке
накопичення енергiї могло б призвести до локального пiдсилення рухiв (ефект
резонансу у м’яких шарах ґрунту), але врештi в’язкiсть флюїду розсiює енергiю
у тепло, i коливання згасають.

Таким чином, чисельний експеримент пiдтверджує коректнiсть реалiзованої
моделi: хвилi адекватно заломлюються на iнтерфейсi згiдно iз спiввiдношенням
швидкостей, а розрахованi коефiцiєнти вiдбиття узгоджуються з теоретичними
оцiнками за iмпедансом. Вiзуально вiдсутнi нефiзичнi артефакти на межi, що
свiдчить про виконання граничних умов суцiльностi. Також видно реалiзацiю
дисипативного ефекту — поступове затухання хвиль, особливо помiтне для ко-
ротких довжин хвиль. Додатково, перевiрка балансу енергiї показала, що без
врахування втрат (штучно поклавши 𝜂 = 0) схема зберiгає сумарну енергiю з
похибкою менше 0.1%, а з увiмкненими втратами — енергiя монотонно спадає,
як i передбачено теорiєю. Отже, розроблений алгоритм може бути використаний
для моделювання рiзноманiтних сценарiїв взаємодiї сейсмiчних хвиль з неодно-
рiдностями у насичених пористих середовищах.

Аналiз збiжностi. Для перевiрки точностi розробленої чисельної схеми
розв’язок задачi обчислюється на сiтках рiзного розмiру: 64 × 64, 128 × 128,
256×256 та 512×512, а як еталон використовується розв’язок на сiтцi 1024×1024.
Оцiнка похибок здiйснюється за допомогою норм (9), (10).

Аналiз результатiв демонструє, що при подвоєннi числа вузлiв глобальна
похибка зменшується приблизно у 4 рази (як в L2, так i в H1 нормах), що свiд-
чить про другий порядок точностi чисельної схеми [13]. Результати узагальнено
у таблицi 1.

Таблиця 1.
Збiжнiсть чисельного розв’язку: 𝐿2 та 𝐻1 похибки для рiзних сiток.

Розмiр сiтки 𝐿2 Error 𝐻1 Error
64× 64 2.668× 10−6 7.744× 10−5

128× 128 6.486× 10−7 2.162× 10−5

256× 256 1.535× 10−7 5.649× 10−6

512× 512 3.062× 10−8 1.299× 10−6
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Практичнi приклади застосування в геофiзицi. Розглянута модель та чи-
сельна методика мають низку важливих застосувань у прикладнiй геофiзицi,
де поширення хвиль у пористих середовищах є ключовим елементом аналiзу.

Сейсморозвiдка i пошук вуглеводнiв. Модель Бiота широко використо-
вується для iнтерпретацiї сейсмiчних даних пiд час розвiдки покладiв нафти
й газу. Вона дозволяє моделювати змiну амплiтудно-частотних характеристик
хвиль залежно вiд ступеня насичення флюїдом, а також пояснює ефекти, як-
от низькочастотнi тiнi або варiацiї коефiцiєнтiв вiдбиття при змiнi iмпедансу
порiд [9].

Геоакустика морського дна. У морськiй сейсмоакустицi рiвняння Бiо-
та використовуються для розрахунку характеристик донних осадiв, насичених
водою. Це важливо для покращення точностi гiдролокаторiв та акустичних мо-
делей у прибережних зонах.

Сейсмологiя та землетруси. У сейсмологiї модель поропружностi засто-
совують для вивчення пiслясейсмiчних деформацiй земної кори, явищ лiквацiї,
а також локального пiдсилення хвиль у м’яких ґрунтах. Це сприяє точнiшому
оцiнюванню сейсмiчної небезпеки в урбанiзованих регiонах [14].

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Проведений
аналiз показав, що розроблена модель та чисельний метод моделювання розпо-
всюдження сейсмiчних хвиль у насичених пористих середовищах є ефективни-
ми з точки зору точностi та стiйкостi. Основнi висновки роботи можна сфор-
мулювати наступним чином:

1) Розроблено математичну модель, яка описує хвильовi процеси в двох рi-
зних пористих середовищах, роздiлених вертикальним iнтерфейсом. Вико-
ристання моделi Бiота дозволяє коректно врахувати взаємодiю твердого
каркасу i рiдини.

2) Запровадження умов неперервностi на iнтерфейсi забезпечує адекватне по-
єднання розв’язкiв для середовищ з рiзними фiзичними характеристиками
(𝑐1 = 1.0 та 𝑐2 = 2.0).

3) Чисельне розв’язання задачi здiйснюється за допомогою явної скiнченно-
рiзницевої схеми другого порядку, точнiсть якої пiдтверджено аналiзом збi-
жностi: при подвоєннi числа вузлiв глобальна похибка у 𝐿2 та 𝐻1 нормах
зменшується приблизно у 4 рази.

4) Розгорнутий аналiз умов CFL демонструє, що для стiйкостi схеми необхi-
дно суворо дотримуватися обмеження ∆𝑡 ≤ Δ𝑥

𝑐max

√
2
, що гарантує коректне

розповсюдження iнформацiї по обчислювальнiй сiтцi.
5) Отриманi чисельнi експерименти, що узагальненi у таблицi 1, а також iлю-

страцiї (кадри моделювання), свiдчать про високу точнiсть запропоновано-
го пiдходу.

Перспективи подальших дослiджень включають розширення моделi на три-
вимiрнi задачi, iнтеграцiю додаткових фiзичних ефектiв (наприклад, в’язко-
пружностi або нелiнiйних характеристик середовища), а також розробку ада-
птивних чисельних методiв для оптимiзацiї обчислювальних ресурсiв. Подаль-
ший аналiз може бути спрямований на вивчення рiзних типiв iнтерфейсних
контактiв, що є ключовими для удосконалення методiв геофiзичної iнверсiї.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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