
26 А. Ю. КРАВЕЦЬ, О. I. ВАСИЛИК

УДК 519.21
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2025.46(1).26-34

А. Ю. Кравець1, О. I. Василик2

1 Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського,
студент фiзико-математичного факультету
artemkravets13@gmail.com
ORCID: https://orcid.org/0009-0008-2218-7749
2 Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського,
професор кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей,
доктор фiзико-математичних наук, доцент
vasylyk@matan.kpi.ua
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0880-3751

ОЦIНЮВАННЯ ЙМОВIРНОСТI БАНКРУТСТВА ДЛЯ
БIНОМIАЛЬНО-𝜙-СУБГАУССОВОЇ МОДЕЛI РИЗИКУ

У роботi дослiджується процес ризику, утворений сумою бiномiально розподiленої
кiлькостi строго 𝜙-субгауссових випадкових доданкiв, якi описують окремi виплати,
що здiйснюються страховою компанiєю за деяким портфелем страхових полiсiв. Отри-
мано оцiнки ймовiрностi банкрутства для такої бiномiально-𝜙-субгауссової моделi ри-
зику для деяких часткових випадкiв функцiї 𝜙 та iнтенсивностi надходження премiй,
яка є монотонно зростаючою неперервною функцiєю часу.

Ключовi слова: бiномiальний розподiл, ймовiрнiсть банкрутства, процес ризику,
𝜙-субгауссовi випадковi величини, строго 𝜙-субгауссовi випадковi процеси.

1. Вступ. Актуальнiсть дослiдження полягає в тому, що в сучасних умовах
розвитку фiнансових ринкiв зростає необхiднiсть у точних математичних ме-
тодах для аналiзу та прогнозування поведiнки рiзних фiнансових iнструментiв
та процесiв. Використання класичних пiдходiв, таких як застосування гауссо-
вих випадкових процесiв, часто є недостатнiм для моделювання складних фi-
нансових явищ, що мають нестандартнi розподiли або вимагають врахування
складних залежностей.

У зв’язку з цим, дослiдження сучасних пiдходiв до аналiзу випадкових ве-
личин, якi виходять за рамки традицiйних гауссових моделей, стає критично
важливим для фiнансових аналiтикiв, банкiв, страхових компанiй та iнших уча-
сникiв фiнансового ринку. Впровадження нових методiв дозволить не тiльки
покращити точнiсть прогнозiв, але й забезпечити бiльш ефективне управлiння
ризиками, що є ключовим чинником стабiльностi у фiнансовiй сферi.

Наразi вiдомо, що у таких прикладних галузях як фiнанси i страхування
спостерiгаються випадковi процеси, якi не можна вважати гауссовими, звiдки
випливає пряма необхiднiсть у розвитку та застосуваннi теорiї 𝜙-субгауссових
випадкових процесiв як розширення вiдповiдної теорiї гауссових випадкових
процесiв.

Мета i завдання дослiдження: оцiнювання ймовiрностi банкрутства для про-
цесу ризику, представленого у виглядi бiномiальної суми з 𝜙-субгауссовими ви-
падковими величинами виплат, у випадку, коли функцiя 𝜙 має заздалегiдь за-
даний вираз.

Наукова новизна дослiдження полягає у виведеннi оцiнки ймовiрностi бан-
крутства для процесу ризику, який утворений бiномiальною сумою строго 𝜙-
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субгауссових випадкових виплат у випадку певного бiльш загального виду фун-
кцiї 𝜙.

Простори Sub𝜙(Ω), або простори 𝜙-субгауссових випадкових величин, — це
простори центрованих випадкових величин з певними експоненцiальними мо-
ментами [1,2]. Такi простори є пiдпросторами просторiв Орлiча експоненцiаль-
ного типу. Класи 𝜙-субгауссових випадкових процесiв, тобто, процесiв з про-
сторiв Sub𝜙(Ω), є бiльш широкими, нiж класи гауссових та субгауссових випад-
кових процесiв, тому дають можливiсть краще моделювати реальнi випадковi
процеси. В. Булдигiн та Ю. Козаченко [1] дослiджували властивостi сум неза-
лежних випадкових величин з таких просторiв i деякi властивостi випадкових
процесiв з просторiв Sub𝜙(Ω), отримали умови обмеженостi та оцiнки розподiлiв
супремумiв таких процесiв для випадку, коли процес визначений на просторi з
псевдометрикою, породженою цим процесом.

До класу 𝜙-субгауссових випадкових процесiв належать, зокрема, процеси
дробового броунiвського руху, якi широко використовуються для моделюван-
ня випадкових явищ у фiнансовiй математицi, а це означає, що до них можна
застосувати отриманi для 𝜙-субгауссових випадкових процесiв теоретичнi ре-
зультати.

У роботi [3] теорiю 𝜙-субгауссових випадкових процесiв застосовано для до-
слiдження властивостей випадкових пуассонiвських сум iз 𝜙-субгауссовими до-
данками, а в статтi [4] — для оцiнювання ймовiрностi банкрутства у моделi з
узагальненим 𝜙-субгауссовим дробовим броунiвським рухом. Подальший роз-
виток дослiджень моделей ризику з 𝜙-субгауссовими випадковими величинами
виплат наведено у роботi [5], в якiй отримано оцiнки ймовiрностi банкрутства
процесу ризику, що описується сумою випадкового бiномiально розподiлено-
го числа доданкiв, якi є 𝜙-субгауссовими випадковими величинами позовiв, а
iнтенсивнiсть надходження премiй є монотонно зростаючою неперервною фун-
кцiєю. Ми продовжуємо дослiдження таких процесiв ризику, а саме, на основi
результатiв роботи [5] виводимо оцiнки ймовiрностi банкрутства у субгауссово-
му випадку (𝜙(𝑥) = |𝑥|2

2
, 𝑥 ∈ R) та у випадку 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔

𝜔
, 𝑥 ∈ R, 1 < 𝜔 ≤ 2.

2. Необхiднi вiдомостi. У цьому роздiлi наведенi необхiднi в подальшому
означення та твердження з теорiї 𝜙-субгауссових випадкових величин та про-
цесiв [1, 2].

Означення 1. Неперервна парна опукла функцiя 𝜙 = {𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R} назива-
ється 𝑁-функцiєю Орлiча, якщо 𝜙(0) = 0 та 𝜙(𝑥) > 0, коли 𝑥 ̸= 0, та мають
мiсце такi умови

(𝐴0) lim
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥
= 0, (𝐴∞) lim

𝑥→∞

𝜙(𝑥)

𝑥
=∞.

Умова Q. Для 𝑁 -функцiї 𝜙 виконується умова Q, якщо lim inf
𝑥→0

𝜙(𝑥)
𝑥2 = 𝑐 > 0.

Можливо, що 𝑐 = +∞.
Нехай {Ω,B,P} – стандартний iмовiрнiсний простiр.

Означення 2. [1,2] Нехай 𝜙 – 𝑁-функцiя, для якої виконується умова Q.
Випадкова величина 𝜉 належить простору Sub𝜙(Ω), якщо E𝜉 = 0, E exp{𝜆𝜉}
iснує для всiх 𝜆 ∈ R та iснує така стала 𝑎 > 0, що для всiх 𝜆 ∈ R виконується
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нерiвнiсть E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝜆𝑎)}. Якщо 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2
, то простiр Sub𝑥2

2

(Ω) =

= Sub(Ω) називається субгауссовим.

Теорема 1. [1, 2] Простiр Sub𝜙(Ω) є банаховим простором з нормою

𝜏𝜙(𝜉) = sup
𝜆>0

𝜙(−1) (ln E exp{𝜆𝜉})
𝜆

,

де 𝜙(−1) — обернена до 𝜙 функцiя, також для всiх 𝜆 ∈ R виконується не-
рiвнiсть E exp{𝜆𝜉} ≤ exp {𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝜉))}, а також iснує така стала 𝑐𝜙 > 0, що
(E𝜉2)

1
2 ≤ 𝑐𝜙𝜏𝜙(𝜉).

Означення 3. Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається 𝜙-суб-
гауссовим процесом, якщо вiн задовольняє такi умови при всiх 𝑡 ∈ 𝑇 :

𝑋(𝑡) ∈ Sub𝜙(Ω), sup
𝑡∈𝑇

𝑋(𝑡) < +∞.

Якщо 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2
, то випадковий процес 𝑋(𝑡) називається субгауссовим.

Означення 4. Сiм’я ∆ випадкових величин з простору Sub𝜙(Ω) називає-
ться строго 𝜙-субгауссовою, якщо iснує стала 𝐶Δ > 0 така, що для будь-якої
скiнченої множини 𝐼, 𝜉𝑖 ∈ ∆, 𝑖 ∈ 𝐼 та для будь-яких 𝜆𝑖 ∈ R має мiсце нерiв-
нiсть

𝜏𝜙

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︃
≤ 𝐶Δ

(︃
E

(︂∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︂2
)︃ 1

2

.

Сталу 𝐶Δ будемо називати визначальною сталою сiм’ї ∆. Простiр строго
𝜙-субгауссових випадкових величин позначають SSub𝜙 (Ω).

Означення 5. Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається стро-
го 𝜙-субгауссовим, якщо сiм’я випадкових величин {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} є строго
𝜙-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї називається визначальною ста-
лою процесу та позначається 𝐶𝑋 .

Нехай (𝑇, 𝜌) — псевдометричний (метричний) сепарабельний простiр з псев-
дометрикою (метрикою) 𝜌, 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} – сепарабельний 𝜙-субгауссовий
випадковий процес. Припустимо, що iснує неперервна монотонно зростаюча
функцiя 𝜎 = {𝜎(ℎ), ℎ > 0} така, що 𝜎(ℎ) → 0 при ℎ → 0 та має мiсце не-
рiвнiсть

sup
𝜌(𝑡;𝑠)≤ℎ

𝜏𝜙(𝑋(𝑡)−𝑋(𝑠)) ≤ 𝜎(ℎ). (1)

Зауважимо, що таку властивiсть має функцiя 𝜎(ℎ) = sup
𝜌(𝑡;𝑠)≤ℎ

𝜏𝜙(𝑋(𝑡)−𝑋(𝑠)),

якщо процес 𝑋(𝑡) є неперервним у нормi 𝜏𝜙(·).

Нехай 𝐵 — компактна множина, причому 𝐵 ⊂ 𝑇 . Введемо 𝛽 > 0 — де-

яке число таке, що 𝛽 ≤ 𝜎

(︂
inf
𝑠∈𝐵

sup
𝑡∈𝐵

𝜌(𝑡; 𝑠)

)︂
. Надалi розглядаємо 𝐵 = [0, 1], яку

iнтерпретуємо як iнтервал часу в один рiк.
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Означення 6. Якщо iснує скiнчене 𝜀-покриття множини 𝑇 , то 𝑁(𝑇,𝜌)(𝜀)
означає кiлькiсть елементiв в найменшому 𝜀-покриттi цiєї множини. Крiм
того, якщо не iснує скiнченого 𝜀-покриття множини 𝑇 , то покладемо
𝑁(𝑇,𝜌)(𝜀) = +∞. Функцiю 𝑁(𝑇,𝜌)(𝜀), 𝜀 > 0, будемо називати метричною масивнi-
стю множини 𝑇 вiдносно псевдометрики (метрики) 𝜌 або просто метричною
масивнiстю.

Означення 7. Метричною ентропiєю вiдносно псевдометрики (метрики)
𝜌 або просто метричною ентропiєю називається функцiя

𝐻(𝑇,𝜌)(𝑢) :=

{︂
ln𝑁(𝑇,𝜌)(𝑢), якщо 𝑁(𝑇,𝜌)(𝜀) < +∞
+∞, якщо 𝑁(𝑇,𝜌)(𝜀) = +∞

де 𝑁(𝑇,𝜌)(𝑢) — метрична масивнiсть множини 𝑇 .

3. Бiномiально-𝜙-субгауссова модель ризику. Як i в роботi [5], розгля-
немо портфель страхової компанiї iз 𝑛 незалежних однорiдних ризикiв, кожен
з яких може викликати не бiльше однiєї страхової подiї. Зобразимо вiдповiдну
модель ризику в такому виглядi:

𝑋(𝑡) = 𝑢+ (𝐶 − 𝛼𝜇)𝑡−
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖 = 𝑢+ 𝑐𝑡−
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ≥ 0, (2)

де 𝑢 — початковий капiтал страхової компанiї, 𝐶 > 0 — iнтенсивнiсть надходже-
ння страхових внескiв, 𝛼 — середнiй розмiр страхової виплати, 𝑐 = 𝐶 − 𝛼𝜇 > 0
та

1) 𝑁𝑡 — випадковий процес, що описує кiлькiсть страхових подiй, якi сталися
на iнтервалi вiд 0 до 𝑡 вiдповiдно до бiномiального розподiлу

𝑃 (𝑁𝑡 = 𝑘) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝜃(𝑡)𝑘(1− 𝜃(𝑡))𝑛−𝑘,

де 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝜃(𝑡) — неперервна функцiя, що описує ймовiрнiсть настання
страхової подiї протягом часу [0, 𝑡], тобто 𝜃(0) = 0, 𝜃(+∞) = 1, 𝜃(𝑡1) ≤ 𝜃(𝑡2)
для довiльних 𝑡1 < 𝑡2. Нехай також ймовiрнiсть подiї 𝜃(𝑡) задовольняє при-
пущення, що |𝜃(𝑡)− 𝜃(𝑠)| ≤ 𝜇|𝑡− 𝑠| для деякого 𝜇 > 0. Крiм того, вважати-
мемо, що кiлькостi подiй, якi сталися на неперетинних часових iнтервалах,
є незалежними випадковими величинами,

2) 𝑌𝑖 є незалежними мiж собою випадковими величинами, що мають однако-
вий закон розподiлу, E(𝑌𝑖) = 0,

3) 𝑁𝑡 та послiдовнiсть випадкових величин (𝑌1, 𝑌2, . . .) є незалежними,
4) випадковi величини 𝑌𝑖 належать простору Sub𝜙(Ω).
Надалi розглядаються властивостi сум

𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖, (3)

для яких виконуються вищевказанi умови 1)–4).
Наведемо деякi результати, отриманi в роботi [5] для сум випадкової кiль-

костi 𝜙-субгауссових виплат вигляду (14).
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Лема 1. [5] Нехай 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

, 𝑡 ≥ 0 — випадковий процес, для якого вико-

нуються припущення 1)–4). Тодi для всiх 𝑡, 𝑠 > 0 та 𝜆 ∈ R виконуються такi
нерiвностi:

E exp {𝜆𝑆(𝑡)} ≤ (𝜃(𝑡) exp {𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))}+ 1− 𝜃(𝑡))𝑛 ,

E exp {𝜆(𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠))} ≤ ((𝜃(𝑡)− 𝜃(𝑠)) exp {𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))}+ 1− 𝜃(𝑡) + 𝜃(𝑠))𝑛

та D(𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠)) = 𝑛(𝜃(𝑡)− 𝜃(𝑠))E𝑌 2
1 .

Зауваження 1. З леми 1 випливає, що випадковий процес 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

, 𝑡 ≥ 0,

задовольняє умову (1) з функцiєю 𝜎(ℎ) = (𝑛ℎE𝑌 2
1 )

1
2 , ℎ > 0.

Теорема 2. [5] Нехай 𝑋(𝑡) = 𝑆(𝑡)−𝑓(𝑡), де
{︂
𝑆(𝑡) =

𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ 𝐵
}︂

— випад-

ковий процес, для якого виконуються припущення 1)–4). Нехай |𝜃(𝑡)− 𝜃(𝑠)| ≤
≤ 𝜇|𝑡−𝑠| для деякого 𝜇 > 0; та для деякої неперервної функцiї 𝑓 = {𝑓(𝑡), 𝑡 ≥ 0}
маємо |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≤ 𝛿(𝜌(𝑢; 𝑣)), де 𝛿 = {𝛿(𝑠), 𝑠 > 0} — обмежена монотонно
зростаюча функцiя, а 𝑟 = {𝑟(𝑢), 𝑢 ≥ 1} — така неспадна неперервна функцiя,
що 𝑟(𝑢) > 0 при 𝑢 > 1, причому 𝑠(𝑡) = 𝑟(exp{𝑡}), 𝑡 ≥ 0 є опуклою функцiєю.
Тодi якщо

𝛽∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂)︂
d𝑢 < +∞, (4)

то для всiх 0 < 𝛽 ≤
(︁

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

2

)︁ 1
2 та 𝑥 > 0 справджуються нерiвностi:

𝑃

{︂
sup
𝑡∈𝐵

(𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)) > 𝑥

}︂
≤ 𝑍𝑟(𝛽;𝑥),

𝑃

{︂
inf
𝑡∈𝐵

(𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)) < −𝑥
}︂
≤ 𝑍𝑟(𝛽;𝑥),

𝑃

{︂
sup
𝑡∈𝐵
|𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)| > 𝑥

}︂
≤ 2𝑍𝑟(𝛽;𝑥),

де

𝑍𝑟(𝛽;𝑥) = inf
𝑝∈(0,1)

𝑟(−1)

⎛⎜⎝𝑛+ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂)︂
d𝑢

⎞⎟⎠×
× inf

𝜆>0
exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) +

𝑛𝛽2(1− 𝑝)
E𝑌 2

1

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
+

+𝜆
+∞∑︁
𝑘=2

𝛿

(︂
𝛽2𝑝2𝑘

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
− 𝜆𝑥

}︃
,

𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
𝐻𝐵

(︂
(𝛽𝑝)2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
+

+sup
𝑢∈𝐵

[︁𝑛
𝜈
ln (𝜃(𝑢) exp {𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))}+ 1− 𝜃(𝑢))− 𝜆𝑓(𝑢)

]︁)︂
.
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4. Оцiнювання ймовiрностi банкрутства. У даному роздiлi знайде-
но оцiнку ймовiрностi банкрутства для моделi ризику зi сталою iнтенсивнiстю
надходження премiй, у якiй процес ризику задано у виглядi бiномiальної суми
з cубгауссовими розмiрами виплат та 𝜙-cубгауссовими виплатами з функцiєю
𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔

𝜔
, 𝑥 ∈ R, 1 < 𝜔 ≤ 2.

Теорема 3. Нехай
{︂
𝑆(𝑡) =

𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ [0; 1]

}︂
— випадковий процес з власти-

востями 1)–4), 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2
, 𝑥 ∈ R, та виконується умова (4). Тодi для довiльних

𝑐 > 0, 𝑥 > 0 та 0 < 𝛽 ≤
(︁

𝑛E𝑌 2
1

2

)︁ 1
2 справджуються нерiвностi:

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑥

}︃
≤ 𝑍1(𝛽;𝑥), (5)

𝑃

{︂
inf

𝑡∈[0,1]
(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) < −𝑥

}︂
≤ 𝑍1(𝛽;𝑥),

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑥

}︃
≤ 2𝑍1(𝛽;𝑥),

де

𝑍1(𝛽;𝑥) = inf
𝑝∈(0,1)

𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼×

× inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) +

𝑛𝛽2 (𝜆𝜏𝜙(𝑌1))
2 𝑝3

2E𝑌 2
1 (1− 𝑝)2

+
𝜆𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

− 𝜆𝑥

}︃
,

𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
+

+ sup
𝑢∈[0,1]

[︂
𝑛

𝜈
ln

(︂
𝑢 · exp

{︂
(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

2

2

}︂
+ 1− 𝑢

)︂
− 𝜆𝑐𝑢

]︂)︃
.

Доведення. Для доведення твердження використаємо теорему 2, поклавши
𝜙(𝑥) = 𝑥2

2
, 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑡, 𝑐 = 𝐶 − 𝛼𝜇, 𝛿(𝑡) = 𝑡, 𝑟(𝑠) = 𝑠𝛼, 𝛼 ∈

(︀
0, 1

2

)︀
, 𝑝 ∈ (0, 1),

𝜌(𝑡; 𝑠) = |𝑡−𝑠|, 𝑡, 𝑠 ∈ [0; 1], 𝐶Δ = 1, 𝜃(𝑢) = 𝑢, 𝑢 ∈ [0, 1], 𝜃(𝑢) = 1, 𝑢 ∈ (1,+∞), 𝜇 =

= 1, 𝜎(ℎ) = (𝑛ℎE𝑌 2
1 )

1
2 , 𝜎(−1)(ℎ) = ℎ2

𝑛E𝑌 2
1
, ℎ > 0, 0 < 𝛽 ≤

(︁
𝑛E𝑌 2

1

2

)︁ 1
2
.

При таких умовах матимемо:

+∞∑︁
𝑘=2

𝛿

(︂
𝛽2𝑝2𝑘

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
=

+∞∑︁
𝑘=2

𝛽2𝑝2𝑘

𝑛E𝑌 2
1

=
𝛽2

𝑛E𝑌 2
1

· 𝑝4

1− 𝑝2
=

𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

;

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
=

1

2

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂2

·
+∞∑︁
𝑘=2

𝑝𝑘+1 =
1

2
(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

2 ·
(︂

𝑝

1− 𝑝

)︂3

;

𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
= 𝑁[0,1](𝜎

(−1)(𝑢)) ≤ 1

2𝜎(−1)(𝑢)
+ 1 ≤ 𝑛E𝑌 2

1

𝑢2
;
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𝑟(−1)

⎛⎜⎝𝑛+ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂)︂
d𝑢

⎞⎟⎠ ≤ 𝑛E𝑌 2
1

⎛⎜⎝𝑛+ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑢−2𝛼d𝑢

⎞⎟⎠
1
𝛼

=

= 𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼 ;

𝐻𝐵

(︂
(𝛽𝑝)2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
= 𝐻[0,1]

(︀
𝜎(−1)(𝛽𝑝)

)︀
= ln

(︀
𝑁𝐵

(︀
𝜎(−1)(𝛽𝑝)

)︀)︀
≤ ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
.

Отже,

𝑍𝑟(𝛽;𝑥) ≤ inf
𝑝∈(0,1)

𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼×

× inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) +

𝑛𝛽2 (𝜆𝜏𝜙(𝑌1))
2 𝑝3

2E𝑌 2
1 (1− 𝑝)2

+
𝜆𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

− 𝜆𝑥

}︃
=: 𝑍1(𝛽;𝑥),

𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
+

+ sup
𝑢∈[0,1]

[︂
𝑛

𝜈
ln

(︂
𝑢 · exp

{︂
(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

2

2

}︂
+ 1− 𝑢

)︂
− 𝜆𝑐𝑢

]︂)︃
.

Теорема 4. Нехай
{︂
𝑆(𝑡) =

𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ [0; 1]

}︂
— випадковий процес з власти-

востями 1)–4), 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔
𝜔
, 𝑥 ∈ R, 1 < 𝜔 ≤ 2 та виконується умова (4). Тодi

для довiльних 𝑐 > 0, 𝑥 > 0 та 0 < 𝛽 ≤
(︁

𝑛E𝑌 2
1

2

)︁ 1
2 справджуються нерiвностi:

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑥

}︃
≤ 𝑍2(𝛽;𝑥), (6)

𝑃

{︂
inf

𝑡∈[0,1]
(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) < −𝑥

}︂
≤ 𝑍2(𝛽;𝑥),

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑥

}︃
≤ 2𝑍2(𝛽;𝑥),

де

𝑍2(𝛽;𝑥) = inf
𝑝∈(0,1)

𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼×

× inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) +

𝑛𝛽2(𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|)𝜔

𝜔E𝑌 2
1

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
+

+
𝜆𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

− 𝜆𝑥

}︃
,

𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
+

+ sup
𝑢∈[0,1]

[︂
𝑛

𝜈
ln

(︂
𝑢 · exp

{︂
(𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|)𝜔

𝜔

}︂
+ 1− 𝑢

)︂
− 𝜆𝑐𝑢

]︂)︃
.
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Доведення. Для доведення твердження використаємо теорему 2, поклавши
𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔

𝜔
, 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑡, 𝛿(𝑡) = 𝑡, 𝑟(𝑠) = 𝑠𝛼, 𝛼 ∈

(︀
0, 1

2

)︀
, 𝑝 ∈ (0, 1), 𝜌(𝑡; 𝑠) = |𝑡− 𝑠|,

𝑡, 𝑠 ∈ [0; 1] 𝐶Δ = 1, 𝜃(𝑢) = 𝑢, 𝑢 ∈ [0, 1], 𝜃(𝑢) = 1, 𝑢 ∈ (1,+∞), 𝜇 = 1, 𝜎(ℎ) =

= (𝑛ℎE𝑌 2
1 )

1
2 , 𝜎(−1)(ℎ) = ℎ2

𝑛E𝑌 2
1
, ℎ > 0, 0 < 𝛽 ≤

(︁
𝑛E𝑌 2

1

2

)︁ 1
2
.

При таких умовах матимемо:
+∞∑︁
𝑘=2

𝛿

(︂
𝛽2𝑝2𝑘

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
=

+∞∑︁
𝑘=2

𝛽2𝑝2𝑘

𝑛E𝑌 2
1

=
𝛽2

𝑛E𝑌 2
1

· 𝑝4

1− 𝑝2
=

𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

;

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
=

1

𝜔

(︂
𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|
1− 𝑝

)︂𝜔

·
+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1−𝜔(𝑘−1) =

=
1

𝜔

(︂
𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|
1− 𝑝

)︂𝜔
𝑝5−𝜔

1− 𝑝3−𝜔
;

𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
= 𝑁[0,1](𝜎

(−1)(𝑢)) ≤ 1

2𝜎(−1)(𝑢)
+ 1 ≤ 𝑛E𝑌 2

1

𝑢2
;

𝑟(−1)

⎛⎜⎝𝑛+ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂)︂
d𝑢

⎞⎟⎠ ≤ 𝑛E𝑌 2
1

⎛⎜⎝𝑛+ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑢−2𝛼d𝑢

⎞⎟⎠
1
𝛼

=

= 𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼 ;

𝐻𝐵

(︂
(𝛽𝑝)2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
= 𝐻[0,1]

(︀
𝜎(−1)(𝛽𝑝)

)︀
= ln

(︀
𝑁𝐵

(︀
𝜎(−1)(𝛽𝑝)

)︀)︀
≤ ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
.

Отже,

𝑍𝑟(𝛽;𝑥) ≤ inf
𝑝∈(0,1)

𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼×

× inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) +

𝑛𝛽2(𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|)𝜔

𝜔E𝑌 2
1

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
+

+
𝜆𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

− 𝜆𝑥

}︃
=: 𝑍2(𝛽, 𝑥),

𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
+

+ sup
𝑢∈[0,1]

[︂
𝑛

𝜈
ln

(︂
𝑢 · exp

{︂
(𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|)𝜔

𝜔

}︂
+ 1− 𝑢

)︂
− 𝜆𝑐𝑢

]︂)︃
.

Нерiвностi (5) та (6), доведенi у цих теоремах, дають оцiнки ймовiрностi
банкрутства для вiдповiдної бiномiально-𝜙-субгауссової моделi ризику при по-
чатковому капiталi 𝑥 > 0.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi на-
ведено результати оцiнювання ймовiрностi банкрутства для бiномiально-𝜙-суб-
гауссової моделi ризику у субгауссовому випадку (𝜙(𝑥) = |𝑥|2

2
, 𝑥 ∈ 𝑅) та у
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випадку 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔
𝜔
, 𝑥 ∈ R, 1 < 𝜔 ≤ 2, при цьому потiк премiй є монотонно

зростаючою неперервною функцiєю. Напрямки подальших дослiджень таких
моделей включають як виведення оцiнок ймовiрностi банкрутства для iнших
𝑁 -функцiй Орлiча 𝜙, так i конкретизацiю оцiнок для певних заданих значень
параметрiв моделi. Результати дослiдження можуть бути використанi актуа-
рiями та фiнансовими аналiтиками для оцiнювання ризикiв та забезпечення
платоспроможностi страхових компанiй.
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