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ПРО КОМБIНАТОРНI ВЛАСТИВОСТI ЧАСТКОВОВО
ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН НАДСУПЕРКРИТИЧНОГО

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀-ТИПУ (2,3,3)

М. М. Клейнер довiв, що частково впорядкована (скорочено ч. в.) множина 𝑆 має
скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли вона не мiстить ч. в. пiдмножин
вигляду (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5), (N, 4), а Л. А. Назарова довела, що
ч. в. множина 𝑆 є ручною тодi i лише тодi, коли вона не мiстить ч. в. пiдмножин
вигляду (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6), (N, 5). Цi ч. в. множини
називаються вiдповiдно критичними i суперкритичними.

Ч. в. множини, якi вiдрiзняються вiд суперкритичних в тiй самiй мiрi, що суперкри-
тичнi вiдрiзняються вiд критичних, називаються надсуперкритичними. У цiй статтi
ми вивчаємо деякi комбiнаторнi властивостi ч. в. множин, якi мiнiмаксно iзоморфнi
надсуперкритичнiй ч. в. множинi (2,3,3).

Ключовi слова: критичнi, суперкритичнi та надсуперкритичнi ч. в. множини, мiнi-
максний iзоморфiзм, граф Хассе, 0-довжина ланцюга.

1. Вступ. М. М. Клейнер [6] довiв, що частково впорядкована (скорочено
ч. в.) множина 𝑆 має скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли
вона не мiстить пiдмножин вигляду (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5) i (И, 4),
якi називаються критичними множинами; (𝑃,𝑄) позначає ч. в. множину, яка є
прямою сумою ч. в. множин 𝑃 i 𝑄, а (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑝) — ч. в. множину, яка є прямою
сумою ланцюжкiв довжини 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑝. У [2] доведено, що ч. в. множина є
критичною вiдносно додатностi квадратичної форми Тiтса тодi i лише тодi,
коли вона мiнiмаксно еквiвалентна (чи, формально, бiльш точно — мiнiмаксно
iзоморфна) критичнiй множинi (поняття мiнiмаксної еквiвалентностi введено
в [1]); в [2] всi такi ч. в. множини повнiстю описано.

Подiбну ситуацiю маємо i з ручними ч. в. множинами. Л. А. Назарова [7] до-
вела, що ч. в. множина 𝑆 ручна тодi i лише тодi, коли вона не мiстить пiдмножин
вигляду (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6) i (И, 5); цi ч. в. множи-
ни називають надкритичними. У [3] доведено, що ч. в. множина є критичною
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вiдносно невiд’ємностi форми Тiтса тодi i лише тодi, коли вона мiнiмаксно еквi-
валентна суперкритичнiй ч. в. множинi; всi такi критичнi ч. в. множини описанi
в [4].

Ч. в. множини, якi вiдрiзняються вiд суперкритичних ч. в. множин у спосiб,
яким суперкритичнi ч. в. множини вiдрiзняються вiд критичних, називаються
надсуперкритичними. Точнiше (див. [5]), це такi ч. в. множини:

1) (1, 1, 1, 1, 1, 1), 2) (1, 1, 1, 1, 2), 3) (1, 1, 2, 2), 4) (1, 1, 1, 3), 5) (2, 3, 3),
6) (2, 2, 4), 7) (1, 4, 4), 8) (1, 3, 5), 9) (1, 2, 7), 10) (6,И).

У цiй статтi вивчаються комбiнаторнi властивостi ч. в. множин 𝑆, якi мi-
нiмаксно еквiвалентнi надсуперкритичнiй ч. в. множинi 𝐸0 = (2, 3, 3). В цьому
випадку кажуть, що 𝑆 має 𝑀𝑀 -тип 𝐸0. Iншими (бiльш загальними словами), в
цiй статтi ми вивчаємо властивостi ч. в. множин надсуперкритичного 𝑀𝑀 -типу
(2,3,3).

Перший автор пiдтриманий грантом the Simons Foundation(1290607, V.M.B.).
2. Формулювання основних результатiв. Нехай 𝑆 скiнченна ч. в. мно-

жина. Її дiаграмою Хассе називається орiєнтований граф 𝐻(𝑆) з вершинами
𝑥 ∈ 𝑆 i стрiлками (𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, де 𝑦 накриває 𝑥 (тобто, 𝑥 < 𝑦 i не iснує 𝑧
такого, що 𝑥 < 𝑧 < 𝑦). Ми називаємо 0-довжиною орiєнтованого шляху графа
Хассе 𝐻(𝑆) число його вершин i позначаємо через 𝑙𝑚𝑖𝑛(𝑆) (вiдповiдно 𝑙𝑚𝑎𝑥(𝑆))
0-довжину найбiльш короткого (вiдповiдно довгого) орiєнтованого шляху графа
𝐻(𝑆). Зауважимо, що шляхи довжини 1 також роглядаються. Ми позначаємо
через [𝑆]∼ множину всiх ч. в. множин мiнiмаксно еквiвалентних ч. в. множинi
𝑆 (див. [1]) i покладаємо

𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑆) = 𝑚𝑖𝑛𝑋∈[𝑆]∼𝑙𝑚𝑖𝑛(𝑋), 𝐿𝑚𝑎𝑥(𝑆) = 𝑚𝑎𝑥𝑋∈[𝑆]∼𝑙𝑚𝑎𝑥(𝑋).

Число максимальних орiєнтованих шляхiв ч. в. множини 𝑋 (тобто таких,
що не належать орiєнтованим шляхам бiльшої 0-довжини) позначається через
𝑛(𝑋).

Теорема 1. Нехай 𝑆 ∈ {𝐸0}. Тодi

(1) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑆) = 1 i 𝐿𝑚𝑎𝑥(𝑆) = 4;
(2) для довiльного 𝑋 ∈ [𝑆]∼ виконуються нерiвностi

1 ≤ 𝑙𝑚𝑖𝑛(𝑋) ≤ 5, 1 ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥(𝑋) ≤ 6, 1 ≤ 𝑛(𝑋) ≤ 6.

3. Доведення теореми 1. З формальних мiркувань (пов’язаних з нуме-
рацiєю малюнкiв в таблицях) ми пишемо 𝐸0 замiсть 𝐸0.

Ч. в. множини, мiнiмаксно еквiвалентнi надсуперкритичним ч. в. множинi
𝐸0 (або, iншими словами, ч. в. множинi, що має надсуперкритичний 𝑀𝑀 -тип
(2,3,3)), описанi в [8], Вони задаються з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзомор-
фiзму) наступною таблицею.

r rr rr
rrr

𝐸0

Роздiл 1: Математика i статистика
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Ми маємо таку теорему.

Теорема 2. Для ч. в. множин 𝐸𝑖 виконується наступне:

𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛
𝐸0 2 3 3

𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛 𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛 𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛
𝐸1 5 6 2 𝐸7 4 6 3 𝐸13 3 4 4
𝐸2 5 6 1 𝐸8 1 5 3 𝐸14 2 5 4
𝐸3 3 5 3 𝐸9 1 5 2 𝐸15 2 4 4
𝐸4 5 5 2 𝐸10 1 4 3 𝐸16 2 3 4
𝐸5 5 5 1 𝐸11 2 4 3 𝐸17 2 4 6
𝐸6 4 5 3 𝐸12 2 4 4 𝐸18 2 3 6

Теорема 2 доводиться за допомогою безпосереднiх обчислень.
Теорема 1 випливає iз теореми 2.
4. Висновки. У статтi описуються комбiнаторнi властивостi ч. в. множин,

якi мiнiмаксно iзоморфнi надсуперкритичнiй ч. в. множинi (2,3,3). Результати
та методи їх доведення можуть бути застосованi для iнших класiв ч. в. множин.
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Bondarenko V. M., Orlovskaja Yu. M., Stoika M. V. On combinatorial
properties of the posets of oversupercritical 𝑀𝑀 -type (2,3,3).

M. M. Kleiner proved that a poset 𝑆 has finite representation type if and only if it does
not contain subposets of the form (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5), (N, 4), and
L. A. Nazarova proved that a poset 𝑆 is tame if and only if it does not contain subsets of
the form (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6), (N, 5). These posets are
called, respectively, critical and supercritical.

The posets which differ from the supercritical posets in the same degree as the super-
critical posets differ from the critical ones, are called oversupercritical. In this paper, we
study some combinatorial properties of the posets that are minimax isomorphic to the
oversupercritical poset (2,3,3).
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