
104 Г. I. СЛИВКА-ТИЛИЩАК, М. В. МАДI, М. О. ТИЛИЩАК

УДК 512.44
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2025.46(1).104-108

Г. I. Сливка-Тилищак1, М. В. Мадi2, М. О. Тилищак3

1 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
професор кафедри теорiї ймовiрностей i математичного аналiзу,
доктор фiзико-математичних наук
anna.slyvka@uzhnu.edu.ua
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-7129-0530
2 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
аспiрант кафедри теорiї ймовiрностей i математичного аналiзу
mykhailo.madi@uzhnu.edu.ua
ORCID: https://orcid.org/0009-0000-9356-3408
3 Ужгородський науковий лiцей,
здобувач
marichkatlk@gmail.com
ORCID: https://orcid.org/0009-0002-4379-1423

ПОБУДОВА ВИБIРКИ З МНОЖИНИ МIРИ НУЛЬ ТА ЇЇ
ХАРАКТЕРИСТИКИ

Робота присвячена дослiдженню методiв побудови вибiрок з множин, що мають
мiру нуль. Розглянуто два способи побудови вибiрок з множини Кантора та проана-
лiзовано їх числовi характеристики, зроблено висновки про принципову подiбнiсть чи
вiдмiннiсть отриманих вибiрок.

Отримано, що вибiркове середнє у всiх вибiрках обох серiй для множини Кантора
практично не вiдрiзняються, а послiдовнiсть середньоквадратичних вiдхилень вибiрок
першої серiї (iтерацiйної) стабiлiзується на другому кроцi i прямує до середньоквадра-
тичних вiдхилень усiх вибiрок другої серiї.

Ключовi слова: множини мiри нуль, множина Кантора, числовi характеристики
вибiрки.

1. Вступ. Поняття мiри є узагальненням таких числових характеристик мно-
жин як довжина, площа, об’єм. Цi характеристики застосовуються в рiзних
просторах, для рiзних класiв множин, але їх значення мають спiльнi риси: во-
ни невiд’ємнi, i для об’єднання двох множин,що не перетинаються, дорiвнюють
сумi значень цих двох множин. Як це часто робиться в математицi, замiсть
окремого вивчення довжини, площi, об’єму тощо, ми дослiджуємо загальну чи-
слову функцiю множин — мiру, що визначена на певному абстрактному наборi
множин i задовольняє двi вказанi властивостi. Можна побудувати багато цiка-
вих множин, якi не мають мiри, тобто мiра яких рiвна нулю. Робота присвячена
дослiдженню методiв побудови вибiрок з множин, що мають мiру нуль. Дана
тема є актуальною тим, що вона допомагає уявити, що таке множина мiри нуль.
Методи побудови вибiрок iз складно сконструйованих математичних множин є
слабо дослiдженi.

2. Основний результат. Множина Кантора — пiдмножина вiдрiзка [0, 1],
яку вперше ввiв нiмецький математик Георг Кантор. Множина утвориться з
вiдрiзка, якщо послiдовно вилучити такi iнтервали: спочатку на кроцi 𝑛 = 1
вилучаємо iнтервал

(︀
1
3
, 2
3

)︀
(тобто центральну третину вiдрiзка). Отже залиши-

ться 𝐴1 =
[︀
0, 1

3

]︀⋃︀
[2
3
, 1]. Далi на кроцi 𝑛 = 2 вилучаємо вiдрiзки

(︀
1
9
, 2
9

)︀
та
(︀
7
9
, 8
9

)︀
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(тобто центральнi третини тих двох вiдрiзкiв
[︀
0, 1

3

]︀
та
[︀
2
3
, 1
]︀
, якi залишилися.

Отже залишиться 𝐴2 =
[︀
0, 1

9

]︀⋃︀ [︀
2
9
, 1
3

]︀⋃︀ [︀
2
3
, 7
9

]︀⋃︀ [︀
8
9
, 1
]︀
, i так далi. Множина 𝐾,

яка залишилася, називається множиною Кантора [1]. Таким чином𝐾 =
⋂︀∞

𝑖=0𝐴𝑖.
Для описання множин дiйсних чисел скористаємось iнтуїтивним поняттям

мiри. Цiкаво, що мiра вiдрiзкiв, якi залишаються на кожному кроцi формува-
ння множини Кантора зменшується. Оскiльки на кожному кроцi вiдкидаються
центральнi третини тих вiдрiзкiв, якi залишилися, то пiсля кожного кроку за-
лишається 2

3
вiд попередньої мiри. Таким чином при 𝑛 = 1 це 2

3
, при 𝑛 = 2 це

4
9
, а для довiльного 𝑛 — (2

3
)𝑛. Якщо n спрямувати до нескiнченностi, то мiра

вiдрiзкiв, якi залишаються, прямує до 0. Таким чином мiра множини Кантора
рiвна 0.

2.1. Генерацiя вибiрки з множини Кантора методом хаоса. Для
унаочнення множини Кантора 𝐾, скористаємося рiвномiрно розподiленою ви-
падковою величиною над якою проводимо деякi обчислення та вiдповiдними
вибiрками. Нехай 𝑥 – рiвномiрно розподiлена на множинi [0; 1] випадкова вели-
чина, тобто ймовiрнiсть попадання у пiдмножину цiєї множини рiвна її мiрi, бо
довжина вiдрiзка [0; 1] є 1. Перемiстимо 𝑥 втричi ближче до 0 або втричi ближ-
че до 1. Тобто для дискретної рiвномiрно розподiленої випадкової величини 𝛿,
що приймає значення 0 або 1, кожне з однаковою ймовiрнiстю 1

2
, розглянемо

𝑦 = 𝑓(𝑥) =

{︂
𝑥
3
, якщо 𝛿 = 0

𝑥+2
3
, якщо 𝛿 = 1.

Зрозумiло, що 𝑦 є рiвномiрно розподiленою випадковою величиною на мно-
жинi 𝐴1 =

[︀
0, 1

3

]︀⋃︀
[2
3
, 1], якщо при кожному зверненнi до 𝑓(𝑥) незалежно ге-

нерується 𝛿, що приймає значення 0 або 1, кожне з однаковою ймовiрнiстю 1
2
.

Якщо б 𝑥 була рiвномiрно розподiленою випадковою величиною на множинi
𝐴1, то 𝑦 була б рiвномiрно розподiленою випадковою величиною на множинi
𝐴2 =

[︀
0, 1

9

]︀⋃︀ [︀
2
9
, 1
3

]︀⋃︀ [︀
2
3
, 7
9

]︀⋃︀ [︀
8
9
, 1
]︀
. I так далi.

Побудуємо в деякому наближенi вибiрку з множина Кантора. Використаємо
метод хаосу. Скористаємося вибiркою 𝑥01, 𝑥02, . . . , 𝑥0𝑘 випадкової величини 𝑥0
рiвномiрно розподiленої на множинi [0; 1]. Вона буде iлюструвати множину 𝐴0 =
= [0, 1] при зображеннi. Далi будуємо випадковi величини 𝑥1 = 𝑓(𝑥0), 𝑥2 = 𝑓(𝑥1),
. . . та їх вибiрки 𝑥𝑖+1,𝑗 = 𝑓(𝑥𝑖,𝑗) (𝑗 = 1, . . . , 𝑘). Зрозумiло, що 𝑥1𝑗 = 𝑓(𝑥0𝑗) для
кожного 𝑗 обчислюється за однiєю з формул 𝑥1𝑗 =

𝑥0𝑗

3
, або 𝑥1𝑗 =

𝑥0𝑗+2

3
. Оскiльки

𝑥0𝑗 ∈ [0; 1], то в першому випадку 𝑥1𝑗 ∈
[︀
0, 1

3

]︀
, в другому випадку 𝑥1𝑗 ∈

[︀
2
3
, 1
]︀
,

тодi 𝑥1𝑗 ∈
[︀
0, 1

3

]︀⋃︀
[2
3
, 1] = 𝐴1. Продовжуючи далi, з умови 𝑥1𝑗 ∈

[︀
0, 1

3

]︀⋃︀ [︀
2
3
, 1
]︀

та
того, що 𝑥2𝑗 = 𝑓(𝑥1𝑗) для кожного 𝑗 обчислюється за однiєю з формул 𝑥2𝑗 =

𝑥1𝑗

3
,

або 𝑥2𝑗 =
𝑥1𝑗+2

3
. Оскiльки в першому випадку 𝑥2𝑗 ∈

[︀
0, 1

9

]︀⋃︀ [︀
2
9
, 1
3

]︀
, в другому

випадку 𝑥2𝑗 ∈
[︀
2
3
, 7
9

]︀⋃︀ [︀
8
9
, 1
]︀
, тодi 𝑥2𝑗 ∈=

[︀
0, 1

9

]︀⋃︀ [︀
2
9
, 1
3

]︀⋃︀ [︀
2
3
, 7
9

]︀⋃︀ [︀
8
9
, 1
]︀
= 𝐴2. I

так далi. Кожна з вибiрок 𝑥𝑖,𝑗, (𝑗 = 1, . . . , 𝑘) iлюструватиме множину 𝐴𝑖, до
якої, очевидно, належать всi її елементи.

Оскiльки, кожна множина 𝐴𝑖 симетрична вiдносно 0.5, то середнє значення

𝑥𝑖 =
𝑥𝑖1 + 𝑥𝑖2 + · · · 𝑥𝑖𝑘

𝑘

має наближатися до 0, 5 при зростаннi 𝑘. Середньоквадратичне вiдхилення бу-
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демо обчисляти за формулою:

𝐷𝑖 =
√︁

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖)2 =
√︂

(𝑥𝑖1 − 𝑥𝑖)2 + (𝑥𝑖2 − 𝑥𝑖)2 + · · ·+ (𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑖)2
𝑘

.

Запуск коду, що починає з вибiрки в 𝑘 = 1000 елементiв рiвномiрно роз-
подiленої випадкової величини на промiжку [0; 1], генерує вибiрки поданих ха-
рактеристик та зображує кожну вибiрку точками на одному горизонтальному
вiдрiзку, а рiзнi вибiрки на рiзних горизонтальних вiдрiзках.

Рис. 1

Таблиця 1

𝑖
Вибiркове
середнє

Середньо
квадратичне
вiдхилення

𝑖
Вибiркове
середнє

Середньо
квадратичне
вiдхилення

0 0.504464 0.287646 10 0.508515 0.360488
1 0.491488 0.344500 11 0.509505 0.355088
2 0.511163 0.347142 12 0.513835 0.350003
3 0.509721 0.350557 13 0.504612 0.354932
4 0.503241 0.350744 14 0.522204 0.350737
5 0.501080 0.360044 15 0.520735 0.351285
6 0.495694 0.354741 16 0.529579 0.348256
7 0.487898 0.349755 17 0.483859 0.348135
8 0.496632 0.345271 18 0.494620 0.348737
9 0.487544 0.351190 19 0.483540 0.352806

Аналiз таблицi показує, що вибiркове середнє, дiйсно знаходиться завжди
бiля 0.5, вiдрiзняється вiд нього не бiльше нiж на 0.03, а середньо квадратичне
вiдхилення, крiм першого значення, знаходиться завжди бiля 0.35 i вiдрiзняє-
ться вiд нього не бiльше нiж на 0.011.

2.2. Генерацiя вибiрки з множини Кантора методом перетворення
цифр. Зменшимо множину Кантору, послiдовно вилучаючи такi iнтервали:
спочатку на кроцi 𝑛 = 1 вилучаємо iнтервал [1/3, 2/3) разом з лiвою межею.
Подаватимемо числа в цифровому записi в 3-вiй системi числення, вигляду

Роздiл 1: Математика i статистика
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0, 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4, . . . (𝑎𝑖 ∈ {0, 1, 2}). Очевидно, 0, 𝑎1𝑎2𝑎3. . . 𝑎𝑖22 . . . = 0, 𝑎1𝑎2𝑎3 . . . (𝑎𝑖+
+ 1)00 . . ., якщо 𝑎𝑖 < 2. Тому, далi вiдмовляємося вiд представлення, якi не за-
кiнчується послiдовнiстю 2-йок. Тобто 0, 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4. . . = 𝑎1

3
+ 𝑎2

32
+ 𝑎3

33
+ 𝑎4

34
+ · · · .

Тодi на першому кроцi вилучають числа, в описаному цифровому записi якого
𝑎1 = 1. Отже залишиться 𝐴1 =

[︀
0, 1

3

)︀⋃︀ [︀
2
3
, 1
)︀
. Тобто на першому кроцi зали-

шаються числа, в описаному цифровому записi якого 𝑎1 = 0 або 𝑎1 = 2. Да-
лi, на кроцi 𝑛 = 2 вилучаємо вiдрiзки

[︀
1
9
, 2
9

)︀
та
[︀
7
9
, 8
9

)︀
. Тодi на другому кроцi

вилучаються ще числа, в описаному цифровому записi якого 𝑎2 = 1. Отже,
залишаться 𝐴2 =

[︀
0, 1

9

)︀⋃︀ [︀
2
9
, 1
3

)︀⋃︀ [︀
2
3
, 7
9

)︀⋃︀ [︀
8
9
, 1
)︀
. Отже на другому кроцi зали-

шаються числа, в описаному цифровому записi якого 𝑎1, 𝑎2 ∈ {0, 2}. Таким
чином, побудована пiдмножина Ω множини Кантора складається з чисел в ци-
фровому записi в 3-вiй системi числення, вигляду 0, 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 . . . , (𝑎𝑖 ∈ {0, 2}).
Оскiльки, вiдкидання чи приєднання межової точки довiльного iнтервалу, нi-
як не впливає на характеристики вибiрки рiвномiрно розподiленої величини з
цього iнтервалу, то ми можемо знехтувати неможливiстю розгляду чисел, що є
лiвою межею вiдкидуваних iнтервалiв. Очевидно лiва межа вiдкидуваних про-
мiжкiв є числа вигляду 0, 𝑎1𝑎2𝑎3. . . 𝑎𝑖1100 . . .. Тобто для кожного фiксованого 𝑖
множина чисел такого вигляду скiнчена. Таким чином для довiльного 𝑖 множи-
на чисел такого вигляду злiченна. Натомiсть, множина Ω незлiченна, бо вона
еквiвалентна множинi чисел вигляду 0, 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 . . . , (𝑎𝑖 ∈ {0, 2}), якi не закiнчу-
ються послiдовнiстю 2-йок в 3-й системi числення. Або множинi чисел вигляду
0, 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 . . . , (𝑎𝑖 ∈ {0, 1}), якi не закiнчуються послiдовнiстю 1-чок в 2-й си-
стемi числення. Тобто Ω еквiвалентна iнтервалу [0, 1) i є незлiченною.

З описаного вище, можна запропонувати наступний алгоритм побудови ви-
бiрки з множини Кантора:

1) Генеруємо рiвномiрно розподiлену випадкову величину з промiжку [0, 1).
2) Кожне число вибiрки записуємо в двiйковiй системi числення, щоб запис

не закiнчувався послiдовнiстю 1-чок.
3) Мiняємо запис замiнюючи цифри 1 на 2.
4) Одержаний запис трактуємо в трiйковiй системi числення, що подасть чи-

сло з пiдмножини Ω множини Кантора.

Рис. 2

Аналiз таблицi показує, що вибiркове середнє, дiйсно наближено до 0.5 вiд-
рiзняється вiд нього не бiльше нiж на 0.02, а середньо квадратичне вiдхилення
знаходиться завжди бiля 0.35 i вiдрiзняється вiд нього не бiльше нiж на 0.001.
Цi характеристики є кращими нiж аналогiнi у вибiрок згенерованих методом

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 46, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)
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Таблиця 2

𝑖
Вибiркове
середнє

Середньо
квадратичне
вiдхилення

𝑖
Вибiркове
середнє

Середньо
квадратичне
вiдхилення

0 0.483010 0.344326 10 0.511499 0.355615
1 0.499713 0.357989 11 0.519299 0.348702
2 0.510975 0.354898 12 0.516364 0.353149
3 0.502102 0.352523 13 0.499912 0.353030
4 0.503901 0.349429 14 0.516007 0.356643
5 0.489073 0.353953 15 0.502250 0.353633
6 0.493202 0.350612 16 0.500134 0.352950
7 0.499064 0.353658 17 0.499873 0.355421
8 0.496870 0.352379 18 0.498481 0.351288
9 0.507125 0.347133 19 0.511499 0.355615

хаоса, хоча середнi значення отримуваних вибiркових середнiх та середньоква-
дратичних вiдхилень практично не вiдрiзняються.
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Slyvka-Tylyshchak G. I., Madi M. V., Tylyshchak M. O. Construction of a
sample from a set of measure zero and its characteristics.

This work is devoted to the study of methods for constructing samples from sets of
measure zero. Two methods of constructing samples from the Cantor set are considered
and their numerical characteristics are analyzed. Conclusions are drawn regarding the
fundamental similarity or difference between the obtained samples.

It was found that the sample means in all samples from both series for the Cantor
set are practically identical, and the sequence of sample standard deviations in the first
(iterative) series stabilizes at the second step and converges to the standard deviations of
all samples in the second series.
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