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ПРО ПРЯМI ДОБУТКИ НЕМЕТАЦИКЛIЧНИХ 𝑝-ГРУП
МIЛЛЕРА–МОРЕНО ТА ЦИКЛIЧНИХ 𝑝-ГРУП ЯК АДИТИВНI

ГРУПИ ЛОКАЛЬНИХ МАЙЖЕ-КIЛЕЦЬ

В статтi розглядається питання, якi неабелевi p-груп можуть бути адитивними
групами локальних майже-кiлець. А саме, доведено, що прямi добутки неметациклi-
чних 𝑝-груп Мiллера-Морено та циклiчних 𝑝-груп є адитивними групами локальних
майже-кiлець. Наведено приклади локальних майже-кiлець на таких групах.

Ключовi слова: 𝑝-група, група Мiллера–Морено, локальнi майже-кiльця, адитивна
група, прямий добуток.

1. Вступ. Питання про те, якi групи можуть бути адитивними групами майже-
кiлець з одиницею, дослiджується з кiнця 1960-х рокiв. Один з перших резуль-
татiв в цьому напрямку був отриманий Клейом i Малоне [3], якi показали, що з
точнiстю до iзоморфiзму iснує єдине майже-кiльце з одиницею, адитивна група
якого циклiчна, i яке фактично є комутативним кiльцем. В статтi [10] описано
всi можливi типи груп Мiллера–Морено, якi можуть бути адитивними групами
майже-кiлець з одиницею.

Вивчення локальних майже-кiлець було започатковано Мексоном [2] у 1968
роцi, який встановив, зокрема, що адитивна група скiнченного локального май-
же-кiльця повинна бути 𝑝-групою. В роботах [13] та [14] вивчались локальнi
майже-кiльця на неметациклiчних групах Мiллера–Морено.

Очевидно, що прямим добутком майже-кiлець з одиницею є майже-кiльце з
одиницею. Водночас прямий добуток двох довiльних локальних майже-кiлець
не є локальним майже-кiльцем.

В статтi дослiджуються прямi добутки неметациклiчних 𝑝-груп Мiллера–
Морено та циклiчних 𝑝-груп як адитивнi групи майже-кiлець з одиницею i,
зокрема, локальних майже-кiлець.

2. Попереднi результати. Наведемо основнi означення (див., [3], [7], [2],
[4], [12]).

Означення 1. Непорожня множина 𝑅 з двома бiнарними операцiями «+»
та «·» називається майже-кiльцем, якщо:

1) (𝑅,+) — група з нейтральним елементом 0,
2) (𝑅, ·) — напiвгрупа,
3) 𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧 для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅.

Таке майже-кiльце називається лiвим майже-кiльцем. Якщо ж аксiому 3)
замiнити аксiомою (𝑥+ 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · 𝑧 + 𝑦 · 𝑧 для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅, то отримаємо
праве майже-кiльце.
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Група (𝑅,+) позначається через 𝑅+ та називається адитивною групою, а
її нейтральний елемент 0 — нулем майже-кiльця 𝑅. З аксiоми 3 випливає, що
𝑟 · 0 = 𝑟 · (0 + 0) = 𝑟 · 0 + 𝑟 · 0, звiдки отримуємо 𝑟 · 0 = 0. З цiєї ж аксiоми
витiкає, що 𝑟 · (−𝑠) = −(𝑟 · 𝑠). Майже-кiльце 𝑅 називається нуль-симетричним,
якщо також 0 · 𝑥 = 0, та майже-кiльцем з одиницею 𝑖, якщо напiвгрупа (𝑅, ·)
є моноїдом з одиничним елементом 𝑖. Група всiх оборотних елементiв моноїда
(𝑅, ·) називається мультиплiкативною групою в 𝑅 та позначається через 𝑅*.

Нагадаємо, що експонентою групи є найменше спiльне кратне порядкiв її
елементiв. Зокрема, експонентою скiнченної 𝑝-групи є максимальний порядок
її елементiв.

Наступна лема визначає експоненту адитивної групи скiнченного майже-
кiльця з одиницею [3, Theorem 3].

Лема 1. Експонента адитивної групи скiнченного майже-кiльця 𝑅 з оди-
ницею 𝑖 дорiвнює адитивному порядку елемента 𝑖, який спiвпадає з адитивним
порядком кожного оборотного елемента в майже-кiльцi 𝑅.

Означення 2. Майже-кiльце 𝑅 з одиницею називається локальним, якщо
множина 𝐿 всiх необоротних елементiв iз (𝑅, ·) утворює адитивну пiдгрупу
в 𝑅+.

Наступна лема, яка випливає з [1] (леми 3.2, 3.5, 3.9 та наслiдок 3.8), хара-
ктеризує основнi властивостi скiнченних локальних майже-кiлець.

Лема 2. Нехай 𝑅 — скiнченне локальне майже-кiльце з одиницею 𝑖 та
𝐿 — пiдгрупа в 𝑅+ всiх необоротних елементiв iз 𝑅. Тодi 𝑅+ — 𝑝-група для
деякого простого 𝑝, експонента якої збiгається з порядком елемента 𝑖 в 𝑅+,
та виконуються наступнi твердження:

1) 𝐿 — iдеал в 𝑅 та (𝑅,𝑅)-пiдгрупа в 𝑅+;
2) кожна власна 𝑅*-iнварiантна пiдгрупа iз 𝑅+ мiститься в 𝐿;
3) множина 𝑖 + 𝐿 утворює нормальну силовську 𝑝-пiдгрупу мультиплiка-

тивної групи 𝑅*.

Нагадаємо, що скiнченна група називається мiнiмальною неабелевою групою
або групою Мiллера–Морено, якщо вона неабелева, а всi її власнi пiдгрупи є
абелевими. Цi групи вперше вивчалися Мiллером та Мореном в 1903 роцi [8].
Будова таких груп добре вiдома i повнiстю описується в [11].

Лема 3. Неметациклiчнi 𝑝-групи Мiллера–Морено iзоморфнi групi 𝐺 =
= (⟨𝑎⟩ × ⟨𝑐⟩) ⋊ ⟨𝑏⟩ порядку 𝑝𝑚+𝑛+1 (𝑝 — просте число) з |𝑎| = 𝑝𝑚, |𝑏| = 𝑝𝑛,
|𝑐| = 𝑝, 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎𝑐, 𝑏−1𝑐𝑏 = 𝑐, де 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 та 𝑚+ 𝑛> 2 при 𝑝 = 2.

Розглянемо прямий добуток неметациклiчної 𝑝-групи Мiллера–Морено та
циклiчної 𝑝-групи. Як безпосереднiй наслiдок леми 3, маємо наступну лему.

Лема 4. Нехай 𝐺 прямий добуток неметациклiчної 𝑝-групи Мiллера–Море-
но та циклiчної 𝑝-групи. Тодi 𝐺 є групою наступного типу: група 𝐺 =

(︀
(⟨𝑎⟩ ×

× ⟨𝑐⟩) ⋊ ⟨𝑏⟩
)︀
× ⟨𝑑⟩ порядку 𝑝𝑚+𝑛+𝑘+1 з 𝑎𝑝𝑚 = 𝑏𝑝

𝑛
= 𝑐𝑝 = 𝑑𝑝

𝑘
= 1, 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎𝑐,

𝑏−1𝑐𝑏 = 𝑐, 𝑑−1𝑎𝑑 = 𝑎, 𝑑−1𝑏𝑑 = 𝑏, 𝑑−1𝑐𝑑 = 𝑐, де 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 та 𝑚+𝑛> 2 при 𝑝 = 2.

Позначимо через 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) адитивно записану групу з леми 4 з такими
твiрними 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝑑 порядкiв 𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝 та 𝑝𝑘, вiдповiдно, що −𝑏+ 𝑎+ 𝑏 = 𝑎+ 𝑐,
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−𝑏 + 𝑐 + 𝑏 = 𝑐, −𝑑 + 𝑎 + 𝑑 = 𝑎, −𝑑 + 𝑏 + 𝑑 = 𝑏, −𝑑 + 𝑐 + 𝑑 = 𝑐, де 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 та
𝑚+ 𝑛> 2 при 𝑝 = 2.

Лема 5. Для довiльних цiлих чисел 𝑟 та 𝑠 в групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) виконую-
ться спiввiдношення:

−𝑎𝑟 − 𝑏𝑠+ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠 = 𝑐𝑟𝑠, 𝑏𝑠+ 𝑎𝑟 = −𝑐𝑟𝑠+ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠.

Доведення. Оскiльки −𝑏 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐, то −𝑏𝑠 + 𝑎 + 𝑏𝑠 = 𝑎 + 𝑐𝑠. Тодi
−𝑏𝑠+ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠 = (𝑎+ 𝑐𝑠)𝑟 = 𝑎𝑟 + 𝑐𝑟𝑠. Звiдси 𝑏𝑠+ 𝑎𝑟 = −𝑐𝑟𝑠+ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠.

Лема 6. Для будь-яких натуральних чисел 𝑟, 𝑡, 𝑠 в групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘)
справедливе спiввiдношення:

(𝑎𝑟 + 𝑏𝑠)𝑡 = 𝑎𝑟𝑡+ 𝑏𝑠𝑡− 𝑐𝑟𝑠
(︂
𝑡

2

)︂
. (1)

Доведення. Доведення проведемо iндукцiєю по 𝑡. При 𝑡 = 1 рiвнiсть вiрна.
Нехай при 𝑡 виконується рiвнiсть, тобто

(𝑎𝑟 + 𝑏𝑠)𝑡 = 𝑎𝑟𝑡+ 𝑏𝑠𝑡− 𝑐𝑟𝑠
(︂
𝑡

2

)︂
.

Покажемо справедливiсть рiвностi при 𝑡+ 1:

(𝑎𝑟 + 𝑏𝑠)(𝑡+ 1) = 𝑎𝑟𝑡+ 𝑏𝑠𝑡+ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠− 𝑐𝑟𝑠
(︂
𝑡

2

)︂
=

= 𝑎𝑟(𝑡+ 1) + 𝑏𝑠(𝑡+ 1)− 𝑐𝑟𝑠𝑡− 𝑐𝑟𝑠
(︂
𝑡

2

)︂
=

= 𝑎𝑟(𝑡+ 1) + 𝑏𝑠(𝑡+ 1)− 𝑐𝑟𝑠(𝑡+
(︂
𝑡

2

)︂
) =

= 𝑎𝑟(𝑡+ 1) + 𝑏𝑠(𝑡+ 1)− 𝑐𝑟𝑠
(︂
𝑡+ 1

2

)︂
.

Отже, рiвнiсть (1) справедлива при будь-якому 𝑡.

Лема 7. Якщо 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1, 𝑚 ≥ 𝑘 та 𝑚 > 1 при 𝑝 = 2, то експонента
групи 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) дорiвнює 𝑝𝑚.

Доведення. Дiйсно, для кожного 𝑥 ∈ 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) iснують такi цiлi числа
𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜑, що 𝑥 = 𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐𝛾𝑑𝜑.

𝑥𝑝
𝑚

= (𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐𝛾𝑑𝜑)𝑝
𝑚

=

= (𝑎𝛼𝑏𝛽)𝑝
𝑚

𝑐𝛾𝑝
𝑚

𝑑𝜑𝑝
𝑚

=

= 𝑎𝛼𝑝
𝑚

𝑏𝛽𝑝
𝑚

𝑐−𝛼𝛽(𝑝
𝑚

2 ) =

= 𝑎𝛼𝑝
𝑚

𝑏𝛽𝑝
𝑚

𝑐−𝛼𝛽
𝑝𝑚(𝑝𝑚−1)

2 = 1.

Оскiльки |𝑎| = 𝑝𝑚 та 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 з 𝑚 > 1 при 𝑝 = 2, то 𝑝𝑚 експонента групи
𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘).
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3. Майже-кiльця з одиницею на групах 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘). Нехай адитив-
ною групою майже-кiльця 𝑅 з одиницею є прямий добуток деяких неметациклi-
чних 𝑝-груп Мiллера–Морено та деяких циклiчних 𝑝-груп. А отже, iзоморфна
групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘).

В цiй статтi розглянемо групи 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) з 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1, 𝑚 ≥ 𝑘 та 𝑛 > 1,
при 𝑝 = 2.

Лема 8. Нехай 𝑅 — майже-кiльце з одиницею 𝑖, адитивна група 𝑅+ якого
iзоморфна групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) з 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1, 𝑚 ≥ 𝑘 та 𝑛 > 1 при 𝑝 = 2.
Тодi 𝑅+ = ⟨𝑎⟩ + ⟨𝑏⟩ + ⟨𝑐⟩ + ⟨𝑑⟩ з елементами 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝑑, що задовольняють
спiввiдношенням 𝑎𝑝𝑚 = 𝑏𝑝𝑛 = 𝑐𝑝 = 𝑑𝑝𝑘 = 0, −𝑏 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐, −𝑏 + 𝑐 + 𝑏 = 𝑐,
−𝑑 + 𝑎 + 𝑑 = 𝑎, −𝑑 + 𝑏 + 𝑑 = 𝑏, −𝑑 + 𝑐 + 𝑑 = 𝑐. Причому 𝑎 = 𝑖 та кожний
елемент 𝑥 ∈ 𝑅 однозначно записується у виглядi 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 з
коефiцiєнтами 0 ≤ 𝑥1 <𝑝

𝑚, 0 ≤ 𝑥2 <𝑝
𝑛, 0 ≤ 𝑥3 <𝑝 та 0 ≤ 𝑥4 <𝑝

𝑘.

Доведення. Оскiльки за лемою 1 одиниця 𝑖 є елементом максимального
порядку в групi 𝑅+, то твiрний елемент 𝑎 цiєї групи можна вибрати так, щоб вiн
спiвпадав з 𝑖. Решта випливає з означення групи 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘). Лему доведено.

Зокрема, з леми 8 випливає, що для кожного 𝑥 ∈ 𝑅 виконується рiвнiсть
𝑥𝑎 = 𝑎𝑥 = 𝑥 та iснують однозначно визначенi вiдображення 𝛼𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑚 ,
𝛽𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑛 , 𝛾𝑏 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 та 𝛼𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑚 , 𝛽𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑛 ,
𝛾𝑑 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 для яких

𝑥𝑏 = 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) + 𝑐𝛾𝑏(𝑥) + 𝑑𝜑𝑏(𝑥), (2)

та
𝑥𝑑 = 𝑎𝛼𝑑(𝑥) + 𝑏𝛽𝑑(𝑥) + 𝑐𝛾𝑑(𝑥) + 𝑑𝜑𝑑(𝑥). (3)

Теорема 1. Якщо 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 та 𝑦 = 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑦3 + 𝑑𝑦4 —
довiльнi елементи iз 𝑅, то

𝑥𝑦 = 𝑎(𝑥1𝑦1 + 𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛼𝑑(𝑥)𝑦4) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛽𝑑(𝑥)𝑦4)+ (4)

+𝑐(𝑥3𝑦1 + 𝛾𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝑦3 − 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝑦3 + 𝛾𝑑(𝑥)𝑦4−

−𝑥1𝑥2
(︂
𝑦1
2

)︂
− 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︂
𝑦2
2

)︂
− 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)

(︂
𝑦4
2

)︂
−

−𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝑦1𝑦2 − 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝑦1𝑦2 − 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝑦2
2)+

+𝑑(𝑥4𝑦1 + 𝜑𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝜑𝑑(𝑥)𝑦4),

причому для вiдображень 𝛼𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑏 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑘

та 𝛼𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑑 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 виконуються насту-
пнi твердження:

1) 𝛼𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑏(0) ≡ 0
(mod 𝑝𝑘), 𝛼𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝),
𝜑𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑘) тодi i тiльки тодi, коли майже-кiльце 𝑅 є нуль-
симетричним;

2) 𝛼𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥1𝛼𝑏(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑚);
3) 𝛽𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥2𝛼𝑏(𝑦) + 𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑛);
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4) 𝛾𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥3𝛼𝑏(𝑦) + 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑏(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛾𝑏(𝑦)+
+𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦)− 𝑥1𝑥2

(︀
𝛼𝑏(𝑦)

2

)︀
− 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︀
𝛽𝑏(𝑦)
2

)︀
−

−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)
(︀
𝜑𝑏(𝑦)
2

)︀
− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛼𝑏(𝑦)𝛽𝑏(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝛼𝑏(𝑦)𝛽𝑏(𝑦)−

−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦)
2 (mod 𝑝);

5) 𝜑𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥4𝛼𝑏(𝑦) + 𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑘);
6) 𝛼𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥1𝛼𝑑(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑚);
7) 𝛽𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥2𝛼𝑑(𝑦) + 𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑛);
8) 𝛾𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥3𝛼𝑑(𝑦) + 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑑(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛾𝑑(𝑦)+
+𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦)− 𝑥1𝑥2

(︀
𝛼𝑑(𝑦)

2

)︀
− 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︀
𝛽𝑑(𝑦)
2

)︀
−

−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)
(︀
𝜑𝑑(𝑦)

2

)︀
− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛼𝑑(𝑦)𝛽𝑑(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝛼𝑑(𝑦)𝛽𝑑(𝑦)−

−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦)
2 (mod 𝑝);

9) 𝜑𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥4𝛼𝑑(𝑦) + 𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑘).

Доведення. Якщо майже-кiльце 𝑅 є нуль-симетричним, то

0 = 0 · 𝑏 = 𝑎𝛼𝑏(0) + 𝑏𝛽𝑏(0) + 𝑐𝛾𝑏(0) + 𝑑𝜑𝑏(0),

та
0 = 0 · 𝑑 = 𝑎𝛼𝑑(0) + 𝑏𝛽𝑑(0) + 𝑐𝛾𝑑(0) + 𝑑𝜑𝑑(0).

Звiдси 𝛼𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑏(0) ≡ 0
(mod 𝑝𝑘), 𝛼𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑑(0) ≡ 0
(mod 𝑝𝑘). Навпаки, якщо мають мiсце вказанi конгруентностi, то 0 · 𝑏 = 𝑎 · 0 +
+ 𝑏 · 0 + 𝑐 · 0 + 𝑑 · 0 = 0. Також 0 · 𝑎 = 𝑎 · 0 = 0, оскiльки 𝑎 — мультиплiкативна
одиниця в 𝑅. Крiм того, з рiвностi 𝑐 = −𝑎− 𝑏+ 𝑎+ 𝑏 та лiвої дистрибутивностi
множення випливає 0 · 𝑐 = −0 · 𝑎− 0 · 𝑏+ 0 · 𝑎+ 0 · 𝑏 = 0, звiдки

0 · 𝑥 = 0 · (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3𝑑+ 𝑥4) = (0 · 𝑎)𝑥1 + (0 · 𝑏)𝑥2 + (0 · 𝑐)𝑥3 + (0 · 𝑑)𝑥4 = 0.

Отже, майже-кiльце 𝑅 є нуль-симетричним, що доводить твердження (0).
Далi, враховуючи (2) та лему 5, маємо

𝑥𝑐 = −𝑥𝑎− 𝑥𝑏+ 𝑥𝑎+ 𝑥𝑏 = −𝑐𝑥3 − 𝑏𝑥2 − 𝑎𝑥1 − 𝑐𝛾𝑏(𝑥)− 𝑏𝛽𝑏(𝑥)− 𝑎𝛼𝑏(𝑥)+

+𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) + 𝑐𝛾𝑏(𝑥) =

−𝑏𝑥2 − 𝑎𝑥1 − 𝑏𝛽𝑏(𝑥)− 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) =

−𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑏𝛽𝑏(𝑥)− 𝑎𝑥1 − 𝑎(𝛼𝑏(𝑥)− 𝑥1) + 𝑏𝑥2 + 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) =

= 𝑐𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑏(𝑥2 + 𝛽𝑏(𝑥))− 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝑥2 + 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) =

= 𝑐𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑏(𝑥2 + 𝛽𝑏(𝑥))− 𝑎𝛼𝑏(𝑥)− 𝑐𝑥2𝛼𝑏(𝑥) + 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝑥2 + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) =

= 𝑐(𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥))− 𝑏(𝑥2 + 𝛽𝑏(𝑥)) + 𝑏𝑥2 + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) = 𝑐(𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)).

Отже,

𝑥𝑦 = (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4)𝑦1 + (𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) + 𝑐𝛾𝑏(𝑥) + 𝑑𝜑𝑏(𝑥))𝑦2+

+(𝑐𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥))𝑦3 + (𝑎𝛼𝑑(𝑥) + 𝑏𝛽𝑑(𝑥) + 𝑐𝛾𝑑(𝑥) + 𝑑𝜑𝑑(𝑥))𝑦4.

За лемою 6, отримуємо
1) (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2)𝑦1 = 𝑎𝑥1𝑦1 + 𝑏𝑥2𝑦1 − 𝑐𝑥1𝑥2

(︀
𝑦1
2

)︀
;
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2) (𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥))𝑦2 = 𝑎𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝑏𝛽𝑏(𝑥)𝑦2 − 𝑐𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)
(︀
𝑦2
2

)︀
;

3) (𝑎𝛼𝑑(𝑥) + 𝑏𝛽𝑑(𝑥))𝑦4 = 𝑎𝛼𝑑(𝑥)𝑦4 + 𝑏𝛽𝑑(𝑥)𝑦4 − 𝑐𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)
(︀
𝑦4
2

)︀
;

4) 𝑏𝑥2𝑦1 + 𝑎𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 = 𝑎𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝑏𝑥2𝑦1 − 𝑐𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝑦1𝑦2;
5) 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2) + 𝑎𝛼𝑑(𝑥)𝑦4 = 𝑎𝛼𝑑(𝑥)𝑦2 + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2)−
−𝑐𝛼𝑑(𝑥)𝑦2(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2) = 𝑎𝛼𝑑(𝑥)𝑦2 + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2)−
−𝑐(𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝑦1𝑦2 + 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝑦2

2).

Звiдси, враховуючи лiву дистрибутивнiсть, одержуємо

𝑥𝑦 = 𝑎(𝑥1𝑦1 + 𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛼𝑑(𝑥)𝑦4) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛽𝑑(𝑥)𝑦4)+

+𝑐(𝑥3𝑦1 + 𝛾𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝑦3 − 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝑦3 + 𝛾𝑑(𝑥)𝑦4−

−𝑥1𝑥2
(︂
𝑦1
2

)︂
− 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︂
𝑦2
2

)︂
− 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)

(︂
𝑦4
2

)︂
−

−𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝑦1𝑦2 − 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝑦1𝑦2 − 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝑦2
2)+

+𝑑(𝑥4𝑦1 + 𝜑𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝜑𝑑(𝑥)𝑦4).

Крiм того, в силу закону асоцiативностi, для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 справедливi
рiвностi

(𝑥𝑦)𝑏 = 𝑥(𝑦𝑏), (5)

та
(𝑥𝑦)𝑑 = 𝑥(𝑦𝑑). (6)

Згiдно з (2), маємо

(𝑥𝑦)𝑏 = 𝑎𝛼𝑏(𝑥𝑦) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥𝑦) + 𝑐𝛾𝑏(𝑥𝑦) + 𝑑𝜑𝑏(𝑥𝑦), (7)

та 𝑦𝑏 = 𝑎𝛼𝑏(𝑦) + 𝑏𝛽𝑏(𝑦) + 𝑐𝛾𝑏(𝑦) + 𝑑𝜑𝑏(𝑦). Пiдставивши останнiй вираз в праву
частину рiвностi (5), виводимо

𝑥(𝑦𝑏) = 𝑎(𝑥1𝛼𝑏(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦)) + 𝑏(𝑥2𝛼𝑏(𝑦)+ (8)

+𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦)) + 𝑐(𝑥3𝛼𝑏(𝑦) + 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦)+

+𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑏(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛾𝑏(𝑦) + 𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦)− 𝑥1𝑥2
(︂
𝛼𝑏(𝑦)

2

)︂
−

−𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︂
𝛽𝑏(𝑦)

2

)︂
− 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)

(︂
𝜑𝑏(𝑦)

2

)︂
−

−𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛼𝑏(𝑦)𝛽𝑏(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝛼𝑏(𝑦)𝛽𝑏(𝑦)−

−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦)
2) + 𝑑(𝑥4𝛼𝑏(𝑦)+

+𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦)).

Оскiльки з рiвностi (5) випливає конгруентнiсть вiдповiдних коефiцiєнтiв
в формулах (7) та (8), то звiдси отримуємо твердження (1)–(4). Згiдно з (3)
маємо:

(𝑥𝑦)𝑑 = 𝑎𝛼𝑑(𝑥𝑦) + 𝑏𝛽𝑑(𝑥𝑦) + 𝑐𝛾𝑑(𝑥𝑦) + 𝑑𝜑𝑑(𝑥𝑦) (9)

Роздiл 1: Математика i статистика



ПРО ПРЯМI ДОБУТКИ ДЕЯКИХ ГРУП ТА ЛОКАЛЬНI МАЙЖЕ-КIЛЬЦЯ . . . 85

та 𝑦𝑑 = 𝑎𝛼𝑑(𝑦) + 𝑏𝛽𝑑(𝑦) + 𝑐𝛾𝑑(𝑦) + 𝑑𝜑𝑑(𝑦). Пiдставимо отриманий вираз в праву
частину рiвностi (6), отримаємо

𝑥(𝑦𝑑) = 𝑎(𝑥1𝛼𝑑(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦)) + 𝑏(𝑥2𝛼𝑏(𝑦)+ (10)

+𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦)) + 𝑐(𝑥3𝛼𝑑(𝑦) + 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦)+

+𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑑(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛾𝑑(𝑦) + 𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦)− 𝑥1𝑥2
(︂
𝛼𝑑(𝑦)

2

)︂
−

−𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︂
𝛽𝑑(𝑦)

2

)︂
− 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)

(︂
𝜑𝑑(𝑦)

2

)︂
−

−𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛼𝑑(𝑦)𝛽𝑑(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝛼𝑑(𝑦)𝛽𝑑(𝑦)−
−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦)

2) + 𝑑(𝑥4𝛼𝑑(𝑦)+

+𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦)).

Оскiльки з рiвностi (6) випливає конгруентнiсть вiдповiдних коефiцiєнтiв в фор-
мулах (9) та (10), то звiдси маємо твердження 5)–8). Лему доведено.

4. Локальнi майже-кiльця на групах 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘). Нехай адитивною
групою локального майже-кiльця 𝑅 є прямий добуток деякої неметациклiчної
𝑝-групи Мiллера–Морено та деякої циклiчної 𝑝-групи. А отже, 𝑅+ iзоморфна
групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘). Тодi 𝑅+ = ⟨𝑎⟩+ ⟨𝑏⟩+ ⟨𝑐⟩+ ⟨𝑑⟩ з елементами 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝑑, що
задовольняють спiввiдношенням 𝑎𝑝𝑚 = 𝑏𝑝𝑛 = 𝑐𝑝 = 𝑑𝑝𝑘 = 0, −𝑏 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐,
−𝑏 + 𝑐 + 𝑏 = 𝑐, −𝑑 + 𝑎 + 𝑑 = 𝑎, −𝑑 + 𝑏 + 𝑑 = 𝑏, −𝑑 + 𝑐 + 𝑑 = 𝑐. Причому
𝑎 є одиничним елементом в 𝑅 та кожний елемент 𝑥 ∈ 𝑅 однозначно запи-
сується у виглядi 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 з коефiцiєнтами 0 ≤ 𝑥1 < 𝑝𝑚,
0 ≤ 𝑥2 < 𝑝𝑛, 0 ≤ 𝑥3 < 𝑝 та 0 ≤ 𝑥4 < 𝑝𝑘. Зокрема, для кожного 𝑥 ∈ 𝑅
виконується рiвнiсть 𝑥𝑎 = 𝑎𝑥 = 𝑥 та iснують однозначно визначенi вiдобра-
ження 𝛼𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑚 , 𝛽𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑛 , 𝛾𝑏 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 та 𝛼𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑚 ,
𝛽𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑛 , 𝛾𝑑 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 , для яких виконуються рiвностi (2) та
(3).

Нехай далi множина 𝐿 всiх необоротних елементiв майже-кiльця 𝑅 є пiдгру-
пою iндексу 𝑝 в 𝑅+.

Лема 9. Якщо |𝑅 : 𝐿| = 𝑝 та 𝑎 — одиниця в 𝑅, то мають мiсце наступнi
твердження:

1) 𝐿 = ⟨𝑎 · 𝑝⟩+ ⟨𝑏⟩+ ⟨𝑐⟩+ ⟨𝑑⟩;
2) елемент 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 є оборотним тодi i тiльки тодi, коли
𝑥1 ̸≡ 0 ( mod 𝑝 ).

Доведення. Оскiльки 𝑎 ̸∈ 𝐿 та 𝑎𝑝 ∈ 𝐿, то 𝐿 = ⟨𝑎 · 𝑝⟩+ ⟨𝑏⟩+ ⟨𝑐⟩+ ⟨𝑑⟩. З
того, що 𝑅* = 𝑅 ∖ 𝐿 випливає, що 𝑅* = {𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4|𝑥1 ̸≡ 0 ( mod 𝑝 ).

Застосовуючи твердження 1) леми 9 до теореми 1, отримуємо наступну
формулу для добутку 𝑥𝑦 довiльних елементiв 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 та
𝑦 = 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑦3 + 𝑑𝑦4 локального майже-кiльця 𝑅.

Наслiдок 1. Якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, |𝑅 : 𝐿| = 𝑝, 𝑥𝑏 = 𝑎𝛼𝑏(𝑥)+𝑏𝛽𝑏(𝑥)+𝑐𝛾𝑏(𝑥)+𝑑𝜑𝑏(𝑥)
та 𝑥𝑑 = 𝑎𝛼𝑑(𝑥) + 𝑏𝛽𝑑(𝑥) + 𝑐𝛾𝑑(𝑥) + 𝑑𝜑𝑑(𝑥), то

𝑥𝑦 = 𝑎(𝑥1𝑦1 + 𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛼𝑑(𝑥)𝑦4) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛽𝑑(𝑥)𝑦4)+ (11)
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+𝑐
(︁
𝑥3𝑦1 + 𝛾𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝑦3 + 𝛾𝑑(𝑥)𝑦4−

−𝑥1𝑥2
(︂
𝑦1
2

)︂)︁
+ 𝑑
(︀
𝑥4𝑦1 + 𝜑𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝜑𝑑(𝑥)𝑦4

)︀
,

причому для вiдображень 𝛼𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑏 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑘

та 𝛼𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑑 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 виконуються насту-
пнi твердження:

0) 𝛼𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑏(0) ≡ 0
(mod 𝑝𝑘), 𝛼𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝),
𝜑𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑘) тодi i тiльки тодi, коли майже-кiльце 𝑅 є нуль-
симетричним;

1) 𝛼𝑏(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝);
2) якщо 𝛽𝑏(𝑥) ≡ 0 ( mod 𝑝), то 𝑥1 ≡ 0 (mod 𝑝);
3) 𝛼𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥1𝛼𝑏(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑚);
4) 𝛽𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥2𝛼𝑏(𝑦) + 𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑛);
5) 𝛾𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑏(𝑦) + 𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝) ;
6) 𝜑𝑏(𝑥𝑦) = 𝑥4𝛼𝑏(𝑦) + 𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑘);
7) 𝛼𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥1𝛼𝑑(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑚);
8) 𝛽𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥2𝛼𝑑(𝑦) + 𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑛);
9) 𝛾𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑑(𝑦) + 𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝);

10) 𝜑𝑑(𝑥𝑦) = 𝑥4𝛼𝑑(𝑦) + 𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑘).

Доведення. Дiйсно, твердження 0), 3), 4), 6)–8), 10) повторюють твердже-
ння 0)–2), 4)–6), 8) теореми 1. Оскiльки 𝐿 = ⟨𝑎 · 𝑝⟩+ ⟨𝑏⟩+ ⟨𝑐⟩+ ⟨𝑑⟩ за твердже-
нням 1) леми 9 та 𝐿 є (𝑅,𝑅)-пiдгрупою в 𝑅+ за твердженням 1) леми 2, то
𝑥𝑏 ∈ 𝐿 та 𝑥𝑑 ∈ 𝐿, звiдки 𝑎𝛼𝑏(𝑥) ∈ 𝐿 та 𝑎𝛼(𝑥) ∈ 𝐿 для кожного 𝑥 ∈ 𝑅. Отже,
𝛼𝑏(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝) та 𝛼𝑑(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝), що доводить твердження 1). Пiдстав-
ляючи отримане значення 𝑎𝛼𝑏(𝑥) та 𝑎𝛼𝑑(𝑥) в конгруентностi 1)–8) теореми 1,
одержуємо твердження 3)–10) наслiдку та формулу множення (11). Поклавши
в формулi (11) 𝑦 = 𝑐, отримаємо 𝑥𝑐 = 𝑐(𝑥1𝛽𝑏(𝑥)). Отже, якщо 𝛽𝑏(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝),
то 𝑥𝑐 = 0, i тому 𝑥 ∈ 𝐿. За твердженням 2) леми 9 випливає, що 𝑥1 ≡ 0 (mod 𝑝)
та доводить твердження 2).

Покажемо тепер, що для довiльного простого числа 𝑝 та натуральних чисел
𝑚 ≥ 𝑛 та 𝑚 ≥ 𝑘 з 𝑚 > 1 при 𝑝 = 2 iснує локальне майже-кiльце 𝑅, адитивна
група 𝑅+ якого iзоморфна групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘).

Лема 10. Нехай 𝑅 — локальне майже-кiльце, адитивна група якого iзо-
морфна групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘), |𝑅 : 𝐿| = 𝑝, 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1, 𝑚 ≥ 𝑘 та 𝑚 > 1 при 𝑝 = 2.
Якщо 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 та 𝑦 = 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑦3 + 𝑑𝑦4 — довiльнi елемен-
ти iз 𝑅, то вiдображення 𝛼𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑏 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑘

та 𝛼𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑑 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 можуть бути насту-
пними:

𝛼𝑏(𝑥) = 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛾𝑏(𝑥) = 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑏(𝑥) = 0 (mod 𝑝𝑘), 𝛼𝑑(𝑥) = 0
(mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑑(𝑥) = 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑑(𝑥) = 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑑(𝑥) = 1 (mod 𝑝𝑘),

𝛽𝑏(𝑥) =

{︂
1, 𝑖𝑓 𝑥1 ̸≡ 0 (mod 𝑝);
0, 𝑖𝑓 𝑥1 ≡ 0 (mod 𝑝).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Нехай [𝑛, 𝑖] є 𝑖-ою групою порядку 𝑛 в бiблiотецi SmallGroups системи комп’ю-
терної алгебри GAP [5].

Приклад 1. Нехай 𝐺 ∼= ((𝐶5×𝐶5)⋊𝐶5)×𝐶5 [625, 12]. Якщо 𝑥 = 𝑎𝑥1+ 𝑏𝑥2+
𝑐𝑥3+𝑑𝑥4, 𝑦 = 𝑎𝑦1+ 𝑏𝑦2+𝑐𝑦3+𝑑𝑦4 ∈ 𝐺 та (𝐺,+, ·) є локальним майже-кiльцем,
то «·» може бути наступним:

𝑥 · 𝑦 = 𝑎(𝑥1𝑦1) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2) + 𝑐
(︁
𝑥3𝑦1 + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝑦3−

−𝑥1𝑥2
(︂
𝑦1
2

)︂)︁
+ 𝑑(𝑥4𝑦1 + 𝑦4),

де

𝛽𝑏(𝑥) =

{︂
1, 𝑖𝑓 𝑥1 ̸≡ 0 (mod 5);
0, 𝑖𝑓 𝑥1 ≡ 0 (mod 5).

Ця робота була пiдтримана грантом вiд Фонду Саймонса (SFI-PD-Ukraine-
00014586, I.Yu.R.).
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Raievska I. Iu. On direct products of non-metacyclic Miller–Moreno 𝑝-groups and
cyclic 𝑝-groups as additive groups of local nearrings.

The question of which non-abelian p-groups can be additive groups of local nearrings is
considered. Namely, it is proved that direct products of non-metacyclic Miller-Moreno
𝑝-groups and cyclic 𝑝-groups are additive groups of local nearrings. Examples of
local nearrings on such groups are given.
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