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ПРО ЛОКАЛЬНI МАЙЖЕ-КIЛЬЦЯ З НIЛЬПОТЕНТНОЮ
МУЛЬТИПЛIКАТИВНОЮ ГРУПОЮ

Важливим питанням є встановлення взаємозв’язкiв мiж локальним майже-кiльцем
та його мультиплiкативною групою. В статтi дослiджуються локальнi майже-кiльця з
нiльпотентною мультиплiкативною групою. Зокрема, при певних обмеженнях описа-
но адитивну групу та пiдгрупу необоротних елементiв таких майже-кiлець.

Ключовi слова: локальне майже-кiльце, мультиплiкативна група, адитивна група,
пiдгрупа необоротних елементiв, нiльпотентна мультиплiкативна група.

1. Попереднi вiдомостi.

Майже-кiльце 𝑅 — це непорожня множина з двома бiнарними операцiями,
додаванням “+” i множенням “·”, яка вiдрiзняється вiд кiльця тим, що комута-
тивнiсть першої операцiї та один iз дистрибутивних законiв (у нашому випадку,
правий) не обов’язково виконуються (див., наприклад, [3]).

Група (𝑅,+) позначається через 𝑅+ та називається адитивною групою, а її
нейтральний елемент 0 — нулем майже-кiльця 𝑅. Майже-кiльце 𝑅 називається
нуль-симетричним, якщо також 0 · 𝑥 = 0, та майже-кiльцем з одиницею 𝑖,
якщо напiвгрупа (𝑅, ·) є моноїдом з одиничним елементом 𝑖. Група всiх оборо-
тних елементiв моноїда (𝑅, ·) називається мультиплiкативною групою в 𝑅 та
позначається через 𝑅*.

Вивчення локальних майже-кiлець було започатковано Мексоном [2], який
встановив, зокрема, що адитивна група скiнченного локального майже-кiльця
повинна бути 𝑝-групою.

Майже-кiльце 𝑅 з одиницею називається локальним, якщо множина 𝐿 =
= 𝑅 ∖𝑅* всiх необоротних елементiв iз (𝑅, ·) утворює адитивну пiдгрупу в 𝑅+,
та майже-полем, коли 𝐿 = 0.

Актуальним є питання встановлення взаємозв’язкiв мiж локальним майже-
кiльцем та його мультиплiкативною групою. Городником [1] вивчались локальнi
майже-кiльця, мультиплiкативнi групи яких є абелевими, i якi не є кiльцями. А
саме, доведено, що множина всiх необоротних елементiв такого майже-кiльця
утворює абелеву пiдгрупу iндексу 2 в його адитивнiй групi. Зокрема, вiн описав
локальнi майже-кiльця з циклiчними групами одиниць, тобто, якщо мультиплi-
кативна група локального майже-кiльця є циклiчною, то адитивна група є або
групою типу (2, 2, 2), або (2, 4).

Дослiдження локальних майже-кiлець, мультиплiкативнi групи яких є в пев-
ному сенсi близькими до абелевих, зокрема, мiнiмальними неабелевими або, в
iншiй термiнологiї, групами Мiллера–Морено є природним узагальненням. В
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статтях [4], [6], [7] описано локальнi майже-кiльця та майже-поля з мультиплi-
кативними групами Мiллера–Морено.

Наведемо означення нiльпотентної групи (див., наприклад, [8]).
Нехай 𝐺 — група. Нормальний ряд

{𝑒} = 𝐺0 ⊂ 𝐺1 ⊂ 𝐺2 ⊂ . . . ⊂ 𝐺𝑛 = 𝐺,

групи 𝐺 називається центральним, якщо при 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1 фактор-група
𝐺𝑖+1/𝐺𝑖 мiститься в центрi фактор-групи 𝐺/𝐺𝑖. Група 𝐺, що має хоча б один
центральний ряд, називається нiльпотентною.

Нагадаємо, що групою Шмiдта або мiнiмальною ненiльпотентною нази-
вається скiнченна ненiльпотентна група, будь-яка власна пiдгрупа якої нiльпо-
тентна.

В статтi [9] описується будова груп Шмiдта. Локальнi майже-кiльця з муль-
типлiкативною групою Шмiдта вивченi в [5].

В статтi дослiджуються локальнi майже-кiльця, мультиплiкативнi групи
яких є в певному сенсi близькими до абелевих, зокрема, нiльпотентними.

2. Локальнi майже-кiльця з нiльпотентною мультиплiкативною гру-
пою.

В наступнiй теоремi встановлений зв’язок мiж нiльпотентною мультиплiка-
тивною групою та адитивною групою в локальному майже-кiльцi.

Теорема 1. Нехай 𝑅 — локальне майже-кiльце порядку 𝑝𝑛 з нiльпотен-
тною мультиплiкативною групою 𝑅*. Якщо 𝑝 > 2 або 𝑝 = 2 та −𝑖 ∈ 𝑍(𝑅*),
то мають мiсце такi твердження:

1) Адитивна група 𝑅+ — абелева.
2) 𝐿 — абелева та має iндекс 2 в 𝑅+.

Зокрема, 𝑅/𝐿 є поле.

Доведення. Очевидно, що −𝑖 ∈ 𝑍(𝑅*) при 𝑝 > 2.
Нехай 𝑟, 𝑠, 𝑟 + 𝑠 ∈ 𝑅*. Маємо

(−𝑖)(𝑟 + 𝑠) = (−𝑖)𝑟 + (−𝑖)𝑠 = 𝑟(−𝑖) + 𝑠(−𝑖) =

= −𝑟 − 𝑠 = (𝑟 + 𝑠)(−𝑖) = (−𝑖)(𝑠+ 𝑟).

Звiдки,

(*) 𝑟 + 𝑠 = 𝑠+ 𝑟.

Далi, нехай 𝑟 ∈ 𝑅* та 𝑙 ∈ 𝐿. Тодi

(𝑙 + 𝑟)(−𝑖) = −(𝑙 + 𝑟) = −𝑟 − 𝑙 = 𝑟(−𝑖)− 𝑙 = (−𝑖)𝑟 − 𝑙 =

= (−𝑖)(𝑟 − 𝑙(−𝑖)) = (𝑟 − 𝑙(−𝑖))(−𝑖).

Домножуючи справа на (−𝑖), отримаємо

(**) −𝑟 + 𝑙 + 𝑟 = −𝑙(−𝑖).
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Для будь-яких 𝑟 ∈ 𝑅* маємо

(𝑟′)′ = (−𝑖)(−((−𝑖)(−𝑟))) = (−𝑖)(−𝑖)𝑟 = 𝑟.

Отже,

(* * *) (𝑟′)′ = 𝑟.

Нехай 𝑙, 𝑠 ∈ 𝐿. Застосовуючи (**) двiчi, отримаємо

(𝑖+ 𝑙) + 𝑠 = 𝑠′ + (𝑖+ 𝑙) = (𝑖+ 𝑠− 𝑖) + 𝑖+ 𝑙 = 𝑖+ 𝑠+ 𝑙.

Отже, пiдгрупа 𝐿 — абелева.
Розглянемо два випадки, тобто коли |𝑅+ : 𝐿+| = 2 та |𝑅+ : 𝐿+| > 2.
Очевидно, якщо |𝑅+ : 𝐿+| = 2, то 𝑅+ — абелева.
Нехай тепер |𝑅+ : 𝐿+| > 2. В групi 𝑅* iснують такi 𝑟 та 𝑠, що 𝑟 + 𝑠 ∈ 𝑅*.

Застосовуючи (**) та (***),

𝑙′ = −(𝑟 + 𝑠) + 𝑙 + (𝑟 + 𝑠) = −𝑠+ (−𝑟 + 𝑙 + 𝑟) + 𝑠 = (𝑙′)′ = 𝑙,

для кожного 𝑙 ∈ 𝐿. Це означає, що 𝐿+ ≤ 𝑍(𝑅+).
Нехай 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅*. Якщо 𝑟 + 𝑠 ∈ 𝑅*, то 𝑟 + 𝑠 = 𝑠+ 𝑟 за (*). Зараз припустимо,

що 𝑟+ 𝑠 ∈ 𝐿. Тодi iснує такий елемент 𝑡 ∈ 𝑅*, що 𝑟+ 𝑡 ∈ 𝑅*. За (*), 𝑟+ 𝑡 = 𝑡+ 𝑟.
Отже,

(1) 𝑟 + 𝑡+ 𝑠 = 𝑡+ (𝑟 + 𝑠) = (𝑟 + 𝑠) + 𝑡,

за припущенням. Звiдки, 𝑡 та 𝑠 комутують. Елемент 𝑡 + (𝑟 + 𝑠) ∈ 𝑅*. Знову за
(*), отримаємо

(2) (𝑡+ 𝑟) + 𝑠 = 𝑠+ (𝑡+ 𝑟)𝑠+ 𝑟 + 𝑡.

Комбiнуючи (1) та (2), маємо 𝑟 + 𝑠 = 𝑠+ 𝑟. Звiдки, 𝑅+ — абелева.
Отже, адитивна група 𝑅+ є абелевою чи |𝑅+ : 𝐿+| = 2.
Ця робота була пiдтримана грантом вiд Фонду Саймонса (SFI-PD-Ukraine-

00014586, M.Yu.R.).
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