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НАБЛИЖЕНЕ ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ ДЛЯ
НЕЛIНIЙНОГО ГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЗI ЗБУРЕНИМИ

НЕАВТОНОМНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

У роботi розглядається задача оптимального керування розв’язками нелiнiйного
гiперболiчного рiвняння зi збуреними коефiцiєнтами виду 𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦), адитивним керу-
ванням, та квадратичним цiльовим функцiоналом. Доведено, що оптимальне значення
збуреної задачi близьке до оптимального значення вiдповiдної задачi iз усередненими
коефiцiєнтами.

Ключовi слова: задача оптимального керування, гiперболiчне рiвняння, усереднен-
ня, збурення, нелiнiйнiсть.

1. Вступ. Iдея переходу до усереднених параметрiв [1] широко використову-
ється в теорiї диференцiальних рiвнянь та теорiї оптимального керування [2],
[3], [4], [5]. Для керованих процесiв параболiчного типу процедура усереднення
була обгрунтована в роботах [6]–[9]. В данiй роботi ми доводимо можливiсть
апроксимацiї оптимального керування через перехiд до задачi з усередненими
коефiцiєнтами в задачi, що описується нелiнiйним неавтономним гiперболiчним
рiвнянням.

2. Постановка задачi.
У цилiндрi 𝑄𝑇 = (0, 𝑇 ) × Ω, де Ω ⊂ 𝑅𝑛 – обмежена область, розглянемо

наступну задачу оптимального керування⎧⎨⎩
𝑦𝑡𝑡(𝑡, 𝑥) = ∆𝑦(𝑡, 𝑥) + 𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦(𝑡, 𝑥)) + 𝑔(𝑦(𝑡, 𝑥))𝑢(𝑡, 𝑥),
𝑦|𝜕Ω = 0,
𝑦|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥), 𝑦𝑡|𝑡=0 = 𝑦1(𝑥)

(1)

𝑢 ∈ 𝑈 ⊆ 𝐿2(𝑄𝑇 ), (2)

𝐽(𝑦, 𝑢) = 𝛼1

(︂∫︀
Ω

𝑞1(𝑥)𝑦(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓1

)︂2

+

+𝛼2

(︂∫︀
Ω

𝑞2(𝑥)𝑦𝑡(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓2

)︂2

+
∫︀
𝑄𝑇

𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥→ inf,

(3)
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де 𝜀 > 0 – малий параметр, 𝑓 : 𝑅+ × 𝑅 → 𝑅, 𝑔 : 𝑅 → 𝑅 – неперервнi
функцiї, 𝑦0 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑦1 ∈ 𝐻1

0 (Ω) – заданi початковi данi, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝜓1 ∈ 𝑅,
𝜓2 ∈ 𝑅 – заданi константи, 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝐿2(Ω) – заданi функцiї, i для деяких додатних
констант 𝐶1, 𝐶2 виконуються умови:

∀ 𝑡 ≥ 0, ∀ 𝑦 ∈ 𝑅 |𝑓(𝑡, 𝑦)| ≤ 𝐶1(1 + |𝑦|), (4)

∀ 𝑦 ∈ 𝑅 |𝑔(𝑦)| ≤ 𝐶2, (5)

𝑈 замкнена та опукла , 0 ∈ 𝑈. (6)

Пiд розв’язком початково-крайової задачi (1) будемо розумiти функцiю 𝑦 ∈
𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1

0 (Ω)) таку, що 𝑦𝑡 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) i для всiх 𝜉 ∈ 𝐻1
0 (Ω) i 𝜂 ∈ 𝐶∞

0 (0, 𝑇 )
вiрна рiвнiсть

−
∫︀ 𝑇

0
(𝑦𝑡, 𝜉)𝜂𝑡𝑑𝑡+

+
∫︀ 𝑇

0

(︁
(𝑦, 𝜉)𝐻1

0
− (𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦), 𝜉)− (𝑔(𝑦)𝑢, 𝜉)

)︁
𝜂𝑑𝑡 = 0,

(7)

де тут i надалi через ‖ · ‖, (·, ·) будемо позначати норму i скалярний добуток в
𝐿2(Ω).

Вiдомо [10], що за припущень (4)–(6) для кожного розв’язку (1) справедливi
вкладення

𝑦 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻1
0 (Ω)), 𝑦𝑡 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)),

тобто задача (1)–(3) поставлена коректно в тому сенсi, що для кожного допусти-
мого керування 𝑢 i вiдповiдного йому розв’язку 𝑦 задачi (1) визначене значення
цiльового функцiоналу 𝐽(𝑦, 𝑢) <∞.

В роботi доведено, що за припущень (4)–(6) задача оптимального керування
(1)–(3) має розв’язк {𝑦𝜀, 𝑢𝜀}, де 𝑦𝜀 – розв’язок (1) з керуванням 𝑢 = 𝑢𝜀. При
цьому умови (4)–(6) не гарантують єдиностi такого розв’язку.

Далi робиться припущення про те, що рiвномiрно по 𝑦 ∈ 𝑅 iснує границя

𝑓(𝑦) := lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑓(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠. (8)

Основним результатом роботи є встановлення збiжностi

𝐽(𝑦𝜀, 𝑢𝜀)→ 𝐽(𝑦, �̄�), 𝜀→ 0, (9)

де {𝑦, �̄�} – оптимальний процес у задачi (1)–(3) iз усередненою функцiєю 𝑓 :⎧⎨⎩
𝑦𝑡𝑡(𝑡, 𝑥) = ∆𝑦(𝑡, 𝑥) + 𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥)) + 𝑔(𝑦(𝑡, 𝑥))𝑢(𝑡, 𝑥),
𝑦|𝜕Ω = 0,
𝑦|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥), 𝑦𝑡|𝑡=0 = 𝑦1(𝑥),

(10)

𝑢 ∈ 𝑈 ⊆ 𝐿2(𝑄𝑇 ), (11)

𝐽(𝑦, 𝑢) = 𝛼1

(︂∫︀
Ω

𝑞1(𝑥)𝑦(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓1

)︂2

+

+𝛼2

(︂∫︀
Ω

𝑞2(𝑥)𝑦𝑡(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓2

)︂2

+
∫︀
𝑄𝑇

𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥→ inf

(12)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Також доведена збiжнiсть оптимальних керувань i функцiй стану у вiдповiдних
топологiчних просторах.

3. Основний результат.
Перш за все, зауважимо, що за умови iснування границi (8) усереднена фун-

кцiя 𝑓 задовольняє умови (4), (5) з тими ж константами. Отже, всi результати
щодо iснування i властивостей розв’язкiв задачi (1) будуть справедливi i для
розв’язкiв задачi (10). Зокрема, справедлива наступна лема.

Лема 1. [10] За умов (4)–(6) для кожного 𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ), 𝜀 > 0 задача (1) має
принаймнi один розв’язок. Кожен розв’язок (1) задовольняє наступнi оцiнки:

для майже всiх (м.в.) 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )

𝑑

𝑑𝑡

(︁
‖∇𝑦(𝑡)‖2 + ‖𝑦𝑡(𝑡)‖2

)︁
≤ 𝐶3(1 + ‖∇𝑦(𝑡)‖2 + ‖𝑦𝑡(𝑡)‖2 + ‖𝑢(𝑡)‖2), (13)

для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

‖∇𝑦(𝑡)‖+ ‖𝑦𝑡(𝑡)‖ ≤ 𝐶4(1 + ‖𝑦0‖𝐻1
0
+ ‖𝑦1‖+ ‖𝑢‖𝑄𝑇

), (14)

де тут i надалi використано позначення ‖𝑢‖𝑄𝑇
:=
(︁ ∫︀
𝑄𝑇

𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥
)︁ 1

2 .

Встановимо розв’язнiсть задачi оптимального керування (1)–(3)

Теорема 1. За умов (4)–(6) задача оптимального керування (1)–(3) для
кожного 𝜀 > 0 має принаймнi один розв’язок {𝑦𝜀, 𝑢𝜀}.

Доведення. Зафiксуємо 𝜀 > 0. Позначимо через 𝐽𝜀 мiнiмальне значення
цiльового функцiоналу, тобто 𝐽𝜀 - це значення задачi оптимального керування
(1)–(3).

Розглянемо мiнiмiзуючу послiдовнiсть {𝑢𝑛, 𝑦𝑛} таку, що

𝐽(𝑢𝑛, 𝑦𝑛) < 𝐽𝜀 + 1/𝑛. (15)

Вiдповiдно до (15) послiдовнiсть {𝑢𝑛} обмежена в 𝐿2(𝑄𝑇 ), а отже по пiдпослi-
довностi

𝑢𝑛 → 𝑢 слабо в 𝐿2(𝑄𝑇 ). (16)

Тодi з (13), (14) i рiвняння (1) виводимо, що

{𝑦𝑛} обмежена в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)),{︂

𝜕𝑦𝑛
𝜕𝑡

}︂
обмежена в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)),{︂

𝜕2𝑦𝑛
𝜕𝑡2

}︂
обмежена в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻−1(Ω)). (17)

Отже, iснує функцiя 𝑦 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)) з 𝑦𝑡 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) така, що по

пiдпослiдовностi
𝑦𝑛 → 𝑦 *-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1

0 (Ω)),

𝜕𝑦𝑛
𝜕𝑡
→ 𝜕𝑦

𝜕𝑡
*-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)).
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Крiм того, використовуючi лему про компактнiсть [10] виводимо, що по пiдпо-
слiдовностi

𝑦𝑛 → 𝑦 в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) та майже скрiзь в 𝑄𝑇 , (18)

i для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑦𝑛(𝑡)→ 𝑦(𝑡) слабо в 𝐻1
0 (Ω) i сильно в 𝐿2(Ω),

𝜕𝑦𝑛(𝑡)

𝜕𝑡
→ 𝜕𝑦(𝑡)

𝜕𝑡
слабо в 𝐿2(Ω) i сильно в 𝐻−1(Ω). (19)

Надалi будемо використовувати наступний варiант теореми Лебега про ма-
жоровану збiжнiсть: якщо задано послiдовностi вимiрних функцiй 𝑝𝑛, 𝑞𝑛 : 𝑄 ↦→
𝑅 таких, що 𝑝𝑛 → 𝑝 м.с., |𝑝𝑛| ≤ 𝑞𝑛, 𝑞𝑛 → 𝑞 в 𝐿1(𝑄), то 𝑝𝑛 → 𝑝 в 𝐿1(𝑄).

Використовуючи цю теорему i умови (4),(5), ми виводимо

𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦𝑛)→ 𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦) в 𝐿2(𝑄𝑇 ),

𝑔(𝑦𝑛)→ 𝑔(𝑦) в 𝐿2(𝑄𝑇 ).

Цi збiжностi дозволяють перейти до границi в рiвностi (7), записанiй для 𝑦𝑛, i
отримати, що 𝑦 є розв’язком (1) з керуванням 𝑢.

Пiсля цього, переходячи до нижньої границi при 𝑛 → ∞ в нерiвностi (15) i
скориставшись оцiнкою

lim ‖𝑢𝑛‖𝑄𝑇
≥ ‖𝑢‖𝑄𝑇

,

яка є наслiдком слабкої збiжностi (16), одержуємо

𝐽(𝑦, 𝑢) ≤ lim𝐽(𝑦𝑛, 𝑢𝑛) ≤ 𝐽𝜀.

Це означає, {𝑦, 𝑢} є розв’язком (1)–(3). Теорема доведена.
Тепер розглянемо усереднену задачу⎧⎨⎩

𝑦𝑡𝑡(𝑡, 𝑥) = ∆𝑦(𝑡, 𝑥) + 𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥)) + 𝑔(𝑦(𝑡, 𝑥))𝑢(𝑡, 𝑥),
𝑦|𝜕Ω = 0,
𝑦|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥), 𝑦𝑡|𝑡=0 = 𝑦1(𝑥),

(20)

𝑢 ∈ 𝑈 ⊆ 𝐿2(𝑄𝑇 ), (21)

𝐽(𝑦, 𝑢) = 𝛼1

(︂∫︀
Ω

𝑞1(𝑥)𝑦(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓1

)︂2

+

+𝛼2

(︂∫︀
Ω

𝑞2(𝑥)𝑦𝑡(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓2

)︂2

+
∫︀
𝑄𝑇

𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥→ inf

(22)

де неперервна функцiя 𝑓 : 𝑅→ 𝑅 визначена у (8).
Як вже зазаначалося вище, функцiя 𝑓 задовольняє умови (4), тому задача

(20)–(22) має принаймнi один розв’язок {𝑦, �̄�}.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



НАБЛИЖЕНЕ ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ . . . 309

Теорема 2. Нехай виконуються умови (4)–(6), (8) i, крiм того,

∀𝑢 ∈ 𝑈 задача (20) має єдиний розв’язок, (23)

∀ 𝜖 > 0 ∃ 𝛿 > 0 ∀ 𝑡 ≥ 0

|𝑦 − 𝑧| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑡, 𝑦)− 𝑓(𝑡, 𝑧)| < 𝜖. (24)

Тодi
𝐽(𝑦𝜀, 𝑢𝜀)→ 𝐽(𝑦, �̄�) при 𝜀→ 0. (25)

Доведення. Нехай 𝜀𝑛 → 0, {𝑦𝑛, 𝑢𝑛} := {𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛} оптимальний процес у (1)–
(3) для 𝜀 = 𝜀𝑛. Завдяки включенню 0 ∈ 𝑈 та оптимальностi {𝑦𝑛, 𝑢𝑢} отримуємо

∫︁
𝑄𝑇

𝑢2𝑛(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥 ≤ 𝐽(𝑦𝑛, 𝑢𝑛) ≤ 𝐽(𝑧𝑛, 0) ≤ 𝛼1

⎛⎝∫︁
Ω

𝑞1(𝑥)𝑧𝑛(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓1

⎞⎠2

+ (26)

+𝛼2

⎛⎝∫︁
Ω

𝑞2(𝑥)𝑧𝑛𝑡(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓2

⎞⎠2

,

де 𝑧𝑛 - розв’язок (1) з 𝜀 = 𝜀𝑛, 𝑢 ≡ 0.
З оцiнки (14), застосованої до 𝑧𝑛, та нерiвностi (26) виводимо, що iснує кон-

станта 𝐶5 > 0, яка залежить лише вiд початкових даних задачi, така що∫︁
𝑄𝑇

𝑢2𝑛(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥 ≤ 𝐶5.

Таким чином, послiдовнiсть {𝑢𝑛} обмежена в 𝐿2(𝑄𝑇 ). Далi ми можемо повто-
рити мiркування (16)-(19) Теореми 1 i зробити висновок про те, що для декого
{𝑦, �̄�} по пiдпослiдовностi:

𝑢𝑛 → �̄� слабко в 𝐿2(𝑄𝑇 )

𝑦𝑛 → 𝑦 *-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)),

𝜕𝑦𝑛
𝜕𝑡
→ 𝜕𝑦

𝜕𝑡
*-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)),

𝑦𝑛 → 𝑦 в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) та м.с. в 𝑄𝑇 , (27)

𝑦𝑛(𝑡)→ 𝑦(𝑡) слабо в 𝐻1
0 (Ω) i сильно в 𝐿2(Ω),

𝜕𝑦𝑛(𝑡)

𝜕𝑡
→ 𝜕𝑦(𝑡)

𝜕𝑡
слабо в 𝐿2(Ω) i сильно в 𝐻−1(Ω).

Доведемо, що {𝑦, �̄�} задовольняє (1), тобто для всiх 𝜉 ∈ 𝐻1
0 (Ω) i 𝜂 ∈ 𝐶∞

0 (0, 𝑇 )
вiрна рiвнiсть

−
∫︀ 𝑇

0
(𝑦𝑡, 𝜉)𝜂𝑡𝑑𝑡+

+
∫︀ 𝑇

0

(︁
(𝑦, 𝜉)𝐻1

0
− (𝑓(𝑦), 𝜉)− (𝑔(𝑦)�̄�, 𝜉)

)︁
𝜂𝑑𝑡 = 0.

(28)

Для цього обгрунтуємо граничний перехiд в рiвностi (7), записанiй для 𝑦𝑛, 𝑢𝑛, 𝜀𝑛.
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Перехiд в перших двох даданках рiвностi (7) є наслiдком слабких збiжностей
з (27). З теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть отримуємо

𝑔(𝑦𝑛)→ 𝑔(𝑦) in 𝐿2(𝑄𝑇 ). (29)

Тодi зi слабкої збiжностi {𝑢𝑛} виводимо можливiсть граичного переходу в остан-
ньому доданку рiвностi (7).

Слiдуючи мiркуванням роботи [9], покажемо, що для 𝜉 ∈ 𝐻1
0 (Ω) i 𝜂 ∈

𝐶∞
0 (0, 𝑇 ) ∫︁

𝑄𝑇

𝑓(
𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑛(𝑡, 𝑥))𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥→

∫︁
𝑄𝑇

𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥))𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 (30)

Спочатку зауважимо, що з (8), умови (4) та теореми Лебега про мажоровану
збiжнiсть для будь-яких 0 < 𝑎 < 𝑏, 𝜓 ∈ 𝐿2(Ω)

𝑏∫︁
𝑎

∫︁
Ω

(︁
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝜓(𝑥))− 𝑓(𝜓(𝑥))

)︁
𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡→ 0, 𝑛→∞. (31)

Далi з (27) та теореми Єгорова маємо, що для кожного 𝛿 > 0 iснує 𝑄𝛿
1 ⊂ 𝑄𝑇

така, що 𝜇(𝑄𝛿
1) < 𝛿 та

𝑦𝑛 → 𝑦 рiвномiрно на 𝑄𝑇∖𝑄𝛿
1, 𝑛→∞. (32)

Оскiльки 𝑦 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)), то iснує послiдовнiсть кусково сталих функцiй

𝑦𝑀(𝑡, 𝑥) =
𝑀∑︁
𝑘=1

𝑦𝑀𝑘 (𝑥) · 𝜒𝐴𝑀
𝑘
(𝑡),

де {𝑦𝑀𝑘 } ⊂ 𝐿2(Ω), {𝐴𝑀
𝑘 = (𝑎𝑀𝑘 , 𝑏

𝑀
𝑘 )} - покриття (0, 𝑇 ), така, що при 𝑀 →∞

𝑦𝑀 → 𝑦 в 𝐿2(𝑄𝑇 ) i м.с. в 𝑄𝑇 .

Крiм того, для кожного 𝛿 > 0 iснує 𝑄𝛿
2 ⊂ 𝑄𝑇 така, що 𝜇(𝑄𝛿

2) < 𝛿 та

𝑦𝑀 → 𝑦 рiвномiрно на 𝑄𝑇∖𝑄𝛿
2, 𝑀 →∞, (33)

де 𝜇 – мiра Лебега в 𝑅2.
Звiдси i з нерiвностей (4) маємо наступнi оцiнки∫︁

𝑄𝑇

(𝑓(
𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑛(𝑡, 𝑥))− 𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦(𝑡, 𝑥)))𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 ≤

∫︁
𝑄𝑇 ∖𝑄𝛿

1

⃒⃒⃒⃒
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑛(𝑡, 𝑥))− 𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦(𝑡, 𝑥))

⃒⃒⃒⃒
|𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)| 𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁
𝑄𝛿

1

𝐶1(2 + |𝑦𝑛(𝑡, 𝑥)|+ |𝑦(𝑡, 𝑥)|) |𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)| 𝑑𝑡𝑑𝑥 =: 𝐼
(1)
1 + 𝐼

(2)
1 .
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З (14) маємо
‖𝑦𝑛‖𝑄𝑇

+ ‖𝑦‖𝑄𝑇
≤ 𝐶6. (34)

Тодi з (34) i нерiвностi Гельдера

∀𝛿 > 0 ∀𝑛 ≥ 1 𝐼
(2)
1 ≤ 𝐶7 · 𝛿

1
2 (35)

З умови (24) виводимо, що ∀𝜀 > 0 ∃ 𝜆 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

∀𝑛 ≥ 1 ∀𝜉, 𝑧, |𝜉 − 𝑧| < 𝜆 :

⃒⃒⃒⃒
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝜉)− 𝑓( 𝑡

𝜀𝑛
, 𝑧)

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Отже, з (32)
∀𝛿 > 0 ∃𝑁1 ∀𝑛 ≥ 𝑁1 𝐼

(1)
1 ≤ 𝛿.

Далi, для кожної функцiї 𝑦𝑀(𝑡, 𝑥) маємо з (31)∫︁
𝑄𝑇

(︂
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))− 𝑓(𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))

)︂
𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=
𝑀∑︁
𝑘=1

∫︁
𝐴𝑀

𝑘

∫︁
Ω

(︂
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑀𝑘 (𝑥))− 𝑓(𝑦𝑀𝑘 (𝑥))

)︂
𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡→ 0, 𝑛→∞

Таким чином, ∀ 𝑀 ≥ 1 ∃ 𝑁(𝑀) ∀ 𝑛 ≥ 𝑁(𝑀)⃒⃒⃒∫︁
𝑄𝑇

(︂
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))− 𝑓(𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))

)︂
𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥

⃒⃒⃒
< 𝛿.

Далi, в силу (24) iснує 𝑀0 таке, що ∀ 𝑀 ≥𝑀0 ∀ 𝑛 ≥ 1∫︁
𝑄𝑇 /𝑄𝛿

2

⃒⃒⃒⃒
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦(𝑡, 𝑥))− 𝑓( 𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))

⃒⃒⃒⃒
|𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)| 𝑑𝑡𝑑𝑥 < 𝛿,

∫︁
𝑄𝑇 ∖𝑄𝛿

2

⃒⃒
𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥))− 𝑓(𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))

⃒⃒
|𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)| 𝑑𝑡𝑑𝑥 < 𝛿.

Таким чином, для 𝑀 ≥𝑀0 i 𝑛 ≥ 𝑁(𝑀) отримуємо

𝐼2 ≤
∫︁
𝑄𝛿

2

2𝐶1(1 + |𝑦(𝑡, 𝑥)|) |𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)| 𝑑𝑥𝑑𝑡+ 3𝛿 ≤ 𝐶8𝛿
1
2 + 3𝛿.

Об’єднавши всi цi нерiвностi, отримаємо (30).
Нерiвностi (27)–(30) дають можливiсть перейти до границi в рiвностi (7), i

одержати, що 𝑦 є розв’язком (20) з керуванням �̄�.
Доведемо, що {𝑦, �̄�} є оптимальним процесом у (20)–(22).
Для кожного 𝑢 ∈ 𝑈 i вiдповiдного розв’язку 𝑦𝑛 задачi (1) маємо

𝐽(𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛) ≤ 𝐽(𝑦𝑛, 𝑢).
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Мiркуючи так само, як i в Теоремi 1, ми отримуємо, що по пiдпослiдовностi

𝑦𝑛 → 𝑦 у сенсi (27)

i 𝑦 є в силу (23) єдиним розв’язком (20) для вiдповiдного керування 𝑢.
Пiсля переходу до границi отримуємо{︃

lim 𝐽(𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛) ≥ 𝐽(𝑦, �̄�),

lim 𝐽(𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛) ≤ 𝐽(𝑦, 𝑢).
(36)

Отже, {𝑦, �̄�} є оптимальним процесом у (20)–(22).
Якщо ми покладемо 𝑢 = �̄� у попереднiх мiркуваннях, ми отримаємо з (36)

𝐽(𝑦, �̄�) ≤ lim 𝐽(𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛) ≤ lim 𝐽(𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛) ≤ 𝐽 (𝑦, �̄�).

З цих нерiвностей випливає (9). Теорема доведена.
4. Висновки та перспективи подальших дослiджень.
У роботi вперше розглянута нова постановка задачi оптимального керуван-

ня розв’язками нелiнiйного гiперболiчного рiвняння зi збуреними коефiцiєнтами
виду 𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦) та квадратичним цiльовим функцiоналом. Керування, яке вхо-
дить до рiвняння, є адитивним. Наявнiсть "швидкої" за часом змiнної призво-
дить до застосування процедури усереднення для обґрунтовання наближеного
керування збуреної задачi.

Доведено розв’язнiсть цiєї задачi та обґрунтовано близькiсть мiнiмальних
значень критерiїв якостi на розв’язках вихiдної та усередненої задач.

У подальшому планується продовжити дослiдження з цiєї тематики за дво-
ма напрямами: 1) розглянути еволюцiйнi рiвняння з нелiнiйностями бiльш нiж
лiнiйного росту, 2) дослiдити можливiсть перенесення отриманих результатiв
на многозначнi функцiї взаємодiї.
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