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ПРЕЦИЗIЙНI ЗНАЧЕННЯ КОЕФIЦIЄНТIВ ПЕРЕТВОРЕННЯ
ФУР’Є-ХААРА ДЛЯ ФУНКЦIЙ З ОБМЕЖЕНОЮ ВАРIАЦIЄЮ

Розглядаються точнi оцiнки коефiцiєнтiв перетворення Фур’є-Хаара для функцiй
обмеженої варiацiї. Дослiджуються властивостi та застосування перетворень Фур’є-
Хаара в контекстi функцiй з обмеженою варiацiєю, що має важливе значення для
теоретичних та практичних задач в областi математичного аналiзу та обробки сигна-
лiв. Оцiнки коефiцiєнтiв перетворення дозволяють бiльш детально вивчити зв’язок
мiж характеристиками функцiй та їх перетвореннями, а також ефективно застосову-
вати цi методи в рiзних галузях науки та технiки, таких як обробка зображень, числовi
методи та теорiя апроксимацiй. У ходi дослiдження отримано точнi значення верхнiх
меж модуля коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара функцiй однiєї змiнної на класах функцiй гра-
ничних варiацiй 𝐾𝑉 𝑝 (1 ≤ 𝑝 < ∞). Дослiджено поведiнку коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара
функцiй кiлькох змiнних для функцiй граничних варiацiй з класiв 𝑉𝑝,𝑑(𝐼𝑑), 𝐾𝑉 𝑝.𝑑

(1 ≤ 𝑝 <∞) та 𝐾𝑉 *
1.𝑑. На цих класах функцiй кiлькох змiнних отримано точнi резуль-

тати.

Ключовi слова: система Фур’є-Хаара, функцiї обмеженої варiацiї, точнi оцiнки, пре-
цизiйнi коефiцiєнти, вейвлет-аналiз.

1. Вступ. Система функцiй Альфреда Хаара була введена угорським вченим
у 1909 роцi [1]. Перетворення Фур’є-Хаара стало потужним математичним iн-
струментом для аналiзу функцiй, що застосовується в рiзних галузях, таких як
обробка сигналiв, числовi методи, теорiя апроксимацiй та iншi. Особливе значе-
ння має вивчення точних оцiнок коефiцiєнтiв перетворення для функцiй обме-
женої варiацiї, оскiльки вони дозволяють краще розумiти структуру функцiй та
їх взаємодiю з перетворенням, що є важливим аспектом у багатьох теоретичних
i практичних задачах. Однiєю з основних проблем є точнiсть та ефективнiсть
оцiнок коефiцiєнтiв для цих функцiй, що потребує глибокого математичного
аналiзу та розробки нових пiдходiв для їх точного визначення.

У сучаснiй прикладнiй математицi, теорiї сигналiв i чисельному аналiзi все
бiльшого значення набувають прецизiйнi методи аналiзу та обробки функцiй,
зокрема таких, що мають обмежену варiацiю. Функцiї з обмеженою варiацiєю є
природною моделлю для опису сигналiв, зображень, а також реальних фiзичних
процесiв, що мiстять стрибки, сингулярностi або локальнi особливостi. У цьому
контекстi особливу роль вiдiграє перетворення Хаара як найпростiшого випадку
вейвлет-перетворення, заснованого на ортогональнiй системi функцiй, що дає
змогу здiйснювати ефективний розклад подiбних функцiй.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Аналiз точного (прецизiйного) значення коефiцiєнтiв перетворення Хаара
або Фур’є-Хаара є важливим не лише з теоретичної точки зору, але i для пра-
ктичних застосувань — у стисненнi сигналiв, розпiзнаваннi образiв, адаптивнiй
апроксимацiї, а також в оптимiзацiї обчислювальних методiв.

Незважаючи на широке застосування вейвлет-аналiзу, питання точностi оцi-
нювання та обмежень для коефiцiєнтiв розкладу функцiй з обмеженою варiа-
цiєю залишається недостатньо дослiдженим, особливо у випадку некласичних
(ламаних або розривних) функцiй. Це створює потребу в детальному матема-
тичному вивченнi структури таких коефiцiєнтiв, умов їх точного обчислення та
оцiнки похибок при апроксимацiї.

Отже, дослiдження прецизiйних значень коефiцiєнтiв перетворення Фур’є-
Хаара має високу актуальнiсть, оскiльки сприяє розвитку теорiї вейвлетiв, пiд-
вищує точнiсть чисельного аналiзу функцiй та забезпечує прикладну базу для
новiтнiх iнформацiйних технологiй.

Об’єкт дослiдження є функцiї з обмеженою варiацiєю та їх представлення у
базисi Хаара.

Предмет дослiдження — прецизiйнi значення коефiцiєнтiв перетворення
Фур’є–Хаара для функцiй з обмеженою варiацiєю, їхнi властивостi збiжностi,
точностi та стабiльностi обчислення.

Метою роботи є розробка точних оцiнок коефiцiєнтiв перетворення Фур’є-
Хаара для функцiй обмеженої варiацiї, а також дослiдження їх властивостей у
контекстi теорiї апроксимацiй i числових методiв. Вивчення цих оцiнок дозво-
лить полiпшити розумiння взаємозв’язку мiж функцiями та їх перетвореннями,
що має широке застосування у математицi та iнженерiї.

Для досягнення мети використано методи математичного аналiзу, теорiї фун-
кцiй, теорiї апроксимацiй та обробки сигналiв. Зокрема, застосовано апарат
дослiдження функцiй з обмеженою варiацiєю, що дало змогу обґрунтувати ко-
ректнiсть використання базису Хаара та оцiнити властивостi збiжностi рядiв.
Методи апроксимацiйної теорiї були використанi для аналiзу точностi та швид-
костi збiжностi розкладiв, а технiки обробки сигналiв — для побудови ефектив-
них алгоритмiв обчислення коефiцiєнтiв Фур’є–Хаара. Обчислення реалiзовано
шляхом iнтегрування функцiй iз базисними елементами Хаара та чисельного
уточнення результатiв кiнцево-рiзницевими та iтерацiйними схемами. Це дозво-
лило отримати прецизiйнi значення коефiцiєнтiв та оцiнити їх стабiльнiсть у
класi функцiй з обмеженою варiацiєю.

Гiпотеза дослiдження базується на тому, що для функцiй обмеженої варiацiї
можна знайти точнi i ефективнi оцiнки коефiцiєнтiв перетворення Фур’є-Хаара,
якi дозволяють зменшити похибки апроксимацiй та пiдвищити точнiсть засто-
сування цих перетворень у числових методах та обробцi сигналiв.

Наукова новизна роботи полягає у розробцi нових точних оцiнок коефiцi-
єнтiв перетворення Фур’є-Хаара для функцiй обмеженої варiацiї, а також у
встановленнi їх властивостей, якi до цього часу були недостатньо вивченi. Роз-
робленi оцiнки дозволяють покращити ефективнiсть математичних методiв у
рiзних галузях науки та технiки, зокрема в обробцi зображень, числових ме-
тодах та теорiї апроксимацiй. Результати дослiдження можуть стати основою
для подальших розробок у напрямку оптимiзацiї перетворень Фур’є-Хаара та
їх застосування в практичних задачах.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)
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2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Система функцiй Хаара
є ортонормованою на [0, 1]. Її властивостi протягом десятирiчь вивчалися бага-
тьма вченими. Але в останнi роки їм придiляли увагу в основному з практичної
точки зору. Дослiдники надають сучаснi пiдходи до оцiнки коефiцiєнтiв пере-
творення Фур’є-Хаара для функцiй обмеженої варiацiї, зокрема в контекстi ста-
тистичного оцiнювання, онлайн-прогнозування та обробки сигналiв. Так, у стат-
тi [2] розглядається мiнiмаксна оцiнка функцiй обмеженої варiацiї з розкидани-
ми даними, зокрема через жорстке порогове обмеження емпiричних коефiцiєн-
тiв Фур’є-Хаара. Робота [3] пропонує алгоритм для онлайн-прогнозування по-
слiдовностей з обмеженою варiацiєю, використовуючи коефiцiєнти Фур’є-Хаара
та адаптивний пiдхiд до невiдомих параметрiв згладжування. У [4] розгляда-
ються розкладання сигналiв за допомогою Фур’є-Хаара та їх застосування в
обробцi зображень, зокрема для функцiй обмеженої варiацiї.

З вiтчизняних дослiджень останнiх рокiв можна назвати роботи I. Шарапу-
дiнова [5], С. Вакарчука i О. Щитова [6], [7], С. Стасюка [8] та iнших.

У теорiї апроксимацiї велика кiлькiсть робiт присвячена розв’язанню задач
апроксимацiї функцiй однiєї та кiлькох змiнних полiномами в системi Хаара та
частинними сумами Фур’є-Хаара [3], [4].

У деяких статтях отримано оцiнки модуля коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара на де-
яких класах функцiй однiєї змiнної, визначених за допомогою модуля неперерв-
ностi (див., наприклад, [9], [10]).

У цiй роботi ми продовжуємо вивчати поведiнку коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара
функцiй однiєї та кiлькох змiнних з граничною варiацiєю.

3. Постановка задачi. Нехай 𝐼𝑑{𝑡 = (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) : 0 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑}
(𝐼1 ≡ 𝐼 = [0, 1]) — 𝑑-вимiрний куб у просторi 𝑅𝑑. На одиничному вiдрiзку
[0, 1] розглянемо двiйковi iнтервали, якi визначатимуться наступним чином:
для довiльного числа 𝑛𝑖 = 2𝑚𝑖 + 𝑘𝑖, 𝑚𝑖 ∈ 𝑍+,

(︀
𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖

)︀
отримуємо

𝛿𝑛𝑖
≡ 𝛿𝑘𝑖𝑚𝑖

= ((𝑘𝑖 − 1)/2𝑚𝑖 , 𝑘𝑖/2
𝑚𝑖) . (1)

На вiдрiзку [0, 1] визначаємо систему функцiй Хаара [1]:
𝜒1(t) ≡ 𝜒

(0)
0 (𝑡) ≡ 1 , а коли 𝑛𝑖 = 2𝑚𝑖 + 𝑘𝑖 (𝑚𝑖 ∈ 𝑍+, 𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖), тодi

𝜒𝑛𝑖
(𝑡) ≡ 𝜒(𝑘𝑖)

𝑚𝑖
(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
2𝑚𝑖/2, якщо 𝑡 ∈ 𝛿2𝑘𝑖−1

𝑚𝑖+1 ,

−2𝑚𝑖/2, якщо 𝑡 ∈ 𝛿2𝑘𝑖𝑚𝑖+1,

0, якщо 𝑡 ∈ 𝛿𝑘𝑖𝑚𝑖 ,

(2)

коли 𝛿𝑘𝑖𝑚𝑖 — замикання множини 𝛿𝑘𝑖𝑚𝑖
. У точках розриву функцiї Хаара дорiв-

нюють половинi суми лiвої та правої границь функцiй Хаара. В кiнцi вiдрiзка
[0, 1] функцiї Хаара дорiвнюють граничним значенням зсередини вiдрiзку.

Нехай

𝑁𝑑
*
𝑑𝑓
=
{︀
𝑛 = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) : 𝑛𝑖 ∈ 𝑁, 𝑖 = 1, 𝑑

}︀ (︀
𝑁1 ≡ 𝑁

)︀
,

𝑁𝑑
*
𝑑𝑓
=
{︀
𝑛 = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) : 𝑛𝑖 ∈ 𝑁∖ {1} , 𝑖 = 1, 𝑑

}︀
,

(𝑁1
* ≡ 𝑁*).
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Множина
{︁
𝜒𝑛(𝑡) =𝑑𝑓

∏︀𝑑
𝑖=1 𝜒𝑛𝑖

(𝑡𝑖)
}︁
𝑛∈𝑁𝑑

утворює ортонормальну систему фун-

кцiй Хаара на 𝑑-вимiрному кубi 𝐼𝑑. Основну iнформацiю про систему Хаара
можна знайти, наприклад, у книгах [1], [4].

Визначимо на 𝑑-вимiрному кубi 𝐼𝑑 коефiцiєнти Фур’є-Хаара функцiї 𝑓(𝑡)
наступним чином.

𝑐𝑛(𝑓) ≡ 𝑐𝑘𝑚(𝑓) =

∫︁
𝐼𝑑

𝑓(𝑡)𝜒𝑛(𝑡)𝑑𝑡,
(︀
𝑛 ∈ 𝑁𝑑

)︀
, (3)

коли 𝑑𝑡≡𝑑𝑓
∏︀𝑑

𝑖=1 𝑑𝑡𝑖.
Нехай 𝑓(𝑡) функцiя, визначена на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], i

𝜉
𝑑𝑓
= {𝑎 = 𝑡𝑜 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑛 = 𝑏} ,

є довiльним розбиттям [𝑎, 𝑏]. З [11] визначаємо наступне значення

𝜅𝑝 (𝑓 ; 𝜉; [𝑎, 𝑏])
𝑑𝑓
=

{︃
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑓 (𝑡𝑖)− 𝑓 (𝑡𝑖−1)|𝑝
}︃1/𝑝

, (1 ≤ 𝑝 <∞) ,

як суму варiацiй p-го порядку функцiї 𝑓(𝑡) на розбиттi 𝜉. Нехай 𝑉𝑝(𝑓 ; [𝑎, 𝑏]) =
sup{𝜅𝑝(𝑓 ; 𝜉; [𝑎, 𝑏]) : 𝜉} є 𝑝-варiацiєю функцiї 𝑓(𝑡) на iнтервалi [𝑎, 𝑏]; 𝑉𝑝(𝑓) ≡ 𝑉𝑝
(𝑓 ; [0, 1]). Ми позначаємо 𝑉𝑝 ≡ 𝑉𝑝 ([0, 1]) (1 ≤ 𝑝 < ∞) класом функцiй 𝑓(𝑡),
визначених на iнтервалi [0, 1], таких, що 𝑉𝑝(𝑓) < ∞. Якщо 𝑝 = 1, то 𝑉1(𝑓) є
класом функцiй обмеженої варiацiї.

Позначимо

𝐾𝑉 𝑝 = {𝑓(𝑡) ∈ 𝑉𝑝([0, 1]) : 𝑉𝑝(𝑓 ; [0, 1]) ≤ K}, (𝐾 > 0).

Нехай 𝐺𝑑 = {𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) : 𝑎𝑖 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . ., 𝑑} — 𝑑-вимiрний парале-
лепiпед у просторi 𝑅𝑑; Π𝑑 =

{︁
𝑎𝑖 = 𝑡

(0)
𝑖 < 𝑡

(1)
𝑖 < . . . < 𝑡

(𝑠𝑖)
𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 𝑑

}︁
— деяке

розбиття паралелепiпеда 𝐺𝑑 на малi 𝑛-вимiрнi паралелепiпеди гiперплощинами
𝑡𝑖 = 𝑡

(𝑣𝑖)
𝑖 ,

(︀
𝑣𝑖 = 1, 𝑠𝑖 − 1, 𝑖 = 1, 𝑑

)︀
.

Ми називаємо значення

𝑉𝑑
(︀
𝑓 ; 𝐺𝑑

)︀
= sup

Π𝑑

𝑠1−1∑︁
𝑣1=0

. . .

𝑠𝑑−1∑︁
𝑣𝑑=0

⃒⃒⃒⃒
∆1

𝜆
(𝑣1)
1

. . .∆1

𝜆
(𝑣𝑑)

𝑑

𝑓
(︁
𝑡
(𝑣1)
1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑑)
𝑑

)︁⃒⃒⃒⃒
, (4)

як варiацiя Вiталi [23] функцiї 𝑑-змiнних 𝑓(𝑡) (𝑡 ∈ 𝐺𝑑) на паралелепiпедi 𝐺𝑑, де

∆1

𝜆
(𝑣𝑖)
𝑖

, 𝑓
(︁
𝑡
(𝑣1)
1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑑)
𝑑

)︁
= 𝑓

(︁
𝑡
(𝑣1)
1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑖−1)
𝑖−1 , 𝑡

(𝑣𝑖)
𝑖 + 𝜆

(𝑣𝑖)
𝑖 , 𝑡

(𝑣𝑖+1)
𝑖+1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑑)
𝑑

)︁
−

−𝑓
(︁
𝑡
(𝑣1)
1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑖−1)
𝑖−1 , 𝑡

(𝑣𝑖)
𝑖 , 𝑡

(𝑣𝑖+1)
𝑖+1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑑)
𝑑

)︁
,

є першою рiзницею з кроком 𝜆
(𝑣𝑖)
𝑖 функцiї 𝑓 за змiнною 𝑡

(𝑣𝑖)
𝑖 ; 𝜆(𝑣𝑖)𝑖 = 𝑡

(𝑣𝑖+1)
𝑖 − 𝑡(𝑣𝑖)𝑖 ,

𝑣𝑖 = 0, 𝑠𝑖 − 1, 𝑖 = 1, 𝑑.
Верхня межа в (4) обчислюється на всiх можливих розбиттях 𝐺𝑑. Функцiя

f (t) має обмежену варiацiю Вiталi на 𝐺𝑑, якщо 𝑉𝑑(𝑓 ;𝐺𝑑) < ∞. Клас таких
функцiй ми позначимо як 𝑉𝑑(𝐺𝑑).
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Визначимо для всiх 1 ≤ 𝑝 < ∞ та деякого розбиття Π𝑑 паралелепiпеда 𝐺𝑑

значення

𝜅𝑝,𝑑(𝑓 ;
∏︁

𝑑
; 𝐺𝑑) =

{︃
𝑠1−1∑︁
𝑣1=0

. . .

𝑠𝑑−1∑︁
𝑣𝑑=0

⃒⃒⃒⃒
∆1

𝜆
(𝑣1)
1

. . .∆1

𝜆
(𝑣𝑑)

𝑑

𝑓
(︁
𝑡
(𝑣1)
1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑑)
𝑑

)︁⃒⃒⃒⃒𝑝}︃1/𝑝

. (5)

Функцiя 𝑑-змiнних 𝑓(𝑡) має на паралелепiпедi𝐺𝑑 обмежену 𝑝-варiацiю у сенсi
Вiталi, якщо

𝑉𝑝,𝑑
(︀
𝑓 ; 𝐺𝑑

)︀
= sup

{︁
𝜅𝑝, 𝑑

(︁
𝑓 ;
∏︁

𝑑
; 𝐺𝑑

)︁
:
∏︁

𝑑

}︁
<∞. (6)

Клас функцiй, що мають на 𝐺𝑑 обмежену 𝑝-варiацiю у сенсi Вiталi [6], [8]
позначимо як 𝑉𝑝,𝑑(𝐺

𝑑). Якщо 𝑝 = 1, то визначення 𝑝-варiацiї (6) вiдповiдає ви-
значенню варiацiї Вiталi (4), а клас функцiй 𝑉1,𝑑(𝐺𝑑) збiгається з класом 𝑉𝑑(𝐺

𝑑).
Якщо 𝑑 = 1, то клас функцiй 𝑉𝑝,1(𝐼) збiгається з класом 𝑉𝑝([0, 1]).

Нехай 𝐾𝑉 𝑝,𝑑 = {𝑓(𝑡) : 𝑡 ∈ 𝐼𝑑) : 𝑉𝑝.𝑑(𝑓 ; 𝐼𝑑) ≤ 𝐾}, (𝐾 > 0).
Припустимо далi 𝐾𝑉 *

𝑝.𝑑 є функцiєю класу 𝑓(𝑡) ∈ 𝐾𝑉 𝑝,𝑑, перiод якої дорiвнює
1 для кожної змiнної.

4. Результати. Використовуючи методи математичного аналiзу та теорiї
апроксимацiй [7], [9], [10], отримаємо точнi верхнi межi модуля коефiцiєнтiв для
функцiй однiєї та кiлькох змiнних, визначених на класах функцiй з обмеженою
варiацiєю. Особливу увагу придiлимо оцiнкам коефiцiєнтiв на класах функцiй
𝐾𝑉 𝑝 (1 ≤ 𝑝 <∞), 𝑉𝑝 та 𝐾𝑉 𝑝,𝑑, що дозволить зменшити похибки апроксимацiй
i пiдвищити точнiсть застосування цих методiв у числових методах та обробцi
сигналiв.

Теорема 1. Для всiх 𝑘 = 1, 2𝑚, 𝑚 ∈ 𝑍+ i 1 ≤ 𝑝 <∞ маємо рiвнiсть

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒
= sup

𝑓∈𝐾𝑉𝑝

{︃
2𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒𝑝}︃1/𝑝

=
𝐾

2
√

2𝑚
, (7)

Доведення теореми. Для довiльної функцiї 𝑓(𝑡) ∈ 𝐾𝑉 𝑝 з визначення си-
стеми Хаара (2) для всiх 𝑘 = 1, 2𝑚, (𝑚 ∈ 𝑍+) можна записати

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒
= 2𝑚/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
𝛿2𝑘−1
𝑚+1

(𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ ℎ)) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ,

де ℎ = 2−(𝑚+1). Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, маємо наступну нерiвнiсть
з останнього спiввiдношення для 1 ≤ 𝑝 <∞

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒
≤ 2𝑚/2−(𝑚+1)(1−1/𝑝)

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

𝛿2𝑘−1
𝑚+1

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ ℎ)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1/𝑝

≤

≤ 2−(𝑚/2+1)𝑉𝑝 (𝑓 ; [(𝑘 − 1)2ℎ, 𝑘2ℎ]) .

(8)
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Враховуючи (8) та визначення бiнарних iнтервалiв (1), можемо записати

2𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒𝑝 ≤ 2−(𝑚/2+1)𝑝

2𝑚∑︁
𝑘=1

𝑉 𝑝
𝑝

(︁
𝑓 ; 𝛿𝑘𝑚

)︁
. (9)

Для як завгодно малого 𝜀 > 0 ми можемо знайти розбиття 𝜉𝑘 вiдрiзку 𝛿𝑘𝑚 таке,
що 𝑉 𝑝

𝑝

(︁
𝑓 ; 𝛿𝑘𝑚

)︁
< 𝜅𝑝𝑝

(︁
𝑓 ; 𝜉𝑘; 𝛿𝑘𝑚

)︁
+ 𝜀. Тодi з (9) отримуємо

{︃
2𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒𝑝}︃1/𝑝

< 2−(𝑚/2+1)𝑝

{︃
2𝑚∑︁
𝑘=1

𝜅𝑝𝑝

(︁
𝑓 ; 𝜉𝑘; 𝛿𝑘𝑚

)︁
+ 𝜀2𝑚

}︃1/𝑝

≤

≤ 2−(𝑚/2+1)
{︁
𝑉𝑝(𝑓 ; 𝐼) + (𝜀2𝑚)1/𝑝

}︁
≤ 𝐾

2
√

2𝑚
+

𝜀1/𝑝

2
√

2𝑚
2𝑚/𝑝.

Отже, оскiльки 𝜀 > 0 є довiльним, ми отримуємо верхнi межi

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒
≤ sup

𝑓∈𝐾𝑉𝑝

{︃
2𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒𝑝}︃1/𝑝

≤ 𝐾

2
√

2𝑚
. (10)

Далi нам потрiбно показати, що знак рiвностi виконується у (10).
Розглянемо функцiю

𝑣(𝑡) =

{︃
−𝐾/2, якщо 𝑡 ∈

[︀
0, 2−(𝑚+1)

]︀
;

𝐾/2, якщо 𝑡 ∈
(︀
2−(𝑚+1), 1

]︀
.

Легко побачити, що 𝜐(𝑡) ∈ 𝐾𝑉 𝑝 i

𝑐(1)𝑚 (𝑣) = −2−(𝑚/2+1)𝐾,

𝑐(𝑘)𝑚 (𝑣) = 0, ∀𝑘 = 2, 2𝑚.

Тодi ми маємо нижню межу

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒
≥
⃒⃒
𝑐(1)𝑚 (𝑣)

⃒⃒
=

{︃
2𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒𝑝}︃1/𝑝

= 2−(𝑚/2+1)𝐾. (11)

Спiввiдношення (7) отримуємо з (10) та (11). Теорему 1 доведено.
Далi ми розглядаємо функцiї кiлькох змiнних.

Теорема 2. Для довiльної функцiї 𝑓(𝑡) ∈ 𝑉𝑝,𝑑(𝐼𝑑), де числа 𝑛 ∈ 𝑁𝑑
* мають

компоненти 𝑛𝑖 = 2𝑚𝑖 + 𝑘𝑖
(︀
𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖 , 𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 𝑑

)︀
, i 1 ≤ 𝑝 < ∞ маємо

наступнi нерiвностi

|𝑐𝑛(𝑓)| ≤

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

. . .
2𝑚𝑑∑︁
𝑘𝑑=1

|𝑐𝑛(𝑓)|𝑝
}︃1/𝑝

≤
𝑑∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2)𝑉𝑝,𝑑
(︀
𝑓 ; 𝐼𝑑

)︀
. (12)

Цi нерiвностi не можна покращити на всiх класах функцiй 𝑉𝑝,𝑑(𝐼
𝑑).
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Доведення теореми 2. Без обмеження загальностi, щоб уникнути громiзд-
костi, ми розглядаємо лише випадок функцiй двох змiнних (𝑑 = 2) у доведеннi
теореми 2.

Використовуючи визначення коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара (3) для довiльної фун-
кцiї 𝑓(𝑡) ∈ 𝑉𝑝,2(𝐼2), 𝑛 ∈ 𝑁2

* , запишемо

|𝑐𝑛(𝑓)| ≤ 2(𝑚1+𝑚2)/2

∫︁
𝛿
2𝑘1−1
𝑚1+1

∫︁
𝛿
2𝑘2−1
𝑚2+1

⃒⃒
∆1
ℎ1

∆1
ℎ2
𝑓 (𝑡1, 𝑡2)

⃒⃒
𝑑𝑡1𝑑𝑡2,

де ℎ𝑖 = 2−2(𝑚𝑖+1), 𝑖 = 1, 2.
Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, отримуємо

|𝑐𝑛(𝑓)| ≤
2∏︁
𝑖=1

2𝑚𝑖/2−(𝑚𝑖+1)(1−1/𝑝)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∫︁

𝛿
2𝑘1−1
𝑚1+1

∫︁
𝛿2𝑘2−1
𝑚2+1

⃒⃒
∆1
ℎ1

∆1
ℎ2
𝑓 (𝑡1, 𝑡2)

⃒⃒𝑝
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1/𝑝

≤

≤
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2)𝑉𝑝,2

(︁
𝑓 ; ∆2𝑘𝑖−1, 2𝑘2−1

𝑚1+1, 𝑚2+1

)︁
,

(13)

де ∆2𝑘1−1,2𝑘2−1
𝑚1+1,𝑚2+1 = 𝛿2𝑘1−1

𝑚1+1 × 𝛿2𝑘2−1
𝑚2+1 . Для всiх 𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖 (𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 2) та

довiльного 𝜀 > 0 ми можемо знайти розбиття Π𝑘1,𝑘2 дiапазону ∆2𝑘1−1,2𝑘2−1
𝑚1+1,𝑚2+1 таке,

що

𝜅𝑝𝑝

(︁
𝑓 ; Π𝑘1, 𝑘2 ; ∆2𝑘1−1, 2𝑘2−1

𝑚1+1, 𝑚2+1

)︁
≥ 𝑉 𝑝

𝑝.2

(︁
𝑓 ; ∆2𝑘1−1, 2𝑘2−1

𝑚1+1, 𝑚2+1

)︁
− 𝜀2−(𝑚1+𝑚2). (14)

Тодi з (13)–(14), використовуючи визначення 𝑝-варiацiї у сенсi Вiталi (6),
маємо

|𝑐𝑛(𝑓)| ≤

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

|𝑐𝑛(𝑓)|𝑝
}︃1/𝑝

≤

≤
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2)

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝜅𝑝𝑝

(︁
𝑓 ; Π𝑘1,𝑘2 ; ∆2𝑘1−1, 2𝑘2−1

𝑚1+1, 𝑚2+1

)︁
+ 𝜀

}︃1/𝑝

≤

≤
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2)𝑉𝑝,2
(︀
𝑓 ; 𝐼2

)︀
+

2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2)𝜀1/𝑝,

(15)

Через довiльне 𝜀 ми отримуємо нерiвнiсть (12) з (15).
Покажемо, що нерiвностi (12) не можна покращити на всiх класах функцiй

𝑉𝑝,𝑑(𝐼
𝑑). Для функцiї

𝑣𝑜 (𝑡1, 𝑡2) =

{︃
1, якщо (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, ℎ1)× [0, ℎ2) ;

0, якщо (𝑡1, 𝑡2) /∈ [0, ℎ1)× [0, ℎ2) , 𝑡 ∈ 𝐼2,

що належить класу 𝑉𝑝,2(𝐼2), маємо

𝑣𝑝,2
(︀
𝑣0, 𝐼

2
)︀

= 1 та
⃒⃒
𝑐(1, 1)𝑚1,𝑚2

(𝑣0)
⃒⃒

=
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2).
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Оскiльки всi коефiцiєнти Фур’є-Хаара 𝑐𝑛(𝜐0) (𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖 ,𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 2)

функцiї 𝑣0(𝑡), крiм коефiцiєнта 𝑐(1,1)𝑚1,𝑚2 (𝑣0), дорiвнюють нулю, отримуємо рiвностi

⃒⃒
𝑐(1,1)𝑚1,𝑚2

(𝑣0)
⃒⃒

=

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

|𝑐𝑛 (𝑣0)|𝑝
}︃1/𝑝

=
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2).

Таким чином, ми показали, що для функцiї 𝜐0(𝑡) у (12) знак рiвностi вико-
нується. Теорему 2 доведено.

Теорема 3. Для довiльних чисел n ∈ 𝑁𝑑
* , що мають компоненти 𝑛𝑖 = 2𝑚𝑖 +

𝑘𝑖
(︀
𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖 , 𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 𝑑

)︀
i 1 ≤ p < ∞, виконуються рiвностi

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝,𝑑

|𝑐𝑛(𝑓)| =
⃒⃒
𝑐(1)𝑚 (𝑣)

⃒⃒
= sup

𝑓∈𝐾𝑉𝑝,𝑑

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

. . .
2𝑚𝑑∑︁
𝑘𝑑=1

|𝑐𝑛(𝑓)|𝑝
}︃1/𝑝

= 𝐾
𝑑∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2).

(16)

Теорема 4. Для довiльних чисел 𝑛 ∈ 𝑁𝑑
* , що мають компоненти 𝑛𝑖 =

2𝑚𝑖 + 𝑘𝑖 (𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖, 𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 𝑑), i 𝑝 = 1, є вiдношення

sup
𝑓∈𝐾𝑉 *

1,𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

. . .
2𝑚𝑑∑︁
𝑘𝑑=1

𝑐𝑛(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝐾

𝑑∏︁
𝑖=1

2−(2+𝑚𝑖/2). (17)

Доведення теореми 3. Без обмеження загальностi, щоб уникнути громi-
здкостi, розглянемо лише випадок функцiй двох змiнних (𝑑 = 2) у доведеннi
теореми 3.

Використовуючи аргументи з (13)–(15) та визначення класу 𝐾𝑉 𝑝.𝑑, для до-
вiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐾𝑉 𝑝.2 i чисел 𝑛 ∈ 𝑁2

* з (12) маємо верхнi межi

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝,2

|𝑐𝑛(𝑓)| ≤ sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝,2

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

|𝑐𝑛(𝑓)|𝑝
}︃1/𝑝

≤ 𝐾
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2). (18)

Для отримання нижнiх меж розглянемо функцiю 𝜐1(𝑡) на множинi 𝐼2

𝑣1 (𝑡1, 𝑡2) =
4

{︃
1, якщо (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, ℎ1]× [0, ℎ2] ; (ℎ1, 1]× (ℎ2, 1] ;

−1, якщо (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, ℎ1]× (ℎ2, 1] ; (ℎ1, 1]× [0, ℎ2] .

Очевидно, що 𝜐1(𝑡) ∈ 𝐾𝑉 𝑝,2, легко перевiрити наступнi рiвняння⃒⃒⃒
𝑐
(1,1)
𝑚1,𝑚2 (𝑣1)

⃒⃒⃒
=

2∏︀
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2);

|𝑐𝑛 (𝑣1)| = 0 ∀𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖 (𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 2) , 𝑘1 ̸= 1, 𝑘2 ̸= 1.

⎫⎬⎭ (19)

Використовуючи (19), маємо нижню межу

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝,2

|𝑐𝑛(𝑓)| ≥
⃒⃒
𝑐(1,1)𝑚1, 𝑚2

(𝑣1)
⃒⃒

=

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

|𝑐𝑛(𝑣1)|𝑝
}︃1/𝑝

= 𝐾
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2). (20)
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Ми отримуємо рiвняння (16) з верхньої межi (18) та рiвнянь (20). Теорему
3 доведено.

Доведення теореми 4. Без обмеження загальностi, щоб уникнути громiзд-
костi, ми розглядаємо лише випадок функцiй двох змiнних (𝑑 = 2) у доведеннi
теореми 4.

Продовжимо функцiю системи Хаара 𝜒(𝑘𝑖)
𝑚𝑖 (𝑡𝑖), 𝑖 = 1, 2 на всi дiйснi осi з унi-

кальним перiодом. Нехай 𝑔𝑖 (𝑡𝑖) = 2−𝑚𝑖/2𝜒
(𝑘𝑖)
𝑚𝑖 (𝑡𝑖). Використовуючи визначення

коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара (3) та (1), можемо записати

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝑐𝑛(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

∫︁
𝛿
𝑘1
𝑚1

∫︁
𝛿
𝑘2
𝑚2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝜒(𝑘𝑖)
𝑚𝑖

(𝑡𝑖)𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒

2∏︁
𝑖=1

2𝑚𝑖/2×

×

⎧⎨⎩
ℎ1/2∫︁
0

ℎ2/2∫︁
0

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2 +

ℎ1/2∫︁
0

⎡⎢⎣ 2ℎ2∫︁
ℎ2/2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡2+

+
2𝑚2∑︁
𝑘2=2

∫︁
𝛿
𝑘2
𝑚2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡2]𝑑𝑡1 +

ℎ2/2∫︁
0

⎡⎢⎣ 2ℎ1∫︁
ℎ1/2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡1+ (21)

+

2𝑚1∑︁
𝑘1=2

∫︁
𝛿
𝑘1
𝑚1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡1] 𝑑𝑡2 +
2𝑚1∑︁
𝑘1=2

2𝑚2∑︁
𝑘2=2

∫︁
𝛿
𝑘1
𝑚1

∫︁
𝛿
𝑘2
𝑚2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖)𝑑𝑡1𝑑𝑡2+

+

2ℎ1∫︁
ℎ1/2

⎡⎢⎢⎣
2ℎ2∫︁

ℎ2/2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡2+

2𝑚2∑︁
𝑘2=2

∫︁
𝛿
𝑘2
𝑚2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖)𝑑𝑡2

⎤⎥⎥⎦𝑑𝑡1+

+

2ℎ2∫︁
ℎ2/2

2𝑚1∑︁
𝑘1=2

∫︁
𝛿
𝑘1
𝑚1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖)𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Використовуючи перiодичнiсть функцiї 𝑓(𝑡) ∈ 𝐻*
Ω на кожнiй змiннiй з перi-

одом, що дорiвнює 1, маємо

ℎ𝑖/2∫︁
0

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) 𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡𝑖 =

1+ℎ𝑖/2∫︁
1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) 𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 2) .

Зi спiввiдношення (21) отримуємо

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝑐𝑛 (𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

2∏︁
𝑖=1

2𝑚𝑖/2

2𝑚1+1∑︁
𝛾1=1

2𝑚2+1∑︁
𝛾2=1

∫︁
𝛿
𝛾1+

1
2

𝑚1+1

∫︁
𝛿
𝛾2+

1
2

𝑚2+1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖)𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ , (22)
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де з (1) маємо

𝛿
𝛾𝑖+

1
2

𝑚𝑖+1 =

(︂
𝛾𝑖 − 1

2

2(𝑚𝑖+1)
·
𝛾𝑖 + 1

2

2(𝑚𝑖+1)

)︂
(𝑖 = 1, 2) .

З рiвностi (22) отримуємо

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝑐𝑛 (𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1+1∑︁
𝛾1=1

2𝑚2+1∑︁
𝛾2=1

∫︁
𝛿
𝛾1+

1
2

𝑚1+1

∫︁
𝛿
𝛾2+

1
2

𝑚2+1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝜒(𝑘𝑖)
𝑚𝑖
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
2𝑚1+1∑︁
𝛾1=1

2𝑚2+1∑︁
𝛾2=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁

𝛿
𝛾1+

1
2

𝑚1+1

∫︁
𝛿
𝛾2+

1
2

𝑚2+1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝜒(𝑘𝑖)
𝑚𝑖
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒.

(23)

Для довiльних 𝛾𝑖 та 𝑚𝑖 (𝛾𝑖 = 1, 2𝑚𝑖+1, 𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 2) використовуючи
визначення системи Хаара (2), можемо записати⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁

𝛿
𝛾1+

1
2

𝑚1+1

∫︁
𝛿
𝛾2+

1
2

𝑚2+1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝜒(𝑘𝑖)
𝑚𝑖
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
2∏︁
𝑖=1

2𝑚𝑖/2

∫︁
𝛿
2𝛾1
𝑚1+2

∫︁
𝛿
2𝛾2
𝑚2+2

⃒⃒
∆1
ℎ1/2

∆2
ℎ2/2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
⃒⃒
𝑑𝑡1𝑑𝑡2 ≤

≤
2∏︁
𝑖=1

2−(2+𝑚𝑖/2)𝑉1,2

(︂
𝑓 ; ∆

𝛾1+
1
2
, 𝛾2+

1
2

𝑚1+1, 𝑚2+1

)︂
.

(24)

З (23), (24), аналогiчно до (14)–(15), маємо верхню оцiнку

sup
𝑓∈𝐾𝑉 *

1,2

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝑐𝑛(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐾

2∏︁
𝑖=1

2−(2+𝑚𝑖/2). (25)

Легко перевiрити, що функцiя

𝑣2 (𝑡1, 𝑡2) =
𝐾

16

{︃
1, якщо (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, ℎ1]× [0, ℎ2] ; (ℎ1, 1)× (ℎ2, 1) ;

−1, якщо (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, ℎ1]× (ℎ2, 1) ; (ℎ1, 1)× [0, ℎ2] ,

має перiод, що дорiвнює 1, на якому змiнна належить до класу 𝐾𝑉 *
1,2. Для

функцiї 𝜐2(𝑡1, 𝑡2) маємо⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝑐𝑛(𝑣2)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝐾

2∏︁
𝑖=1

2−(2+𝑚𝑖/2).

З (25) та наведеного вище спiввiдношення отримуємо спiввiдношення (17).
Теорему 4 доведено.
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5. Обговорення результатiв. Отриманi результати точних оцiнок коефi-
цiєнтiв перетворення Фур’є-Хаара для функцiй обмеженої варiацiї дозволяють
значно покращити точнiсть апроксимацiй. Встановленi верхнi межi модуля ко-
ефiцiєнтiв для функцiй однiєї та кiлькох змiнних показують, що цi оцiнки є
важливими для зменшення похибок, що виникають при використаннi перетво-
рень у числових методах та обробцi сигналiв. Теореми, доведенi в данiй роботi,
дають чiтке уявлення про поведiнку коефiцiєнтiв для функцiй з рiзними ва-
рiацiями, а також вiдкривають новi можливостi для подальших дослiджень в
галузi теорiї апроксимацiй та обробки зображень.

6. Висновки. У результатi проведеного дослiдження отримання точних
оцiнок коефiцiєнтiв перетворення Фур’є-Хаара для функцiй однiєї та кiлькох
змiнних дослiджено для класiв функцiй з граничними варiацiями. Отримано
точнi значення верхнiх меж модуля коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара функцiй однiєї
змiнної на класах функцiй 𝐾𝑉 𝑝 (1 ≤ 𝑝 < ∞). Точнi значення верхнiх меж ко-
ефiцiєнтiв Фур’є-Хаара отримано для класiв функцiй кiлькох змiнних 𝑉𝑝,𝑑(𝐼𝑑),
𝐾𝑉𝑝.𝑑(1 ≤ 𝑝 <∞) i 𝐾𝑉 *

1,𝑑.
Отриманi оцiнки дозволяють значно покращити точнiсть апроксимацiй i

зменшити похибки, що виникають при використаннi цих перетворень у число-
вих методах та обробцi сигналiв. Дослiджено властивостi цих коефiцiєнтiв, що
сприяє глибшому розумiнню їхнього взаємозв’язку з функцiями та їх застосу-
ванню в рiзних математичних i iнженерних задачах. Розробленi оцiнки можуть
бути використанi для оптимiзацiї методiв перетворення Фур’є-Хаара в контекс-
тi рiзних галузей науки, таких як обробка зображень, числовi методи та теорiя
апроксимацiй.
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Shchytov O. M., Mormul M. F. Precision values of Fourier-Haar transform
coefficients for functions with bounded variation.

We obtain sharp estimates for the Fourier–Haar transform coefficients of functions of
bounded variation. The paper investigates properties and applications of the Fourier–
Haar transform in the setting of bounded-variation functions, which is relevant to both
theory and practice in mathematical analysis and signal processing. The coefficient bounds
elucidate the link between structural characteristics of functions and their transforms, and
they enable effective use of these methods across applied domains such as image processing,
numerical methods, and approximation theory. We derive exact upper bounds for the
modulus of Fourier–Haar coefficients of univariate functions in the classes 𝐾𝑉 𝑝 (1 ≤ 𝑝 <
∞). We further analyze the behavior of Fourier–Haar coefficients for multivariate functions
of bounded variation in the classes 𝑉𝑝,𝑑(𝐼𝑑), 𝐾𝑉 𝑝.𝑑 (1 ≤ 𝑝 <∞) and 𝐾𝑉 *

1.𝑑. Exact results
have been obtained on these classes of functions of several variables.

Keywords: Fourier–Haar system; functions of bounded variation; sharp estimates; preci-
sion coefficients; wavelet analysis.
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