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МОДЕЛЮВАННЯ 𝜙-СУБГАУССОВОГО ДРОБОВОГО
БРОУНIВСЬКОГО РУХУ В ПРОСТОРI 𝐿𝑝([0;𝑇 ])

Будується модель 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху з параметром 𝛼 ∈
(0, 2), що є узагальненням класичного дробового броунiвського руху в класi 𝜙-субгауссових
випадкових процесiв. Модель задається за допомогою спектрального подання у вигля-
дi стохастичного iнтеграла та використовується для апроксимацiї такого процесу iз
заданою надiйнiстю 1− 𝛿, 0 < 𝛿 < 1, та точнiстю 𝜀 > 0 у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]). Одержано
достатнi умови, за яких спектральна апроксимацiя збiгається до вихiдного процесу
в нормi простору 𝐿𝑝([0;𝑇 ]). Наведено приклад моделювання траєкторiй у просторi
𝐿3([0, 1]), що iлюструє практичну придатнiсть запропонованого пiдходу.

Ключовi слова: 𝜙-субгауссовий дробовий броунiвський рух, дробовий броунiвський
рух, моделювання, 𝜙-субгауссовi випадковi процеси, простiр 𝐿𝑝([0;𝑇 ]).

1. Вступ. Сучасна теорiя випадкових процесiв охоплює широкий спектр об’єк-
тiв, що моделюють стохастичнi явища у природничих та прикладних науках.
Значний iнтерес викликають процеси, якi мають бiльш загальну поведiнку по-
рiвняно з класичними гауссовими моделями, зокрема 𝜙-субгауссовi процеси.
До цього класу належать процеси, що демонструють нетривiальнi залежно-
стi, зокрема сильну залежнiсть вiд минулих значень та нетиповi закономiрностi
зростання дисперсiї.

В роботi [1] розглядалася апроксимацiя 𝑆𝑆𝑢𝑏𝜙(Ω)-процесiв у просторi
𝐿𝑝([0;𝑇 ]). Подальше дослiдження властивостей таких процесiв у контекстi мо-
делювання привело до появи спектральних методiв побудови моделей, якi не
лише зручнi з обчислювальної точки зору, а й дозволяють досягати контрольо-
ваної точностi та надiйностi наближення.

Особливе мiсце серед таких процесiв займає 𝜙-субгауссовий дробовий бро-
унiвський рух (ДБР), що є узагальненням класичного ДБР на випадок неква-
дратичної експоненцiальної обмеженостi. У роботах [2] i [3] дослiджено зобра-
ження дробового броунiвського руху у виглядi випадкових рядiв i спектральних
iнтегралiв, що стало основою для побудови моделей з контрольованими хара-
ктеристиками.

Актуальнiсть дослiдження полягає в тому, що iснуючi методи моделювання
не завжди забезпечують одночасний контроль точностi та надiйностi апрокси-
мацiї 𝜙-субгауссових процесiв у функцiональних просторах 𝐿𝑝([0;𝑇 ]).

Мета i завдання дослiдження: побудова спектральної моделi 𝜙-субгауссового
дробового броунiвського руху з параметром 𝛼 ∈ (0, 2), яка забезпечує наближе-
ння траєкторiї такого процесу iз заданою точнiстю 𝜀 > 0 та надiйнiстю 1 − 𝛿,
0 < 𝛿 < 1, у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]) з отриманням конкретних оцiнок для випадкiв
𝛼 ∈ (0, 1] та 𝛼 ∈ (1, 2) i реалiзацiєю практичного алгоритму у просторi 𝐿3([0; 1]).
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Наукова новизна дослiдження полягає у розробцi спектральної моделi з
отриманням точних умов забезпечення заданої надiйностi та точностi апрокси-
мацiї у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]) для рiзних значень параметра 𝛼 ∈ (0, 2).

У першому роздiлi подано допомiжнi означення та характеристики дослi-
джуваного процесу. У другому роздiлi сформульовано умови, за яких спектраль-
на модель гарантує наближення у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]). В третьому роздiлi розгля-
дається моделювання 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху в просторi
𝐿𝑝([0;𝑇 ]) та наведено наслiдки для випадку 𝐿3([0;𝑇 ]). Завершальний роздiл
iлюструє практичну реалiзацiю моделювання при фiксованих значеннях пара-
метрiв.

2. Модель 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху.

Означення 1. (див. [4]) Неперервна парна опукла функцiя 𝜙 = {𝜙(𝑥),
𝑥 ∈ R} називається 𝑁-функцiєю Орлiча, якщо 𝜙(0) = 0 та 𝜙(𝑥) > 0, коли
𝑥 ̸= 0, i виконуються умови

(𝐴0) lim
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥
= 0, (𝐴∞) lim

𝑥→∞

𝜙(𝑥)

𝑥
=∞.

Умова Q.(див. [4]) Для 𝑁 -функцiї 𝜙 виконується умова Q, якщо

lim inf
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥2
= 𝑐 > 0.

Означення 2. (див. [4]) Нехай 𝜙 – 𝑁-функцiя, для якої виконується умова
𝑄. Випадкова величина 𝜉 належить простору Sub𝜙(Ω), якщо E𝜉 = 0, E exp{𝜆𝜉}
iснує для всiх 𝜆 ∈ R та iснує така стала 𝑎 > 0, що для всiх 𝜆 ∈ R виконується
така нерiвнiсть

E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝜆𝑎)}.
Норма у просторi Sub𝜙(Ω) визначається за формулою (див. [4]):

𝜏𝜙(𝜉) := inf{𝑎 ≥ 0 : E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝑎𝜆)}, 𝜆 ∈ R}.

Зрозумiло, що для всiх 𝜆 ∈ R має мiсце нерiвнiсть

E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝜉))}.

Означення 3. Випадковий процес {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається 𝜙-субгауссо-
вим процесом, якщо для кожного 𝑡 ∈ 𝑇 має мiсце 𝜏𝜙(𝑋(𝑡)) < ∞ (зокрема ко-
жна скiнченна лiнiйна комбiнацiя значень процесу є 𝜙-субгаусовою випадковою
величиною).

Означення 4. (див. [4]) Сiм’я ∆ випадкових величин з простору Sub𝜙(Ω)
називається строго 𝜙-субгауссовою, якщо iснує стала 𝐶Δ > 0 така, що для
будь-якої скiнченої множини 𝐼, 𝜉𝑖 ∈ ∆, 𝑖 ∈ 𝐼 та для будь-яких 𝜆𝑖 ∈ R має
мiсце нерiвнiсть

𝜏𝜙

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︃
≤ 𝐶Δ

(︃
E
(︂∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︂2
)︃ 1

2

.

Сталу 𝐶Δ будемо називати визначальною сталою сiм’ї ∆.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω,Σ, 𝑃 ) та параметричну множину 𝑇 (𝑇 =
= [0;𝑇 ] або 𝑇 = [0,∞]).

Означення 5. Випадковий процес {𝑊𝛼(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається строго 𝜙-
субгауссовим дробовим броунiвським рухом з параметром 𝛼 ∈ (0, 2), якщо вiн є
строго 𝜙-субгауссовим випадковим процесом iз нульовим середнiм E(𝑊𝛼(𝑡)) =
= 0, кореляцiйною функцiєю

𝑅(𝑡, 𝑠) =
1

2
(|𝑡|𝛼 + |𝑠|𝛼 − |𝑡− 𝑠|𝛼) ,

i виконується 𝑊𝛼(0) = 0.
Один з можливих аналiтичних описiв строго 𝜙-субгауссового дробового бро-

унiвського руху з параметром 𝛼 ∈ (0, 2) має вигляд (див., наприклад, [3]):

𝑊𝛼(𝑡) =
𝐴√
𝜋

(︂ ∞∫︁
0

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
∞∫︁
0

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂
, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

де 𝜉(𝜆) та 𝜂(𝜆) — незалежнi дiйснi строго 𝜙-субгауссовi випадковi процеси, якi
задовольняють таким умовам:

E𝜉(𝜆) = E𝜂(𝜆) = 0,

𝜏𝜙(𝜉(𝜆)) ≤ 𝐶Δ

√︀
E(𝜉2(𝜆)),

а константа 𝐴 визначається формулою

𝐴2 =

{︂
2

𝜋

∞∫︁
0

1− cos(𝜆𝑡)

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂−1

=

{︂
− 2

𝜋
Γ(−𝛼) cos

(︂
𝛼𝜋

2

)︂}︂−1

.

Розглянемо iнтервал [0,Λ] при Λ > 0 i представимо процес 𝑊𝛼 = {𝑊𝛼(𝑡), 𝑡 ∈
[0, 𝑇 ]} у виглядi суми трьох складових:

𝑊𝛼(𝑡) = 𝑊𝛼(𝑡, [0, 𝜀]) +𝑊𝛼(𝑡, [𝜀,Λ]) +𝑊𝛼(𝑡, [Λ,∞]),

де 0 < 𝜀 < Λ, а кожну з компонент визначимо як

𝑊𝛼(𝑡, [𝑎, 𝑏]) =
𝐴√
𝜋

(︂ 𝑏∫︁
𝑎

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
𝑏∫︁

𝑎

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂
.

Нехай 0 = 𝜆0 < 𝜆1 < · · · < 𝜆𝑀 = Λ — розбиття iнтервалу [0,Λ] на 𝑀 частин,
причому 𝜆1 = 𝜀.

Скориставшись цим розбиттям, побудуємо апроксимацiю строго 𝜙-субгауссо-
вого дробового броунiвського руху 𝑊𝛼 у виглядi дискретної суми:

𝑆𝑀(𝑡,Λ) =
𝐴√
𝜋

(︂𝑀−1∑︁
𝑖=1

cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

(𝜉(𝜆𝑖+1)− 𝜉(𝜆𝑖))−

−
𝑀−1∑︁
𝑖=1

sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

(𝜂(𝜆𝑖+1)− 𝜂(𝜆𝑖))

)︂
=

=
𝐴√
𝜋

(︂𝑀−1∑︁
𝑖=1

cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

𝑋𝑖 −
𝑀−1∑︁
𝑖=1

sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

𝑌𝑖

)︂
,

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑀 ∈ N,
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де {𝑋𝑖, 𝑌𝑖}, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀 − 1, — незалежнi строго 𝜙-субгауссовi випадковi ве-
личини, якi мають нульове математичне сподiвання:

E𝑋𝑖 = E𝑌𝑖 = 0, E𝑋2
𝑖 = E𝑌 2

𝑖 = 𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖.

Означення 6 (Перетворення Юнга-Фенхеля). Нехай 𝑓 = (𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R)
— дiйсна функцiя. Перетворенням Юнга-Фенхеля функцiї 𝑓 (або спряженою
функцiєю до 𝑓) називається функцiя

𝑓 * = (𝑓 *(𝑥), 𝑥 ∈ R),

визначена рiвнiстю
𝑓 *(𝑥) = sup

𝑦∈R
{𝑥𝑦 − 𝑓(𝑦)}.

Зокрема, для 𝑁-функцiї Орлiча 𝜙 маємо спряжену функцiю 𝜙* у цьому ж
сенсi.

Використаємо твердження 2.1 з роботи [1].

Твердження 1. Нехай 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} — строго 𝜙-субгауссовий
випадковий процес, для якого виконується умова:

𝑇∫︁
0

(E(𝑋(𝑡))2)
𝑝
2d𝑡 <∞, 𝑝 ≥ 1.

Позначимо

𝑐 :=

𝑇∫︁
0

(E(𝑋(𝑡))2)
𝑝
2d𝑡.

Тодi iнтеграл
𝑇∫︀
0

|𝑋(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 iснує майже напевно, i для будь-якого 𝜀 > 𝑐𝑝
𝑝
2 вико-

нується така експоненцiальна оцiнка ймовiрностi:

𝑃

{︂ 𝑇∫︁
0

|𝑋(𝑡)|𝑝d𝑡 > 𝜀

}︂
≤ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂(︁𝜀
𝑐

)︁1/𝑝)︂}︂
,

де 𝜙* – перетворення Юнга-Фенхеля функцiї 𝜙.

3. Моделювання 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху в
просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]).

Означення 7. Кажуть, що модель 𝑆𝑀 = {𝑆𝑀(𝑡,Λ), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} апроксимує
випадковий процес 𝑊𝛼 = {𝑊𝛼(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} iз заданою надiйнiстю 1−𝛿, 0 < 𝛿 <
< 1, та точнiстю 𝜀 > 0 у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]), 𝑝 ≥ 1, якщо має мiсце наступна
нерiвнiсть:

P

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ 𝑇∫︁

0

|𝑊𝛼(𝑡)− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)|𝑝d𝑡

⎞⎠1/𝑝

> 𝜀

⎫⎪⎬⎪⎭ ≤ 𝛿.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Враховуючи, що процес похибки апроксимацiї 𝑋𝑀(𝑡,Λ) := 𝑊𝛼(𝑡)− 𝑆𝑀(𝑡,Λ),
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], належить до класу строго 𝜙-субгауссових випадкових процесiв, можна
скористатися оцiнкою, наведеною у твердженнi 1. Це дозволяє вивести умови,
за яких модель 𝑆𝑀(𝑡,Λ) забезпечує наближення процесу𝑊𝛼 у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ])
з заданими надiйнiстю 1− 𝛿, 0 < 𝛿 < 1, та точнiстю 𝜀 > 0.

Теорема 1. Модель 𝑆𝑀 наближає процес 𝑊𝛼 iз заданою надiйнiстю 1− 𝛿,
0 < 𝛿 < 1, та точнiстю 𝜀 > 0 у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]), 𝑝 ≥ 1, якщо у випадку
𝛼 ∈ (0, 1] виконується умова

𝑇∫︁
0

(︃
2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼𝜆𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+ (1 + 22− 3
2
𝛼)𝑡

3
2
𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︃)︃𝑝/2

d𝑡 <

< 𝜀𝑝 ·min

{︂
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)(ln(2
𝛿
)))𝑝

}︂
,

а у випадку 𝛼 ∈ (1, 2) виконується умова

𝑇∫︁
0

(︃
2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼𝜆𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+ 4𝑡2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︃)︃𝑝/2

d𝑡 <

< 𝜀𝑝 ·min

{︂
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)(ln(2
𝛿
)))𝑝

}︂
,

де 𝑀 ∈ N та 0 = 𝜆0 < 𝜆1 < ... < 𝜆𝑀 = Λ – розбиття вiдрiзка [0,Λ].

Доведення. Як було зазначено ранiше, до процесу вiдхилень 𝑋𝑀(𝑡,Λ),
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], що є строго 𝜙-субгауссовим, можна застосувати твердження 1. Це
дозволяє записати ймовiрнiсну оцiнку для довiльного 𝑢 > 𝑐𝑝

𝑝
2 у такому вигля-

дi:

𝑃

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

|𝑋𝑀(𝑡,Λ)|𝑝 𝑑𝑡 > 𝑢

⎫⎬⎭ ≤ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂(︁𝑢
𝑐

)︁1/𝑝)︂}︂
,

де

𝑐 =

𝑇∫︁
0

(︀
E(𝑋𝑀(𝑡,Λ))2

)︀ 𝑝
2 𝑑𝑡.

Поклавши 𝜀 = 𝑢
1
𝑝 та припускаючи, що 0 < 𝛿 < 1 й

𝛿 ≥ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂(︁𝑢
𝑐

)︁1/𝑝)︂}︂
= 2 exp

{︃
−𝜙*

(︃(︂
𝜀𝑝

𝑐

)︂1/𝑝
)︃}︃

,
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маємо:

P

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ 𝑇∫︁

0

|𝑋𝑀(𝑡,Λ)|𝑝 𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

> 𝜀

⎫⎪⎬⎪⎭ ≤ 𝛿,

що спiвпадає з умовою з означення 7.
Таким чином, щоб визначити, за яких умов модель 𝑆𝑀 є апроксимацiєю

процесу𝑊𝛼 у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]) з наперед заданими параметрами точностi 𝜀 > 0
та надiйностi 1− 𝛿, слiд перевiрити виконання гiпотези твердження 1.

Iз умови 𝑢 > 𝑐𝑝
𝑝
2 безпосередньо випливає:

𝜀 = 𝑢
1
𝑝 >

(︁
𝑐𝑝

𝑝
2

)︁ 1
𝑝

= 𝑐
1
𝑝𝑝

1
2 ,

а звiдси
𝑐 <

𝜀𝑝

𝑝
𝑝
2

.

Далi, якщо припустити, що 0 < 𝛿 < 1 i виконується нерiвнiсть

𝛿 ≥ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︃(︂
𝜀𝑝

𝑐

)︂1/𝑝
)︃}︂

,

тодi маємо:

exp

{︂
−𝜙*

(︃(︂
𝜀𝑝

𝑐

)︂1/𝑝
)︃}︂
≤ 𝛿

2
; −𝜙*

(︃(︂
𝜀𝑝

𝑐

)︂1/𝑝
)︃
≤ ln

𝛿

2
;

𝜙*

(︃(︂
𝜀𝑝

𝑐

)︂1/𝑝
)︃
≥ ln

2

𝛿
;

𝜀

𝑐1/𝑝
≥ (𝜙*)(−1)

(︂
ln

2

𝛿

)︂
;

𝑐 ≤ 𝜀𝑝

((𝜙*)(−1)
(︀
ln 2

𝛿

)︀
)𝑝
.

Отже, щоб виконувалася вiдповiдна оцiнка, достатньо, щоб була задоволена
така умова:

𝑐 =

𝑇∫︁
0

(E(𝑋𝑀(𝑡,Λ))2)𝑝/2d𝑡 < 𝜀𝑝 ·min

{︃
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)
(︀
ln 2

𝛿

)︀
)𝑝

}︃
. (1)

Розглянемо дисперсiю процесу похибки апроксимацiї 𝑋𝑀(𝑡,Λ):

E(𝑋𝑀(𝑡,Λ))2 = E
(︀
𝑊𝛼(𝑡)− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2
=

= E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [0, 𝜆1]) +𝑊𝛼(𝑡, [𝜆1,Λ]) +𝑊𝛼(𝑡, [Λ,∞])− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2
=

= E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [0, 𝜆1])

)︀2
+ E

(︀
𝑊𝛼(𝑡, [Λ,∞])

)︀2
+ E

(︀
𝑊𝛼(𝑡, [𝜆1,Λ])− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2
.

Проведемо аналогiчну оцiнку до тiєї, яка була проведена в статтi [2]. Оцiнимо
перший з отриманих доданкiв:

E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [0, 𝜆1])

)︀2
=
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=
𝐴2

𝜋
E
(︂ 𝜆1∫︁

0

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
𝜆1∫︁
0

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂2

=

=
𝐴2

𝜋

{︂
E
(︂ 𝜆1∫︁

0

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)

)︂2

+ E
(︂ 𝜆1∫︁

0

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂2}︂
=

=
𝐴2

𝜋

{︂ 𝜆1∫︁
0

(cos(𝜆𝑡)− 1)2

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆+

𝜆1∫︁
0

sin2(𝜆𝑡)

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂
=

=
𝐴2

𝜋

{︂ 𝜆1∫︁
0

(cos(𝜆𝑡)− 1)2 + sin2(𝜆𝑡)

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂
=

=
𝐴2

𝜋

{︂ 𝜆1∫︁
0

(2− 2 cos(𝜆𝑡))

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂
=
𝐴2

𝜋

{︂ 𝜆1∫︁
0

4 sin2
(︀
𝜆𝑡
2

)︀
𝜆𝛼+1

𝑑𝜆

}︂
≤

≤ 𝐴2

𝜋

{︂
𝑡2

𝜆1∫︁
0

𝜆2−1−𝛼𝑑𝜆

}︂
=
𝐴2

𝜋

{︂
𝑡2𝜆2−𝛼1

2− 𝛼

}︂
.

Для наступного доданка маємо

E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [Λ,∞])

)︀2
=

= E
(︂
𝐴√
𝜋

∞∫︁
Λ

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
∞∫︁

Λ

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂2

=

=
𝐴2

𝜋

{︂ ∞∫︁
Λ

(2− 2 cos(𝜆𝑡)

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂
≤ 2

𝐴2

𝜋

{︂ ∞∫︁
Λ

𝑑𝜆

𝜆𝛼+1

}︂
≤ 2𝐴2

𝛼𝜋Λ𝛼
.

А для E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [𝜆1,Λ])− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2 отримуємо таку оцiнку:

E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [𝜆1,Λ])− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2
=

=
𝐴2

𝜋
E
(︂ Λ∫︁
𝜆1

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
Λ∫︁

𝜆1

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)−

−
𝑀−1∑︁
𝑖=1

cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

(𝜉(𝜆𝑖+1)− 𝜉(𝜆𝑖)) +
𝑀−1∑︁
𝑖=1

sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

(𝜂(𝜆𝑖+1)− 𝜂(𝜆𝑖))

)︂2

=

=
𝐴2

𝜋

{︂
E
(︂𝑀−1∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

− cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂
𝑑𝜉(𝜆)−
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−
𝑀−1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂
𝑑𝜂(𝜆)

)︂2}︂
=

=
𝐴2

𝜋

{︂𝑀−1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

− cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆+

+
𝑀−1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆

}︂
=:

𝐴2

𝜋
(Σcos + Σsin).

Переходимо до оцiнювання iнтеграла виду

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆.

Розкриваючи рiзницю в дужках, отримаємо:

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

+
sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆 ≤

Застосувавши оцiнку для квадрата суми, маємо:

≤ 2

⎛⎝ 𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
sin(𝜆𝑡)− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

)︂2

𝑑𝜆+

+

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(sin(𝜆𝑖𝑡))
2

(︃
1

𝜆
𝛼+1
2

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︃2

𝑑𝜆

⎞⎠ =: 2(𝑊𝑖1 +𝑊𝑖2).

Оцiнимо𝑊𝑖1. Використовуючи тригонометричну тотожнiсть та оцiнку sin2(𝑥) ≤
≤ 𝑥2, маємо:

𝑊𝑖1 ≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4
(︀
sin
(︀
𝜆𝑡−𝜆𝑖𝑡

2

)︀)︀2
𝜆𝛼+1
𝑖

𝑑𝜆 ≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(𝜆− 𝜆𝑖)2𝑡2

𝜆𝛼+1
𝑖

𝑑𝜆 =
𝑡2(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

. (2)

Для оцiнювання 𝑊𝑖2 розглянемо два випадки: 𝛼 ≤ 1 i 1 < 𝛼 < 2. У першому
випадку, при 0 < 𝛽 ≤ 1 та 𝛽 < 𝛼, скористаємося нерiвнiстю | sin𝑥| ≤ |𝑥|𝛽, що
дає:

𝑊𝑖2 ≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝛽𝑖 𝑡
2𝛽

⎛⎝ 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖+1

⎞⎠2

𝑑𝜆 =

=

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝛽𝑖 𝑡
2𝛽 (𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
2

𝑖 )2

(𝜆
𝛼+1
2

𝑖 𝜆
𝛼+1
2

𝑖+1 )2
𝑑𝜆. (3)
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Використаємо вiдому нерiвнiсть 𝑎𝜈−𝑏𝜈 ≤ (𝑎−𝑏)𝜈 для 𝜈 ≤ 1 та 𝑎 > 𝑏. Оскiльки
у нашому випадку 0 < 𝜆𝑖 < 𝜆𝑖+1 i при 𝛼 ≤ 1 виконується (𝛼 + 1)/2 ≤ 1, то з
формули (3) випливає:

𝑊𝑖2 ≤ 𝜆2𝛽𝑖 𝑡
2𝛽 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+1

𝜆
2(𝛼+1)
𝑖

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝑑𝜆 = 𝑡2𝛽
(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
2(𝛼−𝛽)+2
𝑖

.

Поклавши 𝛽 = 3
4
𝛼, маємо остаточну оцiнку:

𝑊𝑖2 ≤ 𝑡
3
2
𝛼 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

. (4)

У випадку 𝛼 ∈ (1, 2) отримаємо:

𝑊𝑖2 ≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝑖 𝑡
2 (𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
2

𝑖 )2

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 =

=

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝑖 𝑡
2 (𝜆

𝛼+1
4

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
4

𝑖 )2(𝜆
𝛼+1
4

𝑖+1 + 𝜆
𝛼+1
4

𝑖 )2

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 ≤

≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝑖 𝑡
2 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)

𝛼+1
2 4𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 =

4𝑡2(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆𝛼−1
𝑖 𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1

≤

≤ 4𝑡2(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

. (5)

Пiдсумовуючи оцiнки (2)–(5), одержуємо, що для випадку 𝛼 ≤ 1 маємо:

Σsin ≤ 2

(︃
𝑡2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+ 𝑡
3
2
𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︃
,

а у випадку 1 < 𝛼 < 2 — наступну оцiнку:

Σsin ≤ 2𝑡2

(︃
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+
𝑀−1∑︁
𝑖=1

4(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︃
.

Оцiнимо тепер iнтеграл такого вигляду:

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

− cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆.

Розкриваючи дужки у виразi пiд iнтегралом, маємо:

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

− cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

+
cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

− cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆 ≤
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Застосовуючи оцiнку для квадрата суми, отримаємо:

≤ 2

⎛⎝ 𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
cos(𝜆𝑡)− cos(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

)︂2

𝑑𝜆+

+

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(cos(𝜆𝑖𝑡)− 1)2

(︃
1

𝜆
𝛼+1
2

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︃2

𝑑𝜆

⎞⎠ =

= 2(𝑊𝑖3 +𝑊𝑖4).

Оцiнимо спочатку 𝑊𝑖3:

𝑊𝑖3 =

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(cos(𝜆𝑡)− cos(𝜆𝑖𝑡))
2

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆 =

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︀
2 sin

(︀
𝜆𝑡+𝜆𝑖𝑡

2

)︀
sin
(︀
𝜆𝑖𝑡−𝜆𝑡

2

)︀)︀2
𝜆𝛼+1

𝑑𝜆 ≤

≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4
⃒⃒
𝜆𝑖𝑡−𝜆𝑡

2

⃒⃒2
𝜆𝛼+1
𝑖

𝑑𝜆 ≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝑡2 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)2

𝜆𝛼+1
𝑖

𝑑𝜆 =
𝑡2 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

. (6)

Тепер перейдемо до 𝑊𝑖4 у випадку 𝛼 ≤ 1:

𝑊𝑖4 =

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(cos(𝜆𝑖𝑡)− 1)2

(︃
1

𝜆
𝛼+1
2

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︃2

𝑑𝜆 =

=

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
2 sin2

(︂
𝜆𝑖𝑡

2

)︂)︂2
(︃

1

𝜆
𝛼+1
2

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︃2

𝑑𝜆 =

=

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4 sin4

(︂
𝜆𝑖𝑡

2

)︂(︃
1

𝜆
𝛼+1
2

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︃2

𝑑𝜆 ≤

≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑖𝑡

2

⃒⃒⃒⃒𝛽
2

)︃4

(𝜆
𝛼+1
2

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
2

𝑖 )2

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 ≤

≤ 22−2𝛽𝜆2𝛽𝑖 𝑡
2𝛽 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+1

𝜆
2(𝛼+1)
𝑖

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝑑𝜆 =
22−2𝛽𝑡2𝛽(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
2(𝛼−𝛽)+2
𝑖

.

Поклавши 𝛽 = 3
4
𝛼, отримаємо остаточну оцiнку:

𝑊𝑖4 ≤
22− 3

2
𝛼𝑡

3
2
𝛼(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

. (7)
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У випадку, коли 1 < 𝛼 < 2, отримаємо таку оцiнку:

𝑊𝑖4 =

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4 sin4

(︂
𝜆𝑖𝑡

2

)︂
(𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
2

𝑖 )2

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 ≤

≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑖𝑡

2

⃒⃒⃒⃒ 1
2

)︃4
(𝜆

𝛼+1
4

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
4

𝑖 )2(𝜆
𝛼+1
4

𝑖+1 + 𝜆
𝛼+1
4

𝑖 )2

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 ≤

≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝑖 𝑡
2 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)

𝛼+1
2 4𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 ≤ 4𝑡2(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)

𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

. (8)

Звiдси, з урахуванням оцiнок (6)–(8), для випадку 𝛼 ≤ 1 отримаємо:

Σcos ≤ 2

(︃
𝑡2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+ 22− 3
2
𝛼𝑡

3
2
𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︃
,

а у разi 1 < 𝛼 < 2 маємо:

Σcos ≤ 2𝑡2

(︃
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+
𝑀−1∑︁
𝑖=1

4(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︃
.

Таким чином, отримаємо наступну загальну оцiнку:

E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [𝜆1,Λ])− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2 ≤

≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝐴2

𝜋

(︃
2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+(1 + 22− 3
2
𝛼)𝑡

3
2
𝛼
∑︀𝑀−1

𝑖=1
(𝜆𝑖+1−𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2 +2

𝑖

)︂
, 𝛼 ≤ 1;

4𝐴2𝑡2

𝜋

(︃
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+4
∑︀𝑀−1

𝑖=1
(𝜆𝑖+1−𝜆𝑖)

𝛼
2 +3

2

𝜆
3𝛼
2 − 1

2
𝑖

)︂
, 1 < 𝛼 < 2.

Для оцiнки математичного сподiвання квадрата 𝑋𝑀(𝑡,Λ) отримаємо:

E(𝑋𝑀(𝑡,Λ))2 ≤ 2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼Λ𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+ (1 + 22− 3
2
𝛼)𝑡

3
2
𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︃
, 𝛼 ≤ 1; (9)
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та

E(𝑋𝑀(𝑡,Λ))2 ≤ 2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼Λ𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+ 4𝑡2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︃
, 1 < 𝛼 < 2. (10)

На завершення, скориставшись оцiнками (9)–(10), можемо стверджувати, що
умова (1) виконується, якщо справджуються наступнi нерiвностi:

𝑇∫︁
0

(︃
2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼Λ𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+ (1 + 22− 3
2
𝛼)𝑡

3
2
𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︃)︃𝑝/2

𝑑𝑡 <

< 𝜀𝑝 ·min

{︃
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)
(︀
ln 2

𝛿

)︀
)𝑝

}︃
, 𝛼 ≤ 1, (11)

а також

𝑇∫︁
0

(︃
2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼𝜆𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+4𝑡2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︃)︃𝑝/2

d𝑡 <

< 𝜀𝑝 ·min

{︂
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)(ln(2
𝛿
)))𝑝

}︂
, 1 < 𝛼 < 2 (12)

Таким чином, виконання умов (11)–(12) забезпечує справедливiсть твердження
теореми 1.

Наслiдок 1. Наближення процесу 𝑊𝛼 моделлю 𝑆𝑀 у просторi 𝐿3([0;𝑇 ]) з
заданою надiйнiстю 1− 𝛿, 0 < 𝛿 < 1 та точнiстю 𝜀 > 0, гарантується, якщо
для випадку 𝛼 ∈ (0, 1] виконується така нерiвнiсть:(︂

2𝐴2

𝜋

(︂
𝑇 3𝜆2−𝛼1

6(2− 𝛼)
+

𝑇

𝛼Λ𝛼
+

2𝑇 3

9

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

𝜆𝛼+1
𝑖

+

+
(1 + 22− 3

2
𝛼)𝑇

3
2
𝛼+1

3
2
𝛼 + 1

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︂)︂ 3
2

<

< 𝜀3 ·min

{︂
1

3
3
2

,
1

((𝜙*)(−1)(ln 2
𝛿
))3

}︂
,
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а для 𝛼 ∈ (1, 2) має мiсце наступна умова:(︂
2𝐴2

𝜋

(︂
𝑇 3𝜆2−𝛼1

6(2− 𝛼)
+

𝑇

𝛼Λ𝛼
+

2𝑇 3

9

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

𝜆𝛼+1
𝑖

+

+
4𝑇 3

3

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︂)︂ 3
2

<

< 𝜀3 ·min

{︂
1

3
3
2

,
1

((𝜙*)(−1)(ln 2
𝛿
))3

}︂
,

де 𝑀 ∈ N та 0 = 𝜆0 < 𝜆1 < ... < 𝜆𝑀 = Λ — розбиття iнтервалу [0,Λ].

Доведення. У випадку 𝑝 = 3 значення

𝜀𝑝 ·min

{︃
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)
(︀
ln 2

𝛿

)︀
)𝑝

}︃
,

дорiвнює

𝜀3 ·min

{︃
1

3
3
2

,
1

((𝜙*)(−1)
(︀
ln 2

𝛿

)︀
)3

}︃
.

Пiдставляючи це значення у вiдповiднi вирази теореми 1 та виконуючи iнте-
грування по 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], отримуємо твердження наслiдку.

4. Реалiзацiя алгоритму моделювання у просторi 𝐿3([0, 1]). Припу-
стiмо, що ми обираємо рiвномiрне розбиття вiдрiзка [0,Λ]

△ 𝜆 = 𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖 =
Λ

𝑀
, 𝜆1 =

Λ

𝑀
, 𝜆𝑖 =

𝑖Λ

𝑀
.

Тодi, застосовуючи наслiдок 1 до випадку простору 𝐿3([0, 1]), можна вивести
умови, що дозволяють визначити вiдповiднi параметри моделi Λ та 𝑀 . Зокрема,
при 𝛼 ∈ (0, 1] отримаємо наступну оцiнку:(︂

2𝐴2

𝜋

(︂
Λ2−𝛼

6(2− 𝛼)𝑀2−𝛼 +
1

𝛼Λ𝛼
+

2Λ2−𝛼

9𝑀2−𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

1

𝑖𝛼+1
+

+
(1 + 22− 3

2
𝛼)Λ

𝛼
2

(3
2
𝛼 + 1)𝑀

𝛼
2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

1

𝑖
𝛼
2
+2

)︂)︂ 3
2

< 𝜀3 ·min

{︂
1

33/2
,

1

((𝜙*)(−1)(ln 2
𝛿
))3

}︂
,

а при 𝛼 ∈ (1, 2) :(︂
2𝐴2

𝜋

(︂
Λ2−𝛼

6(2− 𝛼)𝑀2−𝛼 +
1

𝛼Λ𝛼
+

2Λ2−𝛼

9𝑀2−𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

1

𝑖𝛼+1
+

+
4

3

(︂
Λ

𝑀

)︂2−𝛼
1

𝑖
3𝛼−1

2
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Зобразимо на рис. 1–4 для заданих надiйностей та точностей траєкторiї моделi
процесу 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху при рiзних значеннях
𝛼. Вiзьмемо до уваги, що 𝛼 = 2𝐻. Вiзьмемо значення 𝛿, 𝜀,𝐻 зi статтi [5]. З
графiкiв очевидно, що чим бiльше значення 𝐻, тим гладша траєкторiя моделi
𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху.
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Рис. 1. 𝐻 = 7
8
,

𝜀 = 0.01, 𝛿 = 0.01
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Рис. 2. 𝐻 = 8
9
,

𝜀 = 0.01, 𝛿 = 0.01
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Рис. 3. 𝐻 = 9
10

,
𝜀 = 0.01, 𝛿 = 0.01
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Рис. 4. 𝐻 = 15
16

,
𝜀 = 0.01, 𝛿 = 0.01
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Рис. 5. 𝐻 = 3
4
,

𝜀 = 0.05, 𝛿 = 0.05

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй статтi
представлено новий алгоритм моделювання процесiв 𝜙-субгауссового дробового
броунiвського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]). Та-
кож проiлюстровано результати такого моделювання у просторi 𝐿3([0, 1]). Пiд
час проведення обчислень та побудови графiкiв було помiчено, що для побудови
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моделi використовуються 𝑀 та Λ дуже великих порядкiв, що значно сповiль-
нює процес обчислення в порiвняннi з моделлю, яка розглянута в статтi [5].
Отже, моделювання 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху на основi
спектрального розкладу є складнiшим для обчислення та побудови графiкiв,
нiж моделювання на основi розкладу в ряд.
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Shurubura K. I. Simulation of 𝜙-sub-Gaussian fractional Brownian motion in the
space 𝐿𝑝([0;𝑇 ]).

In this paper, I construct a model of a 𝜙-sub-Gaussian fractional Brownian motion
with parameter 𝛼 ∈ (0, 2), which generalizes the classical fractional Brownian motion to
the class of 𝜙-sub-Gaussian random processes. The model is defined via a spectral repre-
sentation in the form of a stochastic integral and is used to approximate this process in
the space 𝐿𝑝([0;𝑇 ]) with prescribed reliability 1− 𝛿, 0 < 𝛿 < 1, and accuracy 𝜀 > 0. Suffi-
cient conditions are obtained that guarantee the convergence of the spectral approximation
to the original process in the 𝐿𝑝([0;𝑇 ]) norm. An example of simulating trajectories in
𝐿3([0, 1]) is presented, illustrating the practical applicability of the proposed approach.

Keywords: 𝜙-sub-Gaussian fractional Brownian motion, fractional Brownian motion, sim-
ulation, 𝜙-sub-Gaussian random processes, space 𝐿𝑝([0;𝑇 ]).
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