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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОШИРЕННЯ ЕПIДЕМIЇ
IЗ ВРАХУВАННЯ ЕКОЛОГIЧНОГО ФАКТОРУ

У роботi запропоновано математичну модель поширення епiдемiї iз врахуванням
забруднення довкiлля, що може посилити негативний вплив на перебiг епiдемiї. Мо-
дель ґрунтується на вiдомi SIR-моделi, в якiй крiм iнтегрального екологiчного факто-
ру 𝐸(𝑡) враховано народжуванiсть i смертнiсть у популяцiї. Динамiка долi схильного
до iнфiкування населення у моделi залежить вiд вiдхилення рiвня забруднення вiд
деякого допустимого значення 𝐾 i втрати iмунiтету до захворювання через час 𝜏 > 0.
Доля iнфiкованого населення зростає iз ростом значення 𝐸(𝑡)−𝐾. Дослiджено iсну-
вання i невiд’ємнiсть розв’язку моделi при 𝑡 > 0, знайдено стани рiвноваги та умови
їх iснування. Встановлено умови стiйкостi стану вiдсутностi епiдемiї та стану епiдемi-
чного процесу. За результатами комп’ютерного моделювання проаналiзовано динамiку
математичної моделi.

Ключовi слова: Епiдемiя, базове репродуктивне число, математична модель, еколо-
гiчний фактор, стан рiвноваги, стiйкiсть розв’язкiв, диференцiальнi рiвняння iз запi-
зненням, популяцiя, комп’ютерне моделювання

1. Вступ. Математичному моделюванню поширення епiдемiй за допомогою ди-
ференцiальних рiвнянь iз звичайними, частинними, дробовими похiдними при-
свячена значна кiлькiсть дослiджень, зокрема монографiї [1] - [4]. Моделi з ура-
хування втрати iмунiтету, iнкубацiйного перiоду та iнших чинникiв, пов’язаних
з передiсторiєю процесу поширення епiдемiї, описуються рiвняннями iз запiзне-
нням аргументу або диференцiального функцiональними рiвняннями i дослi-
джували в працях [5] - [8] та багатьох iнших.

Бiльшiсть математичних моделей поширення епiдемiй базується на класи-
чнiй SIR-моделi [1] - [4]:

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡),

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝛾𝐼(𝑡),

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼(𝑡). (1)

Тут 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡) i 𝑅(𝑡) вiдповiдно – кiлькiсть осiб у момент часу 𝑡 > 0, схильних
до iнфiкування, iнфiкованих i тих, якi одужали або набули iмунiтету, 𝛽 i 𝛾 –
додатнi параметри, причому 𝛾 ≈ 𝑇−1, де 𝑇 – середня тривалiсть хвороби. Iз
системи рiвнянь (1) випливає, що

𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡) = 𝑁 = const,
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тобто чисельнiсть популяцiї залишається сталою протягом епiдемiї.
Математична модель (1) є частинним випадком загальнiшої моделi, яка до-

слiджувалась з 1927 р. Кермаком i МакКендриком [9]. У цiй працi розглядалось
рiвняння:

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=
𝑆(𝑡)

𝑁

∫︁ ∞

0

𝐴(𝜏)
𝑑𝑆(𝑡− 𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏, (2)

де 𝐴(𝜏) – середня iнфективнiсть особи, iнфiкованої 𝜏 одиниць часу ранiше по
вiдношенню до здорової особини. Якщо 𝐴(𝜏) = 𝛽𝑁 exp−𝛾𝜏 , то ввiвши позначен-
ня

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= − 1

𝛽

∫︁ 𝑡

−∞
𝐴(𝑡− 𝜏)

𝑑𝑆(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏, (3)

i диференцiюючи (3) iз врахуванням (2), одержимо систему рiвнянь (1).
Невiд’ємнiсть розв’язку 𝐼(𝑡) при 𝑡 > 0 одержується iз другого рiвняння си-

стеми (1), оскiльки

𝐼(𝑡) = 𝐼0𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁ 𝑡

0

(𝛽𝑆(𝑧)− 𝛾)𝑑𝑧

)︂
≥ 0.

Аналогiчно, 𝑆(𝑡) i 𝑅(𝑡) набувають невiд’ємних значень при 𝑡 > 0, якщо 𝑆(0) ≥ 0
i 𝑅(0) ≥ 0.

Тому 𝑆 ′(𝑡) ≤ 0, i при при 𝑡 > 0 𝑆(𝑡) ≤ 𝑆(0). Крiм того, при 𝑡 > 0

𝐼(𝑡) ≤ 𝐼𝑚𝑎𝑥 = 𝑁 − 𝜎 + 𝜎 ln
𝜎

𝑆0

.

Iз обмеженостi розв’язку системи (1) на довiльному iнтервалi (0, 𝑡), випливає
iснування диференцiйовного розв’язку для 𝑡 > 0.

2. Математична модель.
На розвиток епiдемiї впливають рiзноманiтнi чинники медичного, соцiаль-

ного, органiзацiйного та iншого типу. Ще одним фактором є стан забруднен-
ня довкiлля, що в першу чергу стосується захворювань з ураженням органiв
дихання, наприклад рiзних штамiв вiрусiв грипу. Для узагальненого екологi-
чного впливу також можна включати психо-емоцiйнi фактори, що пов’язанi iз
стресовими станами частини населення щодо загрози захворювання, а також
зовнiшнiми фактори, такими як воєнний стан, повiтрянi тривоги тощо.

Розглянемо математичну модель поширення епiдемiї серед населення деяко-
го регiону, яка ґрунтується на модифiкацiї SIR-моделi iз врахуванням негатив-
ного впливу забруднення навколишнього середовища. Фактор забруднення в
моделi позначено через 𝐸(𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0 = 0. Припустимо, що

𝐸(𝑡) = 𝛼1𝐸1(𝑡) + ...+ 𝛼𝑚𝐸𝑚(𝑡),

де 𝛼𝑖 ≥ 0, 𝛼1 + ... + 𝛼𝑚 = 1, 𝐸𝑖(𝑡) - компоненти забруднення, наприклад забру-
днення повiтря, води, клiматичнi, соцiально-психологiчнi фактори тощо. Нехай
𝐾 > 0 – допустимий фактор забруднення, при якому схильнi до iнфiкуван-
ня особини не вiдчувають негативного впливу. Ризик iнфiкування посилюється
при 𝐸(𝑡) > 𝐾 i зменшується при 0 ≤ 𝐸(𝑡) < 𝐾. Оскiльки процес вiдновлен-
ня довкiлля найчастiше має коливний характер, який стабiлiзується вiдносно
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значення 𝐸 = 𝐾 при 𝑡 → ∞, то припустимо, що 𝐸(𝑡) є розв’язком рiвняння
Гачiнсона [10]:

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟

(︂
1− 𝐸(𝑡−∆)

𝐾

)︂
𝐸(𝑡), 𝑡 > 0, (4)

де 0 < 𝑟 – коефiцiєнт лiнiйного росту, запiзнення ∆ > 0 вiдображає середнiй
час вiдновлення екологiчного стану.

При −∆ ≤ 𝑡 ≤ 0 задається передiсторiя процесу

𝐸(𝑡) = 𝐸0(𝑡) ≥ 0. (5)

У статтi [11] показано, що для узагальненого рiвняння Гачiнсона

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟

(︂
1−

(︂
𝐸(𝑡−∆)

𝐾

)︂𝑛)︂
𝐸(𝑡), 𝑡 > 0,

стiйкiсть стану рiвноваги досягається 𝐸 = 𝐾 досягається при виконаннi умови

0 < 𝑟𝑛∆ <
𝜋

2
. (6)

Графiки розв’язкiв для рiзних 𝑛 наведенi на рис. 1:

Рис. 1. Динамiка розв’язкiв фактору 𝐸 узагальненого рiвняння Гачiнсона при
рiзних значеннях параметра n.

Якщо 𝐸(0) > 0, то розв’язок задачi (4), (5) iснує при 𝑡 > 0, невiд’ємний i
обмежений [10].

У моделi поширення епiдемiї врахуємо час 𝜏 > 0 втрату iмунiтету до захво-
рювання, як i в [2] або в [5]. Також врахуємо той факт, що перевищення рiвня
забруднення 𝐸 → 𝐾 веде до збiльшення кiлькостi осiб, схильних до iнфiкування
серед населення популяцiї.

Враховувавши природнi процеси народжуваностi та смертностi у групi 𝑆(𝑡),
одержимо рiвняння:

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑏− 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) + 𝛼𝐼(𝑡− 𝜏) + 𝜀(𝐸(𝑡)−𝐾)− 𝜇𝑆(𝑡), (7)

де 𝑏 > 0 i 𝜇 > 0 – коефiцiєнти народжуваностi i смертностi в популяцiї вiдпо-
вiдно, 𝜀 > 0.
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У системi рiвнянь (1) коефiцiєнт 𝛾 обернено пропорцiйний середньому часу
перебiгу захворювання 𝑇 , тому перевищення показника 𝐸(𝑡) за середнє значен-
ня 𝐾 може збiльшити час 𝑇 , що спостерiгається в медичнiй практицi [12], [13].
Тому припустимо, що функцiя 𝛾 = 𝛾(𝐸) i набуває вигляду

𝛾(𝐸) =
𝛾0

1 + 𝛾1(𝐸(𝑡)−𝐾)
, (8)

де 𝛾0 i 𝛾1 – додатнi коефiцiєнти.
У пiдсумку маємо рiвняння для динамiки iнфiкованих осiб:

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝛾(𝐸(𝑡))𝐼(𝑡)− 𝜇𝐼(𝑡), (9)

iз початковою умовою

𝐼(𝑡) = 0, −𝜏 ≤ 𝑡 < 0, 𝐼(0) = 𝐼0 ≥ 0. (10)

Для частини осiб 𝑅(𝑡), якi одужали або набули iмунiтету, маємо рiвняння

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾(𝐸(𝑡))𝐼(𝑡)− 𝛼𝐼(𝑡− 𝜏)− 𝜀(𝐸(𝑡)−𝐾)− 𝜇𝑅(𝑡), (11)

з початковою умовою 𝑅(0) = 𝑅0 ≥ 0.
Надалi побудовану модель будемо дослiджувати для безрозмiрних величин,

вважаючи, що 𝑁(0) = 1, а 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡) i 𝑅(𝑡) – вiдповiднi долi населення i

𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡) = 𝑁(𝑡).

Iз рiвнянь (7), (9), (11) випливає

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑏− 𝜇𝑁, 𝑁(0) = 1,

i змiна кiлькостi населення з плином часу набуває вигляду

𝑁(𝑡) =

(︂
1− 𝑏

𝜇

)︂
𝑒−𝜇𝑡 +

𝑏

𝜇
. (12)

3. Невiд’ємнiсть розв’язку.
Розглянемо питання про невiд’ємнiсть розв’язку задачi (7), (9), (11) iз не-

вiд’ємними початковими умовами.

Теорема 1. Нехай виконуються умови:

1) для 𝑡 > 0 iснує єдиний неперервний розв’язок системи рiвнянь (7), (9),
(11) iз початковими умовами 𝑆(0) > 0, 𝐼(0) > 0, 𝑅(𝑡) ≥ 0;

2) 𝑏− 𝜀𝜎 > 0, 𝜎 = max |𝐸(𝑡)−𝐾| при 𝑡 ≥ 0;
3) 𝛼(1 + 𝛾1𝜎) < 𝛾0.

Тодi при 𝑡 > 0 розв’язок 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡) набуває невiд’ємних значень.
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Доведення. Iз рiвняння (9) пiсля iнтегрування одержимо

𝐼(𝑡) = 𝐼(0)𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁ 𝑡

0

𝛽𝑆(𝑥)− 𝛾(𝐸(𝑥))

)︂
𝑑𝑥.

Звiдси випливає, що 𝐼(𝑡) ≥ 0 при 𝑡 > 0. Якщо 𝐼(0) > 0, то 𝐼(𝑡) > 0 при 𝑡 > 0.
У разi вiдсутностi iнфiкованих осiб при 𝑡 = 0 маємо 𝐼(𝑡) ≡ 0 для 𝑡 > 0.

Нехай 0 < 𝑆(0) ≤ 𝑁(0) = 1 i 𝑡1 ∈ (0, 𝜏) – перша точка, у якiй 𝑆(𝑡1) = 0. Тодi
𝑆 ′(𝑡1) ≤ 1. При виконаннi умови 2 теореми отримуємо:

𝑑𝑆(𝑡1)

𝑑𝑡
= 𝑏+ 𝜀(𝐸(𝑡1)−𝐾) ≥ 𝑏− 𝜀𝜎 > 0,

що суперечить припущенню.
Якщо 𝑡1 ≥ 𝜏 , то врахуваючи, що 𝐼(𝑡1− 𝜏) ≥ 0 i умову 2 теореми, аналогiчно

одержимо суперечнiсть iз припущенням 𝑆 ′(𝑡1) ≤ 0.
Нехай 𝑡2 > 0 – перша точка, в якiй 𝑅(𝑡2) = 0, при цьому 𝑅′(𝑡2) ≤ 0. Якщо

𝐼(0) > 0 i 𝑡2 > 0 – перша точка, в якiй 𝑅(𝑡2) = 0, отже 𝑅′(𝑡2) ≤ 0. Якщо 𝑡2 < 𝜏 ,
то 𝑅′(𝑡2) > 0 на пiдставi умови 2 теореми. Якщо 𝑡2 ≥ 𝜏 i виконується умова 3
теореми, то

𝑑𝑅(𝑡2)

𝑑𝑡
≥
(︂

𝛾0
1 + 𝛾1𝜎

− 𝛼
)︂

min (𝐼(𝑡2 − 𝜏), 𝐼(𝑡2)) > 0,

що також суперечить припущенню. □
4. Iснування i єдинiсть розв’язку.
Для доведення iснування i єдиностi неперервного розв’язку системи рiвнянь

(7), (9), (11) iз невiд’ємними початковими умовами застосуємо теорему iз моно-
графiї [14, c.308-309]. Розглянемо задачу:

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑡, 𝑢(𝑡− 𝜏1), ..., 𝑢(𝑡− 𝜏𝑚)), 𝑡 > 0,

𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡), −𝜏𝑚 ≤ 𝑡 ≤ 0,

де 0 ≤ 𝜏1 < 𝜏2 < ... < 𝜏𝑚, 𝑢 := (𝑢1, ..., 𝑢𝑛) ⊂ D ⊆ R.
Теорема 2 [14]. Нехай виконуються умови:

1) вектор-функцiя 𝐹 визначена для 𝑡 > 0 i 𝑢 ∈ D, неперервна для кожного
𝑢, локально Лiпшицева по 𝑢0;

2) справджується оцiнка:

‖ 𝐹 (𝑡, 𝑢) ‖≤ 𝑃 (𝑡) +𝑁(𝑡) ‖ 𝑢 ‖, (𝑡, 𝑢) ∈ [0,∞)× D, (13)

де 𝑃 i 𝑄 — неперервнi функцiї при 𝑡 ≥ 0 iз значеннями в R+;
3) початкова функцiя 𝑢0 ∈ 𝐶[−𝜏𝑚, 0].

Тодi iснує єдиний неперервний розв’язок задачi на довiльному iнтервалi (0, 𝑡).
На пiдставi теореми 2 доведемо iснування i єдинiсть розв’язку початкової

задачi для системи (7), (9), (11).
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Теорема 3. Нехай:

1) початковi умови 𝑆0(𝑡) > 0, 𝐼(0) > 0, 𝑅(0) ≥ 0;
2) виконуються умови теореми 1.

Тодi iснує єдиний неперервний розв’язок початкової задачi для системи (7),
(9), (11) при 𝑡 > 0, диференцiйовний при 𝑡 > 𝜏 .

Доведення. Обмежений невiд’ємний розв’язок початкової задачi (4), (5)
iснує при 𝑡 > 0 [10, 15].

Як випливає iз системи рiвнянь (7), (9), (11) на довiльному iнтервалi iсну-
вання розв’язку цiєї задачi:

𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡) = 𝑁(𝑡) ≤ 𝑏

𝜇
. (14)

Оскiльки розв’язки 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡) невiд’ємнi, то кожен iз них обмежений значе-
нням 𝑏∖𝜇 на (0, 𝑡).

Позначимо через 𝐹 := (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3) – правi частини системи (7), (9), (11). Тодi
iз (14) i умови (2) теореми (3) одержимо:

|𝐹1| ≤ 𝑏+ 𝜀𝜎 + 𝛽𝑏
𝑏

𝜇
+ 𝛼𝐼𝜏 + 𝜇𝑆,

|𝐹2| ≤
(︂
𝛽𝑏

𝜇
+

𝛾0
(1− 𝛾1𝜎)

+ 𝜇

)︂
𝐼,

|𝐹3| ≤ 𝜀𝜎 + 𝑏+ (
𝛾0

(1− 𝛾1𝜎)
)𝐼 + 𝛼𝐼𝜏 + 𝜇𝑅.

Застосувавши теорему 2 отримаємо висновок про iснування неперервного
розв’язку на довiльному iнтервалi (0, 𝑡), отже на пiвосi (0,∞).

При 𝑡 > 𝜏 для розв’язку 𝐼(𝑡) початкова функцiя неперервна на [0, 𝜏 ], тому
розв’язок диференцiйовний при 𝑡 > 𝜏 [14]. □

5. Стани рiвноваги.
Для моделi (7), (9), (11), стани рiвноваги є розв’язками системи рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑏− 𝛽𝑆𝐼 + 𝛼𝐼 + 𝜀(𝐸 −𝐾)− 𝜇𝑆 = 0,

𝛽𝑆𝐼 − 𝛾0
1 + 𝛾1(𝐸 −𝐾)

𝐼 − 𝜇𝐼 = 0,

𝛾0
1 + 𝛾1(𝐸 −𝐾)

𝐼 − 𝛼𝐼 − 𝜀(𝐸 −𝐾)− 𝜇𝑅 = 0.

(15)

Один iз розв’язкiв системи (15), коли 𝐸1 = 𝐾, набуває вигляду:

𝐼1 = 0, 𝐸1 = 𝐾, 𝑆1 = 𝑏/𝜇, 𝑅1 = 0, (16)

i вiдображає стан вiдсутностi епiдемiї серед населення популяцiї.
Якщо 𝐼 ̸= 0 i 𝐸2 = 𝐾, то iз системи рiвнянь (15) одержується ще один

розв’язок:

𝑆2 =
𝛾0 + 𝜇

𝛽
, 𝐼2 =

𝛽𝑏− 𝜇(𝛾0 + 𝜇)

𝛽(𝛾0 + 𝜇− 𝛼)
, 𝑅2 =

(𝛾0 − 𝛼)𝐼2
𝜇

. (17)
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Нехай виконується нерiвнiсть

𝜇(𝛾0 + 𝜇) < 𝛽𝑏, (18)

тодi 𝑆2 < 𝑁(∞) < 𝑏∖𝜇.
Значення 𝐼2 > 0, оскiльки 𝛾0 + 𝜇 − 𝛼 > 0 на пiдставi умови 3 теореми 1, а

𝛽𝑏 − 𝜇(𝛾0 + 𝜇) > 0 при виконаннi нерiвностi (18). Компоненти 𝐼2 > 0 i 𝑅2 > 0,
оскiльки 𝛾0 − 𝛼 > 𝛼𝜎𝛾1 > 0.

6. Стiйкiсть станiв рiвноваги.
Застосуємо для дослiдження стiйкостi розв’язку (16) критерiй стiйкостi за

лiнiйним наближенням [15]. Характеристичне рiвняння, яке вiдповiдає лiнеари-
зованiй системi рiвнянь (4), (7), (9) має вигляд:⃒⃒⃒⃒

⃒⃒−𝑟𝑒
−Δ𝜆 − 𝜆 0 0
𝜀 −𝛽𝐼 − 𝜇− 𝜆 −𝛽𝑆 + 𝛼𝑒−𝜏𝜆

𝛾0𝛾1
(1+𝛾1(𝐸−𝐾))2

𝐼 𝛽𝐼 𝛽𝑆 − 𝛾0
1+𝛾1(𝐸−𝐾)

− 𝜇− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Для стану рiвноваги (16) одержимо:

(𝑟𝑒−Δ𝜆 + 𝜆)(𝜇+ 𝜆)(
𝛽𝑏

𝜇
− 𝛾0 − 𝜇− 𝜆) = 0.

Коренi рiвняння
𝑟𝑒−Δ𝜆 + 𝜆 = 0

лежать у лiвiй пiвплощинi 𝑅𝑒(𝜆) < 0, якщо виконується умова (6). Власнi зна-
чення 𝜆1 = −𝜇 < 0 i 𝜆2 = 𝑏𝛽

𝜇
− 𝛾0 − 𝜇 < 0, якщо виконується умова (18) або

базове репродуктивне число

𝑅0 =
𝑏𝛽

𝜇(𝛾0 + 𝜇)
< 1. (19)

Отже, справджується твердження.

Теорема 4. Нехай виконується умова (6) i базове репродуктивне число
𝑅0 < 1. Тодi стан рiвноваги (16) локально асимптотично стiйкий i поширення
епiдемiї не вiдбувається.

Характеристичне рiвняння лiнеаризованої системи для стану рiвноваги (17),
де 𝐸2 = 𝐾, набуває вигляду:(︀

𝑒−Δ𝜆 + 𝜆
)︀ (︀
𝜆2 + (𝛼 + 𝜇)𝜆+ 𝑎(𝛾0 + 𝜇− 𝛼𝑎𝑒−𝜆𝜏 )

)︀
= 0,

де

𝑎 = 𝛽𝐼2 =
𝛽𝑏− 𝜇(𝛾0 + 𝜇)

𝛾0 + 𝜇− 𝛼
.

Якщо 𝜏 = 0, що означає миттєву втрату iмунiтету, для 𝜆1 i 𝜆2 одержується
характеристичне рiвняння:

𝜆2 + (𝛼 + 𝜇)𝜆+ 𝑎(𝛾0 + 𝜇− 𝛼𝑎) = 0.
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Оскiльки 𝛼 + 𝜇 > 0, 𝛼 > 0, то при виконанi умови 6 i нерiвностi
𝛼𝛽𝐼2 < 𝛾0 + 𝜇− 𝛼

або
𝛼(𝛽𝑏− 𝜇(𝛾0 + 𝜇)) < (𝛾0 + 𝜇)(𝛾0 + 𝜇− 𝛼),

стан рiвноваги (17) асимптотично стiйкий.
Якщо iмунiтет пiсля одужання не втрачається, 𝛼 = 0, то маємо рiвняння:

𝜆2 + 𝜇𝜆+ 𝑎(𝛾 + 𝜇) = 0,
коренi якого 𝜆1 < 0 i 𝜆2 < 0.

Отже, при виконаннi умови (6) для 𝑛 = 1, умов теореми 1 i умови (18),
розв’язок (17) локально асимптотично стiйкий.

7. Комп’ютерне моделювання.
Наведемо результати комп’ютерного моделювання динамiки епiдемiї зi змi-

ною екологiчного фактору 𝐸(𝑡) - розв’язком рiвняння (4). Нехай запiзнення
∆ = 𝜏 = 1, 𝐾 = 0.25, 𝑛 = 1, початковi умови: 𝑆(0) = 0.99, 𝐼(0) = 0.01, 𝑅(0) = 0.

Якщо iмунiтет не втрачається (𝛼 = 0) i вiдсутнiй вплив екологiчного фа-
ктору на осiб, схильних до iнфiкування, динамiка процесу близька до динамiки
𝑆𝐼𝑅-моделi, 𝑆(𝑡)→ 0 при 𝑡→∞ (рис 2 та рис. 3).

Рис. 2. Графiк розв’язку 𝐸(𝑡), 𝑟 = 1 Рис. 3. Графiки розв’язкiв 𝑆, 𝐼, 𝑅.
Параметри: 𝛽 = 0.5, 𝛾0 = 0, 𝛾1 = 1, 𝜀 =

0, 𝛼 = 0, 𝑏 = 0.005, 𝜇 = 0.001.

Якщо iмунiтет втрачається пiсля одужання через час 𝜏 = 1, то пiд впли-
вом екологiчного фактору з ростом коефiцiєнта 𝑟 спостерiгається коливання
факторiв 𝑆, 𝐼 та 𝑅. З часом є прямування значень факторiв до стiйких станiв
рiвноваги (рис. 4, рис. 5), але при цьому залишається доля iнфiкованих осiб,
яка зростає.
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Рис. 4. Динамiка 𝑆, 𝐼, 𝑅 iз врахуванням 𝐸(𝑡). Параметри: 𝛽 = 0.5|0.95, 𝛾0 =
0.15|0.5, 𝛾1 = 1|0.7, 𝜀 = 0.06|0.2, 𝛼 = 0.1, 𝑏 = 0.005, 𝜇 = 0.001, 𝑟 = 1.5

Якщо 𝑟∆ = 2 > 𝜋/2, то стiйкiсть стану рiвноваги 𝐸 = 𝐾 втрачається i
розв’язок 𝐸(𝑡) має коливний характер. Такий вплив екологiчного фактору 𝐸(𝑡)
призводить до перiодичної змiни розв’язку моделi(7), (9), (11).

Рис. 5. Графiки розв’язкiв 𝑆, 𝐼, 𝑅 iз врахуванням коливної динамiки фактору
𝐸(𝑡). Параметри:

𝛽 = 0.95, 𝛾0 = 0.5, 𝛾1 = 0.7, 𝜀 = 0.2, 𝛼 = 0, 𝑏 = 0.95, 𝜇 = 0.4, 𝑟 = 2

8. Висновки.
Отже, як аналiтичнi дослiдження, так i комп’ютерне моделювання пiдтвер-

джують вплив екологiчного фактору на перебiг епiдемiї. Зокрема, на iснування
i значення станiв рiвноваги, їх стiйкiсть, появу коливань чисельностi груп на-
селення, схильних до iнфiкування, iнфiкованих i тих, що одужали. Ще одним
фактором, як випливає з умов теореми 4, на перебiг епiдемiї впливає втрата
iмунiтету особами, якi перехворiли. Зменшити такий вплив можна зменшив-
ши коефiцiєнт 𝛼, що можливо, зокрема, при проведеннi вакцинацiї i набуття
стiйкого iмунiтету.
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The study proposes a mathematical model of epidemic spread that accounts for en-
vironmental pollution, which may exacerbate the negative impact on the course of the
epidemic. The model is based on the well-known SIR framework, extended to incorporate
an integral ecological factor 𝐸(𝑡), as well as population birth and mortality rates. The
dynamics of the susceptible population depend on the deviation of the pollution level from
a certain permissible threshold 𝐾 and on the loss of immunity to the disease after a time
period 𝜏 > 0. The proportion of infected individuals increases with the growth of the
quantity 𝐸(𝑡) −𝐾. The existence and non-negativity of solutions to the model for 𝑡 > 0
are established, and equilibrium states along with their conditions of existence are iden-
tified. Stability conditions for the epidemic-free and epidemic states are derived. Finally,
the dynamics of the proposed model is analyzed through computer simulations.
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