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ПОВНЕ ОПИСАННЯ ЕКВАЦIОНАЛЬНИХ КЛАСТЕРIВ
БУЛЕВИХ АЛГЕБР ПЕРШОГО ТИПУ

У дослiдженнi продовжено вивчення еквацiональних властивостей у класi буле-
вих алгебр. Розглянуто широкий клас алгебр, що включає структури з нульарними,
унарними та бiнарними операцiями. Уведено новi поняття — сигнатурнi тотожностi та
еквацiональнi кластери. Особливу увагу придiлено кластерам першого типу, для яких
можна виразити повну систему тотожностей однiєї алгебри через iншу за допомогою
сигнатурних тотожностей. У результатi визначено повнi системи тотожностей для со-
рока чотирьох алгебр, що формують двадцять один еквацiональний кластер першого
типу.

Ключовi слова: повна система тотожностей, сигнатурна тотожнiсть, еквацiональний
кластер.

1. Вступ. Загальна теорiя алгебр як окрема математична дисциплiна сфор-
мувалася у 1935 роцi, коли Дж. Бiркгоф опублiкував свої класичнi роботи, у
яких довiв основнi теореми про повноту для еквацiональної логiки. Саме ця
логiка стала ключовою для побудови сучасного апарату дослiдження алгебра-
їчних структур, оскiльки класи алгебр, що становлять основний iнтерес для
алгебраїстiв, зазвичай аксiоматично визначаються системами тотожностей або
перебувають у тiсному зв’язку з такими системами [1].

Особливу роль у цiй теорiї вiдiграє булева алгебра — базовий iнструмент
двозначної логiки, який широко використовується у задачах обробки iнфор-
мацiї, логiчному програмуваннi, побудовi баз даних, аналiзi цифрових схем та
в моделюваннi функцiонування обчислювальних систем. Розвиток структурної
теорiї булевих алгебр привiв до появи концепцiї еквацiональних пiдкласiв, до-
слiдження яких безпосередньо пов’язане з пошуком скiнченних повних систем
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тотожностей. Як вiдомо, питання про iснування таких систем залишається вiд-
критим навiть для скiнченних алгебр. Результати Лiндона [2] показали, що май-
же всi двозначнi алгебри мають скiнченнi повнi системи тотожностей, тодi як
для багатозначних логiк ситуацiя значно складнiша.

Поняття еквацiонального кластеру виникло як узагальнення класичних еква-
цiональних класiв, дослiджуваних у працях Поста та пiзнiших представникiв
алгебраїчної школи логiки. Еквацiональнi властивостi не обмежуються окреми-
ми множинами тотожностей, а можуть групуватися у системи взаємопов’язаних
алгебр, якi зберiгають еквацiональну еквiвалентнiсть. Такi об’єднання отрима-
ли назву еквацiональних кластерiв, i розглядаються як окремi об’єкти дослi-
дження, що поєднують у собi ознаки класу, пiдкласу та вiдношення еквацiо-
нальностi.

У цьому контекстi особливий iнтерес становить поняття еквацiонального
кластеру булевих алгебр першого типу — структурної сукупностi алгебр, пов’я-
заних спiльними еквацiональними умовами, якi забезпечують їхню тотожнiсну
сумiснiсть та замкненiсть щодо основних алгебраїчних операцiй. Дослiдження
таких кластерiв дозволяє деталiзувати механiзми формування тотожностей у
межах певного класу.

Метою цiєї роботи є повне описання еквацiональних кластерiв булевих ал-
гебр першого типу, включно з аналiзом їхнiх внутрiшнiх зв’язкiв, систем поро-
джувальних елементiв, умов замкненостi та вiдображень мiж пiдкластерами.

Отриманi результати створюють основу для подальшої побудови узагальне-
ної теорiї еквацiональних систем, де булевi алгебри розглядаються як моделi
логiчних структур, що мають широке застосування у теоретичнiй iнформатицi,
штучному iнтелектi та формальнiй логiцi.

2. Клас булевих алгебр 𝑀9. Нехай задано клас унiверсальних булевих
алгебр 𝑀 = {𝑈 = ⟨𝐴,Ω⟩ ; 𝐴 = {0, 1} ; Ω — деяка множина булевих операцiй}.
Позначимо через 𝑅(𝑈) множину всiх тотожностей алгебри 𝑈 .

Означення 1. Алгебри 𝑈1 i 𝑈2 називаються еквацiонально еквiвалентни-
ми, якщо 𝑅(𝑈1) = 𝑅(𝑈2).

Означення 2. Алгебра 𝑈1 еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2, якщо
𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2).

Наслiдок 1. Якщо алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ еквацiонально вкладається в ал-
гебру 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩, то Ω1 ⊂ Ω2.

Якщо𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2), а Ω1 ̸⊂ Ω2, то в алгебрi 𝑈1 можемо побудувати формулу
𝐹 (𝜙), яка мiстить операцiю 𝜙 ∈ Ω1 − Ω2. У цьому випадку тотожнiсть 𝐹 (𝜙) =
= 𝐹 (𝜙) /∈ 𝑅(𝑈2).

Нехай 𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2).

Означення 3. Тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓) ∈ 𝑅(𝑈2) називається сигна-
турною, якщо 𝐹2(𝜙) — формула, яка реалiзує операцiю 𝜙 ∈ Ω2 −Ω1, а 𝐹1(𝜓) —
формула, яка належить алгебрi 𝑈1.

Наприклад, якщо 𝑈1 = ⟨𝐴, ¬,∨,∧⟩, 𝑈2 = ⟨𝐴, ¬,∨,∧, ⇒,⇔⟩, то сигнатурнi
тотожностi мають вигляд: 𝑥⇒ 𝑦 = 𝑥̄ ∨ 𝑦; 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥̄ 𝑦 ∨ 𝑥𝑦.

Означення 4. Алгебра 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ називається еквацiональним розшире-
нням алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩, якщо ∀𝜙 ∈ Ω2−Ω1 iснує сигнатурна тотожнiсть
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𝐹2(𝜙) = 𝐹1(Ω1).

Множину таких сигнатурних тотожностей позначимо через 𝑅(Ω2 − Ω1).

Означення 5. Система тотожностей 𝐻 ⊂ 𝑅(𝑈1) називається повною в
𝑈1, якщо використовуючи операцiю суперпозицiї можна довести довiльну то-
тожнiсть до лексикографiчної рiвностi, використовуючи тiльки тотожно-
стi з 𝐻.

Наслiдок 2. Якщо для алгебри 𝑈1 знайдеться повна система тотожно-
стей 𝐻(𝑈1), а алгебра 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ є еквацiональним розширенням 𝑈1, то
𝐻(𝑈2) = 𝐻(𝑈1)

⋃︀
𝑅(Ω2 − Ω1).

Доведення твердження випливає з того, що сигнатурнi тотожностi дають
можливiсть вивести операцiю 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 з формул алгебри 𝑈2, звести їх до
формул алгебри 𝑈1, для якої знайдена повна система тотожностей 𝐻(𝑈1).

Означення 6. Алгебри 𝑈1, 𝑈2, ..., 𝑈𝑡 ∈ 𝑀 утворюють еквацiональний кла-
стер 𝐾, якщо в множинi 𝐾 iснує така алгебра 𝑈*, що ∀𝑈𝑖 ∈ 𝐾 iснує така
послiдовнiсть алгебр 𝑈𝑖1 , 𝑈𝑖2 , ..., 𝑈𝑖𝑙 ∈ 𝐾, щo 𝑅(𝑈1) = 𝑅(𝑈𝑖1) ⊂ 𝑅(𝑈𝑖2) ⊂ ... ⊂
⊂ 𝑅(𝑈𝑖𝑙) = 𝑅(𝑈*), i ∀𝑈𝑡 /∈ 𝐾, 𝑅(𝑈𝑡) ̸⊂ 𝑅(𝑈*).

Означення 7. Потужнiстю еквацiонального кластеру називається число
алгебр, якi входять до його складу.

Означення 8. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ називається еквацiональним звужен-
ням алгебри 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩, якщо ∀𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 iснує сигнатурна тотожнiсть
𝐹2(𝜙) = 𝐹1(Ω1).

Якщо алгебра 𝑈1 є еквацiональним звуженням алгебри 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩, i для
алгебри 𝑈2 знайдена повна система тотожностей 𝐻(𝑈2), то за допомогою сигна-
турних тотожностей можемо ввести в сигнатуру алгебри 𝑈1 операцiї Ω2 − Ω1.

У данiй роботi дослiджується клас унiверсальних алгебр

𝑀9 = {𝑈 = ⟨𝐴,Ω⟩ , 𝐴 = {0, 1} , Ω = {0, 1,¬,∨,∧,⊕,⇒,⇐,⇔}} .

Алгебри цього класу утворюють дев’ятимiрний сигнатурний куб. До складу
цього кубу входять 512 алгебр. Кожна вершина кубу однозначно визначається
сигнатурою, яку iнодi позначають числом, що є розкладом за степенем двiйки.

Еквацiональнi кластери зручно представляти у виглядi сигнатурно-еквiва-
цiональних графiв. Вершинами кластеру є алгебри, якi входять до складу кла-
стеру, а ребра позначають сигнатурними тотожностями, якi з’єднують пари
алгебр, одне з яких є еквацiональним розширенням (звуженням) iншої.

Еквацiональний кластер має алгебру, що має максимальну сигнатуру 𝑈* i
декiлька елементiв з мiнiмальною сигнатурою. Еквацiональнi кластери дають
можливiсть:

А) знаходити повнi системи тотожностей для алгебр еквацiонального класте-
ру;

Б) передавати рiвнiсть 𝐹1=𝐹2 ∈ 𝑅(𝑈1) для алгебри, для якої не знайдено
повну систему тотожностей алгебрi 𝑈2, для якої повнi системи тотожностей
знайденi.

Еквацiональнi кластери подiляються на три типи:
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1) Кластери для яких виконано повне еквацiональне описання. У цих класте-
рах для кожної алгебри знайдено повнi системи тотожностей.

2) Кластери в яких виконано часткове еквацiональне описання. Знайдена
повна система тотожностей принаймнi для однiєї алгебри кластеру.

3) Кластери, в яких виконано початкове еквацiональне описання: знайденi
сигнатурнi тотожностi кластеру. Не знайдено жодної повної системи тото-
жностей для алгебри цього кластеру.

У данiй роботi побудованi повнi системи тотожностей для алгебр одноеле-
ментних кластерiв.

Перший кластер𝑁0 складають алгебри, якi мають еквацiональну потужнiсть
0, тобто в цих алгебрах не iснує сигнатурних тотожностей. Цей клас складається
з сiмнадцяти алгебр, кожна з яких є одноелементним еквацiональним класте-
ром. Сiмнадцять алгебр цього класу утворюють сигнатурний граф, представ-
лений на рис. 1.

Рис. 1. Сигнатурний граф еквацiональних алгебр потужностi нуль.

Повна система тотожностей алгебр класу 𝑁0 еквацiональна потужностi, яка
дорiвнює нулю.

1. Алгебра 𝑈0 = ⟨𝐴, ∅⟩. 𝐻(𝑈0) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖}.
2. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, 0⟩. 𝐻(𝑈1) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 0 = 0}.
3. Алгебра 𝑈2 = ⟨𝐴, 1⟩. 𝐻(𝑈2) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 1 = 1}.
4. Алгебра 𝑈3 = ⟨𝐴, 0, 1⟩. 𝐻(𝑈3) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 0 = 0, 1 = 1}.
5. Алгебра 𝑈4 = ⟨𝐴, ¬⟩. 𝐻(𝑈4) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, ¯̄𝑥 = 𝑥}.
6. Алгебра 𝑈8 = ⟨𝐴, ∧⟩.𝐻(𝑈8) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑥1𝑥1 = 𝑥1, 𝑥1𝑥2 = 𝑥2𝑥1, (𝑥1𝑥2)𝑥3 =

= 𝑥1 (𝑥2𝑥3)}.
7. Алгебра 𝑈16 = ⟨𝐴, ∨⟩. 𝐻(𝑈16) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑥1 ∨ 𝑥1 = 𝑥1, 𝑥1 ∨ 𝑥2 = 𝑥2 ∨ 𝑥1,

(𝑥1 ∨ 𝑥2) ∨ 𝑥3 = 𝑥1 ∨ (𝑥2 ∨ 𝑥3)}.
8. Алгебра 𝑈17 = ⟨𝐴, ∨, 0⟩. 𝐻(𝑈16) = {𝐻(𝑈16)

⋃︀
𝐻(𝑈2), 𝑥 ∨ 1 = 1}.

9. Алгебра 𝑈9 = ⟨𝐴, ∧, 0⟩. 𝐻(𝑈9) = {𝐻(𝑈1)
⋃︀
𝐻(𝑈8), 0 ∧ 𝑥 = 0}.

10. Алгебра 𝑈10 = ⟨𝐴, 1,∧⟩. 𝐻(𝑈10) = {𝐻(𝑈8)
⋃︀
𝐻(𝑈2), 𝑥 ∧ 1 = 𝑥}.
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11. Алгебра 𝑈18 = ⟨𝐴, 1,∨⟩. 𝐻(𝑈18) = {𝐻(𝑈2)
⋃︀
𝐻(𝑈16), 𝑥 ∨ 1 = 1}.

12. Алгебра 𝑈24 = ⟨𝐴, ∧,∨⟩. 𝐻(𝑈24) = {𝐻(𝑈8)
⋃︀
𝐻(𝑈16), 𝑥1 (𝑥2 ∨ 𝑥3) = 𝑥1𝑥2∨

∨𝑥1𝑥3, 𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥3 = (𝑥1 ∨ 𝑥2) (𝑥1 ∨ 𝑥3) , 𝑥1 ∨ 𝑥1𝑥2 = 𝑥1, 𝑥1 (𝑥1 ∨ 𝑥2) = 𝑥1}.
13. Алгебра 𝑈11 = ⟨𝐴, 0, 1,∧⟩. 𝐻(𝑈11) = {𝐻(𝑈9)

⋃︀
𝐻(𝑈10)}.

14. Алгебра 𝑈19 = ⟨𝐴, 0, 1,∨⟩.𝐻(𝑈19) = {𝐻(𝑈17)
⋃︀
𝐻(𝑈18)}.

15. Алгебра 𝑈25 = ⟨𝐴, 0,∧,∨⟩.𝐻(𝑈25) = {𝐻(𝑈9)
⋃︀
𝐻(𝑈17)

⋃︀
𝐻(𝑈24)}.

16. Алгебра 𝑈26 = ⟨𝐴, 1,∧,∨⟩.𝐻(𝑈26) = {𝐻(𝑈10)
⋃︀
𝐻(𝑈18)

⋃︀
𝐻(𝑈24)}.

17. Алгебра 𝑈27 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,∨⟩.𝐻(𝑈27) = {𝐻(𝑈11)
⋃︀
𝐻(𝑈19)

⋃︀
𝐻(𝑈25)

⋃︀
𝐻(𝑈26)}.

Наслiдок 3. Повною системою тотожностей алгебри 𝑈27 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,∨⟩
є система тотожностей, яка включає повнi системи тотожностей алгебр
𝑈11 = ⟨𝐴, 0, 1,∧⟩, 𝑈19 = ⟨𝐴, 0, 1,∨⟩, 𝑈25 = ⟨𝐴, 0,∧,∨⟩, 𝑈26 = ⟨𝐴, 1,∧,∨⟩.

Виписавши тотожностi цих алгебр, отримаємо систему:

1. 𝑥1 ∨ 𝑥1 = 𝑥1; 𝑥1 ∧ 𝑥1 = 𝑥1.
2. 𝑥1 ∨ 𝑥2 = 𝑥2 ∨ 𝑥1; 𝑥1𝑥2 = 𝑥2𝑥1.
3. (𝑥1 ∨ 𝑥2) ∨ 𝑥3 = 𝑥1 ∨ (𝑥2 ∨ 𝑥3); (𝑥1𝑥2)𝑥3 = 𝑥1 (𝑥2𝑥3).
4. (𝑥1 ∨ 𝑥2)𝑥3 = 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥3; 𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥3 = (𝑥1 ∨ 𝑥2) (𝑥1 ∨ 𝑥3).
5. 𝑥1 ∨ 𝑥1𝑥2 = 𝑥1; 𝑥1 (𝑥1 ∨ 𝑥2) = 𝑥1.
6. 0 ∧ 𝑥1 = 0; 1 ∧ 𝑥1 = 𝑥1; 0 ∨ 𝑥1 = 𝑥1; 1 ∨ 𝑥1 = 1.

Нехай 𝐹1 i 𝐹2 — формули алгебри 𝑈27. Використовуючи тотожностi (6), нуль
i одиницю можна опустити або вони перетворяться у функцiї, якi тотожно до-
рiвнюють нулю або одиницi. За допомогою тотожностей (1-4) формули 𝐹1 i
𝐹2 зводяться до диз’юнктивної нормальної форми. Тотожностi (5) дають мо-
жливiсть отримати диз’юнктивну нормальну форму, в якiй кожна елементарна
кон’юнкцiя не є власною частиною iншої. У роботi [6] показано, що таке пред-
ставлення є єдиним вiдносно лексикографiчного впорядкування.

Клас алгебр 𝑁1, якi мають еквацiональну потужнiсть 1, складається з двох
алгебр 𝑈32 = ⟨𝐴,⊕⟩ i 𝑈33 = ⟨𝐴,⊕, 0⟩. Сигнатурна тотожнiсть 𝑥 ⊕ 𝑥 = 0 дає
можливiсть переходити вiд формули однiєї алгебри до iншої. Цi алгебри утво-
рюють двохелементний еквацiональний кластер.

18. Алгебра 𝑈32 = ⟨𝐴, ⊕⟩. 𝐻(𝑈32) = {𝑥1 ⊕ 𝑥1 = 𝑥2 ⊕ 𝑥2, 𝑥1 ⊕ 𝑥2 = 𝑥2 ⊕ 𝑥1,
𝑥1 ⊕ (𝑥2 ⊕ 𝑥2) = 𝑥1, (𝑥1 ⊕ 𝑥2)⊕ 𝑥3 = 𝑥1 ⊕ (𝑥2 ⊕ 𝑥3)}.

19. Алгебра 𝑈33 = ⟨𝐴,⊕, 0⟩. 𝐻(𝑈33) = {𝑥⊕ 𝑥 = 0, 𝐻(𝑈32)}.

Трьохелементний кластер 𝑁2 утворюють алгебри 𝑈5 = ⟨𝐴,¬, 0⟩, 𝑈6 =
= ⟨𝐴,¬, 1⟩ i 𝑈7 = ⟨𝐴,¬, 1, 0⟩.

20. Алгебра 𝑈5 = ⟨𝐴,¬, 0⟩. 𝐻(𝑈5) =
{︀
𝑥 = 𝑥

}︀
. У цiй алгебрi формули, за до-

помогою тотожностi 𝑥 = 𝑥, можуть бути приведенi до формул вигляду
𝑥, 𝑥̄, 0, 0̄.

21. Алгебра 𝑈6 = ⟨𝐴,¬, 1⟩. 𝐻(𝑈6) =
{︀
𝑥 = 𝑥

}︀
. Формули можуть бути приведенi

до формул вигляду 𝑥, 𝑥̄, 1, 1̄.
22. Алгебра 𝑈7 = ⟨𝐴,¬, 1, 0⟩. 𝐻(𝑈7) =

{︀
𝑥 = 𝑥, 1̄ = 0, 0̄ = 1

}︀
.
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Рис. 2. Трьохелементний еквацiональний кластер.

У класi 𝑀9 маємо два двохелементнi кластери, зображенi на рис. 3.

Рис. 3. Двохелементнi кластери.

Знайдемо повну систему тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩ для другого
двохелементного кластеру. Повна система тотожностей:

1) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑥;
2) 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;
3) (𝑥⇔ 𝑦)⇔ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⇔ 𝑧);
4) 𝑥⇔ (𝑥⇔ 𝑦) = 𝑦;
5) (𝑥⇔ 𝑦)⇔ (𝑥⇔ 𝑥) = 𝑥⇔ 𝑦.

1. Тотожнiсть (3) дає можливiсть опустити дужки у доданках алгебри 𝑈 =
= ⟨𝐴, ⇔⟩.

2. З тотожностей (1), (5) випливає, що формула 𝑥⇔ 𝑥 є окремою формулою,
або вона поглинається iншими формулами. Тому довiльна формула алгебри
𝑈 = ⟨𝐴,⇔⟩ або спiвпадає з формулою 𝑥 ⇔ 𝑥 або має вигляд 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔
⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 .

Нехай 𝐹1 = 𝐹2 ∈ 𝑅(𝑈 = ⟨𝐴,⇔⟩). Покажемо, що 𝐹1 = 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔ ... ⇔
⇔ 𝑥𝑉𝑘 = 𝐹2 = 𝑥𝑗1 ⇔ 𝑥𝑗2 ⇔ ... ⇔ 𝑥𝑗𝑙 , якщо вони лексикографiчно спiвпадають.
Допустимо, що 𝑥𝑉1 ∈ 𝐹1, a 𝑥𝑗1 /∈ 𝐹2, тодi на наборi 𝑥𝑉1 = 0, а решта змiнних
рiвна одиницi, формула 𝐹1 = 0, а формула 𝐹2 = 1. Тобто формула 𝐹1 = 𝐹2 /∈
𝑅(𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩). Таким чином, знайдена повна ситема тотожностей для алгебри
𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ПОВНЕ ОПИСАННЯ ЕКВАЦIОНАЛЬНИХ КЛАСТЕРIВ . . . 195

Повну систему тотожностей алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, ⇔, 1⟩ можемо отримати з
𝑅(𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩) через тотожнiсть 1 = 𝐸 ⇔ 𝐸.

Випишемо повну систему тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, 0,⇔⟩:
1) 0⇔ 0 = 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;
2) 0⇔ 𝑥⇔ 0 = 𝑥;
3) 0⇔ 0⇔ 0 = 0;
4) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑦 ⇔ 𝑥
5) (𝑥⇔ 𝑦)⇔ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⇔ 𝑧);
6) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑥.

За допомогою цих тотожностей для довiльних формул 𝐹 алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, 0,⇔⟩
можна побудувати тотожностi формул, в яких кожна змiнна i 0 будуть зустрi-
чатися не бiльше одного разу. Тодi в цiй алгебрi iснують формули тiльки двох
типiв:

0⇔ 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 i 𝑥𝑗1 ⇔ 𝑥𝑗2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑗𝑙 .

Легко показати, що якщо лексикографiчно приведенi формули не спiвпада-
ють, то iснує набiр, на якому вони приймають рiзнi значення.

Покажемо, що повною системою тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴,¬,⇔⟩ є
така система рiвностей:

1) ¯̄𝑥 = 𝑥;
2) 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;
3) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑦 ⇔ 𝑥;
4) (𝑥⇔ 𝑦)⇔ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⇔ 𝑧);
5) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑥;
6) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
7) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
8) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
9) 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;

10) 𝑥1 ⇔ 𝑥2 ⇔ 𝑥3 ⇔ 𝑥4 = 𝑥1 ⇔ 𝑥3 ⇔ 𝑥2 ⇔ 𝑥4;
11) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑦.

Використовуючи формули (1) i (6) отримаємо формули, у яких заперечення
зустрiчається тiльки над змiнними i не бiльше одного разу. Тотожнiсть (10) дає
можливiсть отримати формули, якi мають не бiльше одного заперечення.

У данiй алгебрi iснує тiльки три типи формул:

1) 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 ;
2) 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 ;
3) 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 .

Для кожної з цих формул можемо знайти набiр, на якому вона приймає
протилежне значення до формули з якою вона лексикографiчно не спiвпадає.

Знайдемо повну систему тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴,⇔,⊕⟩. Повна
система тотожностей:

1) 𝑥⊕ 𝐸 = 𝑦 ⊕ 𝑦;
2) 𝑥⊕ 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑥;
3) (𝑥⇔ 𝑥)⇔ (𝑥⇔ 𝑦) = 𝑥⇔ 𝑦;
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4) (𝑥⊕ 𝑥)⇔ (𝑥⇔ 𝑦) = 𝑥⊕ 𝑦;
5) (𝑥⇔ 𝑥)⇔ (𝑥⊕ 𝑦) = 𝑥⇔ 𝑦;
6) 𝑥⇔ 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥⊕ 𝑥⇔ 𝑦;
7) (𝑥⊕ 𝑦)⇔ (𝑥⊕ 𝑧) = 𝑦 ⇔ 𝑧;
8) (𝑥⇔ 𝑦)⊕ (𝑥⇔ 𝑧) = 𝑦 ⊕ 𝑧;
9) (𝑥⇔ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⊕ 𝑧);

10) 𝑥⊕ 𝑦 ⇔ 𝑧 ⊕ 𝑢 = 𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧 ⇔ 𝑢;
11) (𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧) ;
12) (𝑥⊕ 𝑦)⇔ (𝑥⊕ 𝑧) = 𝑦 ⇔ 𝑧;

Тотожностi (9), (11), (12) дають можливiсть опустити всi дужки у формулах
цiєї алгебри. Тотожностi (3) i (5) опускають формулу 𝑥 ⇔ 𝑥, а тотожностi (2)
i (4) формулу 𝑥 ⊕ 𝑥. Формула (10) дає можливiсть перенести доданки через
операцiю ⇔.

У результатi використання цих тотожностей формулу 𝐹 можна звести до
вигляду: 𝑥𝑉1 ⊕ 𝑥𝑉2 ⊕ ...⊕ 𝑥𝑉𝑘 ⇔ 𝑥𝑗1 ⇔ 𝑥𝑗2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 .

Тотожнiсть (7) дає можливiсть отримати формули, в яких жодна змiнна не
може одночасно належати {𝑥𝑉1 , 𝑥𝑉2 , ..., 𝑥𝑉𝑘} i {𝑥𝑗1 , 𝑥𝑗2 , ..., 𝑥𝑉𝑘}.

Легко показати, якщо у формулах 𝐹1 i 𝐹2, отриманих в результатi цих пе-
ретворень, 𝑥𝑖 ∈ 𝐹1 i 𝑥𝑖 /∈ 𝐹2 , то iснує набiр 𝛼, що 𝑥𝑖 = 0, а всi iншi змiннi дорiв-
нюють одиницi. На цьому наборi 𝐹1 (𝛼) = 0, а 𝐹2 (𝛼) = 1, тобто 𝐹1 = 𝐹2 ∈ 𝑅(𝑈),
якщо вони лексикографiчно спiвпадають.

Таким чином, знайденi повнi системи тотожностей для всiх мiнiмальних ал-
гебр кластера: 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⊕⟩, 𝑈 = ⟨𝐴, 0,⇔⟩, 𝑈 = ⟨𝐴,⇔,⊕⟩, 𝑈 = ⟨𝐴,¬,⇔⟩,
𝑈 = ⟨𝐴,¬,⊕⟩. Ми виконали повне еквацiональне описання двадцятиелементно-
го кластера.

Рис. 4. Двадцятиелементний еквацiональний кластер.

Випишемо сигнатурнi тотожностi, якими позначенi ребра двадцятиелемен-
тного кластера:

1. 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⊕ 𝑦;
2. 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
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3. 1 = 0̄;
4. 0 = 1̄;
5. 𝑥̄ = 𝑥⊕ 1;
6. 𝑥̄ = 𝑦 ⇔ (𝑥⊕ 𝑦);
7. 𝑥̄ = 𝑥⇔ 0;
8. 1 = 𝑥 ∨ 𝑥̄;
9. 1 = 𝑥⇔ 𝑥;

10. 0 = 𝑥⇔ 𝑥;
11. 0 = (𝑥⇔ 𝑦)⇔ (𝑥⊕ 𝑦);
12. 0 = 1⊕ 1;
13. 0 = 𝑥⊕ 𝑥;
14. 𝑥⊕ 𝑦 = (0⇔ 𝑥)⇔ 𝑦;
15. 𝑥⇔ 𝑦 = 1⊕ 𝐸 ⊕ 𝑦;
16. 𝑥̄ = (𝑥⊕ 𝑥)⇔ 𝑥.

Для того, щоб знайти, наприклад, повну систему тотожностей алгебри 𝑈 =
= ⟨𝐴, 0, 1,⇔,⊕⟩ досить рухаючись по ребрах (використовуючи вiдповiднi си-
гнатурнi тотожностi (11) перейти до сигнатури алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⇔,⊕⟩, а далi
або за допомогою (9) перейти до алгебр 𝑈 = ⟨𝐴,⇔,⊕⟩ або за допомогою (12) до
алгебр 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⊕⟩. Таким чином, алгебра 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⇔,⊕⟩ у двадцятиелемен-
тному еквацiональному кластерi має 4 · 2 · 2 = 16 повних систем тотожностей.
Найбiльше повних систем тотожностей має алгебра 𝑈* = ⟨𝐴, 0, 1,¬,⇔,⊕⟩, а
найменше — по однiй повнiй системi п’ять алгебр першого ярусу.

Рухаючись по ребрах еквацiонального кластеру вiдбувається перехiд вiд си-
гнатури одних алгебр до iнших.

3. Висновки. У даному дослiдженнi знайденi всi еквацiональнi класте-
ри першого типу для класу булевих алгебр 𝑀9. До кластерiв першого типу
вiдносяться сiмнадцять одноелементних кластерiв, два двохелементних, один
трьохелементний i один двадцятиелементний кластер.

У данiй роботi завершено побудову повного еквацiонального описання буле-
вих алгебр класу 𝑀9 i здiйснено кластеризацiю цих алгебр за еквацiональними
ознаками. На основi введених понять сигнатурних тотожностей, еквацiонально-
го розширення та еквацiонального звуження визначено структуру еквацiональ-
них кластерiв першого типу та описано їхнi внутрiшнi зв’язки.

Еквацiональнi кластери поданi у виглядi орiєнтованих графiв, вершинами
яких є алгебри, а ребрами — сигнатурнi тотожностi, що вiдображають вiдноше-
ння еквацiонального розширення або звуження. Така вiзуалiзацiя дала змогу
встановити послiдовнi переходи мiж сигнатурами алгебр i виявити закономiр-
ностi у побудовi тотожностей.

Отриманi результати дозволили:

∙ формалiзувати процес переходу вiд однiєї алгебри до iншої через сигна-
турнi тотожностi;
∙ узагальнити принцип побудови повних систем тотожностей у межах кла-
стерiв;
∙ показати, що для кожної алгебри кластеру iснує ланцюг еквацiональних
зв’язкiв, за допомогою якого можна побудувати її повну систему тотожно-
стей на основi систем iнших алгебр кластеру.
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Наукова новизна роботи полягає у системному визначеннi еквацiональних
кластерiв булевих алгебр, розробленнi алгоритму їх побудови та встановленнi
повних систем тотожностей для всiх алгебр кластерiв першого типу.

Практичне значення полягає у можливостi застосування запропонованого
пiдходу для автоматизованої класифiкацiї булевих структур, оптимiзацiї логi-
чних перетворень i побудови еквацiональних моделей у теоретичнiй iнформа-
тицi та штучному iнтелектi.
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Mych I. A., Nykolenko V. V., Vartsaba O. V., Dukhnov Yu. I. A complete
description of equational clusters of boolean algebras of the first type.

The study continued to investigate equational properties in the class of Boolean alge-
bras. A wide class of algebras was considered, including structures with zero, unary, and
binary operations. New concepts were introduced — signature identities and equational
clusters. Special attention was paid to clusters of the first type, for which the complete
system of identities of one algebra can be expressed in terms of another using signature
identities. As a result, complete systems of identities were determined for forty-four alge-
bras that form twenty-one equational clusters of the first type.
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