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ПОБУДОВА ТЕРНАРНИХ КОДIВ ЗА ГРУПОЮ 𝐶3 ×𝐷8

Структура самодуальних кодiв довжини 24 над полем з двох елементiв F2 дослi-
джувалися протягом тривалого часу, в результатi чого було виявлено численнi вла-
стивостi цих кодiв. У данiй статтi розглянуто коди довжини 24 за головними (лi-
вими) iдеалами груповою алгеброю F3(𝐶3 × 𝐷8) над полем з трьох елементiв F3.
Для елемента 𝑣 = 𝛼𝑔1𝑔1 + 𝛼𝑔2𝑔2 + ... + 𝛼𝑔24𝑔24 заданої групової алгебри позначимо
𝑣* = 𝛼𝑔1𝑔

−1
1 +𝛼𝑔2𝑔

−1
2 + ...+𝛼𝑔24𝑔

−1
24 . Знайдено кiлькiсть всiх елементiв 𝑣 ∈ F3(𝐶3×𝐷8),

за якими можна побудувати код довжини 24, де розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв
дорiвнює 12, i якi задовольняють умову 𝑣 = 𝑣*.

Ключовi слова: групова алгебра, коди довжини 24, коди над полями, алгоритми
побудови самодуальних кодiв.

1. Вступ. У багатьох роботах [1, 3–15] дослiджувалися рiзнi пiдходи побудо-
ви i властивостi бiнарних та тернарних кодiв. Розглянемо побудову тернарних
самодуальних кодiв довжини 24, використовуючи конструкцiю, яку застосува-
ли [2–4, 6] використовуючи групи 24-го порядку для побудови розширених бi-
нарних кодiв Голея. У цiй статтi ми будуємо цим методом самодуальнi тернарнi
коди довжини 24 використовуючи групу 𝐶3 ×𝐷8.

Розглянемо детально побудову таких кодiв. Тернарним називають код над
полем F3 iз трьох елементiв. Нехай 𝐺 = {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑛} – скiнченна група поряд-

ку 𝑛 i елемент 𝑣 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑔𝑖𝑔𝑖 ∈ F3𝐺 (𝛼𝑔𝑖 ∈ F3). Для елемента 𝑣 = 𝛼𝑔1𝑔1 + 𝛼𝑔2𝑔2 +

...+𝛼𝑔𝑛𝑔𝑛 ∈ F3𝐺 позначимо 𝑣* = 𝛼𝑔1𝑔
−1
1 +𝛼𝑔2𝑔

−1
2 + ...+𝛼𝑔𝑛𝑔

−1
𝑛 ∈ F3𝐺. Розглянемо

зображення 𝑣 → 𝜎(𝑣), де матриця 𝜎(𝑣) ∈𝑀(𝑛,F3) має вигляд

𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛼𝑔−1

1 𝑔1
𝛼𝑔−1

1 𝑔2
. . . 𝛼𝑔−1

1 𝑔𝑛

𝛼𝑔−1
2 𝑔1

𝛼𝑔−1
2 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
2 𝑔𝑛

...
... . . . ...

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔1

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Легко встановити, що матриця 𝜎(𝑣)𝑇 i матриця 𝜎(𝑣*) однаковi. Визначимо 𝐶(𝑣),
для заданого елемента 𝑣 ∈ F3𝐺, як код породжений рядками матрицi 𝜎(𝑣).
Якщо розглянути простiр F𝑛3 , в якому заданий скалярний добуток [𝑣, 𝑤] =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑣𝑖𝑤𝑖 𝑚𝑜𝑑 3, то 𝐶(𝑣) є пiдпростором простору F𝑛3 . Код 𝐶 є самодуальним,

якщо 𝐶 = 𝐶⊥, де 𝐶⊥ = {𝑣 ∈ F𝑛3 |[𝑣, 𝑤] = 0, 𝑤 ∈ 𝐶}.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Скористаємося наступною теоремою.

Теорема 1 ( [5]). Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 гру-
пової алгебри F3𝐺. Код 𝐶(𝑣) самодуальний тодi i тiльки тодi, коли

1) 𝑣𝑣* = 0,

2) rank(𝜎(𝑣)) = 12.

2. Побудова кодiв за групою 𝐺 = 𝐶3 ×𝐷8.
Поле F3 можна ототожнювати з Z3 = Z/3Z = {3Z, 1 + 3Z, 2 + 3Z}. При

подальших записах цiлi числа 𝑥, як елементи F3, позначають класи 𝑥 + 3Z, а
кiльцевi бiнарнi алгебраїчнi операцiї над ними проводимо «за модулем 3».

Лема 1. Нехай 𝐺= ⟨𝑥, 𝑦, 𝑧|𝑥3 = 1, 𝑦4 = 1, 𝑧2 = 1, 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, 𝑥𝑧 = 𝑧𝑥, 𝑦𝑧𝑦𝑧 =

1⟩ i 𝑣 =
3∑︀
𝑖=0

((𝛼𝑖+1 + 𝛼𝑖+5𝑥+ 𝛼𝑖+9𝑥
2)𝑦𝑖 + (𝛼𝑖+13 + 𝛼𝑖+17𝑥+ 𝛼𝑖+21𝑥

2)𝑦𝑖𝑧) . Якщо код

𝐶(𝑣) самодуальний, тодi

1)
(︂

24∑︀
𝑖=1

𝛼2
𝑖

)︂
= 0,

2) ((𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7 + 𝛼9 + 𝛼11)(𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼8 + 𝛼10 + 𝛼12)+ (𝛼13 + 𝛼15+

𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24)) = 0,

3) ((𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼2 + 𝛼4)(𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24) + (𝛼5+

𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24) + (𝛼9 + 𝛼10+

𝛼11 + 𝛼12)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20)) = 0,

4) (2 ((𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16) + (𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8)(𝛼17+

𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20) + (𝛼9 + 𝛼10 + 𝛼11 + 𝛼12)(𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24))) = 0,

5) 2 (𝛼1𝛼3 + 𝛼2𝛼4 + 𝛼5𝛼7 + 𝛼6𝛼8 + 𝛼9𝛼11 + 𝛼10𝛼12 + 𝛼13𝛼15 + 𝛼14𝛼16 + 𝛼17𝛼19+

𝛼18𝛼20 + 𝛼21𝛼23 + 𝛼22𝛼24) = 0,

6) (𝛼1𝛼9 +𝛼9𝛼5 +𝛼5𝛼1 +𝛼2𝛼10 +𝛼10𝛼6 +𝛼6𝛼2 +𝛼3𝛼11 +𝛼11𝛼7 +𝛼7𝛼3 +𝛼4𝛼12 +
𝛼12𝛼8 + 𝛼8𝛼4 + 𝛼13𝛼21 + 𝛼21𝛼17 + 𝛼17𝛼13 + 𝛼14𝛼22 + 𝛼22𝛼18 + 𝛼18𝛼14 + 𝛼15𝛼23 +
𝛼23𝛼19 + 𝛼19𝛼15 + 𝛼16𝛼24 + 𝛼24𝛼20 + 𝛼20𝛼16) = 0,

7) (𝛼1𝛼11 +𝛼11𝛼5 +𝛼5𝛼3 +𝛼3𝛼9 +𝛼9𝛼7 +𝛼7𝛼1 +𝛼2𝛼12 +𝛼12𝛼6 +𝛼6𝛼4 +𝛼4𝛼10 +
𝛼10𝛼8 + 𝛼8𝛼2 + 𝛼13𝛼23 + 𝛼23𝛼17 + 𝛼17𝛼15 + 𝛼15𝛼21 + 𝛼21𝛼19 + 𝛼19𝛼13 + 𝛼14𝛼24 +
𝛼24𝛼18 + 𝛼18𝛼16 + 𝛼16𝛼22 + 𝛼22𝛼20 + 𝛼20𝛼14) = 0.

Доведення. Обчислення в системi GAP показують, що у випадку, коли
розглядаємо групу 𝐶3 ×𝐷8, матриця 𝜎(𝑣) набуває вигляду:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24
𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21
𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22
𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23
𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20
𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17
𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18
𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19
𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16
𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13
𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14
𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15
𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12
𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11
𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10
𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9
𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8
𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7
𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6
𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5
𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4
𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3
𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2
𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Тодi матриця 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) має наступний вигляд:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10
𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3
𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4
𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9
𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10
𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3
𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4
𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9
𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15
𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12
𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13
𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14
𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6
𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7
𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8
𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5
𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8
𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7
𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6
𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5
𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2
𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11
𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2
𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де 𝛾1 = 𝛼2
1 + 𝛼2

2 + 𝛼2
3 + 𝛼2

4 + 𝛼2
5 + 𝛼2

6 + 𝛼2
7 + 𝛼2

8 + 𝛼2
9 + 𝛼2

10 + 𝛼2
11 + 𝛼2

12 + 𝛼2
13 + 𝛼2

14 +
+ 𝛼2

15 + 𝛼2
16 + 𝛼2

17 + 𝛼2
18 + 𝛼2

19 + 𝛼2
20 + 𝛼2

21 + 𝛼2
22 + 𝛼2

23 + 𝛼2
24,

𝛾2 = (𝛼4+𝛼2)(𝛼1+𝛼3)+(𝛼8+𝛼6)(𝛼5+𝛼7)+(𝛼9+𝛼11)(𝛼12+𝛼10)+(𝛼14+𝛼16)(𝛼13+
𝛼15) + (𝛼18 + 𝛼20)(𝛼19 + 𝛼17) + (𝛼21 + 𝛼23)(𝛼22 + 𝛼24),

𝛾3 = 𝛼1(𝛼21 +𝛼17) +𝛼2(𝛼22 +𝛼18) +𝛼3(𝛼23 +𝛼19) +𝛼4(𝛼24 +𝛼20) +𝛼5(𝛼13 +𝛼21) +
𝛼6(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼7(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼8(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼9(𝛼17 + 𝛼13) + 𝛼10(𝛼14 + 𝛼18) +
𝛼11(𝛼15 + 𝛼19) + 𝛼12(𝛼16 + 𝛼20),

𝛾4 = 𝛼1(𝛼22 +𝛼18) +𝛼2(𝛼23 +𝛼19) +𝛼3(𝛼24 +𝛼20) +𝛼4(𝛼21 +𝛼17) +𝛼5(𝛼14 +𝛼22) +
𝛼6(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼7(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼8(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼9(𝛼18 + 𝛼14) + 𝛼10(𝛼19 + 𝛼15) +
𝛼11(𝛼20 + 𝛼16) + 𝛼12(𝛼17 + 𝛼13),

𝛾5 = 𝛼1𝛼9 + 𝛼9𝛼5 + 𝛼5𝛼1 + 𝛼2𝛼10 + 𝛼10𝛼6 + 𝛼6𝛼2 + 𝛼3𝛼11 + 𝛼11𝛼7 + 𝛼7𝛼3 + 𝛼4𝛼12 +
𝛼12𝛼8+𝛼8𝛼4+𝛼13𝛼21+𝛼21𝛼17+𝛼17𝛼13+𝛼14𝛼22+𝛼22𝛼18+𝛼18𝛼14+𝛼15𝛼23+𝛼23𝛼19+
𝛼19𝛼15 + 𝛼16𝛼24 + 𝛼24𝛼20 + 𝛼20𝛼16,

𝛾6 = 𝛼1(𝛼6 + 𝛼12) + 𝛼2(𝛼9 + 𝛼7) + 𝛼3(𝛼10 + 𝛼8) + 𝛼4(𝛼11 + 𝛼5) + 𝛼22(𝛼13 + 𝛼19) +
𝛼23(𝛼14 + 𝛼20) + 𝛼24(𝛼15 + 𝛼17) + 𝛼21(𝛼16 + 𝛼18) + 𝛼9𝛼8 + 𝛼10𝛼5 + 𝛼11𝛼6 + 𝛼12𝛼7 +
𝛼17𝛼14 + 𝛼18𝛼15 + 𝛼19𝛼16 + 𝛼20𝛼13,

𝛾7 = 𝛼1𝛼11 + 𝛼11𝛼5 + 𝛼5𝛼3 + 𝛼3𝛼9 + 𝛼9𝛼7 + 𝛼7𝛼1 + 𝛼2𝛼12 + 𝛼12𝛼6 + 𝛼6𝛼4 + 𝛼4𝛼10 +
𝛼10𝛼8+𝛼8𝛼2+𝛼13𝛼23+𝛼23𝛼17+𝛼17𝛼15+𝛼15𝛼21+𝛼21𝛼19+𝛼19𝛼13+𝛼14𝛼24+𝛼24𝛼18+
𝛼18𝛼16 + 𝛼16𝛼22 + 𝛼22𝛼20 + 𝛼20𝛼14,

𝛾8 = 𝛼1(𝛼10 + 𝛼8) + 𝛼2(𝛼11 + 𝛼5) + 𝛼3(𝛼12 + 𝛼6) + 𝛼4(𝛼9 + 𝛼7) + 𝛼13(𝛼24 + 𝛼18) +
𝛼14(𝛼21 + 𝛼19) + 𝛼15(𝛼22 + 𝛼20) + 𝛼16(𝛼23 + 𝛼17) + 𝛼9𝛼6 + 𝛼10𝛼7 + 𝛼11𝛼8 + 𝛼12𝛼5 +
𝛼17𝛼22 + 𝛼18𝛼23 + 𝛼19𝛼24 + 𝛼20𝛼21,

𝛾9 = 𝛼1(𝛼23 +𝛼19) +𝛼2(𝛼24 +𝛼20) +𝛼3(𝛼21 +𝛼17) +𝛼4(𝛼22 +𝛼18) +𝛼5(𝛼15 +𝛼23) +
𝛼6(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼7(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼8(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼9(𝛼19 + 𝛼15) + 𝛼10(𝛼20 + 𝛼16) +
𝛼11(𝛼17 + 𝛼13) + 𝛼12(𝛼18 + 𝛼14),

𝛾10 = 𝛼1(𝛼20 +𝛼24) +𝛼2(𝛼21 +𝛼17) +𝛼3(𝛼22 +𝛼18) +𝛼4(𝛼23 +𝛼19) +𝛼5(𝛼16 +𝛼24) +
𝛼6(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼7(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼8(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼9(𝛼20 + 𝛼16) + 𝛼10(𝛼17 + 𝛼13) +
𝛼11(𝛼18 + 𝛼14) + 𝛼12(𝛼19 + 𝛼15).

Роздiл 1: Математика i статистика
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𝛾11 = 2 (𝛼1𝛼3 + 𝛼2𝛼4 + 𝛼5𝛼7 + 𝛼6𝛼8 + 𝛼9𝛼11 + 𝛼10𝛼12 + 𝛼13𝛼15 + 𝛼14𝛼16 + 𝛼17𝛼19+
𝛼18𝛼20 + 𝛼21𝛼23 + 𝛼22𝛼24).

𝛾12 = 2 (𝛼1𝛼13 + 𝛼2𝛼14 + 𝛼3𝛼15 + 𝛼4𝛼16 + 𝛼5𝛼17 + 𝛼6𝛼18 + 𝛼7𝛼19 + 𝛼8𝛼20 + 𝛼9𝛼21+
𝛼10𝛼22 + 𝛼11𝛼23 + 𝛼12𝛼24).

𝛾13 = 2 (𝛼1𝛼14 + 𝛼2𝛼15 + 𝛼3𝛼16 + 𝛼4𝛼13 + 𝛼5𝛼18 + 𝛼6𝛼19 + 𝛼7𝛼20 + 𝛼8𝛼17 + 𝛼9𝛼22+
𝛼10𝛼23 + 𝛼11𝛼24 + 𝛼12𝛼21).

𝛾14 = 2 (𝛼1𝛼15 + 𝛼2𝛼16 + 𝛼3𝛼13 + 𝛼4𝛼14 + 𝛼5𝛼19 + 𝛼6𝛼20 + 𝛼7𝛼17 + 𝛼8𝛼18 + 𝛼9𝛼23+
𝛼10𝛼24 + 𝛼11𝛼21 + 𝛼12𝛼22).

𝛾15 = 2 (𝛼1𝛼16 + 𝛼2𝛼13 + 𝛼3𝛼14 + 𝛼4𝛼15 + 𝛼5𝛼20 + 𝛼6𝛼17 + 𝛼7𝛼18 + 𝛼8𝛼19 + 𝛼9𝛼24+
𝛼10𝛼21 + 𝛼11𝛼22 + 𝛼12𝛼23).

Звiдси отримаємо,

𝛾2 + 𝛾6 + 𝛾8 = (𝛼1 +𝛼3 +𝛼5 +𝛼7 +𝛼9 +𝛼11)(𝛼2 +𝛼4 +𝛼6 +𝛼8 +𝛼10 +𝛼12) + (𝛼13 +
+ 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24).

𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾9 + 𝛾10 = (𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼2 + 𝛼4)(𝛼22 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼24 + 𝛼23 + 𝛼19 + 𝛼21 +
𝛼17) + (𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8)(𝛼14 + 𝛼22 + 𝛼16 + 𝛼24 + 𝛼15 + 𝛼23 + 𝛼13 + 𝛼21) + (𝛼9 +
𝛼10 + 𝛼11 + 𝛼12)(𝛼18 + 𝛼14 + 𝛼20 + 𝛼16 + 𝛼19 + 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼13).

𝛾12 + 𝛾13 + 𝛾14 + 𝛾15 = 2 ((𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16) + (𝛼5 + 𝛼6+
(𝛼7 + 𝛼8)(𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20) + (𝛼9 + 𝛼10 + 𝛼11 + 𝛼12)(𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24)) .

Якщо код 𝐶(𝑣) самодуальний, то за умовою 1 теореми 1 виконуються умови:
𝑣𝑣* = 0 i 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) = 0. Таким чином, 𝛾𝑖 = 0 (𝑖 = 1, . . . , 10). Тодi 𝛾1 = 0,
𝛾2 + 𝛾6 + 𝛾8 = 0, 𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾9 + 𝛾10 = 0, 𝛾12 + 𝛾13 + 𝛾14 + 𝛾15 = 0, 𝛾5 = 0, 𝛾7 = 0,
𝛾11 = 0. Звiдси отримуємо вiдповiдно рiвняння наведенi у висновку леми.

Одним зi знайдених елементiв є, наприклад, 𝑣 = 2 + 2𝑦 + 2𝑦2 + 2𝑦3 + 2𝑥 +
2𝑥𝑦 + 2𝑥2 + 2𝑥2𝑦3 + 𝑦𝑧 + 2𝑦2𝑧 + 𝑦3𝑧 ∈ F3(𝐶3 ×𝐷8). Для нього запишемо вигляд
елемента 𝑣* = 2 + 2𝑦3 + 2𝑦2 + 2𝑦 + 2𝑥2 + 2𝑥2𝑦3 + 2𝑥 + 2𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 2𝑦2𝑧 + 𝑦3𝑧. В
таблицi подано добутки всiх доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣* за модулем 3.

Таблиця 1.
Таблиця добуткiв доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣* у груповiй алгебрi F3(𝐶3 ×𝐷8)

2 2𝑦 2𝑦2 2𝑦3 2𝑥 2𝑥𝑦 2𝑥2 2𝑥2𝑦3 𝑦𝑧 2𝑦2𝑧 𝑦3𝑧
2 1 𝑦 𝑦2 𝑦3 𝑥 𝑥𝑦 𝑥2 𝑥2𝑦3 2𝑦𝑧 𝑦2𝑧 2𝑦3𝑧

2𝑦3 𝑦3 1 𝑦 𝑦2 𝑥𝑦3 𝑥 𝑥2𝑦3 𝑥2𝑦2 2𝑧 𝑦𝑧 2𝑦2𝑧
2𝑦2 𝑦2 𝑦3 1 𝑦 𝑥𝑦2 𝑥𝑦3 𝑥2𝑦2 𝑥2𝑦 2𝑦3𝑧 𝑧 2𝑦𝑧
2𝑦 𝑦 𝑦2 𝑦3 1 𝑥𝑦 𝑥𝑦2 𝑥2𝑦 𝑥2 2𝑦2𝑧 𝑦3𝑧 2𝑧
2𝑥2 𝑥2 𝑥2𝑦 𝑥2𝑦2 𝑥2𝑦3 1 𝑦 𝑥 𝑥𝑦3 2𝑥2𝑦𝑧 𝑥2𝑦2𝑧 2𝑥2𝑦3𝑧

2𝑥2𝑦3 𝑥2𝑦3 𝑥2 𝑥2𝑦 𝑥2𝑦2 𝑦3 1 𝑥𝑦3 𝑥𝑦2 2𝑥2𝑧 𝑥2𝑦𝑧 2𝑥2𝑦2𝑧
2𝑥 𝑥 𝑥𝑦 𝑥𝑦2 𝑥𝑦3 𝑥2 𝑥2𝑦 1 𝑦3 2𝑥𝑦𝑧 𝑥𝑦2𝑧 2𝑥𝑦3𝑧
2𝑥𝑦 𝑥𝑦 𝑥𝑦2 𝑥𝑦3 𝑥 𝑥2𝑦 𝑥2𝑦2 𝑦 1 2𝑥𝑦2𝑧 𝑥𝑦3𝑧 2𝑥𝑧
𝑦𝑧 2𝑦𝑧 2𝑧 2𝑦3𝑧 2𝑦2𝑧 2𝑥𝑦𝑧 2𝑥𝑧 2𝑥2𝑦𝑧 2𝑥2𝑦2𝑧 1 2𝑦3 𝑦2

2𝑦2𝑧 𝑦2𝑧 𝑦𝑧 𝑧 𝑦3𝑧 𝑥𝑦2𝑧 𝑥𝑦𝑧 𝑥2𝑦2𝑧 𝑥2𝑦3𝑧 2𝑦 1 𝑦3

𝑦3𝑧 2𝑦3𝑧 2𝑦2𝑧 2𝑦𝑧 2𝑧 2𝑥𝑦3𝑧 2𝑥𝑦2𝑧 2𝑥2𝑦3𝑧 2𝑥2𝑧 𝑦2 2𝑦 1
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Таким чином, 𝑣𝑣* = 0. З вигляду 𝑣 отримаємо, що

𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 2 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 0 2 2 0 2 2 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 0 0 2 2 0 2 2 0 2 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 2 2 1 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0
2 2 0 0 2 2 2 2 0 2 2 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0
0 2 2 0 2 2 2 2 0 0 2 2 0 0 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0
0 0 2 2 2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 0 0 1 0 1 2 0 0 0 0
2 2 0 0 2 0 0 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1
0 2 2 0 2 2 0 0 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0
0 0 2 2 0 2 2 0 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 1
2 0 0 2 0 0 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 2
0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 2
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 0 2 2 0 2 2 0 0
2 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 0 0 2 2 0 2 2 0
1 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 2 2
0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 2 0 0 2 2 2 2 2 2 2 0 0
0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 2 2 0 0 2 2 2 2 0 2 2 0
0 0 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 0 2 2 0 2 2 2 2 0 0 2 2
0 0 0 0 1 0 1 2 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 0 0 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1 2 2 0 0 2 0 0 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 2 2 0 2 2 0 0 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 1 0 0 2 2 0 2 2 0 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 2 2 0 0 2 0 0 2 2 2 2 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Здiйснивши обчислення в системi комп’ютерної алгебри GAP отримаємо, що
rank(𝜎(𝑣)) = 12, а мiнiмальна вiдстань Хемiнга коду 𝐶(𝑣) рiвна 6. Отже, 𝐶(𝑣) є
кодом довжини 24, де розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв дорiвнює 12.

При числових обчисленнях скористуємось також наступною теоремою.

Теорема 2 ( [6]). Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 гру-
пової алгебри F3𝐺. Якщо

1) 𝑣 = 𝑣*,
2) 𝑣2 = 0,
3) rank(𝜎(𝑣)) = 12,

тодi код 𝐶(𝑣) самодуальний.

Для умови 𝜎(𝑣) = 𝜎(𝑣)𝑇 достатньо, щоб 𝛼4 = 𝛼2, 𝛼9 = 𝛼5, 𝛼10 = 𝛼8, 𝛼11 = 𝛼7,
𝛼12 = 𝛼6, 𝛼21 = 𝛼17, 𝛼22 = 𝛼18, 𝛼23 = 𝛼19, 𝛼24 = 𝛼20.

3. Числовi результати. Очевидно, групова алгебра F3(𝐶3 ×𝐷8) складає-
ться з 324 = 282 429 536 481 елементiв 𝑣. В результатi здiйснених в дослiдженнi
обчислень отримаємо кiлькiсть елементiв 𝑣 ∈ F3(𝐶3 × 𝐷8), що 𝐶(𝑣) є кодом
довжини 24, де розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв дорiвнює 12 i виконує-
ться умова 𝑣 = 𝑣*. Точна кiлькiсть таких кодiв дорiвнює 198 018. Мiнiмальна
вiдстань кодiв: 2, 3, 4 або 6.

Таблиця 2.
Кiлькiсть елементiв з групової алгебри F3(𝐶3 ×𝐷8)

Мiнiмальна вiдстань Хемiнга 𝐶(𝑣) 2 3 4 6
Кiлькiсть елементiв 𝑣, що 𝑣 = 𝑣* 4482 23 328 91 872 78 336

Крiм того, встановлено, що iснує рiвно 21 972 елементiв 𝑣 ∈ F3(𝐶3 ×𝐷8) таких,
що перша координата рiвна 2 i 𝐶(𝑣) є самодуальним кодом над полем F3.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У статтi дослi-
джено конструкцiю кодiв довжини 24 за груповою алгеброю F3𝐺 групи 𝐺 =
𝐶3 ×𝐷8. Знайдено 198 018 елементiв 𝑣 ∈ F3(𝐶3 ×𝐷8), що 𝐶(𝑣) є кодом довжи-
ни 24, де розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв дорiвнює 12 i виконується умова
𝑣 = 𝑣*. В подальших дослiдженнях, крiм вже розглянутої групи 𝐶3×𝐷8, можна
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розглянути iншi групи порядку 24, а також дослiджувати тернарнi самодуальнi
коди довжини 24 з мiнiмальною вiдстаню 9.
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The structure of self-dual codes of length 24 over the finite field with two elements F2

has been studied for a long time, through which numerous properties of such codes have
been established. In this paper, we consider codes of length 24 constructed by principal
(left) ideals in the group algebra F3(𝐶3 × 𝐷8) over the finite field with three elements
F3. For an element 𝑣 = 𝛼𝑔1𝑔1 + 𝛼𝑔2𝑔2 + ... + 𝛼𝑔24𝑔24 of the given group algebra, let
𝑣* = 𝛼𝑔1𝑔

−1
1 + 𝛼𝑔2𝑔

−1
2 + ... + 𝛼𝑔24𝑔

−1
24 denote its involution. The number of all elements

𝑣 ∈ F3(𝐶3 ×𝐷8) has been obtained, for which a code of length 24 can be built, with the
dimension of the codewords subspace equal to 12 and satisfying the condition 𝑣 = 𝑣*.

Keywords: group algebra, codes of length 24, codes over fields, algorithms for constructing
self-dual codes.
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