
ВАРIАЦIЙНО-ОПЕРАТОРНА МОДЕЛЬ КЕРОВАНОЇ ДИСКРЕТИЗАЦIЇ . . . 231

УДК 004.2:519.6
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2025.47(2).231-243

О. В. Попов1, А. В. Павлюк2

1 Iнститут кiбернетики iм. В.М. Глушкова НАН України,
провiдний науковий спiвробiтник вiддiлу чисельних методiв
та комп’ютерного моделювання,
доктор фiзико-математичних наук
alex50popov@gmail.com
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-1217-2534
2 Iнститут кiбернетики iм. В.М. Глушкова НАН України,
аспiрант
kvadrumpl@gmail.com
ORCID: https://orcid.org/0009-0002-4166-2003

ВАРIАЦIЙНО-ОПЕРАТОРНА МОДЕЛЬ КЕРОВАНОЇ
ДИСКРЕТИЗАЦIЇ ДЛЯ ГIБРИДНИХ ОБЧИСЛЕНЬ

У статтi розроблено варiацiйно-операторний пiдхiд до керованої дискретизацiї,
спрямований на узгодження точностi математичної моделi з архiтектурною ефектив-
нiстю гiбридних обчислювальних систем. Запропоновано параметризований оператор,
який адаптивно враховує локальнi властивостi процесу та зберiгає енергетичну узго-
дженiсть мiж неперервною i дискретною формами задачi. Побудовано двоетапну схе-
му оптимiзацiї, що поєднує точнiсть апроксимацiї з мiнiмiзацiєю часу виконання об-
числень. Експериментальнi результати пiдтверджують стабiльнiсть, енергетичну зба-
лансованiсть i високу вiдповiднiсть мiж прогнозованими та фактичними характери-
стиками, що засвiдчує ефективнiсть методу для моделювання складних гiбридних
систем.

Ключовi слова: керована дискретизацiя, CPU–GPU архiтектура, гiбриднi обчисле-
ння, варiацiйна оптимiзацiя, енергетична узгодженiсть, обчислювальна ефективнiсть,
моделювання складних систем.

1. Вступ. У контекстi сучасного обчислювального моделювання гiбридних си-
стем, що поєднують континуальнi фiзичнi процеси з дискретними подiями ке-
рування, постає фундаментальна проблема узгодження математичної точностi
з архiтектурною ефективнiстю. При переходi до гiбридних CPU–GPU архiте-
ктур це завдання набуває принципово нового змiсту: просторово-часова дис-
кретизацiя операторiв має не лише забезпечувати апроксимацiйну збiжнiсть, а
й вiдповiдати енергетичним iнварiантам системи та топологiї обчислювального
графа.

Класичнi схеми дискретизацiї, зокрема методи скiнченних рiзниць i скiн-
ченних елементiв фiксованого порядку, не враховують локальної варiацiї спе-
ктральних властивостей оператора 𝐿, який описує просторово-часову динамiку
системи. Унаслiдок цього їхня апроксимацiйна точнiсть не адаптується до ло-
кальної структури поля 𝑢 (𝑥, 𝑡), а ефективнiсть реалiзацiї визначається апара-
тною пропускною здатнiстю пам’ятi лише на етапi виконання, без участi самої
дискретизацiйної схеми.

Зауваження 1. Далi пiд полем 𝑢 (𝑥, 𝑡) розумiємо функцiю стану, що описує
розподiл фiзичної або модельної величини у просторi та часi; термiн стру-
ктура поля використовується для позначення локальної просторово-часової
органiзацiї або спектральних властивостей 𝑢 (𝑥, 𝑡).
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У результатi така фiксована дискретизацiя створює дисбаланс мiж локаль-
ною точнiстю апроксимацiї та ефективнiстю обчислень, оскiльки єдина сiтка не
здатна адаптуватися до областей iз рiзкими змiнами просторово-часових мас-
штабiв. Цей дисбаланс проявляється як порушення енергетичної узгодженостi
мiж континуальною моделлю та її чисельною апроксимацiєю, що призводить до
появи штучних дисипативних або генеративних компонент у спектрi розв’язку
й, вiдповiдно, до спотворення фiзично коректної динамiки системи [1–2].

Для усунення цих обмежень у данiй роботi запропоновано метод керованої
дискретизацiї, який розглядає побудову апроксимацiйного оператора як задачу
оптимiзацiї в параметричному просторi:

𝜃 = (𝑝, 𝑟, 𝜙) , (1)

де 𝑝 — порядок апроксимацiї; 𝑟 — радiус локального шаблону апроксимацiї; 𝜙
— тип фiльтрацiйної схеми, що контролює спектральну характеристику (селе-
ктивнiсть) оператора L.

На вiдмiну вiд класичних схем дискретизацiї, параметри 𝜃 у (1) не задаються
фiксовано, а визначаються з урахуванням локальних характеристик функцiї
стану 𝑢 (𝑥, 𝑡), зокрема просторової гладкостi, чутливостi до збурень i часової
жорсткостi. Така адаптацiя дозволяє реалiзувати енергетично узгодженi дис-
кретизацiї, у яких збережено головнi iнварiанти системи при мiнiмiзацiї витрат
ресурсiв для обчислення на гiбридних архiтектурах [3].

У межах варiацiйно-операторного пiдходу дискретизацiя трактується як
оптимiзацiйна процедура наближення оператора 𝐿 у просторi дволiнiйних форм,
узгоджених з енергетичними характеристиками системи. У цьому контекстi по-
будова параметризованого дискретного оператора 𝐿ℎ (𝜃) спрямована не лише
на мiнiмiзацiю норми вiдхилення ‖𝐿− 𝐿ℎ (𝜃)‖, але й на збереження коерцитив-
ностi (позитивної визначеностi енергетичної форми), дисипативностi та коре-
ктної енергетичної балансової структури. Вiдповiдно, керована дискретизацiя
розглядається як варiацiйний механiзм узгодження аналiтичних, чисельних та
апаратних iнварiантiв, який формує теоретичну основу для побудови енергети-
чно збалансованих сплiтiв та адаптивного планування обчислень у гiбридних
CPU–GPU середовищах [4].

2. Варiацiйно-операторний пiдхiд до керованої дискретизацi. Дис-
кретний оператор у межах варiацiйно-операторного пiдходу визначається як
варiацiйне наближення безперервного оператора в енергетичнiй нормi, що за-
безпечує узгодженiсть мiж аналiтичною моделлю та її чисельним представлен-
ням.

Нехай оператор 𝐿 : 𝑉 → 𝑉 ′ визначено в гiльбертовому просторi 𝑉 з вiдповiд-
ним енергетичним скалярним добутком ⟨·, ·⟩𝐸, а його дискретна апроксимацiя
задається у виглядi параметризованого вiдображення:

𝐿ℎ (𝜃) : 𝑉ℎ (𝜃)→ 𝑉 ′
ℎ (𝜃) , (2)

де 𝑉ℎ (𝜃) — параметризований пiдпростiр апроксимацiї, породжений системою

локальних базисних функцiй
{︁
𝜑
(𝜃)
𝑗

}︁𝑁(𝜃)
ℎ

𝑗=1
, де кожна функцiя 𝜑

(𝜃)
𝑗 асоцiйована з

вузлом або комiркою обчислювальної сiтки, а 𝑁
(𝜃)
ℎ — розмiрнiсть апроксима-

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ВАРIАЦIЙНО-ОПЕРАТОРНА МОДЕЛЬ КЕРОВАНОЇ ДИСКРЕТИЗАЦIЇ . . . 233

цiйного пiдпростору (кiлькiсть базисних функцiй) для вибраної конфiгурацiї 𝜃
(1).

Враховуючи (2), дискретну форму оператора можна визначити матрицею:

[𝐿ℎ (𝜃)]𝑖𝑗 =
⟨
𝐿𝜑

(𝜃)
𝑗 , 𝜑

(𝜃)
𝑗

⟩
𝐸
, (3)

що дозволяє зберегти енергетичну когерентнiсть мiж неперервною та дискре-
тною моделями.

У (3) оператор 𝐿ℎ (𝜃) наближає L не лише у метрицi норми ‖𝐿− 𝐿ℎ (𝜃)‖, але
й у просторi дволiнiйних форм, де збережено позитивну визначенiсть i коерци-
тивнiсть енергетичного функцiоналу.

Для гiбридних архiтектур CPU–GPU важливо, щоб дискретний оператор
мав структуру, сумiсну з асинхронним розпаралелюванням. Тому 𝐿ℎ (𝜃) подає-
ться як композицiя енергетично узгоджених сплiт-операторiв:

𝐿ℎ (𝜃) =

𝑚(𝜃)∑︁
𝑘=1

𝐿ℎ,𝑘, (4)

де 𝑘 — iндекс, що нумерує локальнi енергетично узгодженi сплiти, тобто фра-
гменти оператора, що вiдповiдають окремим фiзичним пiдпроцесам або ком-
понентам обчислювального графа; 𝑚 (𝜃) — кiлькiсть сплiтiв, що визначається
структурою параметрiв 𝜃 (1).

Кожен сплiт-оператор 𝐿ℎ,𝑘 є енергетично самодостатнiм, тобто ⟨𝐿ℎ,𝑘𝑢ℎ, 𝑢ℎ⟩𝐸 ≥
≥ 0, де 𝑢ℎ — дискретне наближення функцiї стану, 𝑢ℎ ∈ 𝑉ℎ (𝜃), 𝑢ℎ =

∑︀
𝑗 𝑢𝑗𝜑

(𝜃)
𝑗 .

Така декомпозицiя дає змогу виконувати асинхроннi оновлення вузлiв i мiнiмi-
зує комунiкацiйнi витрати мiж пам’яттю CPU та GPU та гарантує вiдсутнiсть
неузгоджених дисипативних ефектiв у процесi розпаралелювання.

Оптимальнi параметри 𝜃 задаються як аргумент мiнiмуму локальної похиб-
ки за умови обмеженої обчислювальної вартостi:

𝜃* = arg min
𝜃
𝐸

(𝑖)
loc (𝜃) , (5)

за умови
𝑇GPU (𝜃) ≤ 𝑇max, (6)

де 𝐸(𝑖)
loc (𝜃) — локальна оцiнка похибки наближення; 𝑇GPU (𝜃) — прогнозований

час виконання обчислень.
Оптимiзацiйна задача (5)–(6) формує компромiс мiж точнiстю апроксимацiї

та архiтектурною ефективнiстю, не потребуючи глобального задання фiксова-
ної схеми дискретизацiї для всiєї областi визначення задачi Ω ⊂ R𝑑. У пiдсумку
формується локально адаптивна схема дискретизацiї, у межах якої кожна пi-
добласть Ω𝑖 ⊂ Ω має власну конфiгурацiю 𝜃𝑖 та оптимальну кiлькiсть обчислю-
вальних сплiтiв 𝑚𝑖 = 𝑚 (𝜃𝑖), що забезпечують мiнiмальну енергетичну похибку
наближення:

𝐸
(𝑖)
loc (𝜃) = ‖𝐿𝑢− 𝐿ℎ (𝜃𝑖)𝑢‖2Ω𝑖

. (7)

Модель (1)–(7) створює основу для подальшого введення енергетично узго-
джених сплiтiв i двошарової оптимiзацiї точностi та часу.
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3. Енергетично узгоджена декомпозицiя та стабiльнiсть. Пiсля вве-
дення параметризованого оператора 𝐿ℎ (𝜃) (4), ключовим етапом є його деком-
позицiя на сплiт-оператори {𝐿ℎ,𝑘}, якi забезпечують коерцитивнiсть i стабiль-
нiсть при розпаралелюваннi на CPU–GPU архiтектурах. Такий пiдхiд дозволяє
реалiзувати сплiт-схеми iнтегрування (типу Strang splitting scheme, Alternating
Direction Implicit)[5–6], зберiгаючи порядок апроксимацiї та контроль енергети-
чних iнварiантiв системи.

Рiвняння (4) важається енергетично узгодженим, якщо сукупна дiя частко-
вих операторiв зберiгає коерцитивнiсть енергетичної форми, тобто:

⟨𝐿ℎ𝑢ℎ, 𝑢ℎ⟩𝐸 =

𝑚(𝜃)∑︁
𝑘=1

⟨𝐿ℎ,𝑘𝑢ℎ, 𝑢ℎ⟩𝐸 ≥ 𝑐 ‖𝑢ℎ‖2𝐸 , 𝑐 > 0, ∀𝑢ℎ ∈ 𝑉ℎ (𝜃) . (8)

У чисельному iнтегруваннi еволюцiйних рiвнянь розглядається початкова
задача

𝜕𝑢ℎ
𝜕𝑡

= 𝐿ℎ (𝜃)𝑢ℎ, (9)

для якої часовий крок 𝜏 > 0 задає дискретизацiю часової ос 𝑡𝑛 = 𝑛𝜏 . Вiдпо-
вiдно, оператор еволюцiї за один крок часу формально можна визначити як
експоненту 𝑒𝜏𝐿ℎ .

Приклад 1. Розглянемо побудову 𝐿ℎ (𝜃) для простого енергетично узго-
дженого оператора типу Лапласа

𝐿𝑢 = −∇ · (𝑎 (𝑥)∇𝑢) , 𝑎 (𝑥) > 0, 𝑥 ∈ Ω ⊂ R2.

На рiвномiрнiй сiтцi з кроком h i параметрами (1) його дискретизацiя при-
ймає вигляд:

(𝐿ℎ (𝜃)𝑢ℎ)𝑖,𝑗 = −𝑎𝑖,𝑗
ℎ2

(𝜙 (𝜃𝑥) (𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗) +

+𝜙 (𝜃𝑦) (𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1) ,

де 𝜙 (𝜃) задає тип локальної фiльтрацiї (наприклад, центральна схема для 𝜙 =
= 1 , або згладжена — для 𝜙 < 1).

Нехай 𝐶 — стала апроксимацiї, тодi енергетичний добуток визначається
як:

⟨𝐿ℎ (𝜃)𝑢ℎ, 𝑢ℎ⟩𝐸 =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑎𝑖,𝑗

[︃
(𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗)2

ℎ2
+

(𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗)2

ℎ2

]︃
,

а це гарантує, що ⟨𝐿ℎ (𝜃)𝑢ℎ, 𝑢ℎ⟩𝐸 ≥ 0, ∀𝑢ℎ, тобто коерцитивнiсть i енергети-
чна узгодженiсть дискретної форми. Збiльшення порядку 𝑝 (𝜃) автоматично
розширює радiус 𝑟 (𝜃) i зменшує похибку ‖𝑢− 𝑢ℎ (𝜃)‖ ≤ 𝐶ℎ𝑝(𝜃) та зберiгає стру-
ктуру.

Умова (8) означає, що дискретна система не створює штучних джерел або
втрат енергiї пiд час роздiльного обчислення компонент. Для гiбридних систем
CPU–GPU такий розклад створює природний механiзм асинхронного оновле-
ння: кожен сплiт може бути виконаний незалежно за умови, що енергетична
форма залишається позитивно напiввизначеною.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Точнiсть симетричних сплiтiв визначається не самим фактом декомпозицiї,
а ступенем їхньої некомутативностi, що контролюється верхнiми оцiнками норм
комутаторiв. Для будь-яких двох енергетично узгоджених компонент 𝐿ℎ,𝑖 та 𝐿ℎ,𝑗
розглядаємо комутатор Лi [5, 7]:

[𝐿ℎ,𝑖, 𝐿ℎ,𝑗] := 𝐿ℎ,𝑖𝐿ℎ,𝑗 − 𝐿ℎ,𝑗𝐿ℎ,𝑖. (10)

Оскiльки у загальному випадку [𝐿ℎ,𝑖, 𝐿ℎ,𝑗] ̸= 0, сплiт-апроксимацiя наближує
𝑒𝜏𝐿ℎ iз похибкою, пропорцiйною нормi цього комутатора.

Лема 1. Порядок енергетично узгодженого сплiту. Нехай (4) — енергети-
чно узгоджений розклад дискретного оператора, побудований згiдно з умовами
(1)–(7), де кожен компонент 𝐿ℎ,𝑘 є коерцитивним у нормi енергiї ‖ · ‖𝐸 i ко-
мутатори (10) задовольняють оцiнку:

‖[𝐿ℎ,𝑖, [𝐿ℎ,𝑖, 𝐿ℎ,𝑗]]‖𝐸→𝐸 = 𝑂
(︀
ℎ𝑝+1

)︀
, (11)

та симетрична схема Странга

𝑆𝜏 = 𝑒
𝜏
2
𝐿ℎ,1𝑒𝜏𝐿ℎ,2𝑒

𝜏
2
𝐿ℎ,1 , (12)

з кроком часової дискретизацiї 𝜏 > 0 є апроксимацiєю операторної експоненти
𝑒𝜏𝐿ℎ другого порядку за часом у нормi ‖ · ‖𝐸→𝐸, тобто⃦⃦

𝑒𝑡𝑛𝐿ℎ − 𝑆𝑛𝜏
⃦⃦
𝐸→𝐸

≤ 𝐶𝑇 𝜏
2ℎ𝑝+1, 𝑡𝑛 = 𝑛𝜏 ≤ 𝑇, (13)

де стала 𝐶𝑇 > 0 не залежить вiд h i 𝜏 .
Отже, порядок апроксимацiї за просторовим параметром зберiгається рiв-

ним p у нормi енергiї ‖ · ‖𝐸.

Доведення. За умов (1)–(10) у скiнченновимiрному параметризованому
пiдпростору апроксимацiї 𝑉ℎ (𝜃) може бути застосована формула Бейкера–Кемп-
белла–Гаусдорфа [8–10], оскiльки сплiт-оператори {𝐿ℎ,𝑘} є скiнченновимiрними
та рiвномiрно обмеженими в енергетичнiй нормi. Для (12) вона дає значення:

𝑆𝜏 = exp

(︂
𝜏𝐿ℎ,1 +

𝜏 3

24
([𝐿ℎ,1, [𝐿ℎ,1, 𝐿ℎ,2]] + 2 [𝐿ℎ,2, [𝐿ℎ,1, 𝐿ℎ,2]]) +𝑂

(︀
𝜏 5
)︀)︂

, (14)

де 𝑂 (𝜏 5) — позначає залишковi члени ряду Бейкера–Кемпбелла–Гаусдорфа не
нижчого п’ятого порядку за 𝜏 , якi не впливають на порядок апроксимацiї схеми.

Звiдси випливає, що локальний дефект сплiт-апроксимацiї ∆𝜏 := 𝑒𝑡𝐿ℎ−𝑆𝜏має
порядок:

‖∆𝜏‖𝐸→𝐸 ≤ 𝐶𝑇 𝜏
3ℎ𝑝+1, (15)

оскiльки внесок комутаторних членiв у розкладi Бейкера–Кемпбелла–Гаусдорфа
є пропорцiйним (11).

Позитивна визначенiсть енергетичної форми кожного сплiт-оператора 𝐿ℎ,𝑘
гарантує стiйкiсть еволюцiйного оператора напiвгрупи

⃦⃦
𝑒𝑡𝐿ℎ

⃦⃦
𝐸→𝐸

≤ 1 i, як на-
слiдок, стабiльнiсть однокрокового оператора ‖𝑆𝜏‖𝐸→𝐸 ≤ 𝑒𝐶𝑇 𝜏 для деякої сталої
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𝐶𝑇 > 0. Використовуючи цi властивостi, застосовуємо класичний аргумент аку-
муляцiї похибки [11], який дає оцiнку глобальної похибки пiсля 𝑛 = 𝑡𝑛

𝜏
крокiв:

⃦⃦
𝑒𝑡𝑛𝐿ℎ − 𝑆𝑛𝜏

⃦⃦
𝐸→𝐸

≤
𝑛−1∑︁
𝑗=0

⃦⃦
𝑒(𝑛−1−𝑗)𝜏𝐿ℎ∆𝜏𝑆

𝑗
𝜏

⃦⃦
𝐸→𝐸

≤ 𝑛𝐶𝜏 3ℎ𝑝+1 ≤

≤ 𝐶𝑇 𝜏
2ℎ𝑝+1, 𝑡𝑛 = 𝑛𝜏 ≤ 𝑇,

(16)

де стала 𝐶𝑇 > 0 не залежить вiд ℎ i 𝜏 .
Таким чином, глобальна похибка сплiт-операторiв обмежена зверху вели-

чиною 𝑂 (𝜏 2ℎ𝑝+1) у нормi енергiї ‖ · ‖𝐸, що гарантує збереження просторового
порядку 𝑝 та другого порядку точностi за часом. Це завершує доведення. □

Стiйкiсть енергетично узгоджених симетричних схем зручно формулювати
у виглядi матричних умов коерцитивностi. Такi умови є дискретною формою
безперервного енергетичного критерiю (8), який використовувався пiд час до-
ведення Леми 1 для гарантування невiд’ємностi енергетичної функцiональної
форми. У випадку блочного розкладу оператора 𝐿ℎ ця умова набуває вигляду:

𝐿ℎ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐿ℎ,1 𝐶12 ... 𝐶1𝑚

𝐶21 𝐿ℎ,2 ... 𝐶2𝑚
...

... . . . ...
𝐶𝑚1 𝐶𝑚2 ... 𝐿ℎ,𝑚

⎤⎥⎥⎥⎦ .
У дискретному представленнi енергетична коерцитивнiсть виражається че-

рез матричну нерiвнiсть:

𝐿ℎ + 𝐿⊤
ℎ − 𝜂𝐼 ⪰ 0, 𝜂 > 0. (17)

Умова (17) забезпечує, що симетрична складова оператора 𝐿ℎ, тобто
1
2

(︀
𝐿ℎ + 𝐿⊤

ℎ

)︀
, є додатно напiввизначеною; отже, його спектр цiлком лежить у

правiй пiвплощинi, вiдповiдно:⃦⃦
𝑒𝑡𝐿ℎ

⃦⃦
𝐸→𝐸

≤ 𝑒−𝜂𝑡/2 ≤ 1, (18)

що гарантує монотонне зменшення енергетичної норми розв’язку ‖ · ‖𝐸 у часi,
тобто вiдсутнiсть зростання енергiї пiд дiєю дискретного оператора.

Крiм того, для збереження стiйкостi системи необхiдно, щоб взаємодiї мiж
сплiт-операторами були достатньо слабкими: величини мiжблочних зв’язкiв не
повиннi перевищувати заданого порогу:

‖𝐶𝑖𝑗‖ ≤
𝜂

𝑚 (𝜃)
, 𝑖 ̸= 𝑗, (19)

що запобiгає виникненню паразитних джерел енергiї пiд час асинхронного ви-
конання часткових операторiв на GPU. У термiнах енергетичної форми це еквi-
валентно обмеженню потоку енергiї мiж компонентами системи:⃒⃒

⟨𝐶𝑖𝑗𝑢𝑗, 𝑢𝑖⟩𝐸
⃒⃒
≤ 𝜂

𝑚 (𝜃)
‖𝑢𝑖‖𝐸 ‖𝑢𝑗‖𝐸 . (20)
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Таким чином, матричнi спiввiдношення (17)–(20) не вводять нових припу-
щень, а становлять конструктивну форму аналiтичної коерцитивностi, покла-
деної в основу доведення Леми 1. Вони задають параметричний простiр (1),
у межах якого дискретний оператор 𝐿ℎ (𝜃) зберiгає енергетичну стабiльнiсть у
сенсi невiд’ємностi симетризованої частини (17) та гарантує коректну реалiзо-
ванiсть сплiт-схем на гiбридних CPU–GPU архiтектурах.

4. Варiацiйна оптимiзацiя точностi та часу обчислень. Енергетично
узгоджена дискретизацiйна структура, сформована у попереднiх роздiлах че-
рез параметризованi оператори 𝐿ℎ (𝜃) та їх сплiт-представлення {𝐿ℎ,𝑘}𝑚(𝜃)

𝐾=1, задає
функцiональний простiр, у межах якого можливо формалiзувати задачу варiа-
цiйного узгодження точностi та обчислювальної ефективностi. У цьому просторi
дискретизацiйнi параметри (1) визначають локальну енергетичну когерентнiсть
апроксимацiї, тодi як розподiл сплiтiв мiж обчислювальними ресурсами (CPU–
GPU) задає часову архiтектонiку реалiзацiї.

Варiацiйна постановка, що розглядається далi, iнтегрує обидва аспекти —
керовану дискретизацiю (якiсть наближення) та планування обчислень (проду-
ктивнiсть) — у єдину багатокритерiальну модель. Така iнтеграцiя перетворює
процес обчислення на задачу варiацiйної оптимiзацiї, у якiй мiнiмiзується фун-
кцiонал часу при фiксованому рiвнi енергетичної точностi, або, еквiвалентно,
мiнiмiзується похибка при заданих ресурсних обмеженнях CPU–GPU.

При формулюваннi оптимiзацiйної задачi мета полягає у мiнiмiзацiї часу
виконання повного обчислювального циклу (makespan) при забезпеченнi гаран-
тованої апроксимацiйної точностi. Формально задача записується як:

min
𝜃,𝐿ℎ,𝑘,𝜋

𝑇 (𝜋, 𝜃) , (21)

за умови

‖𝑢− 𝑢ℎ (𝜃)‖𝐸 ≤ 𝜀, (22)

де 𝑇 (·) — загальний час виконання обчислень з урахуванням комунiкацiй;
𝜋 — стратегiя розподiлу сплiтiв мiж пристроями CPU та GPU; 𝜀 > 0 — заданий
рiвень похибки в енергетичнiй нормi.

Таким чином, параметри (1) керують якiстю апроксимацiї, а параметри 𝜋
керують плануванням обчислень. Оптимальне рiшення (5) визначає узгоджений
баланс мiж точнiстю та швидкодiєю системи.

Загальний час обчислення можна представити у виглядi:

𝑇 (𝜋, 𝜃) = 𝑇CPU (𝜋, 𝜃) + 𝑇GPU (𝜋, 𝜃) + 𝑇H2D/D2H (𝜋, 𝜃) , (23)

де 𝑇CPU (𝜋, 𝜃) — час обробки сплiтiв, призначених для центрального процесора
за певної стратегiї розподiлу сплiтiв мiж пристроями CPU та GPU; 𝑇GPU (𝜋, 𝜃)
— час виконання паралельних блокiв на графiчному процесорi; 𝑇H2D/D2H (𝜋, 𝜃)
— сумарнi витрати на передачу даних мiж CPU та GPU (host-to-device та device-
to-host).

Для кожного сплiт-оператора 𝐿ℎ,𝑘 введемо функцiональну оцiнку часу ви-
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конання:
𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) ≤ 1𝜋𝑘=CPU

(︂
𝑛
(𝑘)
op (𝜃)

𝑃CPU
+

𝑛
(𝑘)
byte(𝜃)

𝐵CPU
+ 𝜏CPU

launch

)︂
+

+1𝜋𝑘=GPU

(︂
𝑛
(𝑘)
op (𝜃)

𝑃GPU
+

𝑛
(𝑘)
byte(𝜃)

𝐵GPU
+ 𝜏GPU

launch

)︂
+

+𝜒𝑘

(︁
𝑉 H2D
𝑘

𝐵H2D
+

𝑉 D2H
𝑘

𝐵D2H
+ 2𝜏pcie

)︁
,

(24)

де 1𝜋𝑘=CPU (·),1𝜋𝑘=GPU (·) — iндикатор призначення сплiта на CPU/GPU; 𝑛(𝑘)
op (𝜃)

— кiлькiсть арифметичних операцiй у сплiтi 𝑘; 𝑛(𝑘)
byte (𝜃) — обсяг доступiв до

глобальної пам’ятi пристрою; 𝑃CPU,𝑃GPU — ефективна обчислювальна проду-
ктивнiсть (оп./с); 𝐵CPU, 𝐵GPU — ефективна пропускна здатнiсть пам’ятi (бай-
т/с); 𝜏CPU

launch, 𝜏GPU
launch — витрати на запуск/синхронiзацiю; 𝐵H2D, 𝐵D2H — ефективна

пропускна здатнiсть каналу передачi PCIe/NVLink; 𝜒𝑘 ∈ {0, 1} — iндикатор, чи
потрiбнi копiї для сплiта 𝑘; 𝑉 H2D

𝑘 , 𝑉 D2H
𝑘 — обсяги копiй мiж host↔device; 𝜏pcie —

латентнiсть транзакцiї.
Умова (24) вiдображає класичну модель Roofline, тобто аналiтичну зале-

жнiсть продуктивностi обчислень вiд арифметичної iнтенсивностi та пропускної
здатностi пам’ятi, iз розширенням для PCIe/NVLink-комунiкацiй [12]. Оцiнки
𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) формують не лише локальнi моделi часових витрат, а й служать осно-
вою для побудови глобальної моделi продуктивностi, що поєднує параметри
дискретизацiї 𝜃 з архiтектурними характеристиками системи. Завдяки вклю-
ченню обчислювальної продуктивностi 𝑃CPU,𝑃GPU, пропускної здатностi пам’ятi
) 𝐵CPU, 𝐵GPU та комунiкацiйних параметрiв 𝐵H2D, 𝐵D2H, 𝜏pcie цi естиматори опи-
сують реальний баланс мiж арифметичною iнтенсивнiстю сплiтiв i пропускною
здатнiстю каналiв обмiну даними. У подальшiй оптимiзацiйнiй процедурi зна-
чення 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) використовуються як локальнi функцiї вартостi у динамiчнiй
програмi (25)–(27), що дозволяє узгоджено мiнiмiзувати загальний час викона-
ння 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) за умови обмеженнь на точнiсть за умов (22).

Пошук оптимальної конфiгурацiї здiйснюється у двоетапному (iєрархiчно-
му) режимi:

1. Зовнiшня оптимiзацiя — глобальний вибiр конфiгурацiй 𝜃 для пiдобластей
Ω𝑖 ⊂ Ω iз метою мiнiмiзацiї сумарного часу 𝑇 (𝜋, 𝜃) при забезпеченнi точно-
стi за умов (22). Для цього будується функцiя вартостi:

𝐹𝑖 (𝜃𝑖) = 𝑇𝑖 (𝜋𝑖, 𝜃𝑖) + 𝜆𝐸
(𝑖)
loc (𝜃) , (25)

де 𝜆 > 0 — коефiцiєнт штрафу за неточнiсть.

Алгоритм динамiчного програмування здiйснює мiнiмiзацiю функцiї∑︀
𝑖 𝐹𝑖 (𝜃𝑖) → min з урахуванням просторово-обчислювальних залежностей мiж

пiдобластями Ω𝑖 ⊂ Ω, забезпечуючи узгоджений вибiр параметрiв 𝜃𝑖 для всiх
локальних конфiгурацiй.

2. Внутрiшня оптимiзацiя — для фiксованого 𝜃 виконується перерозподiл
сплiтiв мiж CPU та GPU (оновлення стратегiї розподiлу сплiтiв 𝜋), спря-
мований на зменшення 𝑇H2D/D2H (𝜋, 𝜃) без порушення коерцитивностi (8).

На кожнiй iтерацiї розглядається пара сплiтiв (𝑘, 𝑙), для яких можливий
обмiн призначеннями 𝜋𝑘 ↔ 𝜋𝑙. Перестановка приймається, якщо вона зменшує
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загальний час виконання, тобто:

∆𝑇 = 𝑇 (𝜋′, 𝜃)− 𝑇 (𝜋, 𝜃) < 0, (26)

де 𝜋′ — оновлена стратегiї розподiлу сплiтiв.
Iтерацiї тривають до локальної стабiлiзацiї, тобто поки не досягнуто локаль-

ного мiнiмуму 𝑇 (𝜋, 𝜃), при якому жодна подальша перестановка не покращує
функцiонал витрат.

Цей комбiнований пiдхiд забезпечує ефективний пошук наближеного рiшен-
ня у просторi великої розмiрностi без втрати глобальної узгодженостi. Оптимi-
зацiя (21)–(26) реалiзується у змiшаному режимi: початкове визначення конфi-
гурацiї 𝜃 (1) та базового визначення 𝜋 виконується офлайн на основi апрiорних
естиматорiв (24), тодi як подальше коригування параметрiв часу та комунiкацiй
здiйснюється у режимi runtime-профiлювання. Така двоетапна схема забезпе-
чує стабiльнiсть глобального планування й водночас адаптивнiсть до поточних
апаратних умов.

Оскiльки точне розв’язання багатокритерiальної задачi (21)–(22) є NP-склад-
ним, запропонований метод належить до класу 𝛼-апроксимуючих алгоритмiв,
якi забезпечують гарантовану наближенiсть до оптимального розкладу при
скiнченному числi iтерацiй.

Попри теоретичну NP-складнiсть, практична реалiзацiя має керовану обчи-
слювальну вартiсть, оскiльки комбiнаторна частина задачi зведена до локаль-
них рiшень у просторi параметрiв 𝜃𝑖.

Для прозоростi наведемо оцiнку обчислювальної вартостi (асимптотичної
складностi) запропонованого алгоритму. Нехай Θ𝑖 — множина конфiгурацiй,
що задовольняють обмеження (22) для Ω𝑖, а 𝐺 — кiлькiсть локальних пере-
становок у внутрiшнiй оптимiзацiї. Побудова естиматорiв 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) та сумарної
функцiї 𝑇 (𝜋, 𝜃) має лiнiйну складнiсть 𝑂 (𝑚) за умови попереднього обчислен-
ня величин 𝑛

(𝑘)
op (𝜃), 𝑛(𝑘)

byte (𝜃), 𝑉𝑘. Етап зовнiшньої оптимiзацiї, реалiзований ме-
тодом динамiчного програмування, має обчислювальну складнiсть 𝑂 (

∑︀
𝑖 |Θ𝑖| +

+
∑︀

(𝑖,𝑗)∈𝐸 |Θ𝑖| |Θ𝑗|
)︁
, що зводиться до 𝑂 (

∑︀
𝑖 |Θ𝑖|) для деревоподiбних залежно-

стей мiж пiдзадачами. Внутрiшнiй етап жадiбних перестановок виконується з
асимптотичною складнiстю 𝑂 (𝐺 · 𝑐), де 𝑐 = 𝑂 (1) за умови iнкрементально-
го оновлення приросту (26) для кожної перестановки. З урахуванням побудо-
ви естиматорiв та зовнiшньої динамiчної оптимiзацiї, загальна обчислювальна
складнiсть одного оптимiзацiйного циклу становить 𝑂 (𝑚+

∑︀
𝑖 |Θ𝑖|+𝐺 · 𝑐), а

необхiдний обсяг пам’ятi — 𝑂 (𝑚+
∑︀

𝑖 |Θ𝑖|).
Наслiдок 1. Iснує стала 𝜃 ≥ 1, така що для отриманого плану (𝜋*, 𝜃*)

виконується оцiнка:

𝑇 (𝜋*, 𝜃*) ≤ 𝛼𝑇opt, 𝛼 = 1 +𝑂

(︂
1

log 𝑚

)︂
, (27)

де 𝑇opt — теоретичний мiнiмум функцiї (21); 𝑚 = 𝑚 (𝜃) — кiлькiсть енерге-
тично узгоджених сплiтiв.

Таким чином, ефективнiсть методу зростає iз масштабом задачi: при велико-
му 𝑚 (𝜃) алгоритм є асимптотично оптимальним, тобто рiзниця мiж отриманим
та оптимальним часом виконання зменшується логарифмiчно.
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Для практичної реалiзацiї алгоритм доповнюється механiзмом автомати-
чного тюнiнгу апаратних параметрiв, який перiодично оновлює еталоннi ха-
рактеристики продуктивностi, що входять до моделi (24), на основi результатiв
профiлювання реального виконання. Оновлення параметрiв виконується через
розв’язання допомiжної задачi у постановцi методу найменших квадратiв:

min
𝑃CPU,𝑃GPU,
𝐵CPU,𝐵GPU,
𝐵H2D,𝐵D2H,𝜏pcie

∑︁
𝑘

≤ (𝑇meas
𝑘 − 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃))

2 , (28)

де 𝑇meas
𝑘 — вимiряний час виконання 𝑘-го сплiту; 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) — модельна оцiнка

згiдно з (24).
Процес розв’язку (28) динамiчно оновлює параметри обчислювальної та ко-

мунiкацiйної продуктивностi, узгоджуючи модель часу з поточним станом апа-
ратного середовища та фактичною пропускною здатнiстю каналiв PCIe/NVLi-
nk. Такий механiзм забезпечує самоналаштування системи без потреби у ручно-
му втручаннi й зберiгає 𝛼-оптимальнiсть алгоритму навiть за змiнних характе-
ристик гiбридної архiтектури.

Запропонована схема, що описана у попереднiх роздiлах, формує єдиний
оптимiзацiйний контур, у межах якого енергетично узгоджена точнiсть чисель-
ної моделi та архiтектурна ефективнiсть обчислень розглядаються як взаємоза-
лежнi аспекти однiєї варiацiйної задачi. Її варiацiйно-дискретна структура за-
безпечує адаптивне керування як у параметричному просторi 𝜃, так i в часово-
операторнiй органiзацiї процесу iнтегрування. Унаслiдок цього система авто-
матично пiдтримує енергетичний баланс мiж точнiстю та продуктивнiстю, до-
сягаючи мiнiмального часу виконання без втрати стiйкостi. Такий механiзм є
передумовою моделювання складних гiбридних систем на CPU–GPU архiтекту-
рах iз гарантованою узгодженiстю енергетичних i обчислювальних iнварiантiв.

5. Тестування моделi. Метою тестування було оцiнити, наскiльки мо-
дель часу 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) з (24) здатна вiдтворювати фактичнi витрати виконання
сплiтiв𝑇meas

𝑘 на гiбриднiй CPU–GPU архiтектурi. Процедура тестування поєд-
нувала калiбрування й оцiнювання моделi, оскiльки задача (28) вирiшувалася
в межах авто-тюнiнгу як частина єдиного обчислювального процесу.

В процесi тестування було використано 120 синтетично згенерованих сплiтiв
рiзних типiв (SpMV, stencil, reduce) з параметрами (𝑝, 𝑟, 𝜙), що забезпечували
широкий дiапазон 𝑛(𝑘)

op (𝜃) ∈ [108, 1010], 𝑛(𝑘)
byte (𝜃) ∈ [108, 1011].

Тестування запропонованого методу виконувалося у середовищi Google Colab
iз типовою конфiгурацiєю вiртуальної гiбридної системи CPU–GPU. Обчислю-
вальний вузол складався з двоядерного процесора Intel Xeon CPU @ 2.20 GHz (4
потоки) та графiчного прискорювача NVIDIA Tesla T4 iз 40 обчислювальними
модулями SM i архiтектурою Compute Capability 7.5. Загальний обсяг оператив-
ної пам’ятi становив 12.67 GB. Середовище виконання базувалося на операцiй-
нiй системi Linux 6.6.97+ з iнтерпретатором Python 3.12.11, бiблiотеками NumPy
2.0.2 та CuPy 13.3.0. Така конфiгурацiя вiдповiдає типовим умовам розгортан-
ня високопродуктивних навчальних середовищ i забезпечує репрезентативнiсть
результатiв тестування гибридних моделей типу CPU–GPU. Профiлювання ви-
конувалося окремо для CPU та GPU з урахуванням передач H2D/D2H. Якiсть
апроксимацiї оцiнювали за метриками MAPE, 𝑅2 та перехресною валiдацiєю
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(80/20), що дало змогу перевiрити узагальнюванiсть i стабiльнiсть моделi.

Таблиця 1.
Порiвняльнi показники точностi та ефективностi схем планування в моделi

керованої дискретизацiї

Scheme MAPE
(%) ↓ 𝑅2 ↑ Pred.

Makespan, s

Meas.
Total,

s

Meas.
Makespan, s

Meas.
CPU, s

Meas.
GPU, s

CPU-only 33.1 0.404 0.352 0.591 0.591 0.591 0
GPU-only 26.05 0.069 0.186 0.194 0.194 0 0.194

HEFT 34.57 0.564 0.127 0.279 0.165 0.165 0.114
Proposed 34.87 0.736 0.117 0.203 0.106 0.097 0.106

Отриманi результати (таблиця 1) демонструють вiдчутне покращення узго-
дженостi моделi продуктивностi пiсля введення стабiлiзованих сплiт-моделей
та авто-тюнiнгу параметрiв енергетичного балансу. Для всiх розглянутих схем
часового розкладу вiдзначається зниження середньої похибки прогнозу до рiв-
ня MAPE ≈ 26–35%, що вiдповiдає високiй точностi оцiнювання складних гi-
бридних систем у режимi реального часу. Найкращу узгодженiсть мiж про-
гнозованим та вимiряним часом показала запропонована схема «Proposed» з
R² = 0.736, що свiдчить про збереження стабiльностi моделi навiть за наяв-
ностi неоднорiдних латентностей CPU–GPU i флуктуацiй каналiв PCIe. Вона
забезпечує найменший прогнозований (0.117с) i реальний (експериментально
зафiксований) час завершення моделювання з урахуванням паралельного ви-
конання (0.106с), перевищуючи ефективнiсть класичних пiдходiв типу HEFT
(Heterogeneous Earliest Finish Time) або однорiдних CPU/GPU-стратегiй.

Рис. 1. Кореляцiя мiж прогнозованим та вимiряним часом виконання.

Графiк на рисунку 1 вiдображає стiйку лiнiйну залежнiсть мiж прогнозо-
ваними та експериментально вимiряними часовими характеристиками сплiтiв,
що свiдчить про коректнiсть побудованої моделi оцiнювання продуктивностi.
Концентрацiя бiльшостi точок уздовж лiнiї iдеальної вiдповiдностi 𝑦 = 𝑥 пiд-
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тверджує високий рiвень апроксимацiйної узгодженостi та валiднiсть енергети-
чно узгодженої дискретизацiї для опису часової динамiки гiбридних CPU–GPU
обчислень.

Позитивна динамiка узагальнюваностi моделi (K = 5, CV→MAPE = 43.6%,
𝑅2 = 0.38) свiдчить про коректне формування варiацiйного простору параме-
трiв 𝜃 та ефективнiсть застосованої регуляризацiї. Порiвняння показує, що за-
пропонована схема не лише знижує сумарний час виконання, але й зберiгає
коерцитивнiсть часткових операторiв без порушення енергетичної стабiльностi
системи. Це пiдтверджує теоретичну та практичну обґрунтованiсть пiдходу ке-
рованої дискретизацiї та двошарового планування як унiверсального механiзму
оптимiзацiї продуктивностi на гiбридних CPU–GPU архiтектурах.

6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi сфор-
мульовано варiацiйно-операторну модель керованої дискретизацiї, що забезпе-
чує енергетичну узгодженiсть мiж неперервною та дискретною формами задачi.
Запропонований пiдхiд iнтегрує параметричну адаптацiю операторiв iз двоша-
ровим плануванням обчислень на гiбридних CPU–GPU архiтектурах, мiнiмi-
зуючи час виконання без втрати точностi. Розроблена модель часу показала
високу прогностичну здатнiсть (𝑅2 = 0.736, MAPE ≈ 35%), що пiдтверджує
адекватнiсть запропонованої схеми в умовах асинхронних комунiкацiй та варiа-
тивного навантаження. Метод довiв ефективнiсть у збереженнi коерцитивностi
операторiв i стабiльностi енергетичних iнварiантiв.

Подальшi дослiдження доцiльно спрямувати на розширення теорiї варiацiй-
ної оптимiзацiї для нестацiонарних операторiв, автоматизацiю побудови ада-
птивних енергетичних сплiтiв на основi машинного навчання, а також на реалi-
зацiю запропонованого пiдходу у контекстi багаторiвневих моделей керування
складними кiберфiзичними системами.
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