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ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ ОСНОВНИХ НАДНАПIВГРУП
НЕКОМУТАТИВНИХ IДЕМПОТЕНТНИХ НАПIВГРУП

ПОРЯДКУ ТРИ СКIНЧЕННОГО ТИПУ

У теорiї зображень скiнченних напiвгруп найбiльша кiлькiсть робiт присвячена
незвiдним зображенням. Cеред старих результатiв є лише окремi результати про зо-
бражувальний тип напiвгруп. А саме, про скiнченний зображувальний тип йде мова
в низцi робiт I. С. Понiзовського (зокрема, для скiнченної цiлком простої напiвгрупи)
та в його роботi з К. Рiнгелем (для деяких напiвгруп всiх перетворень скiнченної мно-
жини). Якщо ж говорити про новi результати, та ще й для класiв напiвгруп, то варто
вiдзначити роботи про зображення напiвгруп, породжених iдемпотентами з частковим
нульовим множенням (перший автор цiєї статтi разом з О. М. Тертичною), напiвгруп,
породжених потентними елементами (обидва автори), прямих добуткiв симетричної
напiвгрупи другого степеня (перший автор разом з Е. М. Костишин) i про зображення
(пов’язаних з напiвгрупами Рiса) алгебр Манна (Ю. А. Дрозд i А. I. Плакош). Усi во-
ни можуть мати як скiнченне, так i нескiнченне число нерозкладних зображень, бути
ручними чи дикими.

Перший автор разом з Я. В. Зацiхою описали зображувальнi типи напiвгруп тре-
тього порядку над довiльним полем i вказали в цих випадках канонiчну форму матри-
чних зображень для довiльної напiвгрупи скiнченного зображувального типу. У своїх
попереднiх статтях автори дослiджували аналогiчнi задачi для наднапiвгруп спецi-
ального вигляду комутативних напiвгруп третього порядку. У цiй статтi розпочато
вивчення таких же самих задач для наднапiвгруп некомутативних напiвгруп.

Ключовi слова: визначальнi спiввiдношення, основна наднапiвгрупа, матричнi зоб-
раження, напiвгрупи скiнченного i нескiнченного зображувальних типiв, ручнi та дикi
напiвгрупи, канонiчна форма.

1. Вступ. Ця стаття присвячена матричним зображенням наднапiвгруп
спецiального вигляду, якi зiставляються заданiй напiвгрупi третього порядку.
Якщо говорити конкретнiше, розглядається випадок некомутативних iдемпо-
тентних напiвгруп скiнченного зображувального типу над довiльним полем.
Нагадаємо, що напiвгрупа називається iдемпотентною, якщо всi її елементи —
iдемпотенти, i напiвгрупою скiнченного зображувального типу, якщо вона має,
з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число нерозкладних зображень.

Напiвгрупи третього порядку вперше описав у 1953 р. Т. Тамура в робо-
тi [1]. Г. Е. Форсайт у 1955 р. [2] отримав аналогiчний результат за допомогою
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комп’ютерної програми. В обох статтях опис отримано з точнiстю до iзоморфi-
зму та дуальностi в термiнах таблиць Келi. Напiвгрупи третього порядку ви-
вчалися пiзнiше в [3]– [6]. Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi визначальнi
спiввiдношення для всiх таких напiвгруп вказанi в [6] (на основi результатiв
статтi [5]). Зокрема, некомутативнi iдемпотентнi напiвгрупи третього порядку,
що мають скiнченний зображувальний тип, вичерпуються, з точнiстю до iзомор-
фiзму та дуальностi (при деякiй перенумерацiї символiв), такими напiвгрупами:

𝑇1 : (𝑏𝑐, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇2 : (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨0, 𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑏, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇3 : (𝑒, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑒, 𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑏, 𝑐𝑏 = 𝑐.
Всi виписанi системи твiрних є мiнiмальними. В круглих дужках вказано

всi елементи напiвгрупи, а в кутових дужках — мiнiмальну систему твiрних.
Тривiальнi визначальнi спiввiдношення для одиничного i нульового твiрних 𝑒
та 0 (якщо вони є) не виписуються.

Нагадаємо, що дуальною до напiвгрупи називається така напiвгрупа, в якiй
множення елементiв здiйснюється в оберненому порядку.

Зауважимо, що напiвгрупи 𝑇2 i 𝑇3 не є iзоморфними, бо перша з них має
елемент 0 i не має елемента 𝑒, а друга — навпаки.

Позначимо визначальнi спiввiдношення 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐 напiвгрупи 𝑇1
вiдповiдно через (𝑏), (𝑐), (𝑐𝑏) i визначальнi спiввiдношення 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑏,
𝑐𝑏 = 𝑐 напiвгруп 𝑇2, 𝑇3 вiдповiдно через (𝑏), (𝑐), (𝑏𝑐), (𝑐𝑏).

Дамо ще деякi загальнi позначення. Для напiвгрупи 𝑆 та її визначального
спiввiдношення (𝑥) напiвгрупу 𝑆 ∖ (𝑥) (тобто 𝑆 без спiввiдношення (𝑥)) поз-
начимо через 𝑆(𝑥), для рiзних визначальних спiввiдношень (𝑥), (𝑦) напiвгрупу
𝑆 ∖ {(𝑥), (𝑦)} позначимо через 𝑆(𝑥,𝑦), для попарно рiзних визначальних спiввiд-
ношень (𝑥), (𝑦), (𝑧) напiвгрупу 𝑆 ∖ {(𝑥), (𝑦), (𝑧)} позначимо через 𝑆(𝑥,𝑦,𝑧) i т.д.
Очевидно, що при перестановцi спiввiдношень напiвгрупи 𝑆(𝑥,𝑦), 𝑆(𝑥,𝑦,𝑧) i т.д. не
змiнюються. Кожна iз введених напiвгруп має фактор-напiвгрупу, iзоморфну
напiвгрупi 𝑆, тобто є наднапiвгрупою напiвгрупи 𝑆. Такi наднапiвгрупи назива-
ються основними. Зауважимо, що коли при вiдкиданнi будь-яких 𝑠 визначаль-
них спiввiдношень напiвгрупа є дикою, то аналогiчна властивiсть виконується
i для 𝑠+ 1 визначальних спiввiдношень (коли число всiх визначальних спiввiд-
ношень бiльша за 𝑠). У цьому випадку в умовах теорем очевидний наслiдок для
𝑠+ 1 не вказується.

Сформулюємо тепер основнi результати цiєї статтi,

Теорема 1. Для напiвгрупи 𝑇 = 𝑇1 i довiльного поля 𝐾 мають мiсце нас-
тупнi твердження.

1) 𝑇 (𝑥) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
(𝑥) = (𝑐𝑏);

2) 𝑇 (𝑥) — дика напiвгрупа для (𝑥) ∈ {(𝑏), (𝑐)};
3) 𝑇 (𝑥,𝑦) — дика напiвгрупа для (𝑥), (𝑦) ∈ {(𝑏), (𝑐), (𝑏𝑐)}.

Теорема 2. Для напiвгруп 𝑇 = 𝑇2, 𝑇3 i довiльного поля 𝐾 мають мiсце
наступнi твердження.

Роздiл 1: Математика i статистика



ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ ОСНОВНИХ НАДНАПIВГРУП . . . 11

1) 𝑇 (𝑥) — напiвгрупа скiнченного зображувального типу для
(𝑥) ∈ {(𝑏𝑐), (𝑐𝑏)};

2) 𝑇 (𝑥) — напiвгрупа скiнченного зображувального типу для
(𝑥) ∈ {(𝑏), (𝑐)};

3) 𝑇 (𝑥,𝑦) — напiвгрупа скiнченного зображувального типу для
(𝑥) = (𝑏), (𝑦) = (𝑐);

4) 𝑇 (𝑥,𝑦) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
(𝑥) = (𝑏𝑐), (𝑦) = (𝑐𝑏);

5) 𝑇 (𝑥,𝑦) — дика напiвгрупа для 𝑥 ∈ {(𝑏), (𝑐)}, 𝑦 ∈ {(𝑏𝑐), (𝑐𝑏)};
6) 𝑇 (𝑥,𝑦,𝑧) — дика напiвгрупа для (𝑥), (𝑦), (𝑧) ∈ {(𝑏), (𝑐), (𝑏𝑐), (𝑐𝑏)}.

При доведеннi цих теорем використовується метод класифiкацiйних матрич-
них задач, розвинутий представниками Київської школи з теорiї зображень
(див. зокрема, [7] – [12]).

Перший автор пiдтриманий грантом Simons Foundation
(SFI-PD-Ukraine 00014586, V.M.B.).

2. Зауваження.
2.1. Щодо аналогiв сформульованих теорем для комутативних напiвгруп

третього порядку, що мають скiнченний зображуваотний тип, див. [13] – [15].
Пiдкреслимо, що серед таких напiвгруп iснує єдина, яка має нескiнченний зоб-
ражувальний тип, а саме (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 0, 𝑏𝑐 = 0, 𝑐𝑏 = 0 (див. [6]).
Задачi про класифiкацiю зображень її основних наднапiвгруп (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩:
𝑏2 = 0, 𝑐2 = 0 i (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏𝑐 = 0, 𝑐𝑏 = 0 добре вiдомi в сучаснiй теорiї
зображень (див. вiдповiдно [16] i [8], [17], [18]).

2.2. Ми розглядаємо всi напiвгрупи, з точнiстю до дуальностi, фiксуючи
для кожної пари взаємно дуальних напiвгруп лише одну напiвгрупу. Але нашi
твердження про матричнi зображення цих напiвгруп природним чином перено-
сяться на дуальнi напiвгрупи (бо матрицi, транспонованi до матриць деякого
зображення довiльної напiвгрупи, задають зображення дуальної напiвгрупи).

2.3. Природно вважати (див. [19]), що матриця зображення, яка вiдповiдає
нульовому (вiдповiдно одиничному) елементу напiвгрупи, якщо вiн є, — ну-
льова (вiдповiдно одинична). Тодi довiльне матричне зображення напiвгрупи
𝑇𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) однозначно задається матрицями 𝐵 i 𝐶, якi вiдповiдають твiр-
ним елементам 𝑏 i 𝑐. Його природно позначати через (𝐵,𝐶). Одинична матриця
будь-якого розмiру 𝑛× 𝑛 (𝑛 ≥ 0) буде позначатися через 𝐸.

3. Доведення теореми 1.
Твердження 1) випливає iз [20, 3.6].
Перейдемо до доведення твердження 2), розглянувши спочатку випадок

(𝑥) = (𝑐).
Нехай 𝑅 = {𝐵,𝐶}— довiльне матричне зображення напiвгрупи 𝑇 (𝑐). Згiдно з

означенням еквiвалентних зображень, матрицi 𝐵 i 𝐶 можна приводити одночас-
ними перетвореннями подiбностi. За допомогою таких перетворень приведемо
матрицю 𝐵 до нормальної форми Жордана:

𝐵 =

(︂
𝐸 0
0 0

)︂
.
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З формальних мiркувань (щоб не нагромаджувати позначення) матрицю 𝐶,
яка при цьому якимось чином змiниться, будемо знову позначати через 𝐶 (цiєю
домовленiстю будемо користуватися i надалi). Тодi, пiсля розбиття матрицi 𝐶
на блоки (такого ж розмiру, як i блоки матрицi 𝐵), вона має вигляд

𝐶 =

(︂
𝐶1 𝐶2

𝐶3 𝐶4

)︂
,

де 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 – деякi матрицi. Запишемо рiвнiсть 𝐶𝐵 = 𝐶 (яка вiдповiдає
визначальному спiввiдношенню 𝑐𝑏 = 𝑐), в розгорнутому виглядi:(︂

𝐶1 𝐶2

𝐶3 𝐶4

)︂(︂
𝐸 0
0 0

)︂
=

(︂
𝐶1 𝐶2

𝐶3 𝐶4

)︂
.

Звiдси маємо, що ця рiвнiсть еквiвалентна рiвностi

𝐶 =

(︂
𝐶1 0
𝐶3 0

)︂
.

Отже, зображення 𝑅 = {𝐵,𝐶} еквiвалентне зображенню 𝑅0 = {𝐵0, 𝐶0}, де

𝐵0 =

(︂
𝐸 0
0 0

)︂
, 𝐶0 =

(︂
𝐶1 0
𝐶3 0

)︂
.

Тепер з’ясуємо, коли матричне зображення 𝑅0 = {𝐵0, 𝐶0} еквiвалентне ма-
тричному зображенню 𝑅0 = {𝐵0, 𝐶0} такого ж самого вигляду, тобто з матри-
цями

𝐵0 =

(︂
𝐸 0
0 0

)︂
, 𝐶0 =

(︂
𝐶1 0
𝐶3 0

)︂
.

Нехай 𝑋 — оборотна матриця, така що 𝐵0 = 𝑋𝐵0𝑋
−1, 𝐶0 = 𝑋𝐶0𝑋

−1, що
еквiвалентно 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0, 𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0. Очевидно, що матрицi 𝐵0 i 𝐵0 мають
однаковий ранг, а значить рiвнi. Вважаємо, що матриця 𝑋 розбита на блоки
у вiдповiдностi з розбиттям матрицi 𝐵0 (а значить 𝐶0 та матриць зображення
𝑅0):

𝑋 =

(︂
𝑋11 𝑋12

𝑋21 𝑋22

)︂
.

Iз рiвностi 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0 випливає, що 𝑋12 = 0, 𝑋21 = 0. Тодi рiвнiсть
𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0 має вигляд(︂

𝐶1 0
𝐶3 0

)︂(︂
𝑋11 0
0 𝑋22

)︂
=

(︂
𝑋11 0
0 𝑋22

)︂(︂
𝐶1 0
𝐶3 0

)︂
i легко бачити, що вона еквiвалентна рiвностям 𝐶1 = 𝑋11𝐶1𝑋

−1
11 , 𝐶3 = 𝑋22𝐶3𝑋

−1
11 .

Позначимо через Γ сагайдак з двома вершинами 1 i 2 та двома стрiлками
𝑐1 : 1→ 1 i 𝑐3 : 2→ 1. Введемо два його матричних зображення R i R наступним
чином: R(𝑐1) = 𝐶1, R(𝑐3) = 𝐶3, R(𝑐1) = 𝐶1, R(𝑐3) = 𝐶3.

Двi останнi рiвностi в попередньому абзацi означають, що зображення 𝑅0 i
𝑅0 напiвгрупи 𝑇1 еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли еквiвалентнi (матричнi)

Роздiл 1: Математика i статистика
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зображення R i R сагайдака Γ. А оскiльки сагайдак Γ є диким, (згiдно з ро-
ботами [21], [22]), то такою буде i напiвгрупа 𝑇1. Твердження 2) для (𝑥) = (𝑐)
доведено.

Випадок (𝑥) = (𝑏) розглядається аналогiчним чином. У цьому випадку

𝐶 =

(︂
𝐸 0
0 0

)︂
,

а матриця 𝐵 з урахування рiвностi 𝐶𝐵 = 𝐶 має вигляд

𝐵 =

(︂
𝐸 0
𝐵3 𝐵4

)︂
.

При цьому двi пари матриць (𝐵,𝐶) i (𝐵,𝐶) вказаного вигляду подiбнi мiж со-
бою тодi i лише тодi, коли пари матриць (𝐵3, 𝐵4) i (𝐵3, 𝐵4) еквiвалентнi як зобра-
ження дикого сагайдака з двома вершинами 1, 2 та двома стрiлками 𝑏3 : 2→ 1,
𝑏4 : 2→ 2.

Твердження 3) випливає iз твердження 2).
4. Доведення теореми 2.
4.1. Доведення твердження 1). Оскiльки напiвгрупи 𝑇 (𝑏𝑐) i 𝑇 (𝑐𝑏) iзомор-

фнi напiвгрупi 𝑇1, твердження 1 випливає iз теореми 3 [6] (про те, що напiвгрупа
𝑇1 має скiнченний зображувальний тип, вже говорилося вище).

Згiдно з цiєю теоремою маємо наступне твердження.

Теорема 3. Канонiчна форма для матричних зображень некомутативної
напiвгрупи 𝑇1 така:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0
0 0 𝐸 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0
𝐸 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

4.2. Доведення твердження 2). Оскiльки напiвгрупи 𝑇 (𝑏) i 𝑇 (𝑐) iзомор-
фнi, достатньо розглянути другу напiвгрупу.

Нехай 𝑅 = {𝐵,𝐶} — довiльне матричне зображення напiвгрупи 𝑇 (𝑐). Тодi iз
доведення твердження 2) теореми 1 i рiвностi 𝐵𝐶 = 𝐵 маємо, що зображення
𝑅 еквiвалентне зображенню 𝑅′

0 = {𝐵′
0, 𝐶

′
0}, де

𝐵′
0 =

⎛⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0
0 𝐸 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐶 ′
0 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 0 0
0 𝐸 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Твердження 2) доведено.
Як наслiдок маємо таку теорему.

Теорема 4. Пара матриць 𝐵,𝐶 вказаного вигляду разом з нульовою (вiд-
повiдно одиничною) матрицею, яка вiдповiдає нульовому (вiдповiдно одинично-
му) елементу напiвгрупи, задає канонiчну форму для матричних зображень
напiвгрупи 𝑇 (𝑐) при 𝑇 = 𝑇2 (вiдповiдно 𝑇 = 𝑇3).
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4.3. Доведення тверджень 3) i 4).
Спочатку у формулюваннi твердження 3) було вказано (з iнтуїтивних мiр-

кувань), що в цьому випадку ми маємо дику наднапiвгрупу. Але дослiдження
її матричних зображень показало, що це не так, а саме, що вона є напiвгрупою
скiнченного зображувального типу. Бiльш точно, було вставлено на матричнiй
мовi, що в напiвгрупi 𝑇 = 𝑇2, 𝑇3 першi два спiввiдношення є наслiдками двох
останнiх. Коли це стало вiдомо, вже було знайдено доведення цього факту i
на мовi самої напiвгрупи. Скажiмо, iз спiввiдношення 𝑐𝑏 = 𝑐 маємо 𝑐(𝑏𝑐) = 𝑐2,
а тодi 𝑐𝑏 = 𝑐2 (бо 𝑏𝑐 = 𝑏); але оскiльки 𝑐𝑏 = 𝑐, то 𝑐 = 𝑐2. Така ситуацiя нор-
мальна, адже одна iз цiлей дослiдження основних наднапiвгруп саме i полягає
у знаходженнi “лишнiх” визначальних спiввiдношень.

Твердження 4) випливає iз [20, 3.6].
4.4. Доведення тверджень 5) i 6). Твердження 5) випливає iз твердже-

ння 2) теореми 1. Твердження 6) випливає iз твердження 5).

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi вив-
чаються матричнi зображення основних наднапiвгруп некомутативних iдемпо-
тентних напiвгруп порядку три скiнченного зображувального типу. Описано зо-
бражувальний тип над довiльним полем, а у випадку наднапiвгруп скiнченного
зображувального типу вказана канонiчна форма їхнiх матричних зображень.

Отриманi результати та вiдповiдний метод дослiджень знайдуть застосуван-
ня при вивченнi зображень iнших некомутативних напiвгруп третього порядку.
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Bondarenko V. M., Zubaruk O. V. On matrix representations of main over-
semigroups of the non-commutative idempotent semigroups of order three of finite
type.

In the theory of representations of semigroups, the largest number of works are devoted
to irreducible representations. Among the old results, there are only some results on
representation type of semigroups. Namely, the finite representation type for a finite quite
simple semigroup is discussed in a series of papers of I. S. Ponizovsky and that for some
semigroups of all transformations of a finite set are discussed by I. S. Ponizovsky and
C. Ringel. If we are talking about new results on semigroup classes, then it should be
noted works on representations of the semigroups generated by idempotents with partial
zero multiplication (the first author of this paper together with O. M. Tertychna), of
semigroups generated by the potential elements (both the authors), of direct products of
the symmetric second-order semigroup (the first author together with E. M. Kostyshyn),
and on representations of (related to Rees semigroups) Munn algebras (Yu. A. Drozd and
A. I. Plakosh). All they can have both a finite and infinite number of indecomposable
representations, can be tame or wild.

The first author together with Ja. V. Zatsikha described representation types of the
third-order semigroups over any field, and indicated in these cases the canonical form of the
matrix representations for any semigroup of finite representation type. In their previous
papers, the authors investigated similar problems for oversemigroups of a special type of the
commutative third-order semigroups. In this paper we begin to explore the same problems
for oversemigroups of noncommutative semigroups.

Keywords: defining relations, main oversemigroup, matrix representations, semigroups
of finite and infinite representation types, tame and wild semigroups, canonical form.
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