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CТIЙКIСТЬ АТРАКТОРУ ПАРАБОЛIЧНОГО ВКЛЮЧЕННЯ
ВIДНОСНО ЗОВНIШНIХ ТА ГРАНИЧНИХ ЗБУРЕНЬ

В роботi розглядається задача вивчення асимптотичної поведiнки розв’язкiв пара-
болiчного включення з многозначною напiвнеперервною зверху функцiєю взаємодiї за
наявностi неавтономних обмежених збурень в правiй частинi та в крайових умовах.
За вiдсутностi збурень траєкторiї цiєю задачi в фазовому просторi 𝐿2 рiвномiрно по
обмеженим початковим даним притягуються з часом до компактної зв’язної iнварi-
антної множини - глобального атрактору. Ми вивчаємо асимптотику збуреної задачi
шляхом встановлення робастної оцiнки, яка визначає вiдхилення траєкторiй збуреної
задачi вiд глобального атрактору незбуреної задачi через величину збурень. Наявнiсть
такої оцiнки говорить про стiйкiсть глобального атрактору щодо збурень. Ми вико-
ристовуємо пiдхiд, що полягає у дослiдженнi вiдповiдного сiмейства неавтономних
напiвпроцесiв, якi мають рiвномiрний атрактор, що залежить вiд збурень. На основi
властивостi його напiвнеперервностi зверху встановлюються умови, що гарантують
шукану робастну стiйкiсть атрактору.

Ключовi слова: стiйкiсть, параболiчне включення, глобальний атрактор, неавтоном-
нi крайовi умови, збурення.

1. Вступ. Однiєю з основних задач в якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь та
в теорiї керування є дослiдження стiйкостi положень рiвноваги щодо збурень [1].
Цю властивiсть робастної стiйкостi для звичайних диференцiальних рiвнянь
прийнято вивчати в рамках теорiї ISS - стiйкостi вiд входу до стану (Input to
State Stability) [2, 3]. Ключовим елементом цiєї теорiї є нерiвнiсть

‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖ ≤ 𝛽(‖𝑦0‖, 𝑡) + 𝛾(‖𝑑‖∞), (1)

де 𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑) — це значення розв’язку збуреної системи диференцiальних рiв-
нянь в момент часу 𝑡 ≥ 0 з початковим даним 𝑦0 i обмеженим неавтономним
збуренням 𝑑(𝑡), 𝛽 ∈ 𝐾𝐿, 𝛾 ∈ 𝐾 - функцiї порiвняння (див. означення нижче).
I хоча цi функцiї визначаються, як правило, неявно [1], формула (1) виявилась
в багатьох як теоретичних так i прикладних аспектах бiльш корисним i ефе-
ктивним iнструментом дослiдження, нiж класичний 𝜀 − 𝛿 пiдхiд, i дозволили
одержати новi якiснi результати щодо стiйкостi збурених систем, включаючи
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багатокомпонентнi та iмпульсно-збуренi системи [4, 5]. Класичний пiдхiд одер-
жання робастної оцiнки (1) грунтується на аналiзi ISS-функцiї Ляпунова i може
бути використаний також для оцiнки вiдхилення траєкторiй збуреної системи
вiд довiльної замкненої iнварiантної множини [2]. Робастна стiйкiсть положе-
ння рiвноваги для нескiнченновимiрних систем, заданих у термiнах диферен-
цiальних рiвнянь у частинних похiдних, дослiджувалася впродовж останнього
десятилiття в рамках теорiї ISS в роботах багатьох авторiв, наприклад [6–8].
Проте якiсна поведiнка бiльшостi дисипативних нескiнченновимiрних систем,
породжених нелiнiйними рiвняннями в частинних похiдних, описується не су-
купнiстю положень рiвноваги, а набагато бiльш складним об’єктом - глобальним
атрактором [9]. При цьому у бiльшостi випадкiв не iснує природної ISS-функцiї
Ляпунова, що описує вiдхилення траєкторiй збуреної системи вiд нетривiаль-
ного глобального атрактора. Загальна схема одержання локального варiанту
оцiнки (1) в околi атрактору Θ

‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑦0‖Θ, 𝑡) + 𝛾(‖𝑑‖∞), (2)

де ‖𝑦‖Θ = inf
𝜃∈Θ
‖𝑦− 𝜃‖, а також властивостi AG — оцiнки асимптотичного пiдси-

лення (Asymptotic Gain)

lim
𝑡→∞
‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ 𝛾(‖𝑑‖∞), (3)

для рiзних класiв нескiнченновимiрних дисипативних систем була запропоно-
вана в роботах [10], [11]. Слiд вiдзначити принципову рiзницю у способах одер-
жання оцiнок (2) та (3): для виведення (2) будується ISS-функцiя Ляпунова на
основi оцiнки мiж розв’язками збуреної i незбуреної систем, а також робастна
оцiнка, що випливає з асимптотичної стiйкiстi глобального атрактору (оцiнка
(2) при 𝑑 ≡ 0) [10]; натомiсть для виводу (3) використовується теорiя рiвномiр-
них атракторiв неавтономних процесiв та характер залежностi цих рiвномiрних
атракторiв вiд збурюючого параметра [12, 13]. Обидва цi пiдходи допускають
узагальнення на багатозначний випадок, тобто коли єдинiсть задачi Кошi для
еволюцiйного рiвняння не гарантується [14]. Але всi цi роботи розглядали зовнi-
шнi збурення, що надходять через праву частину рiвнянь. Наявнiсть неавтоном-
них збурень на границi просторової областi є бiльш природним припущенням,
проте робить задачу робастного оцiнювання значно складнiшою. Робастна стiй-
кiсть нульового асимптотично стiйкого положення рiвноваги нескiнченновимiр-
ної параболiчної еволюцiйної задачi вiдносно граничних збурень розглядалася
в [15]. В данiй роботi ми виводимо оцiнку асимптотичного пiдсилення (3) для
параболiчного включення зi збуренням як в правiй частинi, так i в граничних
умовах.

2. Постановка задачi. Розглянемо наступну початково-крайову задачу
на цилiндрi 𝑄 = (0,∞)× (0, 𝑙)⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕𝑦(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡
− 𝜕2𝑦(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
∈ 𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄,

𝑦|𝑥=0 = 𝑑1(𝑡), 𝑦|𝑥=𝑙 = 𝑑2(𝑡),

𝑦|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥).

(4)

Тут початковi умови 𝑦0 належать фазовому простору 𝑋 = 𝐿2(0, 𝑙) зi стандар-
тною нормою ‖·‖ i скалярним добутком (·, ·), збурення 𝑑 := {ℎ, 𝑑1, 𝑑2} належать
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деякiй пiдмножинi 𝐷 (див. (9)) з простору функцiй 𝐿∞(R+;𝐿2(0, 𝑙))×𝐿∞(R+)×
× 𝐿∞(R+) з нормою

‖𝑑‖∞ = max{𝑒𝑠𝑠 sup
𝑡>0
‖ℎ(𝑡)‖, ‖𝑑1‖∞, ‖𝑑2‖∞}.

Багатозначна функцiя взаємодiї 𝑓 : R ↦→ 𝐶𝑣(R) (тобто значення 𝑓 є непорожнi-
ми компактними опуклими пiдмножинами R) задовольняє наступним умовам:

𝑓 є напiвнепервною зверху R; (5)

∃𝑐1 ≥ 0 ∃𝑐2 ≥ 0 ∀ 𝑠 ∈ R ∀ 𝜉 ∈ 𝑓(𝑠) =⇒ |𝜉| ≤ 𝑐1|𝑠|+ 𝑐2; (6)

∃𝜆 ∈ (0, 𝜆1) ∃𝑐 ≥ 0 ∀𝑠 ∈ R ∀ 𝜉 ∈ 𝑓(𝑠) =⇒ 𝑠𝜉 ≤ 𝜆𝑠2 + 𝑐; (7)

де 𝜆1 = 𝜋2

𝑙2
— константа з нерiвностi Пуанкаре. Прикладом такого вiдображення

може слугувати 𝑓(𝑠) = [0, 𝜆|𝑠|+ 𝑏] для 𝑏 ≥ 0.
Надалi будемо використовувати позначення: для множин 𝐴,𝐴1, 𝐴2,Θ ⊂ 𝑋

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴1, 𝐴2) = sup
𝑦1∈𝐴1

inf
𝑦2∈𝐴2

‖𝑦1 − 𝑦2‖,

𝑂𝛿(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥,𝐴) < 𝛿}, ‖𝐴‖Θ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴,Θ).

Вiдомо [16], що для 𝑑 ≡ 0 за умов (5),(6) задача (4) є глобально розв’язною i за
додаткової умови (7) всi розв’язки породжують багатозначну напiвгрупу (або
m-напiвпотiк) {𝑆(𝑡) : 𝑋 ↦→ 2𝑋}𝑡≥0, 𝑆(𝑡)𝑦0 = {𝑦(𝑡, 𝑦0, 0)}, який має глобальний
атрактор [17]. Точнiше, iснує компактна множина Θ ⊂ 𝑋 така, що

∀𝑡 ≥ 0 𝑆(𝑡)Θ = Θ and ∀𝑟 > 0 sup
‖𝑦0‖≤𝑟

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑆(𝑡)𝑦0,Θ)→ 0, 𝑡→∞.

Слiд зауважити, що для многозначних функцiй взаємодiї множина Θ може мати
дуже складну структуру i навiть бути нескiнченновимiрною [18].

Можна показати [17], що Θ є асимптотично стiйкою в сенсi Ляпунова, тобто

∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 ∀ 𝑡 ≥ 0 𝑆(𝑡)𝑂𝛿(Θ) ⊂ 𝑂𝜀(Θ),

або в термiнах функцiй порiвняння [14]

∃𝛽 ∈ 𝐾𝐿∀𝑡 ≥ 0 ‖𝑆(𝑡)𝑦0‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑦0‖Θ, 𝑡).

Тут i надалi ми використовуємо класи функцiй порiвняння

𝐾 = {𝛾 : R+ ↦→ R+, неперервна, додатно визначена, строго зростаюча},

𝐾𝐿 = {𝛽 : R+×R+ ↦→ R+, неперервна, 𝛽(·, 𝑡) ∈ 𝐾, 𝛽(𝑠, ·) строго спадна до 0}.
Основним результатом роботи є оцiнка асимптотичного пiдсилення AG для

глобального атрактора Θ вiдносно збурень 𝑑 = {ℎ, 𝑑1, 𝑑2}

∃𝛾 ∈ 𝐾 ∀𝑦0 ∈ 𝑋 ∀ 𝑑 ∈ 𝐷 =⇒ lim
𝑡→∞
‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ 𝛾(‖𝑑‖∞). (8)

Для доведення (8) ми, слiдуючи загальнiй схемi теорiї неавтономних проце-
сiв [12, 13], будуємо сiмейство m-напiвпроцесiв {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝑑) i доводимо для нього
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iснування рiвномiрного атрактора ΘΣ(𝑑) (Означення 2). Далi ми показуємо гра-
ничну рiвнiсть

𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝑑),Θ)→ 0, ‖𝑑‖∞ → 0,

з якої i виводимо нерiвнiсть (8).

3. Основнi результати. Ми припускаємо, що множина збурень 𝐷 скла-
дається з функцiй 𝑑 = {ℎ, 𝑑1, 𝑑2} ∈ 𝐿∞(R+;𝐿2(0, 𝑙))× 𝐿∞(R+)× 𝐿∞(R+) таких,
що 𝑑1, 𝑑2 є абсолютно неперервними 𝑑1(0) = 𝑑2(0) = 0, 𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝐿∞(R+), i

‖𝑑‖∞ ≤ 𝑅. (9)

Тодi 𝐷 є iнварiантною вiдносно зсуву, тобто, ∀𝜏 ≥ 0, ∀𝑑 ∈ 𝐷 𝑑(·+ 𝜏) ∈ 𝐷 та
‖𝑑(·+ 𝜏)‖∞ ≤ ‖𝑑‖∞.
Припустимо 𝜔 = 𝜔(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 є розв’язком наступної задачi⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕𝜔(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡
− 𝜕2𝜔(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
= 0,

𝜔|𝑥=0 = 𝑑1(𝑡), 𝜔|𝑥=𝑙 = 𝑑2(𝑡),

𝜔|𝑡=0 = 0.

(10)

Вiдомо, що 𝜔 ∈ 𝐶([0,+∞);𝐻1
0 (0, 𝑙)) i завдяки принципу максимуму [15] викону-

ється наступне:

‖𝜔‖∞ = sup
𝑥∈(0,𝑙),𝑡>0

|𝜔(𝑡, 𝑥)| ≤ max{‖𝑑1‖∞, ‖𝑑2‖∞}. (11)

Означення 1. Будемо говорити, що 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = (0, 𝑇 ) × (0, 𝑙)
розв’язок (4) на (0, 𝑇 ) якщо 𝑦 = 𝑣+𝜔, де 𝜔 розв’язок (10) на (0, 𝑇 ) i 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥)
i є слабким розв’язком⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕𝑣(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡
− 𝜕2𝑣(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 ,

𝑣|𝑥=0 = 𝑣|𝑥=𝑙 = 0,

𝑣|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥),

(12)

тобто 𝑣 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻1
0 (0, 𝑙)), 𝜕𝑣

𝜕𝑡
∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻−1(0, 𝑙)), i iснує функцiя 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 )

така, що ⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑣(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡
− 𝜕2𝑣(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
= 𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 ,

𝑣|𝑥=0 = 𝑣|𝑥=𝑙 = 0,

𝑣|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥),

(13)

𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) майже скрiзь на 𝑄𝑇 . (14)

Зауваження 1. Розв’язок (13) розумiємо в слабкому сенсi, тобто ∀𝜂 ∈
𝐶∞

0 (0, 𝑙), ∀𝜃 ∈ 𝐶∞
0 (0, 𝑇 )

−
∫︁ 𝑇

0

(𝑣(𝑡), 𝜂)𝜃𝑡𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0

(𝑣𝑥(𝑡), 𝜂𝑥)𝜃𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0

(𝑔(𝑡) + ℎ(𝑡), 𝜂)𝜃𝑑𝑡. (15)
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Лема 1. Для всiх 𝑇 > 0, ℎ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(0, 𝑙)), та 𝜔 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑋)∩𝐿∞(𝑄𝑇 )
iз

max{𝑒𝑠𝑠 sup
𝑡∈(0,𝑇 )

‖ℎ(𝑡)‖, ‖𝜔‖∞} ≤ 𝑅,

задача (12) має принаймнi один розв’язок (0, 𝑇 ). Бiльше того, кожний розв’язок
(12) задовольняє для всiх 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 наступним оцiнкам:

‖𝑣(𝑡)‖2 ≤ ‖𝑣(𝜏)‖2𝑒−𝛿1(𝑡−𝜏) + 𝑐3(1 +

𝑡∫︁
𝜏

‖ℎ(𝑠)‖2𝑒−𝛿1(𝑡−𝑠)𝑑𝑠), (16)

‖𝑣(𝑡)‖2 + 𝛿2

∫︁ 𝑡

𝜏

‖𝑣(𝑠)‖2𝐻1
0
𝑑𝑠 ≤ ‖𝑣(𝜏)‖2 + 𝑐4

𝑡∫︁
𝜏

(1 + ‖ℎ(𝑠)‖2)𝑑𝑠, (17)

де 𝛿1, 𝛿2, 𝑐3, 𝑐4 є додатними константами, якi залежать тiльки вiд 𝑅.

Доведення. Розглянемо вiдображення 𝐹 : [0, 𝑇 ]×𝑋 ↦→ 2𝑋 ,

𝐹 (𝑡, 𝑣) = {𝑢 ∈ 𝑋|𝑢(𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥) майже скрiзь}.

Тодi задачу (12) можна записати у виглядi задачi Кошi для диференцiально-
операторного включення

𝑑

𝑑𝑡
𝑣(𝑡) + 𝐴𝑣(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑣(𝑡)),

де 𝐴 : 𝐻1
0 (0, 𝑙) ↦→ 𝐻−1(0, 𝑙) породжується − 𝜕2

𝜕𝑥2
з нульовими крайовими умо-

вами Дiрiхле. Тодi згiдно [16] для доведення розв’язностi (12) достатньо по-
казати, що: 1) 𝐹 (𝑡, 𝑣) ̸= ∅ ∀(𝑡, 𝑣) ∈ [0, 𝑇 ] × 𝑋; 2) ∀𝑣 ∈ 𝑋 𝑡 ↦→ 𝐹 (𝑡, 𝑣) має
вимiрний селектор; 3) ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] 𝑣 ↦→ 𝐹 (𝑡, 𝑣) є напiвнеперервним зверху; 4)
∃𝐷1, 𝐷2 ≥ 0 ∀(𝑡, 𝑣) ∈ [0, 𝑇 ]×𝑋 sup

𝑧∈𝐹 (𝑡,𝑣)

‖𝑧‖ ≤ 𝐷1 +𝐷2‖𝑣‖.

Властивiсть 4) є прямим наслiдком (6). Перед тим, як доводити iншi вла-
стивостi, вiдмiтимо, що багатозначне вiдображення 𝑓 : R ↦→ 𝐶𝑣(R) є напiвне-
перервним зверху [19] тодi i лише тодi коли ∀𝑠 ∈ R 𝑓(𝑠) = [𝑓−(𝑠), 𝑓+(𝑠)], де
𝑓−(𝑠)(𝑓+(𝑠)) : R ↦→ R є напiвнепервними знизу (зверху) функцiями.

Таким чином, для 𝑣 ∈ 𝑋 функцiя 𝑥 ↦→ 𝑓+(𝑣(𝑥) +𝜔(𝑡, 𝑥)) +ℎ(𝑡, 𝑥) є вимiрною,
i, згiдно нерiвностi (6), належить протору 𝑋. Це означає, що 𝐹 (𝑡, 𝑣) є непоро-
жньою пiдмножиною 𝑋. Бiльше того, функцiя 𝑡 ↦→ 𝑓+(𝑣(·) + 𝜔(𝑡, ·)) + ℎ(𝑡, ·) є
вимiрним вимiрним селектором 𝑡 ↦→ 𝐹 (𝑡, 𝑣), що доводить 2). Далi припустимо,
що властивiсть 3) не виконується. Тодi ∃ 𝜀 > 0, 𝑣𝑛 → 𝑣 в 𝑋 i 𝑢𝑛 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑣𝑛) такi,
що

‖𝑢𝑛 − 𝑢‖ ≥ 𝜀 ∀𝑢 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑣) ∀𝑛 ≥ 1. (18)

Без втрати загальностi ми можемо припустити, що 𝑣𝑛(𝑥) → 𝑣(𝑥) для майже
всiх 𝑥 ∈ (0, 𝑙). Згiдно Теореми 8.2.13 в [19] iснує вимiрний селектор 𝜉𝑛(𝑥) ∈
𝑓(𝑣(𝑥)+𝜔(𝑡, 𝑥))+ℎ(𝑡, 𝑥) такий, що 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢𝑛(𝑥), 𝑓(𝑣(𝑥)+𝜔(𝑡, 𝑥))+ℎ(𝑡, 𝑥)) = |𝑢𝑛(𝑥)−
− 𝜉𝑛(𝑥)| майже скрiзь. Враховуючи той факт, що вiдображення 𝑓 є напiвнепе-
рервним зверху, ми отримуємо

|𝑢𝑛(𝑥)− 𝜉𝑛(𝑥)| ≤
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𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑓(𝑣𝑛(𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑣(𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥))→ 0, 𝑛→∞ м.с..

З теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть випливає ‖𝑢𝑛 − 𝜉𝑛‖ → 0 as 𝑛→∞.
Але 𝜉𝑛 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑣), що суперечить (18). Таким чином, згiдно теореми 3.1 з [16]
задача (12) має принаймнi один розв’язок на (0, 𝑇 ).
Тепер виведемо оцiнки (16),(17) для довiльного розв’язку 𝑣 задачi (12). Нехай
𝑔 вiдповiдна функцiя з (14) Означення 1. З того, що 𝑣 : [0, 𝑇 ]→ 𝑋 є абсолютно
непрервною функцiєю, отримуємо для майже всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣(𝑡)‖2 + ‖𝑣(𝑡)‖2𝐻1

0
=

∫︁ 𝑙

0

(𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ(𝑡, 𝑥))𝑣(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = (19)

=

∫︁ 𝑙

0

𝑔(𝑡, 𝑥)(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥))𝑑𝑥+

∫︁ 𝑙

0

ℎ(𝑡, 𝑥)𝑣(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−
∫︁ 𝑙

0

𝑔(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥.

Iз включення 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) м.с. i (6),(7) отримуємо, що

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣(𝑡)‖2 + 𝜆1 ‖𝑣(𝑡)‖2 ≤ 𝜆

∫︁ 𝑙

0

(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥))2𝑑𝑥+ 𝐶𝑙 + ‖ℎ(𝑡)‖‖𝑣(𝑡)‖+

+

∫︁ 𝑙

0

(𝑐2 + 𝑐1|𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)|)|𝜔(𝑡, 𝑥)|𝑑𝑥.

Звiдси для деяких констант 𝛿1 ∈ (0, 𝜆1 − 𝜆) i 𝐶𝛿1 > 0 ми отримуємо, що

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣(𝑡)‖2 + 𝛿1 ‖𝑣(𝑡)‖2 ≤ 𝐶𝛿1(1 + ‖𝜔(𝑡)‖2 + ‖ℎ(𝑡)‖2), для м.в. 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). (20)

Поклавши 𝑐3 := max{𝐶𝛿1

𝛿1
(1 + 𝑙 ‖𝜔‖2∞), 𝐶𝛿1}, з (20) та леми Гронуола одержуємо

(16).
Далi, вибираючи 𝛿2 ∈

(︁
0, 1− 𝜆

𝜆1

)︁
, для деякого 𝐶𝛿2 > 0 ми отримуємо з (19)

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣(𝑡)‖2 + 𝛿2 ‖𝑣(𝑡)‖2𝐻1

0
≤ 𝐶𝛿2(1 + ‖𝜔(𝑡)‖2 + ‖ℎ(𝑡)‖2), для м.в. 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). (21)

Поклавши 𝑐4 := max{𝐶𝛿2(1 + 𝑙 ‖𝜔‖2∞), 𝐶𝛿2}, одержуємо (17). Лема доведена.

Зауваження 2. Твердження леми означає глобальну розв’язнiсть (4).

Щоб побудувати сiм’ю напiвпроцесiв, породжених (12), ми видiляємо деякi
додатковi властивостi розв’язку (10). Нехай 𝜔 — це розв’язок (10). Тодi 𝜔 =
= 𝜔 − (𝑥

𝑙
𝑑1(𝑡) + 𝑙−𝑥

𝑙
𝑑2(𝑡)) є слабким розв’язком задачi⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝜔
𝜕𝑡
−∆𝜔 = 𝑓(𝑡, 𝑥) := −𝑥

𝑙
𝑑1(𝑡) + 𝑙−𝑥

𝑙
𝑑2(𝑡),

𝜔|𝑥=0 = 0, 𝜔|𝑥=𝑙 = 0,

𝜔|𝑡=0 = 0.

(22)

З того, що 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑄), i з теореми 3.3, [9], випливає, що iснує константа 𝑐 =
= 𝑐(𝑓) > 0 така, що

sup
𝑡≥0
‖𝜔(𝑡)‖𝐻1

0
≤ 𝑐 and ‖𝜔(𝑡1)− 𝜔(𝑡2)‖ ≤ 𝑐|𝑡1 − 𝑡2|. (23)
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З того, що 𝑑𝑖, 𝑑𝑖 ∈ 𝐿∞(𝑄), легко бачити, що тi ж нерiвностi (з iншою кон-
стантою) виконуються для 𝜔. Тепер можна побудувати сiм’ю m-напiвпроцесiв.
Для 𝑑 = {ℎ, 𝑑1, 𝑑2} ∈ 𝐷 позначимо через 𝑊 (𝑑) множину всiх 𝜔 таких, що
𝜔 ∈ 𝐶([0,+∞];𝐻1

0 (0, 𝑙)) i задовольняють (11),(23). Зокрема, розв’язок (10) на-
лежить множинi 𝑊 (𝑑). Для всiх 𝜔 ∈ 𝑊 (𝑑) i ℎ таких, що

max{𝑒𝑠𝑠 sup
𝑡>0
‖ℎ(𝑡)‖, ‖𝜔‖∞} ≤ 𝑅, (24)

ми розглядаємо множину

Σ(𝜔, ℎ) = 𝑐𝑙𝐶(R+;𝑋)×𝐿2,𝑤
𝑙𝑜𝑐 (R+;𝑋){{𝜔(·+ 𝜏), ℎ(·+ 𝜏)}|𝜏 ≥ 0},

де замикання береться в добутку топологiй: топологiї 𝐶(R+;𝑋), породженiй
рiвномiрною збiжнiстю на компактних iнтервалах, i топологiї 𝐿2,𝑤

𝑙𝑜𝑐 (R+;𝑋), по-
родженою слабкою збiжнiстю на компактних iнтервалах. Завдяки компактно-
му вкладенню 𝐻1

0 (0, 𝑙) ⊂ 𝑋 маємо, що Σ(𝜔, ℎ) є iнварiантною вiдносно зсувiв та
компактною в 𝐶(R+;𝑋)× 𝐿2,𝑤

𝑙𝑜𝑐 (R+;𝑋).
Завдяки побудовi Σ(𝜔, ℎ) для всiх 𝜎 = {𝑝, 𝑙} ∈ Σ(𝜔, ℎ) iснує 𝜏𝑛 ≥ 0 таке, що

з точнiстю до пiдпослiдовностi

𝜔(·+ 𝜏𝑛)→ 𝑝(·) в 𝐶(R+;𝑋) м.с.на 𝑄,

ℎ(·+ 𝜏𝑛)→ 𝑙(·) в 𝐿2,𝑤
𝑙𝑜𝑐 (R+;𝑋).

Зокрема, це означає, що кожне 𝜎 = {𝑝, 𝑙} ∈ Σ(𝜔, ℎ) належить 𝐿∞(𝑄)×𝐿∞(R+;𝑋)
i задовольняє (11), (24). Отже, задача (12) з правою частиною 𝑓(𝑣+𝑝) + 𝑙 є гло-
бально розв’язуваною завдяки Лемi 1.

Позначимо через 𝐾𝜏
𝜎 ⊂ 𝐶([𝜏,+∞);𝑋) сiм’ю всiх розв’язкiв (12) на [𝜏,+∞) з

правою частиною 𝑓(𝑣 + 𝑝) + 𝑙 та початковими даними 𝑣|𝑡=𝜏 = 𝑦𝜏 .
Лекко бачити, що виконуються наступнi властивостi:

∀𝑦 ∈ 𝑋, ∀𝜏 ≥ 0, ∀𝜎 ∈ Σ(𝜔, ℎ) ∃𝑣 ∈ 𝐾𝜏
𝜎 : 𝑣(𝜏) = 𝑦;

𝑣|[𝑠,+∞) ∈ 𝐾𝑠
𝜎, ∀ 𝑣 ∈ 𝐾𝜏

𝜎 , ∀𝑠 ≥ 𝜏 ;
𝑣(·+ 𝑠) ∈ 𝐾𝜏

𝜎(·+𝑠), ∀ 𝑣 ∈ 𝐾𝜏+𝑠
𝜎 , ∀𝑠 ≥ 0;

∀𝑠 ≥ 𝜏, ∀𝜓 ∈ 𝐾𝜏
𝜎 , ∀𝜙 ∈ 𝐾𝑠

𝜎 з 𝜓(𝑠) = 𝜙(𝑠) функцiя

𝜃(𝑝) =

{︂
𝜓(𝑝), 𝑝 ∈ [𝜏, 𝑠],
𝜙(𝑝), 𝑝 ≥ 𝑠

належить 𝐾𝜏
𝜎 ;

∀𝑠 ≥ 0, ∀ 𝑣 ∈ 𝐾𝜏
𝜎(·+𝑠) функцiя 𝑣(· − ℎ) належить 𝐾𝜏+𝑠

𝜎 .
Покладемо для 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑡 ≥ 𝜏 ≥ 0, 𝜎 ∈ Σ(𝜔, ℎ)

𝑈𝜎(𝑡, 𝜏, 𝑦) := {𝑣(𝑡) | 𝑣 ∈ 𝐾𝜏
𝜎 , 𝑣(𝜏) = 𝑦}. (25)

Тодi легко перевiрити [14], що {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝜔,ℎ) породжує строгу сiм’ю𝑚-напiвпроцесiв,
тобто, ∀ 𝜎 ∈ Σ(𝜔, ℎ), ∀ 𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 𝜏 ≥ 0, ∀ 𝑦 ∈ 𝑋, ∀ 𝜏 ≥ 0

𝑈𝜎(𝑡, 𝜏, 𝑦) = 𝑦, 𝑈𝜎(𝑡, 𝜏, 𝑦) = 𝑈𝜎(𝑡, 𝑠, 𝑈𝜎(𝑠, 𝜏, 𝑦)),

𝑈𝜎(𝑡+ 𝑠, 𝜏 + 𝑠, 𝑦) = 𝑈𝜎(·+𝑠)(𝑡, 𝜏, 𝑦).
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Легко перевiрити, що {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝜔,ℎ) задовольняє властивiсть коциклу:

𝑈𝜎(𝑡+ 𝑠, 0, 𝑦) = 𝑈𝜎(·+𝑠)(𝑡, 0, 𝑈𝜎(𝑠, 0, 𝑦)).

Бiльш того, ∀ 𝑣 ∈ 𝐾𝜏
𝜎 виконується 𝑣(𝑡) ∈ 𝑈𝜎(𝑡, 𝑠, 𝑣(𝑠)), i 𝑣(𝑡+𝑠) ∈ 𝑈𝜎(·+𝑠)(𝑡, 0, 𝑣(𝑠)),

∀ 𝑣 ∈ 𝐾0
𝜎, ∀ 𝑡, 𝑠 ≥ 0.

У випадку 𝑑 ≡ 0 отримуємо 𝑊 (0) = {0}, Σ(0) = {0} та 𝑈0(𝑡 + 𝑠, 0, 𝑦) =
= 𝑈0(𝑡, 0, 𝑈0(𝑠, 0, 𝑦)), тобто, 𝑆0(𝑡)𝑦 = 𝑈0(𝑡, 0, 𝑦) є строгим 𝑚-напiвпотоком , по-
родженим незбуреною задачею (4).

Зауваження 3. Якщо 𝜔 є розв’язком задачi (10), то для розв’язку (4)
маємо

𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑) = 𝑣(𝑡) + 𝜔(𝑡), де 𝑣 ∈ 𝐾0
{𝜔,ℎ}, 𝑣(0) = 𝑦0. (26)

Лема 2. Сiмя 𝑚-напiвпотокiв {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝜔,ℎ), означена в (25), має рiвномiр-
ний атрактор, тобто iснує компактна множина ΘΣ(𝜔,ℎ) ⊂ 𝑋 така, що для
𝑈Σ(𝜔,ℎ) =

⋃︀
𝜎∈Σ(𝜔,ℎ)

𝑈𝜎

∀𝑟 > 0 sup
‖𝑦0‖≤𝑟

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0, 𝑦0),ΘΣ(𝜔,ℎ))→ 0, 𝑡→∞, (27)

та ΘΣ(𝜔,ℎ) є мiнiмальною серед усiх замкнених множин, що задовольняють
(27).
Бiльш того, ΘΣ(𝜔,ℎ) є вiд’ємно iнварiантною в тому сенсi, що

ΘΣ(𝜔,ℎ) ⊂ 𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0,ΘΣ(𝜔,ℎ)) ∀𝑡 ≥ 0. (28)

Доведення. Згiдно [14] потрiбно довести, що {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝜔,ℎ) задовольняє на-
ступним властивостям

1) дисипативнiсть: iснує обмежена множина 𝐵0 ⊂ 𝑋 така, що для будь-якої
обмеженої 𝐵 ⊂ 𝑋

∃𝑇 = 𝑇 (𝐵) ∀ 𝑡 ≥ 𝑇 (𝐵) 𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0, 𝐵) ⊂ 𝐵0; (29)

2) асимптотична компактнiсть: для кожної {𝑡𝑛 ↗ ∞}, для будь-якої обме-
женої {𝑦𝑛} ⊂ 𝑋

кожна послiдовнiсть
{︀
𝜉𝑛 ∈ 𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡𝑛, 0, 𝑦𝑛)

}︀
передкомпактна; (30)

3) замкнений граф: ∀𝑡 > 0 ∀𝑦𝑛 → 𝑦 ∀𝜎𝑛 → 𝜎 ∀𝜉𝑛 ∈ 𝑈𝜎𝑛(𝑡, 0, 𝑦𝑛) з 𝜉𝑛 → 𝜉
маємо

𝜉 ∈ 𝑈𝜎(𝑡, 0, 𝑦). (31)

Доведемо 1). Для кожного 𝜎 = {𝑝, 𝑙} ∈ Σ(𝜔, ℎ) та кожного 𝑣(·) ∈ 𝐾0
𝜎, 𝑣(0) =

= 𝑦0 згiдно (16) маємо: ∀𝑡 ≥ 0

‖𝑣(𝑡)‖2 ≤ ‖𝑦0‖2 𝑒−𝛿1𝑡 + 𝐶𝛿1(𝛿1)
−1(1 + 𝑙 ‖𝑝‖2∞ + 𝑒𝑠𝑠 sup

𝑡>0
‖𝑙(𝑡)‖2), (32)
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де 𝛿1, 𝐶𝛿1 не залежить вiд 𝑑. Тому, для кожного 𝑑 ∈ 𝐷, 𝜔 ∈ 𝑊 (𝑑), 𝜎 ∈ Σ(𝜔, ℎ)
ми отримуємо (29) з

𝐵0 =
{︁
𝑢 ∈ 𝑋 | ‖𝑢‖ ≤

√︀
1 + 𝐶𝛿1(𝛿1)

−1(1 + (𝑙 + 1)𝑅2)
}︁
.

Доведемо 2). Нехай 𝜉𝑛 ∈ 𝑈𝜎𝑛(𝑡𝑛, 0, 𝑦𝑛), де 𝑡𝑛 ↗∞, ‖𝑦𝑛‖ ≤ 𝑟, 𝜎𝑛 ∈ Σ(𝜔, ℎ). Тодi

𝜉𝑛 ∈ 𝑈𝜎𝑛(𝑡𝑛 − 1 + 1, 𝑡𝑛 − 1, 𝑈𝜎𝑛(𝑡𝑛 − 1, 0, 𝑦𝑛)) ⊂ 𝑈𝜎𝑛(·+𝑡𝑛−1)(1, 0, 𝑈𝜎𝑛(𝑡𝑛 − 1, 0, 𝑦𝑛)).

Згiдно доведеного пункту 1) про дисипацiю i компактностi Σ(𝜔, ℎ) отримуємо,
що

𝜉𝑛 = 𝑣𝑛(1) ∈ 𝑈𝜎𝑛(1, 0, 𝑦𝑛), 𝜎𝑛 = {𝑝𝑛, 𝑙𝑛} ∈ Σ(𝜔, ℎ),

де з точнiстю до пiдпослiдовностi{︃
𝜎𝑛 → 𝜎 в 𝐶(R+;𝑋)× 𝐿2,𝑤

𝑙𝑜𝑐 (R+;𝑋),

𝑦𝑛 → 𝑦 слабко в 𝑋.
(33)

Отже, для 𝑇 > 1 маємо, що 𝑣𝑛(·) є розв’язком задачi (13),(14) з початкови-
ми умовамиa 𝑦𝑛 та правими частинами 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑙𝑛(𝑡, 𝑥), 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣𝑛(𝑡, 𝑥) +
+ 𝑝𝑛(𝑡, 𝑥)).

Ми використаємо наступний результат, який є прямим наслiдком Теореми.
3.1 з [9].

Лема 3. Нехай {𝑣𝑛} нехай будуть розв’язками (13) на (0, 𝑇 ) початковими
умовами {𝑦𝑛} i правою частиною {𝑔𝑛 + 𝑙𝑛}. Припустимо, що 𝑦𝑛 → 𝑦 слабо в
𝑋, 𝑔𝑛 + 𝑙𝑛 → 𝑔 + 𝑙 слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋). Тодi з точнiстю до пiдпослiдовностi
𝑣𝑛 → 𝑣 в 𝐶([𝜀, 𝑇 ];𝑋), ∀ 𝜀 ∈ (0, 𝑇 ), де 𝑣 розв’язок рiвняння (13) з початковими
умовами 𝑦 i правою частиною 𝑔 + 𝑙. Якщо, додатково, 𝑦𝑛 → 𝑦 в 𝑋 сильно, то
𝑣𝑛 → 𝑣 в 𝐶([0, 𝑇 ];𝑋).

З того, що {𝜎𝑛} обмежена, з оцiнок (6) та (16) ми приходимо до висновку, що
послiдовнiсть {𝑔𝑛} є обмеженою в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋). Отже, з точнiстю до пiдпослiдов-
ностi 𝑔𝑛 → 𝑔 слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋), 𝑙𝑛 → 𝑙 слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋) i Лема 3 забезпечує,
що 𝜉𝑛 = 𝑣𝑛(1)→ 𝑣(1) in 𝑋.

Доведемо тепер 3). Нехай 𝜉𝑛 ∈ 𝑈𝜎𝑛(𝑡, 0, 𝑦𝑛), де 𝜎𝑛 → 𝜎, 𝑦𝑛 → 𝑦, i 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).
Повторюючи попереднi мiркування та використовуючи Лему 3, отримуємо, що
𝜉𝑛 = 𝑣𝑛(𝑡), де {𝑣𝑛, 𝑔𝑛} задовольняють (13),(14), i з точнiстю до пiдпослiдовностi
маємо

𝑔𝑛 → 𝑔 слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋) i 𝑣𝑛 → 𝑣 в 𝐶([0, 𝑇 ];𝑋),

де 𝑣 є розв’язком (13) з правою часьиною 𝑔 + 𝑙 i початковими умовами 𝑦. Далi,
згiдно з включенням (14), збiжнiстю 𝑣𝑛 + 𝑝𝑛 до 𝑣 + 𝑝 в 𝐶([0, 𝑇 ];𝑋), i напiвнепе-
рервнiстю зверху 𝑓 , ми отримуємо, що для довiльного 𝜀 > 0, для м.в. (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇

та 𝑛 ≥ 𝑁(𝑡, 𝑥) виконуються наступнi нерiвностi

𝑓−(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥))− 𝜀 < 𝑓−(𝑣𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑝𝑛(𝑡, 𝑥)) ≤ 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) ≤ (34)

≤ 𝑓+(𝑣𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑝𝑛(𝑡, 𝑥)) < 𝑓+(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥)) + 𝜀.

Роздiл 1: Математика i статистика
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З слабкої збiжностi 𝑔𝑛 до 𝑔 в 𝐿2(𝑄𝑇 ) i теореми Мазура виводимо, що деяка опу-
кла комбiнацiя {𝑔𝑛} збiгається до 𝑔 сильно та майже всюди на 𝑄𝑇 . Переходячи
до границi в (34), отримуємо

𝑓−(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥))− 𝜀 ≤ 𝑔(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑓+(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥)) + 𝜀.

Остання нерiвнiсть означає, що 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥)) м.в., i ми виводимо
𝜉𝑛 = 𝑣𝑛(𝑡)→ 𝜉 = 𝑣(𝑡) ∈ 𝑈𝜎(𝑡, 0, 𝑦). Лема доведена.

Тепер сформулююємо основний результат роботи.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (5)-(7), (9). Нехай Θ — глобальний
атрактор незбуреної задачi (4) (при 𝑑 ≡ 0). Тодi iснує 𝛾 ∈ 𝐾 така, що для всiх
𝑦0 ∈ 𝑋 i 𝑑 ∈ 𝐷 довiльний розв’язок 𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑) задачi (4) задовольняє робастну
оцiнку

lim𝑡→∞‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ 𝛾(‖𝑑‖∞). (35)

Доведення. Згiдно(26) 𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑) = 𝑣(𝑡) +𝜔(𝑡), де 𝜔 є розв’язком (10), 𝑣(𝑡) ∈
𝑈{𝜔,ℎ}(𝑡, 0, 𝑦0). Доведемо, що ∃ ̃︀𝛾 ∈ 𝐾 таке, що

lim𝑡→∞‖𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0, 𝑦0)‖Θ ≤ ̃︀𝛾(‖𝑑‖∞).

Тодi iз включення {𝜔, ℎ} ∈ Σ(𝜔, ℎ) отримуємо

‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ ‖𝑈{𝜔,ℎ}(𝑡, 0, 𝑦0)‖Θ + ‖𝜔(𝑡)‖ ≤

≤ ‖𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0, 𝑦0)‖Θ +
√
𝑙‖𝑑‖∞,

i ми отримуємо (35) з 𝛾(𝑠) = ̃︀𝛾(𝑠) +
√
𝑙𝑠.

Згiдно Леми 2 для кожного 𝑑 ∈ 𝐷 i для вiдповiдного розв’язку 𝜔 задачi (10)
сiм’я {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝜔,ℎ) має рiвномiрний атрактор ΘΣ(𝜔,ℎ), який задовольняє (28). Вiд-
мiтимо, що Σ(0) = {0}, 𝑈0(𝑡, 0, 𝑦0) = 𝑆(𝑡)𝑦0, та ΘΣ(0) = Θ є глобальним атракто-
ром 𝑚-напiвпотоку 𝑆(𝑡), породженого незбуреною (𝑑 ≡ 0) задачею (4).

Далi доведемо вiд супротивного, що

𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝜔,ℎ),Θ)→ 0 as ‖𝑑‖∞ → 0. (36)

Припустимо, що ∃ 𝜀 > 0 та 𝑑𝑛 ∈ 𝐷, ‖𝑑𝑛‖∞ → 0, такi, що для розв’язкiв 𝜔𝑛 задачi
(10) для деяких 𝑧𝑛 ∈ ΘΣ(𝜔𝑛,ℎ𝑛)

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑧𝑛,Θ) ≥ 𝜀.

Згiдно (32) дисипативна множина 𝐵0 в (29) одна й та ж для всiх 𝑛 ≥ 1. Тодi з
(29) отримуємо ΘΣ(𝜔𝑛,ℎ𝑛) ⊂ 𝐵0 for 𝑛 ≥ 1. За (28), (29) та властивiстю коциклу
отримуємо

𝑧𝑛 ∈ 𝑈Σ(𝜔𝑛,ℎ𝑛)(𝑛, 0,ΘΣ(𝜔𝑛,ℎ𝑛)) ⊂ 𝑈Σ(𝜔𝑛,ℎ𝑛)(1, 0, 𝐵0).

Отже, 𝑧𝑛 = 𝑣𝑛(1) ∈ 𝑈𝜎𝑛(1, 0, 𝑦𝑛), де 𝑦𝑛 ∈ 𝐵0, 𝑣𝑛(·) є розв’язком (13), (14) на 𝑄𝑇 ,
𝑇 > 1, i згiдно з (11)

‖𝜎𝑛‖∞ ≤ ‖𝑑𝑛‖∞ → 0, 𝑛→∞.
Отже, з точнiстю до пiдпослiдовностi маємо, що

𝑝𝑛 → 0 в 𝐿∞(𝑄𝑇 ), 𝑦𝑛 → 𝑦 ∈ 𝐵0 слабо в 𝑋,
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𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑝𝑛(𝑡, 𝑥)) м.в. на 𝑄𝑇 .

Оскiльки {𝑣𝑛} задовольняє (32), останнє включення та умова (6) гарантують,
що послiдовнiсть {𝑔𝑛} є обмеженою в 𝐿2(𝑄𝑇 ). Отже 𝑔𝑛 → 𝑔 слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋).
Тодi ми можемо застосувати Лему 3 i отримати, що для довiльного 𝜀 > 0

𝑣𝑛 → 𝑣 in 𝐶([𝜀, 𝑇 ];𝑋). (37)

Це означає, що 𝑣𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑝𝑛(𝑡, 𝑥)→ 𝑣(𝑡, 𝑥) м.c. на (𝜀, 𝑇 )× (0, 𝑙).
Пiсля цього ми можемо повторити мiркування (34) i з напiвнеперервностi 𝑓
вивести, що

𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥)) м.с. на (𝜀, 𝑇 )× (0, 𝑙).

Нарештi, довiльнiсть вибраного 𝜀 веде до висновку

𝑧𝑛 = 𝑣𝑛(1)→ 𝑣(1) ∈ 𝑈0(1, 0, 𝑦) = 𝑆(1)𝑦. (38)

Тепер, використовуючи означення глобального атрактора Θ, обираємо 𝑡 > 0
так, щоб

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑆(𝑡)𝐵0,Θ) <
𝜀

2
.

Iз (29) виводимо, що ∃𝜂𝑛 ∈ ΘΣ(𝜔𝑛) таке, що

𝑧𝑛 ∈ 𝑈Σ(𝜔𝑛,ℎ𝑛)(𝑡, 0, 𝜂𝑛). (39)

Повторюючи для {𝜂𝑛} попереднi мiркування, отримуємо, що 𝜂𝑛 → 𝜂 ∈ 𝐵0 в 𝑋.
Тодi, застосовуючи знову мiркування (37),(38) та другу частину Леми 3 до пари
{𝑧𝑛, 𝜂𝑛} з (39), виводимо, що

𝑧𝑛 → 𝑧 ∈ 𝑈0(𝑡, 0, 𝜂) = 𝑆(𝑡)𝜂 ⊂ 𝑂 𝜀
2
(Θ),

що суперечить нашому припущенню. Отже, (36) має мiсце. Покладемо 𝛾0(𝑠) :=
:= sup

‖𝑑‖∞≤𝑠
𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝜔),Θ). Тодi

𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝜔),Θ) ≤ 𝛾0(‖𝑑‖∞).

Крiм того, ∀𝑠 > 0 𝛾0(𝑠) < ∞. Справдi, 𝛾0(𝑠) = lim
𝑛→∞

𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝜔𝑛),Θ), ‖𝜔𝑛‖∞ ≤
≤ ‖𝑑𝑛‖∞ ≤ 𝑠. Тодi завдяки (32) iснує обмежена множина 𝐵𝑠 such that ΘΣ(𝜔𝑛) ⊂
⊂ 𝐵𝑠. Звiдси, 𝛾0(𝑠) ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵𝑠,Θ) + 1 < ∞ i функцiя 𝛾0 : [0,+∞) → [0,+∞) є
незростаючою з 𝛾0(𝑠) → 0, 𝑠 → 0. Тодi вiдомо [20], що iснує 𝛾 ∈ 𝐾 така, що
∀𝑠 ≥ 0, 𝛾0(𝑠) ≤ 𝛾(𝑠). Включення {𝜔, ℎ} ∈ Σ(𝜔, ℎ) та нерiвнiсть

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑈{𝜔,ℎ}(𝑡, 0, 𝑦0),Θ) ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0, 𝑦0),ΘΣ(𝜔,ℎ)) + 𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝜔,ℎ),Θ),

гарантують виконання (35) завдяки властивостi рiвномiрного притягання. Тео-
рему доведено.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В роботi обгрун-
тована робастна оцiнка, що визначає величину вiдхилення траєкторiй параболi-
чного включення з многозначною напiвнеперервною зверху функцiєю взаємодiї
за наявностi неавтономних обмежених збурень в правiй частинi та в крайових

Роздiл 1: Математика i статистика
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умовах вiд глобального атрактору незбуреної системи в фазовому просторi 𝐿2.
Наявнiсть такої оцiнки говорить про стiйкiсть глобального атрактору щодо збу-
рень. Ми використали пiдхiд, що полягає у дослiдженнi вiдповiдного сiмейства
неавтономних напiвпроцесiв, якi мають рiвномiрний атрактор, що залежить вiд
збурень, як вiд параметру, та переходi до границi по цьому параметру. Методи
роботи вiдкривають широкi можливостi для дослiдження робастної стiйкостi
рiзних класiв еволюцiйних нелiнiйних нескiнченновимiрних дисипативних си-
стем зi збуреннями. Зокрема, природно узагальнити методи роботи на випадок
багатомiрних областей з використанням вiдповiдного апарату теорiї нелiнiйних
крайових задач.

5. Подяка. Робота виконана за пiдтримки Нацiонального фонду дослi-
джень України, проект № 2023.03/0074 "Нескiнченновимiрнi еволюцiйнi рiвня-
ння з багатозначною та стохастичною динамiкою"
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Kapustyan O. V., Krasnieieva A. O., Zhuk T. Y. Stability of the parabolic
inclusion attractor with respect to external and boundary perturbations.

The paper considers the problem of studying the asymptotic behavior of solutions of
a parabolic inclusion with a multivalued upper semicontinuous interaction function in the
presence of non-autonomous bounded perturbations in the right-hand side and in bound-
ary conditions. In the absence of perturbations, the trajectories of this problem in the
phase space 𝐿2 are uniformly attracted over time by the bounded initial data to a compact
connected invariant set - the global attractor. We study the asymptotics of a perturbed
problem by establishing a robust estimate that determines the deviation of the trajecto-
ries of the perturbed problem from the global attractor of the unperturbed problem due
to the magnitude of the perturbations. The presence of such an estimate indicates the
stability of the global attractor with respect to perturbations. We use an approach that
consists in studying the corresponding family of non-autonomous semi-processes that have
a uniform attractor that depends on the perturbations. Based on the property of its upper
semicontinuity, conditions are established that guarantee the desired robust stability of the
attractor.

Keywords: stability, parabolic inclusion, global attractor, nonautonomous boundary con-
ditions, perturbations.
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