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ПОБУДОВА ВИБIРОК З МНОЖИНИ МIРИ НУЛЬ НА
ПЛОЩИНI ТА ЇХ ЧИСЛОВI ХАРАКТЕРИСТИКИ

Робота присвячена дослiдженню методiв побудови вибiрок iз множин на площи-
нi, що мають мiру нуль. У процесi дослiдження було побудовано двi серiї вибiрок iз
множин мiри нуль: одна з них вiдповiдає трикутнику Серпiнського, iнша — деякому
спецiально сконструйованому фракталу на площинi.

Аналiз вибiркових характеристик показав, що вибiрковi середнi значення точок,
отриманих iз трикутника Серпiнського, практично збiгаються з точкою перетину ме-
дiан початкового трикутника. Подiбна закономiрнiсть виявлена i для вибiрок, побу-
дованих iз фрактала: їхнi вибiрковi середнi розташованi поблизу центра початкового
правильного трикутника, на основi якого було здiйснено побудову. Додатково дослi-
джувалася динамiка змiни середньоквадратичних вiдхилень для серiй вибiрок. Було
встановлено, що для рiвних початкових правильних трикутникiв послiдовнiсть цих
вiдхилень стабiлiзується вже на другому кроцi побудови як для трикутника Серпiн-
ського, так i для розглянутого фрактала. Водночас отриманi значення для трикутника
Серпiнського є дещо бiльшими, нiж для iншої фрактальної множини.

Ключовi слова: множини мiри нуль, трикутник Серпiнського, фрактал на площинi,
числовi характеристики вибiрки.

1. Вступ. Поняття мiри у математицi є узагальненням таких базових число-
вих характеристик множин, як довжина, площа та об’єм. У рiзних просторах
та для рiзних класiв множин цi характеристики можуть мати власнi особливо-
стi, проте їх об’єднують спiльнi властивостi: вони завжди невiд’ємнi та воло-
дiють адитивнiстю, тобто для об’єднання двох неперетинних множин значення
характеристики дорiвнює сумi їхнiх окремих значень. Саме завдяки цим унi-
версальним рисам у математичному аналiзi замiсть вивчення довжини, площi
чи об’єму окремо розглядають бiльш загальне поняття – мiру, що визначається
на певному абстрактному класi множин i задовольняє вказанi властивостi.

Водночас iснують множини, якi хоч i пiдпорядковуються строгим математи-
чним правилам побудови, проте мають так звану мiру нуль. Iншими словами,
вони не «займають простору» у звичному розумiннi, хоч i складаються з не-
скiнченної кiлькостi елементiв.
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У роботi [1] розглянуто два способи побудови вибiрок з множини Кантора та
проаналiзовано їх числовi характеристики. Дана робота присвячена дослiджен-
ню методiв побудови вибiрок iз множин на площинi, що мають мiру нуль, та
аналiзу їхнiх числових характеристик. Актуальнiсть теми зумовлена тим, що
вивчення подiбних множин дозволяє глибше зрозумiти природу мiри як мате-
матичного поняття, а також розкрити властивостi об’єктiв, що здаються «неви-
димими» з точки зору традицiйних понять довжини, площi чи об’єму. Методи
побудови вибiрок iз таких множин досi залишаються мало дослiдженими, що
вiдкриває перспективи для подальших наукових пошукiв у галузi теорiї мiри та
її застосувань.

2. Трикутник Серпiнського. Множина Кантора є одним з простих
прикладiв фракталiв. Фрактал (вiд лат. 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑢𝑠 — подрiбнений) — у загаль-
новживаному розумiннi фiгура, що складається з частин, якi в певному сенсi
подiбнi до цiлого. В геометричному сенсi фiгура, яка вiдображається на свою
пiдмножину (самоподiбна) за допомогою деяких перетворень прямої, площи-
ни чи простору, залежно вiд того де розглядається фiгура. Множина Кантора
є самоподiбною, оскiльки її можна представити як об’єднання двох множин
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отримується з множини 𝐾 за допомогою гомотетiї з центром в точцi 1 та коефi-
цiєнтом 1

3
. Трикутник Серпiнського — один iз двовимiрних аналогiв множини

Рис. 1. Множина Кантора.

Кантора. Його математичний опис був запропонований польським математи-
ком Вацлавом Серпiнським в 1915 роцi [2]. Цей трикутник є одним з найбiльш
раннiх прикладiв фракталiв, вiдомих з середньовiччя [3].

Розглянемо найпростiший спосiб побудови трикутника Серпiнського. Бере-
мо довiльний трикутник (краще виглядає рiвностороннiй трикутник, для якого
утвориться бiльш симетрична фiгура). На першому кроцi видаляється трику-
тник з вершинами в серединi сторiн початкового трикутника. На другому кроцi
аналогiчнi трикутники iз трьох менших трикутникiв, якi залишилися пiсля пер-
шого кроку, i т. д. Пiсля нескiнченного повторення цiєї процедури, вiд суцiльно-
го трикутника залишається пiдмножина початкового трикутника — трикутник
Серпiнського. Цiкавим є той факт, що площа фiгури, яка залишається на ко-
жному кроцi формування трикутника Серпiнського, зменшується. Оскiльки на
кожному кроцi вiдкидаються один з кожних чотирьох трикутникiв рiвних за
площею, то пiсля кожного кроку лишається 3

4
вiд попередньої площi. Таким

чином при 𝑛 = 1 – це 3
4
, 𝑛 = 2 – це 9

16
а для довiльного 𝑛 –

(︀
3
4

)︀𝑛. Якщо 𝑛
спрямувати до нескiнченностi, то площа фiгури, яка залишається, прямує до 0.
Таким чином, площа трикутника Серпiнського рiвна 0.

3. Генерацiя вибiрки точок трикутника Серпiнського методом ха-
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Рис. 2. Побудова трикутника Серпiнського.

оса. Нехай (𝑥, 𝑦) випадкова точка рiвномiрно розподiлена всерединi деякого
трикутника 𝐴𝐵𝐶. Тобто ймовiрнiсть попадання у пiдмножину цiєї множини
пропорцiйна її площi.

Рис. 3. Рiвномiрний розподiл випадкової величини на першому кроцi побудови.

Перемiстимо точку (𝑥, 𝑦) вдвiчi ближче до 𝐴 або вдвiчi ближче до 𝐵 або
вдвiчi ближче до 𝐶. Тобто для дискретної рiвномiрно розподiленої випадкової
величини 𝛿, що приймає значення 0, 1 або 2, кожне з однаковою ймовiрнiстю
1/3, розглянемо

(𝑥′, 𝑦′) = 𝑓(𝑥, 𝑦) =
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Зрозумiло, що якщо при кожному зверненнi до 𝑓(𝑥, 𝑦) незалежно генерується
𝛿, що приймає значення 0, 1 або 2, кожне з однаковою ймовiрнiстю 1/3, то
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(𝑥′, 𝑦′) є рiвномiрно розподiленою випадковою точкою на множинi, зображе-
нiй на малюнку. Якщо б (𝑥, 𝑦) була б рiвномiрно розподiленою випадковою

Рис. 4. Рiвномiрний розподiл випадкової величини на другому кроцi побудови.

точкою на останнiй зображенiй множинi, то 𝑓(𝑥, 𝑦) була б рiвномiрно розпо-
дiленою випадковою величиною на такiй множинi. I так далi. Побудуємо в де-

Рис. 5. Рiвномiрний розподiл випадкової величини на третьому кроцi побудови.

якому наближенi вибiрку з трикутника Серпiнського. Можна використати ме-
тод хаосу. На початку задамо довiльний трикутник i генеруємо вибiрку точок
(𝑥

(0)
𝑖 , 𝑦

(0)
𝑖 ), (𝑖 = 1, . . . , 𝑘) рiвномiрно розподiлену всерединi трикутника. Для

цього ми поступово вибираємо точки рiвномiрно розподiленi на квадратi, який
охоплює даний трикутник i вiдкидаємо точки, якi не попадають в середину
трикутника, довiвши їх кiлькiсть до 𝑘. На кожному кроцi обчислюємо нову ви-
бiрку (𝑥

(𝑗+1)
𝑖 , 𝑦

(𝑗+1)
𝑖 ) = 𝑓(𝑥

(𝑗)
𝑖 , 𝑦

(𝑗)
𝑖 ),(𝑖 = 1, . . . , 𝑘) застосовуючи до кожної точки

попередньої вибiрки функцiю 𝑓 .
Проаналiзуємо характеристики утворених вибiрок. Двi середнi арифмети-

чнi одноiменних координат вершин трикутника є, очевидно, координатами то-
чки перетину медiан трикутника. В механiчних задачах вважають, що в цiй
точцi зосереджена вся маса фiгури, яку називають центром мас. При цьому
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обчислення координат центру мас системи матерiальних точок знаходиться за
формулою:

𝑥𝑐𝑒𝑝 =
𝑥1𝑚1 + 𝑥2𝑚2 + · · ·+ 𝑥𝑘𝑚𝑘

𝑚1 +𝑚2 + · · ·+𝑚𝑘

та аналогiчна формула для 𝑦. Тому й далi можна вважати, що в серединi зо-
середжена маса 𝑚1 + 𝑚2 + · · · + 𝑚𝑘, але основне — результат обчислення не
залежить вiд порядку замiни системи точок на одну, в якiй зосереджена вся
маса. А на першому кроцi видаляється саме трикутник iз тим же центром, що
й початковий. Тому центр мас фiгури, що отримується на першому кроцi такий
саме, як на початку та такий саме, як у видаленого трикутника. Якщо розгля-
дати кожен з трьох рiвних трикутникiв, якi залишилися на наступному кроцi то
їх центри не змiнюються i на другому кроцi. Маси мiняються з кроку на крок,
але мiж собою залишаються рiвними в межах одного кроку. Тому центр мас
системи трьох трикутникiв, що буде також центром початкового трикутника,
не змiниться i на другому кроцi. I так далi. Отже, центр фiгури, яка лишається
на кожному кроцi видалення, незмiнна.

Запуск коду, що починає з вибiрки в 𝑘 = 200 елементiв рiвномiрно розподi-
лених у рiвносторонньому трикутнику зi стороною 0, 8 з вершинами (0, 5; 0, 9−
0, 8 ·

√
3
2

), (0, 1; 0, 9), (0, 9; 0, 9) генерує вибiрки поданих характеристик та зо-
бражує точки поточної вибiрки червоними точками, а всiх попереднiх вибiрок
— жовтими, дає наочний рисунок. Точка перетину медiан трикутника знахо-

Рис. 6. Генерацiя вибiрки з трикутника Серпiнського методом хаоса.

диться, як середнє арифметичне їх вiдповiдних координат (0, 5; 0, 66906) i має
вiдповiдати вибiрковим середнiм 𝑥 та 𝑦 на кожному кроцi.

Аналiз таблицi показує, що вибiркове середнє 𝑥 та 𝑦, дiйсно знаходиться зав-
жди бiля 0, 5 та 0, 66906 вiдповiдно та вiдрiзняються не бiльше нiж на 0,03, а
середньо квадратичне вiдхилення знаходиться завжди бiля 0,18 та 0,19 вiдпо-
вiдно та вiдрiзняються не бiльше нiж на 0,033.
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Таблиця 1.
Характеристики вибiрки.

I Вибiркове
середнє 𝑋

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення
𝑋

Вибiркове
середнє 𝑌

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення
𝑌

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення

0 0,495945 0,147853 0,656408 0,160693 0,21836
1 0,510973 0,172331 0,648300 0,182176 0,25077
2 0,498486 0,180962 0,654638 0,180198 0,25538
3 0,490243 0,190514 0,664736 0,190299 0,26928
4 0,509121 0,186327 0,661124 0,187323 0,26421
5 0,505561 0,188696 0,661051 0,188950 0,26704
6 0,493780 0,187239 0,661014 0,189320 0,26627
7 0,490890 0,188544 0,662727 0,187773 0,26610
8 0,498445 0,196685 0,679173 0,184256 0,26951
9 0,500222 0,187268 0,677003 0,179556 0,25944
10 0,496111 0,188192 0,663794 0,178854 0,25962
11 0,501055 0,178995 0,638137 0,197944 0,26687
12 0,502528 0,188065 0,644361 0,196198 0,27178
13 0,493264 0,187770 0,661329 0,187671 0,26548
14 0,480632 0,187582 0,659421 0,192560 0,26882
15 0,486316 0,195499 0,658467 0,192925 0,27466
16 0,483158 0,189547 0,668382 0,180449 0,26171
17 0,496579 0,181819 0,661216 0,193545 0,26555
18 0,490289 0,187750 0,655900 0,204071 0,27730
19 0,472145 0,187535 0,661903 0,200086 0,27423

Цiкавим є середньо квадратичне вiдхилення в сукупностi обох координат,
що обчислюємо за формулою:

𝐷𝑖 =

√︂(︁
𝑥𝑙 − 𝑥(𝑙)

)︁2
+
(︁
𝑦𝑙 − 𝑦(𝑙)

)︁2
,

або

𝐷𝑖 =

⎯⎸⎸⎷(︁𝑥𝑙1 − 𝑥(𝑙))︁2 +
(︁
𝑦𝑙1 − 𝑦(𝑙)

)︁2
+ · · ·+

(︁
𝑥𝑙𝑘 − 𝑥(𝑙)

)︁2
+
(︁
𝑦𝑙𝑘 − 𝑦(𝑙)

)︁2
𝑘

.

Середньо квадратичне вiдхилення, крiм першого значення, знаходиться завжди
бiля 0, 26 вiдрiзняється не бiльше нiж на 0, 018.

4. Генерацiя вибiрки точок деякого фрактала методом хаоса. Нехай
(𝑥, 𝑦) випадкова точка рiвномiрно розподiлена всерединi правильного трикутни-
ка 𝐴𝐵𝐶. Перемiстимо точку (𝑥, 𝑦) втричi ближче до прямої 𝐴𝐵, залишаючи її
на перпендикулярi проведеному до прямої 𝐴𝐵 (стиск до прямої 𝐴𝐵 з коефi-
цiєнтом 1/3). Тодi вона попаде всередину трикутника 𝐴𝑀𝐵, де 𝑀 центр три-
кутника 𝐴𝐵𝐶, а, отже, i точка перетину його медiан. При виборi замiсть 𝐴𝐵
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iнших прямих: 𝐵𝐶 або 𝐶𝐴, то точка попадає вiдповiдно в трикутники 𝐵𝑀𝐶 або
𝐶𝑀𝐴. Тобто нове положення точки (𝑥, 𝑦) може знову бути довiльною точкою
трикутника 𝐴𝐵𝐶 (Рис. 7). Тому продовжуючи з коефiцiєнтом 1/3, аналогiчно
до попередньої побудови трикутника Серпiнського, ми не отримаємо фрактал.
Зменшимо коефiцiєнт до 1/4. Перемiстимо точку (𝑥, 𝑦) в чотири рази ближ-

Рис. 7. Iлюстрацiя стиску до сторони трикутника з коефiцiєнтом 1
2
.

че до прямої 𝐴𝐵 або в чотири рази ближче до прямої 𝐵𝐶 або в чотири рази
ближче до прямої 𝐶𝐴 залишаючи її на перпендикулярi проведеному до вiдпо-
вiдної прямої. Для реалiзацiї таких стискiв нам буде потрiбно знайти формули
для проекцiї точки 𝑇 (𝑥, 𝑦) на пряму 𝑀1𝑀2, 𝑀1(𝑥1, 𝑦1), 𝑀2(𝑥2, 𝑦2) (Рис.8). Нехай

Рис. 8. Iлюстрацiя стиску з коефiцiєнтом 1
4
.

𝑎 = 𝑀1𝑇 = (𝑥−𝑥1, 𝑦− 𝑦1), 𝑏 = 𝑀1𝑀2 = (𝑥2−𝑥1, 𝑦2− 𝑦1). Для проекцiї 𝑃 точки
𝑇 на пряму 𝑀1𝑀2 одержимо:

𝑀1𝑃 =
𝑎 · 𝑏
|𝑏|

, 𝑀1𝑃 =
𝑎 · 𝑏
|𝑏|
· 𝑏
|𝑏|

=
𝑎 · 𝑏
|𝑏|2
· 𝑏 =

𝑎 · 𝑏
𝑏
2 · 𝑏.

Таким чином (𝑥𝑝, 𝑦𝑝) = (𝑥1, 𝑦1) + 𝑀1𝑃 . Для знаходження точки на перпенди-
кулярi 𝑇𝑃 , що в 4 рази ближча до 𝑃 нiж 𝑇 до 𝑃 шукаємо точку

(︀
3𝑥𝑃+𝑥

4
, 3𝑦𝑃+𝑦

4

)︀
,

яка в 3 рази ближча до 𝑃 нiж вона ж до 𝑇 . Тобто для дискретної рiвномiрно
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розподiленої випадкової величини 𝛿, що приймає значення 0, 1 або 2, кожне з
однаковою ймовiрнiстю 1/3, розглянемо

(𝑥′, 𝑦′) = 𝑓(𝑥, 𝑦) =

(︂
3𝑥𝑃 + 𝑥

4
,

3𝑦𝑃 + 𝑦

4

)︂
,

де

(𝑥𝑃 , 𝑦𝑃 ) = 𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩
проекцiя (𝑥, 𝑦) на 𝐴𝐵, якщо 𝛿 = 0
проекцiя (𝑥, 𝑦) на 𝐵𝐶, якщо 𝛿 = 1
проекцiя (𝑥, 𝑦) на 𝐶𝐴, якщо 𝛿 = 2.

Запуск коду, що починає з вибiрки в 𝑘 = 200 елементiв, рiвномiрно розподiле-
них у рiвносторонньому трикутнику зi стороною 0, 8 та з вершинами в точках
(0, 5; 0, 9 − 0, 8 ·

√
3
2

), (0, 1; 0, 9), (0, 9; 0, 9) генерує вибiрки поданих характери-
стик та зображує точки поточної вибiрки червоними точками, а всiх попере-
днiх вибiрок — жовтими, дає наочний рисунок. Проаналiзуємо характеристики

Рис. 9. Генерацiя вибiрки з деякого фрактала методом хаоса.

утворених вибiрок. Двi середнi арифметичнi одноiменних координат вершин
трикутника є, очевидно, координатами точки перетину 𝑀 медiан трикутника,
яка є центром трикутника. Трикутник не змiнюється при поворотi навколо то-
чки 𝑀 на кут 120∘ та 240∘. Крiм того такi повороти мiнiяють ролями сторони
трикутника, що не впливає на розподiл ймовiрностей при перетвореннi 𝑓 . От-
же, 𝑀(0, 5; 0, 66906) залашиться центром мiнiмальних областей в яких можуть
знаходитися точки вибiрок на кожному кроцi їх формування. Точка перетину
медiан трикутника знаходиться, як середнє арифметичне їх вiдповiдних коор-
динат. Аналiз таблицi показує, що вибiркове середнє 𝑥 та 𝑦, дiйсно знаходиться
завжди бiля 0,5 та 0,66906 вiдповiдно та вiдрiзняються не бiльше нiж на 0,02 а
середньо квадратичне вiдхилення знаходяться завжди бiля 0,175 та 0,18 вiдпо-
вiдно та вiдрiзняються не бiльше нiж на 0,013.

Середньо квадратичне вiдхилення крiм першого значення знаходиться зав-
жди бiля 0,25 та вiдрiзняється не бiльше нiж на 0,0075. Таким чином, середньо
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Таблиця 2.
Характеристики вибiрки.

I Вибiркове
середнє 𝑋

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення
𝑋

Вибiркове
середнє 𝑌

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення
𝑌

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення

0 0,503336 0,162541 0,676974 0,167259 0,23323
1 0,491026 0,171888 0,680948 0,174300 0,24480
2 0,488399 0,176348 0,679454 0,178588 0,25098
3 0,502333 0,175930 0,678103 0,176323 0,24908
4 0,500838 0,177428 0,669093 0,182783 0,25474
5 0,496034 0,172420 0,661765 0,178358 0,24807
6 0,494423 0,170341 0,657842 0,180639 0,24829
7 0,498059 0,174375 0,662352 0,180828 0,25121
8 0,506498 0,177242 0,658740 0,181080 0,25339
9 0,493073 0,169777 0,652027 0,182930 0,24957
10 0,504379 0,172199 0,659356 0,184189 0,25215
11 0,497963 0,173082 0,657845 0,188480 0,25589
12 0,501276 0,175344 0,670444 0,178249 0,25004
13 0,504864 0,174982 0,673807 0,185556 0,25505
14 0,513498 0,174598 0,678890 0,177266 0,24881
15 0,519738 0,186583 0,678591 0,175626 0,25624
16 0,501695 0,181880 0,665376 0,173631 0,25145
17 0,491159 0,182229 0,670605 0,181926 0,25750
18 0,492911 0,180455 0,668644 0,182209 0,25644
19 0,496996 0,181888 0,669892 0,179822 0,25577

квадратичне вiдхилення в сукупностi обох координат трохи менше нiж середньо
квадратичне вiдхилення 0,26 вибiрок побудованих для трикутника Серпiнсько-
го з тим же початковим трикутником.

5. Висновки. У роботi побудовано серiї вибiрок з множин мiри 0:

• трикутник Серпiнського (одна серiя);
• деякий фрактал на площинi (одна серiя).

Вибiрковi середнi вибiрок трикутника Серпiнського майже не вiдрiзняються
вiд точки перетину медiан початкового трикутника. Аналогiчно, вибiрковi се-
реднi вибiрок побудованого фрактала не вiдрiзняються вiд центра початкового
правильного трикутника. Для рiвних початкових правильних трикутникiв по-
слiдовнiсть середньоквадратичних вiдхилень вибiрок для трикутника Серпiн-
ського та побудованого фрактала стабiлiзується на другому кроцi. Для трику-
тника Серпiнського цi значення є трохи бiльшими.

Таким чином, проведенi експерименти засвiдчують наявнiсть чiткої тенден-
цiї: вибiрковi середнi для множин мiри нуль, побудованих на основi правильних
трикутникiв, вiдображають геометричнi центри вихiдних фiгур, а дисперсiйнi
характеристики стабiлiзуються вже на початкових етапах побудови.
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Slyvka-Tylyshchak G. I., Liba O. M., Tylyshchak M. O. Construction of
samples from a measure-zero set in the plane and their numerical characteristics.

He study is devoted to the investigation of methods for constructing samples from sets
of measure zero in the plane. Two series of such samples were generated: one corresponding
to the Sierpiński triangle and the other to a specially constructed fractal set in the plane.

Analysis of the sample characteristics showed that the sample means obtained from
the Sierpiński triangle are almost identical to the intersection point of the medians of the
original triangle. A similar pattern was observed for the constructed fractal: the sample
means are located near the centroid of the initial equilateral triangle on which the fractal
construction was based. Additionally, the dynamics of the mean square deviations of
the samples were examined. It was found that, for equal initial equilateral triangles, the
sequence of these deviations stabilizes already at the second iteration step, both for the
Sierpiński triangle and for the constructed fractal. At the same time, the values for the
Sierpiński triangle are slightly larger than those for the other fractal set.

Keywords: measure-zero sets, Sierpiński triangle, fractal in the plane, numerical charac-
teristics of a sample.
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