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ЧИСЕЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛI
КОНТАКТУ ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНИХ КIЛЬЦЕВОГО

ШТАМПА ТА ДВОХ ПIВПРОСТОРIВ

У статтi представлено чисельний розв’язок контактної задачi для двох пружних
пiвпросторiв з початковими напруженнями та попередньо напруженого кiльцевого
штампа без врахування сил тертя. Вважаємо, що поверхнi поза межею контакту по-
передньо напружених кiльцевого штампа та пiвпросторiв залишаються вiльними вiд
впливу зовнiшнiх сил, а на межi контакту перемiщення та напруження — неперерв-
нi. Задачу розв’язано у випадку рiвних коренiв визначального рiвняння. Математи-
чну модель та її дослiдження представлено у загальному виглядi для теорiї великих
початкових деформацiй i двох варiантiв теорiї малих початкових деформацiй у ме-
жах лiнеаризованої теорiї пружностi при довiльнiй структурi пружного потенцiалу.З
певним ступенем точностi, припускається, що початковi стани пружного кiльцевого
штампа та пружних пiвпросторiв однорiднi та рiвнi. Вважаємо, що контакт пружних
тiл з початковими напруженнями знаходиться в умовах просторової деформацiї. До-
слiдження проводиться в координатах початкового деформованого стану, якi пов’язанi
з лагранжевими координатами. Крiм того, вплив кiльцевого штампа викликає невели-
кi збурення вiдповiдних величин основного напружено-деформованого стану пiвпро-
сторiв. Також передбачається, що пружний кiльцевий штамп та пружнi пiвпростори
виготовленi з рiзних iзотропних, трансверсально-iзотропних або композитних мате-
рiалiв. У результатi, проведено чисельнi розрахунки та знайдено методом утинання
розв’язки нескiнченної квазiрегулярної системи алгебраїчних рiвнянь, через якi вира-
жаються компоненти перемiщення та напруження у контактуючих тiлах. Побудованi
графiки у випадку гармонiчного потенцiалу для нормальних контактних напружень
та радiальних перемiщень у кiльцевому цилiндрi та пiвпросторах у безрозмiрних коор-
динатах. Графiк зв’язку мiж осiданням та рiвнодiючою навантаження має дискретний
характер, враховуючи складнiсть обчислень. Отже, за допомогою отриманих число-
вих результатiв можна вивчити вплив початкових напружень на розподiл контактних
напружень та перемiщень у двох пружних пiвпросторах i пружному кiльцевому штам-
пi.

Ключовi слова: лiнеаризована теорiя пружностi, початковi (залишковi) напружен-
ня, контактна задача, кiльцевий штамп, пiвпростiр, iнтегральнi рiвняння.
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1. Вступ. Числовий аналiз задач сучасної контактної механiки є важливим
аспектом дослiдження та розв’язку проблем механiки твердого деформованого
тiла з урахуванням початкових напружень.

Залучення додаткових сил, таких як залишковi чи початковi напруження,
суттєво ускладнює математичне моделювання задач взаємодiї пружних тiл, якi
перебувають у контактi. У зв’язку з цим особливої актуальностi набуває розви-
ток цього наукового напряму iз застосуванням методiв математичного аналiзу
та iнструментiв комп’ютерного моделювання та чисельних методiв.

Практична значущiсть дослiджуваних задач обумовлена тим, що залишко-
вi (технологiчнi) напруження справляють iстотний вплив на високi об’єкти —
наприклад, димовi труби, водонапiрнi башти, градирнi, — особливо в тих ви-
падках, коли ґрунтова основа або перекриття моделюються у виглядi пружного
пiвпростору чи шару. Крiм того, цей вплив необхiдно враховувати при проєкту-
ваннi деталей машин, конструкцiй i механiзмiв, якi широко використовуються
в промисловостi та сумiжних сферах дiяльностi.

Початковi (залишковi або технологiчнi) напруження можуть бути наслiдком
рiзних факторiв, серед яких: вiтровi навантаження на споруди; навантаження
вiд власної маси конструкцiй; технологiчнi процеси виробництва матерiалiв; по-
передня обробка матерiалiв або елементiв конструкцiй; етапи монтажу констру-
кцiй; геостатичнi та геодинамiчнi впливи земної кори; деформацiї, викликанi
мерзлими ґрунтами; розвантаження пластичних тiл; процеси, що вiдбуваються
у кровоносних судинах бiологiчних органiзмiв, а також iншi аналогiчнi ситуацiї.

Iз метою зменшення контактних напружень, якi виникають у процесi екс-
плуатацiї конструктивних елементiв, доцiльно в окремих випадках спецiально
створювати початковi напруження. Це дозволяє пiдвищити мiцнiсть як мате-
рiалiв, так i конструкцiй загалом. Згiдно з результатами, поданими у [1], вста-
новлено, що при наявностi стискаючих або розтягуючих початкових напружень
поведiнка контактних напружень i перемiщень iстотно змiнюється у кiлькiсно-
му вимiрi.

Актуальнiсть дослiдження впливу початкових напружень на тiла, якi пе-
ребувають у станi контакту, пiдтверджується широким спектром наукових га-
лузей, до яких належать: механiка композитних матерiалiв, механiка матерiа-
лiв i конструктивних елементiв, методи неруйнiвного контролю навантажень,
сейсмологiя, бiомеханiка, механiка гiрських порiд, геофiзика тощо. Отже, до-
слiдження контактної взаємодiї тiл з урахуванням початкових напружень є ва-
жливою складовою комплексного вивчення зазначених наукових проблем.

Аналiзуючи науковi напрацювання у галузi контактної механiки, слiд зазна-
чити, що моделi, якi враховують складну фiзичну та механiчну природу тiл,
розглядалися у працях [2–5]. Загалом, для дослiдження впливу початкових на-
пружень на контактну взаємодiю тiл необхiдним є застосування нелiнiйної теорiї
пружностi [4–6]. Водночас, якщо величина початкових напружень є достатньо
значною, доцiльно обмежитися використанням її лiнеаризованого варiанту .

Однiєю з перших публiкацiй, в якiй було запропоновано розв’язання задачi
для колової трiщини у пружному нестисливому тiлi за наявностi початкових
напружень i для конкретного типу пружного потенцiалу, є робота [10]. Подальшi
дослiдження, в яких задачi контактної взаємодiї розв’язувалися для заданих
форм потенцiалу, поданi у працях [11]. У цих дослiдженнях однi й тi самi задачi
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взаємодiї попередньо напружених тiл аналiзувалися рiзними авторами — кожен
з використанням певного типу потенцiалу. Такий пiдхiд, на жаль, не сприяє
унiфiкацiї та спрощенню загального процесу розв’язання контактних задач.

З огляду на це, автори вважають бiльш ефективним пiдхiд, що передбачає
розв’язання задачi контактної взаємодiї у загальному виглядi — як для стисли-
вих, так i для нестисливих тiл, при довiльнiй структурi пружного потенцiалу.
До таких фундаментальних робiт можна вiднести працi [1, 2–5, 7–9, 12], якi
суттєво розвивають цей напрям дослiджень.

Запропонований метод базується на використаннi теорiї потенцiалу — для
просторових контактних задач. Такий пiдхiд надає можливiсть формулювати та
розв’язувати контактнi задачi в єдинiй загальнiй постановцi, як для стисливих,
так i для нестисливих тiл, без обмеження на конкретну структуру пружного
потенцiалу. При цьому числовi результати для конкретних варiантiв потенцiалу
одержують уже на завершальному етапi розв’язання. Основнi припущення, що
лежать в основi лiнеаризованої теорiї пружностi та запропонованого пiдходу,
наведено у працi [12].

Враховуючи вище сказане, дослiдження контактної задачi для двох попере-
дньо напружених пiвпросторiв, якi тиснуть на пружний кiльцевий цилiндр з
початковими напруженнями було представлене в аналiтичному та чисельному
варiантах. Аналiтичний розв’язок опублiкований у [13]. А чисельний розв’язок
— представимо у данiй статтi.

Дослiдження контактної взаємодiї двох попередньо напружених пiвпросто-
рiв та кiльцевого штампу виконано у загальному виглядi для стисливих (не-
стисливих) тiл для теорiї великих (кiнцевих) початкових деформацiй та двох
варiантiв теорiї малих початкових деформацiй при довiльнiй структурi пружно-
го потенцiалу з використанням спiввiдношень лiнеаризованої теорiї пружностi
без врахування сил тертя [13]. Задача сформульована у виглядi розв’язку по-
трiйних iнтегральних рiвнянь, що зводяться до одного iнтегрального рiвняння
способом пiдстановки. Оскiльки задача є вiсесиметричною, то ядро iнтеграль-
ного рiвняння залежить вiд добутку трьох функцiй Бесселя. Для аналiтично-
го розв’язку в [13] була використана формула, що представляє добуток двох
функцiй Бесселя у подвiйну суму добуткiв гiпергеометричної функцiї на фун-
кцiю Бесселя. Це дозволило звести задачу до функцiонального рiвняння. Це
рiвняння пов’язує перемiщення штампа з невiдомими коефiцiєнтами розподiлу
контактних напружень. В свою чергу, отримане функцiональне рiвняння було
зведене до нескiнченної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Дану систему
розв’язуємо методом редукцiї (утинання) [14]. При дiї навантаження на кiльце-
вий цилiндр розподiл контактних напружень знаходимо у виглядi ряду добуткiв
приєднаних функцiй Лежандра з вагою, що вiдповiдає особливостям у конта-
ктних напруженнях на межах штампiв.

Вiдзначимо, що усi величини, якi вiдносяться до пружного кiльцевого штам-
па позначаються верхнiм iндексом «(3)», верхнього пiвпростору — «(1)», а ни-
жнього пiвпростору — «(2)». Також зробимо припущення, що початковi напру-
жено-деформованi стани у штампi та пiвпросторах однаковi. У класичному ви-
падку (при вiдсутностi початкових напружень) подiбна контактна задача була
розглянута у [15].
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Рис. 1. Тиск двох попередньо напружених пiвпросторiв на пружний кiльцевий
цилiндричний штамп з початковими напруженнями.

2. Постановка задачi. Нехай пружний кiльцевий штамп висотою 𝐻 з по-
чатковими напруженнями (рис. 1), геометрична вiсь симетрiї якого спiвпадає з
вiссю 𝑦3 цилiндричної системи координат (𝑟, 𝜃, 𝑦3) стискається (розтягується)
двома iдентичними попередньо напруженими пiвпросторами за допомогою вi-
сесиметричного навантаження, що зводиться до рiвнодiйної сили 𝑃 . Зовнiшнє
навантаження прикладене таким чином, що точки ненавантажених поверхонь
обох попередньо напружених пiвпросторiв та вiддалених вiд областi контакту
пiвпросторiв з пружним кiльцевим штампом, перемiщуються вiдносно коорди-
натної площини 𝑦3 = 0 на величину 𝜀. Величини: 𝑅1 та 𝑅2 — вiдповiдно внутрi-
шнiй та зовнiшнiй радiуси кiльцевого штампа, ℎ = 0.5𝐻.

Будемо вважати, що поверхнi поза межею контакту залишаються вiльними
вiд впливу зовнiшнiх сил, а на межi контакту перемiщення та напруження —
неперервнi. На рис. 1. величини 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) — коефiцiєнти видовження, що
визначають перемiщення початкового стану, а 𝑆11

0 , 𝑆
22
0 — компоненти симетри-

чного тензора початкових напружень.
Також, у дослiдженнi розглядаємо пружнi iзотропнi тiла (стисливi або не-

стисливi) з довiльною формою пружного потенцiалу. Причому, пружнi потенцi-
али — двiчi неперервно-диференцiйовнi функцiї алгебраїчних iнварiантiв тензо-
ра деформацiй Грiна [8]. Крiм того, дiя штампа викликає у пiвпросторах мале
збурення основного напруженого стану, для якого виконуються умови

𝑆11
0 = 𝑆22

0 ̸= 0; 𝑆33
0 = 0; 𝜆1 = 𝜆2 ̸= 𝜆3. (1)

Дослiдження проведено у координатах початкового деформованого стану
𝑂𝑦𝑖, якi пов’язанi з лагранжевими координатами (початкового стану) спiввiд-
ношеннями 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 3) .

Припускаємо, що початковi стани пiвпросторiв i штампа є однорiдними та
рiвними й для них виконуються спiввiдношення [1]:

𝑦𝑚 = 𝑥𝑚 + 𝑈0
𝑚; 𝑈0

𝑚 = 𝛿𝑚𝑖(𝜆𝑚 − 1)𝜆−1
𝑖 𝑦𝑖 (𝑖,𝑚 = 1, 3), (2)
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де 𝛿𝑚𝑖 — символ Кронекера.
Всi величини, що вiдносяться до верхнього, нижнього пiвпросторiв будемо

позначати верхнiм iндексом (1) та (2) вiдповiдно, а величини, що вiдносяться
до кiльцевого штампа — верхнiм iндексом (3).

У системi цилiндричних координат (𝑟, 𝜃, 𝑧𝑖), де 𝑧𝑖 = 𝑣−1
𝑖 𝑦3; 𝑣𝑖 =

√
𝑛𝑖 (𝑖 = 1, 2);

𝑛1 = 𝜉′22; 𝑛2 = 𝜉′23 такiй постановцi вiдповiдають граничнi умови:
1) на торцях пружного кiльцевого штампа в областi контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖, де

𝑣𝑖 =
√
𝑛𝑖 (𝑖 = 1, 2):

𝑄′(𝑖)
33 = 𝑄′(3)

33 , 𝑄′(𝑖)
3𝑟 = 0, 𝑄′(3)

3𝑟 = 0, 𝑈 ′(𝑖)
3 − 𝑈 ′(3)

3 = 𝜀 (𝑅1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅2); (3)

2) на межах пружних пiвпросторiв поза дiлянкою контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖 (𝑖 =
= 1, 2):

𝑄′(𝑖)
33 = 𝑄′(𝑖)

3𝑟 = 0, 𝑈 ′(𝑖)
3 = 0 (𝑟 > 𝑅2, 0 < 𝑟 < 𝑅1) (𝑖 = 1, 2, 3); (4)

3) на боковiй поверхнi пружного штампа 𝑟 = 𝑅1, 𝑟 = 𝑅2:

𝑄′(3)
𝑟𝑟 = 0; 𝑄′(3)

3𝑟 = 0 (|𝑧𝑖| ≤ ℎ/𝑣𝑖), (𝑖 = 1, 2). (5)

Умова рiвноваги, яка встановлює зв’язок мiж осiданням торцiв та рiвнодiй-
ною навантаження 𝑃 , має вигляд:

𝑃 = −2𝜋

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟|𝑄′(𝑖)
33 |𝑑𝑟, |𝑄′(3)

33 | = |𝑄′(3)
3𝑟 |𝑧𝑖=± ℎ

𝑣1

(𝑖 = 1, 2). (6)

Умова (6) завершує постановку просторової лiнеаризованої задачi про конта-
ктну взаємодiю попередньо напруженого скiнченного кiльцевого цилiндричного
штампа iз двома пружними пiвпросторами з початковими напруженнями.

Основнi спiввiдношення та метод розв’язання даної контактної задачi де-
тально описаний у статтi [13]. Розглянемо чисельнi результати розв’язання за-
дачi.

3. Числовi результати. В статтi проведений числовий розв’язок системи
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

𝛼̃𝑘𝑇𝑘 +
∞∑︁
𝑛=0

𝛼̃𝑘𝑛𝑇𝑛 = 𝛽𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .). (7)

де 𝛽𝑘, 𝛼̃𝑘, 𝛼̃𝑘𝑛 — коефiцiєнти, що залежать вiд величин, що визначають стру-
ктуру пружного потенцiалу, радiусiв кiльцевого штампа та висоти пружного
штампа [13].

Система (7) розв’язана методом редукцiї (утинання) та побудованi графiки
(рис. 2–3) у випадку гармонiчного потенцiалу при наступних значеннях пара-
метрiв: 𝑅1 = 1, 𝑅2 = 2, 𝐻 = 10, 𝜀 = 10−3, 𝐸(𝑖) = 5 · 10−2 ГПа (гума) (𝑖 = 1, 2, 3),
𝜆1 = 0.8; 0.9; 1; 1.1; 1.2.

Нормальнi контактнi напруження та радiальнi перемiщення у кiльцевому
цилiндрi представленi на рис. 2, рис. 3 у безрозмiрних координатах при 𝜌 =
= 𝑟−𝑅1

𝑅2−𝑅1
, 0 ≤ 𝜌 ≤ 1. Тут 𝜌 = 0 при 𝑟 = 𝑅1, a 𝜌 = 1, при 𝑟 = 𝑅2.
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Рис. 2. Нормальнi контактнi напруження у кiльцевому цилiндричному штампi.

Рис. 3. Радiальнi напруження у штампi в областi контакту.

З рис. 2 видно, що контактнi напруження у штампi приймають найбiльшi
свої значення по абсолютнiй величинi ближче до внутрiшнiх твiрних кiльцевого
цилiндра, нiж до зовнiшнiх. Причому при розтягу контактнi напруження бiльшi
нiж при стиску.

З рис. 3 видно, що пiки радiальних перемiщень 𝑈
(3)
𝑟

𝜀(𝑅2−𝑅1)
у штампi в областi

контакту затухають ближче до зовнiшнiх твiрних кiльцевого цилiндра. Причо-
му при стиску радiальнi перемiщення бiльшi по абсолютнiй величинi, нiж при
розтягу.

Використавши умову рiвноваги (6), зв’язок мiж осiданням та рiвнодiйною
навантаження

𝑃 = 4𝜋𝜀𝐶44(1 +𝑚2)𝑙2(𝑅
2
1 −𝑅2

2)𝐴0𝑇0.

Представимо у виглядi графiка (рис. 4) дискретним чином, залежно вiд ко-
ефiцiєнта видовження 𝜆1.

На рис. 4 видно, що при стиску на одну й ту саму величину, необхiдно за-
стосувати бiльшу за абсолютною величиною силу, нiж при розтягу. Також, чим
ближче коефiцiєнт видовження 𝜆1 до свого критичного значення, тим бiльшу
силу по абсолютнiй величинi потрiбно прикладати.
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Рис. 4. Залежнiсть сили 𝑃
𝜀(𝑅2−𝑅1)

вiд коефiцiєнта видовження 𝜆1.

4. Висновок. В розглянутiй задачi було зроблене припущення, що додатко-
ве зовнiшнє навантаження (по вiдношенню до початкового стану) викликає у по-
передньо напружених тiлах значно менше збурення напружено-деформованого
стану порiвняно iз вiдповiдними величинами початкового напруженого стану.
Але в околi точок змiни граничних умов це припущення може порушуватись.
Це явище обговорено у працях [1, 16].

Також, коректнiсть використання методу редукцiї (утинання) при розв’язку
нескiнченної алгебраїчної системи (7) пояснюється тим, що в дослiдженнi [1]
доведено, що спосiб використання ортогональних многочленiв [13] веде до ква-
зiрегулярних систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Отже, враховуючи проведене числове та аналiтичне [13] дослiдження задачi,
можна зробити висновок про те, що запропонований розв’язок контактної за-
дачi про тиск двох попередньо напружених пiвпросторiв на пружний кiльцевий
цилiндр з початковими напруженнями можна використовувати для розрахунку
фундаментiв (ґрунтових основ) або перекриттiв з пiдошвами кiльцевої форми.
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Babich S. Yu., Yaretska N. O., Mlavets Yu. Yu. Analytical solution of the
contact problem for pre-stressed two half-spaces and an ring stamp.

The article presents a numerical solution of the contact problem for two elastic half-
spaces with initial stresses and a prestressed annular die without taking into account friction
forces. We assume that the surfaces outside the contact boundary of the prestressed annular
die and half-spaces remain free from the influence of external forces, and at the contact
boundary of displacement and stress are continuous. The problem is solved in the case
of equal roots of the determining equation. The mathematical model and its study are
presented in a general form for the theory of large initial deformations and two variants of
the theory of small initial deformations within the linearized theory of elasticity with an
arbitrary structure of the elastic potential. With a certain degree of accuracy, it is assumed
that the initial states of the elastic annular die and elastic half-spaces are homogeneous and
equal. We assume that the contact of elastic bodies with initial stresses is under conditions
of spatial deformation. The study is carried out in the coordinates of the initial deformed
state, which are related to the Lagrangian coordinates. In addition, the effect of the ring
stamp causes small perturbations of the corresponding values of the main stress-strain
state of the half-spaces. It is also assumed that the elastic ring stamp and the elastic half-
spaces are made of various isotropic, transversely-isotropic or composite materials. As a
result, numerical calculations were carried out and the solution of an infinite quasi-regular
system of algebraic equations was found by the truncation method, through which the
components of displacement and stress in the contacting bodies are expressed. Graphs
were constructed in the case of a harmonic potential for normal contact stresses and radial
displacements in the ring cylinder and half-spaces in dimensionless coordinates. The graph
of the relationship between settlement and resultant load is discrete, taking into account
the complexity of the calculations. Therefore, using the obtained numerical results, it is
possible to study the influence of initial stresses on the distribution of contact stresses and
displacements in two elastic half-spaces and an elastic ring die.

Keywords: linearized theory of elasticity, initial (residual) stresses, ring stamp, half-space,
integral equations, numerical methods, graph.
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