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КОЗАЧЕНКО ЮРIЙ ВАСИЛЬОВИЧ — ДО 80-ТИ РIЧЧЯ ВIД
ДНЯ НАРОДЖЕННЯ

1. Вступ. Постать професора Київського нацiонального унiверситету iм. Та-
раса Шевченка Юрiя Васильовича Козаченка (01.12.1940–05.05.2020) не буде
обдiлена увагою дослiдникiв iсторiї математики. Йому будуть присвяченi змi-
стовнi науковi статтi, монографiї, проаналiзованi рiзнi аспекти його науково-
педагогiчної творчостi. Науково-педагогiчна та органiзацiйна дiяльнiсть про-
фесора Ю.В. Козаченка має великий вплив на розвиток математичної освiти
та наукових дослiджень в Українi. Благотворний вплив математичної творчо-
стi професора Ю.В. Козаченка вiдчули студенти та викладачi математичного
факультету Ужгородського нацiонального унiверситету пiд час лекцiйних та се-
мiнарських занять, на яких вiн щедро дiлився своїми багатими математичними
iдеями.

2. Життєвий шлях Юрiя Васильовича Козаченка. Юрiй Васильович
Козаченко був вiдомим та авторитетним фахiвцем у галузi теорiї i моделюва-
ння випадкових процесiв у функцiональних просторах, одним iз творцiв теорiї
субгауссових випадкових процесiв та процесiв iз просторiв Орлiча. Вiн створив
новий науковий напрямок — моделювання випадкових процесiв у рiзних фун-
кцiональних просторах iз заданою точнiстю та надiйнiстю. Професор Козаченко
Ю.В. отримав також вагомi науковi результати у дослiдженнi аналiтичних вла-
стивостей випадкових процесiв, рiвнянь математичної фiзики iз випадковими
умовами, статистицi випадкових процесiв, вейвлет-аналiзi.

Юрiй Васильович Козаченко народився в 1940 роцi у мiстi Києвi. Освiту
здобув у Київському державному унiверситетi iменi Тараса Шевченка, який за-
кiнчив 1963 року за спецiальнiстю теорiя ймовiрностей та математична стати-
стика. У 1968 роцi в Iнститутi математики АН УРСР, пiд керiвництвом Михай-
ла Йосиповича Ядренка, захистив кандидатську дисертацiю «Про рiвномiрну

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 37, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)
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збiжнiсть стохастичних iнтегралiв, рядiв i властивостi неперервних випадкових
полiв». З 1967 року до останнього дня життя працював в Київському нацiо-
нальному унiверситетi iменi Тараса Шевченка на кафедрi теорiї ймовiрностей
та математичної статистики, яка з 2009 роцi стає кафедрою теорiї ймовiрно-
стей, статистики та актуарної математики. Протягом 1974–1975 рокiв працював
в Iнститутi нафти та газу м. Бумердес, Алжир. Протягом 1988–2003 рокiв вiн
очолював кафедру теорiї ймовiрностей та математичної статистики Київського
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. У 1985 роцi Юрiй Васильо-
вич захистив докторську дисертацiю «Випадковi процеси у просторах Орлiча.
Властивостi траєкторiй, збiжнiсть рядiв та iнтегралiв».

Основнi напрямки наукової дiяльностi Козаченка Юрiя Васильовича:
• аналiтичнi властивостi випадкових процесiв. Оцiнка розподiлiв функцiона-
лiв вiд випадкових процесiв;
• випадковi процеси в просторах Орлiча;
• передгаусiвськi та субгаусiвськi випадковi процеси;
• рiвняння математичної фiзики гiперболiчного та параболiчного типiв мате-
матичної фiзики з випадковими факторами;
• моделювання випадкових процесiв;
• вейвлет-розклади випадкових процесiв.

Ю.В. Козаченко є автором понад 300 наукових праць, низки навчальних посiб-
никiв та 13 монографiй [1–13], включаючи монографiю «Метрические характе-
ристики случайных величин и процессов» (1998, спiльно з Булдигiним В.В.),
яку перекладено в США Американським математичним товариством у 2000 р.

Рис. 1. Дерево наукових учнiв Юрiя Васильовича Козаченка (1940–2020)

Як науковий керiвник та консультант Юрiй Васильович пiдготував 42 кан-
дидатськi та 10 докторських дисертацiй (див. рис. 1). Його учнi продовжують
активну наукову дiяльнiсть у провiдних унiверситетах та установах свiту. Про-
фесор Ю.В. Козаченко пiдтримував численнi мiжнароднi зв’язки з вiдомими
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науковцями Австралiї, Великобританiї, Канади, США, Iталiї, Фiнляндiї, Шве-
цiї та iн. Його багато разiв запрошували для участi у мiжнародних наукових
програмах та проектах.

Науковi досягнення Юрiя Васильовича неодноразово були вiдзначенi наго-
родами:
• Лауреат Державної премiї України в галузi науки i технiки, 2003.
• Грамота Мiнiстерства освiти i науки України, 2007.
• Заслужений дiяч науки i технiки України, 2010.
• Лауреат премiї НАН України iменi М. М. Крилова за цикл праць «Фра-
ктальнi та апроксимацiйнi схеми в теорiї випадкових процесiв та їхнi засто-
сування» (у спiвавторствi), 2012.
• Орден «За заслуги» III ступеня, 2018.
Ю.В. Козаченко вiв активну наукову, органiзацiйну, педагогiчну i громад-

ську дiяльнiсть: вiн був заступником голови спецiалiзованої вченої ради меха-
нiко-математичного факультету, членом Експертної ради Мiнiстерства освiти i
науки України, членом редколегiй 7 наукових журналiв, зокрема заступником
головного редактора наукового журналу «Теорiя ймовiрностей та математична
статистика».

Всi, хто спiлкувався та спiвпрацював з Юрiєм Васильовичем, бачили добро-
зичливу, щиру та глибоко порядну, авторитетну Людину з великої лiтери.

3. Юрiй Васильович Козаченко в Ужгородському нацiональному
унiверситетi. Юрiй Васильович Козаченко протягом 2000–2015 рр. працював
за сумiсництвом на 0,25 штатної одиницi на посадi професора кафедри теорiї
ймовiрностей i математичного аналiзу Ужгородського нацiонального унiверси-
тету. Це був перiод плiдної наукової та педагогiчної роботи Ю.В. Козаченка
з студентами IV–V курсiв математичного факультету УжНУ, що спецiалiзува-
лися з теорiї ймовiрностей та математичної статистики, а також з молодими
викладачами кафедри теорiї ймовiрностей i математичного аналiзу в межах
кафедральної наукової теми «Аналiз i стохастика теорiї випадкових процесiв i
випадкових полiв». Результатом цiєї роботи була пiдготовка студентiв до навча-
ння в аспiрантурi зi спецiальностi «Теорiя ймовiрностей i математична стати-
стика». Так, випускники математичного факультету УжНУ Тегза (Мигалега)
А.М., Сливка-Тилищак Г.I., Гудивок (Федорянич) Т.В., Кучiнка (Вереш) К.Й.,
Погорiляк О.О., Млавець Ю.Ю., Трошкi (Федорянич) Н.В., Трошкi В.Б., якi
працювали над своїми науковими темами пiд керiвництвом Ю.В. Козаченка
успiшно захистили свої кандидатськi дисертацiї у визначений термiн i продов-
жують далi розвивати науковi дослiдження з теорiї випадкових процесiв та по-
лiв i їх застосувань в рiзних галузях сучасної науки. Яскравим пiдтвердженням
цього є пiдготовка i успiшно захищена 2 червня 2015 року докторська дисерта-
цiя Сливки-Тилищак Г.I. «Задачi математичної фiзики з випадковими факто-
рами», яка є продовженням дослiдження, що були в кандидатськiй дисертацiї
«Крайовi задачi математичної фiзики з випадковими початковими умовами»
захищеної 14 червня 2004 року.

Неоцiнима робота Ю.В. Козаченка по пiдготовцi наукових монографiй [6,8–
12] спiвавторами яких є не лише науковцi-математики Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка Довгай Б.В., Розора I.В., Моклячук
О.М., але й викладачi математичного факультету УжНУ Сливка-Тилищак Г.I.,
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Погорiляк О.О., Тегза А.М., Гудивок Т.В., Млавець Ю.Ю., Трошкi В.Б., Тро-
шкi Н.В.

Останнiм часом теорiя випадкових процесiв знаходить новi галузi застосу-
вань в природничих науках, в радiотехнiцi, електронiцi, оптицi, фiнансовiй ма-
тематицi i т.д. При цьому виникають актуальнi задачi побудови математичних
моделей, дослiдження їх властивостей, а також знаходження точностi та надiй-
ностi побудованих моделей. Пiд науковим керiвництвом Ю.В. Козаченка, Тегза
А.М., будучи в аспiрантурi, вивчає проблему обґрунтування оцiнок точностi та
надiйностi моделювання гаусcових стацiонарних випадкових процесiв. В робо-
тах А.М. Тегзи дослiджувалися надiйнiсть та точнiсть моделi гауссового проце-
су в рiзних функцiональних просторах, зокрема в C([0, T ]), Lp[0, T ]), p > 1, та
деяких просторах Орлiча [14–16].

Заслуговують на увагу дослiдження проведенi Сливкою-Тилищак Г.I. з рiв-
нянь математичної фiзики гiперболiчного та параболiчного типiв з випадкови-
ми факторами. Предметом дослiдження є основнi властивостi розв’язкiв, в тому
числi i узагальнених, задач гiперболiчного та параболiчного типiв з випадкови-
ми факторами та моделювання наближень цих розв’язкiв iз заданою надiйнiстю
та точнiстю в рiвномiрнiй метрицi, а також знаходження оцiнок розподiлу су-
премуму деяких класiв випадкових полiв [17–25].

Основними науковими результатами дослiджень є такi:
• Дослiджено крайовi задачi гiперболiчного типу математичної фiзики з ви-
падковими початковими умовами. Для таких задач, знайденi достатнi умо-
ви iснування з ймовiрнiстю одиниця двiчi неперервно диференцiйовного
розв’язку, узагальненого розв’язку та одержано оцiнки для розподiлу су-
премуму розв’язку даної задачi, коли початковi умови є випадковi процеси
з простору Орлiча. Вперше знайденi умови iснування з iмовiрнiстю одиниця
класичного розв’язку в термiнах кореляцiйних функцiй.
• Запропоновано новий метод моделювання розв’язкiв задач гiперболiчного
типу математичної фiзики з випадковими початковими умовами. Побудо-
вано моделi розв’язкiв рiвняннь гiперболiчного типу математичної фiзики
з строго субгауссовими випадковими початковими умовами.
• Знайдено оцiнки для розподiлу супремуму випадкових полiв з простору
Subϕ(Ω) i простору Орлiча в нескiнченнiй областi, а також для випадкових
полiв з простору Lp(Ω). Швидкiсть росту випадкових полiв в нескiнчен-
нiй областi ранiше не дослiджувалися. Розглянуто приклад застосування
отриманих оцiнок до розв’язку рiвняння гiперболiчного типу математичної
фiзики.
• Вперше знайдено достатнi умови iснування з iмовiрнiстю одиниця класи-
чного розв’язку задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi, коли права
частина є випадковим полем з простору Subϕ(Ω) та з простору Орлiча.
• Дослiджено оцiнки для розподiлу супремуму розв’язку задачi Кошi для
рiвняння теплопровiдностi, коли права частина є випадковим полем з про-
стору Subϕ(Ω) (на компактi i в нескiнченнiй областi) i коли права частина
є випадковим полем з простору Орлiча.
Вивченням критерiїв для перевiрки гiпотез про вигляд кореляцiйної функцiї

гауссових випадкових процесiв та полiв займалася аспiрантка Ю.В. Козаченка
Федорянич (Гудивок) Т.В. [26–28].
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Розвитку теорiї моделювання просторово-точкових випадкових процесiв, де-
якi характеристики яких породжуються гауссовими процесами чи полями, а
також розширюють коло теоретичних та практичних застосувань даної теорiї
до задач стохастичної геометрiї, фiнансової математики, теорiї масового обслу-
говування була присвячена робота аспiранта Погорiляка О.О. [29–31].

Об’єктом дослiджень Вереш (Кучiнка) К.Й. було застосування теорiї випад-
кових процесiв iз простору Орлiча випадкових величин до дослiдження дифе-
ренцiальних рiвнянь в частинних похiдних з випадковими факторами. В даних
дослiдженнях було обґрунтовано застосування методу Ф’урє до задач матема-
тичної фiзики для однорiдного параболiчного рiвняння з випадковими початко-
вими умовами iз просторiв Орлiча випадкових величин, а також до параболi-
чного рiвняння з випадковою правою частиною з простору Орлiча випадкових
величин та нульовими початковими та крайовими умовами. Дослiдженi оцiнки
розподiлу супремуму розв’язкiв однорiдного рiвняння теплопровiдностi з ви-
падковими початковими умовами iз просторiв Орлiча випадкових величин та
неоднорiдного рiвняння теплопровiдностi з випадковою правою частиною. Вста-
новлено достатнi умови iснування з iмовiрнiстю одиниця класичного розв’язку
та узагальненого розв’язку для однорiдного гiперболiчного рiвняння матема-
тичної фiзики у багатовимiрному випадку з випадковими початковими умова-
ми [32–34].

Простори випадкових величин з моментними нормами Fψ(Ω) та випадкових
процесiв з цих просторiв були об’єктом дослiдження аспiранта Млавця Ю.Ю.
Основними науковими результатами, одержаними в його працях є такi:
• дослiджено основнi властивостi просторiв Fψ(Ω) та знайдено умови, за яких
для незалежних центрованих випадкових величин iз цих просторiв викону-
ється умова H;
• знайденi оцiнки розподiлiв супремумiв випадкових процесiв з просторiв
Fψ(Ω) на компактi;
• умови вибiркової неперервностi цих процесiв з iмовiрнiстю одиниця;
• знайденi оцiнки розподiлу супремуму на R випадкових процесiв з просторiв
Fψ(Ω) та умови рiвномiрної збiжностi вейвлет розкладiв процесiв з простору
Fψ(Ω);
• встановлено зв’язок мiж просторами Орлiча експоненцiального типу та про-
сторами Fψ(Ω) та умови, за яких до просторiв Орлiча експоненцiального
типу виконується умова H;
• отриманi оцiнки розподiлiв норм в просторi Lp(T ) випадкових процесiв з
просторiв Fψ(Ω).
З використанням теорiї просторiв Орлiча та Fψ(Ω) знайдено надiйнiсть та

точнiсть пiдрахунку iнтегралiв методом Монте-Карло, надiйнiсть та точнiсть в
C(T ) та Lp(T ) пiдрахунку iнтегралiв залежних вiд параметра методом Монте-
Карло [35–37].

Метою i завданням дослiдження аспiрантки Трошкi (Федорянич) Н.В. є роз-
робка теоретичних основ побудови методiв моделювання випадкових процесiв
та полiв, побудова моделей, що наближають випадковi процеси та поля iз за-
даною надiйнiстю та точнiстю в просторах C(T ) та Lp(T ). Зокрема, розв’язанi
такi задачi: побудованi моделi гауссових нестацiонарних випадкових процесiв та
полiв за допомогою методу розбиття та рандомiзацiї спектру та моделi однорi-
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дного та iзотропного випадкового поля з дослiдженою точнiстю та надiйнiстю в
C(T ); отриманi умови збiжносьтi моделей деяких дробових випадкових процесiв
з ймовiрнiстю в просторi C(T ); дослiдженi точностi та надiйностi побудованих
моделей гауссових нестацiонарних процесiв та полiв в Lp(T ); побудовано моделi
однорiдного та iзотропного поля iз заданою надiйнiстю та точнiстю в просторi
Lp(T ) [38, 39].

Основними результатами аспiранта Трошкi В.Б., що виносилися на захист
кандидатської дисертацiї є такi [40–42]:

• дослiджено основнi властивостi повного класу випадкових величин, а саме
класу квадратично ϕ-субгауссових випадкових величин;
• знайдено достатнi умови того, що випадкова величина належить класу ква-
дратично ϕ-субгауссових випадкових величин; отримано оцiнки для експо-
ненцiальних моментiв квадратично ϕ-субгауссових випадкових величин;
• отримано новi оцiнки розподiлiв норм просторi Lp(T ), p ≥ 1 для випадкових
процесiв з просторiв квадратично гауссових випадкових величин;
• з використанням розробленої теорiї побудовано новi матрицi вимiрювань та
встановлено, що цi матрицi задовiльняють властивiсть обмеженої iзометрiї;
• на основi отриманих нових оцiнок побудовано схему фiльтрацiї шумiв «хво-
сти» розподiлiв яких «легшi» («важчi») за гауссовi;
• запропоновано новi критерiї для перевiрки гiпотез про вигляд коварiацiйних
функцiй гауссових стацiонапрних, нестацiонарних процесiв та однорiдних i
iзотропних випадкових полiв.
Результати дослiджень Трошкi В.Б. мають не лише теоретичне, а i практи-

чне застосування в багатьох природничих, соцiальних та економiчних науках,
зокрема в фiнансовiй математицi, iнформатицi, геофiзицi, геологiї, радiотехнiцi,
асторономiчних дослiдженнях та в теорiї кодування iнформацiї.

До наукових дослiджень з теорiї випадкових процесiв i теорiї випадкових
полiв була залучена i викладач кафедри теорiї ймовiрностей i математичного
аналiзу Дзямко В.Й. У iї спiльних роботах з Козаченком Ю.В. було побудовано
модель випадкових процесiв з простору Орлiча, що наближають цi процеси iз
заданою надiйнiстю та точнiстю в нормах простору Lp(T ). Також побудовано
модель лiнiйного iзотропного поля з простору Орлiча Lu(Ω), причому цi моде-
лi наближають iзотропнi поля на сферi iз заданою надiйнiстю та точнiстю в
нормах простору Lp(Sd). Дослiджувалися умови та швидкiсть рiвномiрної збi-
жностi зображень ϕ-субгауссових перiодичних випадкових процесiв у виглядi
тригонометричних рядiв. Отримано умови iснування ϕ-субгауссових перiоди-
чних випадкових процесiв у виглядi рядiв та апроксимацiя таких процесiв у
просторi L2([0;π], µ) [43–45].
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НАПРЯМКИ НАУКОВИХ ДОСЛIДЖЕНЬ Ю.В. КОЗАЧЕНКА:
СТАТИСТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

В роботi висвiтлюються науковi здобутки доктора фiзико-математичних наук про-
фесора Юрiя Васильовича Козаченка в галузi статистичного моделювання. Козаченко
Ю.В. працював на кафедрi теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики
КНУ iменi Тараса Шевченка. Професор Козаченко Ю.В. стояв бiля витокiв стати-
стичного моделювання в Київському унiверситетi. Козаченком Ю. В. та його учнями
розробленi науковi основи теорiї моделювання гауссових та близьких до них випад-
кових процесiв i полiв в рiзних функцiональних просторах iз заданими точнiстю i
надiйнiстю. При розробцi методiв статистичного моделювання значна увага придiля-
лась дослiдженню збiжностi статистичних моделей випадкових процесiв та полiв в
рiзних функцiональних просторах. До результатiв наукової школи Козаченка Ю.В.
належить i розробка теорiї функцiональних просторiв випадкових величин. Значне
мiсце в цих дослiдженнях займають простори Орлiча.

Ключовi слова: субгауссовi процеси, простори Орлiча, статистичне моделювання,
точнiсть, надiйнiсть

1. Вступ. 5 травня 2020 року пiшов iз життя видатний вчений-математик, док-
тор фiзико–математичних наук, професор Юрiй Васильович Козаченко. Коза-
ченко Юрiй Васильович пройшов шлях вiд студента Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка до професора, завiдувача кафедри теорiї
ймовiрностей та математичної статистики, яку вiн очолював з 1998 по 2003 рiк.
Для сотень студентiв та десяткiв аспiрантiв вiн був дорогим Вчителем i провiд-
ником у свiт науки. Професор Козаченко Ю. В. був одним з лiдерiв української
школи з теорiї ймовiрностей та математичної статистики, визнаним в свiтi фа-
хiвцем у галузi теорiї i методiв моделювання випадкових процесiв та полiв у
функцiональних просторах. Ю. В. Козаченко є одним iз творцiв теорiї субгаус-
сових випадкових процесiв та процесiв iз просторiв Орлiча. Вiн створив новий
науковий напрямок – моделювання випадкових процесiв у рiзних функцiональ-
них просторах iз заданою точнiстю та надiйнiстю. Професор Козаченко Ю. В.
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отримав також вагомi науковi результати у дослiдженнi аналiтичних властиво-
стей випадкових процесiв, рiвнянь математичної фiзики iз випадковими поча-
тковими умовами, статистицi випадкових процесiв, вейвлет-аналiзi.

У 2003 роцi вiн став лауреатом Державної премiї України в галузi науки та
технiки.

У 2005 роцi удостоєний звання “Почесний доктор Ужгородського нацiональ-
ного унiверситету”, у 2009 роцi – звання “Заслужений професор Київського на-
цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка”, у 2010 роцi – звання “За-
служений дiяч науки i технiки України” та Вiдзнаки Вченої ради Київського
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.

В 2013 роцi вiдзначений премiєю iм. М.М. Крилова президiї НАН України.
У 2018 роцi за визначний особистий внесок у розвиток вiтчизняної матема-

тичної науки, плiдну багаторiчну педагогiчну працю професор Ю.В.Козаченко
був нагороджений орденом “За заслуги” III ступеня.

Юрiй Васильович передав своє захоплення науковими проблемами теорiї
ймовiрностей та математичної статистики своїм учням, колегам, студентам, якi
будуть продовжувати i розвивати науковi дослiдження ним започаткованi.

Свiтлiй пам’ятi Юрiя Васильовича Козаченка – нашого Вчителя i присвяче-
на стаття.

2. Основний результат. В данiй статтi дослiджується лише один напря-
мок наукової дiяльностi Ю.В. Козаченка – розробка теорiї та методiв стати-
стичного моделювання випадкових процесiв та полiв. А коло його наукових
iнтересiв дуже широке, це i

– аналiтичнi властивостi випадкових процесiв. Оцiнка розподiлiв функцiо-
налiв вiд випадкових процесiв,

– випадковi процеси в просторах Орлiча,
– передгауссовi та субгауссовi випадковi процеси,
– моделювання випадкових процесiв та полiв,
– задача Кошi для рiвнянь математичної фiзики з випадковими початковими

умовами,
– статистика випадкових процесiв,
– вейвлет-розклади випадкових процесiв.
Розвиток методiв статистичного моделювання бере початок з перших пiсля-

воєнних рокiв, коли в лабораторiї Лос-Алам результати моделювання вперше
були використанi для розрахункiв. Пiд статистичним моделюванням розумiють
вiдтворення на ЕОМ реалiзацiй випадкових величин, процесiв та полiв iз зада-
ними характеристиками.

Методи статистичного моделювання розглядаються як альтернатива до iсну-
ючих чисельних методiв.

Розвиток комп’ютерної технiки став каталiзатором для розвитку методiв
статистичного моделювання, зокрема, чисельного моделювання випадкових про-
цесiв та полiв. Використання обчислювальної технiки дало поштовх для широ-
кого застосування статистичного моделювання в рiзних областях природничих
та соцiальних наук, таких, як метеорологiя, радiотехнiка, соцiологiя, фiнансова
математика, при випробуваннi технiчних систем i засобiв та iнше.

Задача моделювання випадкових процесiв формулюється так. За вiдомими
характеристиками випадкового процесу такими, як математичне сподiвання,
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дисперсiя, кореляцiйна функцiя чи спектральна щiльнiсть, необхiдно побуду-
вати обчислювальний алгоритм, що дозволяє отримувати на ЕОМ реалiзацiї
випадкових процесiв X(t) чи послiдовностей {ξk, k = 0, 1, ...} iз заданими вла-
стивостями. В гауссовому випадку модель процесу повнiстю визначається ма-
тематичним сподiванням i кореляцiйною функцiєю.

Важливе мiсце в статистичному моделюваннi займають дослiдження точно-
стi i надiйностi моделей випадкових процесiв та полiв в рiзних функцiональних
просторах.

Одними з перших робiт в цьому напрямку в Київському нацiональному унi-
верситетi iменi Тараса Шевченка були роботи [1], [2], [3], [4], [5]. Козаченко Ю.В.
та Ядренко М.Й. були першими хто започаткував цей напрямок дослiджень на
кафедрi теорiї ймовiрностей та математичної статистики.

Iснує багато методiв моделювання випадкових процесiв та полiв. В бiльшостi
з них не визначається точнiсть та надiйнiсть моделювання. При моделюваннi
випадкових процесiв, як правило, намагаються вiдтворити процеси, що є сумою
великого числа випадкових факторiв, тобто, згiдно з центральною граничною
теоремою, гаусовi або близькi до них випадковi процеси. Отже, однiєю iз основ-
них задач статистичного моделювання випадкових процесiв є отримання такої
моделi випадкового процесу, яка є реалiзацiєю гауссового процесу.

Потрiбно також зауважити, що нiколи не вдається отримати модель, що дiй-
сно є гауссовим процесом. На результат моделювання впливає багато факторiв,
серед них – використання псевдовипадкових послiдовностей, точнiсть представ-
лення дiйсних чисел в обчислювальних системах (впливає на якiсть генераторiв
випадкових чисел), використання рiзних моделей для побудови реалiзацiй ви-
падкових процесiв та полiв.

В теорiї методiв Монте-Карло важливе значення має вивчення швидкостi
збiжностi статистичних моделей випадкових процесiв та полiв. При оцiнюваннi
швидкостi збiжностi методiв статистичного моделювання використовуються ре-
зультати дослiдження аналiтичних властивостей випадкових процесiв та полiв.

В якостi оцiнки точностi моделювання можна розглядати оцiнки моментiв,
оцiнку кореляцiйної функцiї, слабку збiжнiсть. Так, в роботах М.Й. Ядренка
та його учнiв [5], [6] дослiджувались методи моделювання iзотропних та одно-
рiдних випадкових полiв на площинi та на сферi. Для оцiнки точностi викори-
стовуються оцiнки моментiв.

У зв’язку з широким застосуванням стохастичного моделювання випадкових
процесiв i полiв у рiзних областях природничих та соцiальних наук актуальними
є саме дослiдження точностi i надiйностi моделей випадкових процесiв i полiв
в нормах рiзних функцiональних просторiв.

Козаченко Ю.В. та його учнями започатковано дослiдження збiжностi ста-
тистичних моделей за ймовiрнiстю в рiзних функцiональних просторах. Була
розроблена теорiя моделювання випадкових процесiв та полiв iз заданими то-
чнiстю i надiйнiстю в рiзних функцiональних просторах. А саме в просторах
Lp(T ), p ≥ 1, в просторах Орлiча та в просторi неперервних функцiй.

Нехай випадковий процес X = {X(t), t ∈ T} може бути зображений у ви-

глядi ряду X(t) =
∞∑
k=1

ξkfk(t), який збiгається у середньому квадратичному.
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Моделлю процесу X називатимемо суму XM(t) =
M∑
k=1

ξkfk(t).

Нехай випадковий процес X та всi XM = {XM(t), t ∈ T},M = 1, 2, . . . на-
лежать деякому функцiональному банаховому простору A(T ) з нормою ‖ · ‖.
Нехай задано два числа δ > 0 та ε, 0 < ε < 1. Говоритимемо, що модель XM

наближає X з надiйнiстю 1− ε та точнiстю δ у нормi простору A(T ), якщо для
цiєї моделi має мiсце нерiвнiсть

P{‖ X(t)−XM(t) ‖≥ δ} ≤ ε. (1)

Отже, для побудови моделi потрiбно знайти такi M , для яких при заданих δ та
ε виконується нерiвнiсть (1).

Розглянемо простiр Rd з метрикою ρ(~t, ~s), ~tT = (t1, . . . , td), ~sT = (s1, . . . , sd),
де ρ(~t, ~s) – це звичайна евклiдова метрика або будь-яка метрика еквiвалентна
евклiдовiй метрицi.

Нехай T – множина вигляду T = {~t : ρ(~t, 0) ≤ L}, де L > 0 деяке число,
{Rd,Ξ, ν} – вимiрний простiр, Ξ – борелiвська σ–алгебра, ν – скiнчена мiра.
Нехай X = {X(~t), t ∈ T} – центроване випадкове поле, що може бути зображене
у виглядi

X(~t) =
N∑
r=1

∫
Rd
fr(~t, ~λ)dZr(~λ), (2)

де Zr(S), S ∈ Ξ – некорельованi випадковi мiри пiдпорядкованi мiрi ν, а fr(~t, ~λ)

такi функцiї, що при кожному ~t ∈ T , fr(~t, ~λ) ∈ L2(Rd, ν), а при кожному ~λ ∈ Rd

функцiя fr(~t, ~λ) неперервна по ~t.
Нехай A – однозв’язна, з кусково–гладкою межею область в Rd, Dn – роз-

биття областi A на n однозв’язних областей ∆1, . . . ,∆n з кусково–гладкими ме-
жами, ~λi, i = 1, 2, . . . , n – фiксованi точки в Rd такi, що ~λi ∈ ∆i.

Позначимо

Xn(~t, A) =
N∑
r=1

n∑
i=1

fr(~t, ~λi)Zr(∆i). (3)

Випадкове полеXn(~t, A) називатимемо апроксимацiйною моделлю поляX(~t)
(A-моделлю).

Апроксимацiйна модель Xn(~t, A) наближає X(~t) з надiйнiстю 1− ε та точнi-
стю δ у нормi простору A(T ), якщо для цiєї моделi має мiсце нерiвнiсть

P{‖ X(~t)−Xn(~t, A) ‖≥ δ} ≤ ε. (4)

Результати дослiджень були систематизованi та викладенi в багатьох моно-
графiях, основнi з них [7]– [14].

Козаченко Ю.В. та його учнями розробленi теоретичнi основи побудови су-
бгауссових та ϕ – субгауссових моделей випадкових процесiв та полiв, що зо-
бражуються у виглядi випадкових рядiв, iз заданими точнiстю i надiйнiстю в
нормах рiзних функцiональних просторiв ( [8], [10], [13], [14], [15], [16]). Зна-
йдено оцiнки швидкостi збiжностi та розроблено обчислювальнi алгоритми для
моделювання випадкових процесiв та полiв, що зображуються у виглядi стоха-
стичних iнтегралiв, iз заданими точнiстю i надiйнiстю в просторах Lp(T ), p ≥ 1,
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в просторах Орлiча та в просторi неперервних функцiй ( [8], [10], [13], [14], [17]-
[20], [21], [22]). Знайдено оцiнки швидкостi збiжностi та розроблено обчислю-
вальнi алгоритми побудови iз заданими точнiстю i надiйнiстю моделей випад-
кових процесiв, що використовують зображення Карунена-Лоєва та зображення
Фур’є, процесiв з дискретним спектром в рiзних функцiональних просторах, а
саме, в просторах Lp(T ), p ≥ 1, в просторах Орлiча та в просторi неперерв-
них функцiй ( [8], [10], [13], [14], [16]). Знайдено оцiнки швидкостi збiжностi та
розроблено обчислювальнi алгоритми для моделювання випадкових полiв, що
зображуються у виглядi кратних рядiв, iз заданими точнiстю i надiйнiстю в
просторах Lp(T ), p ≥ 1, в просторах Орлiча та в просторi неперервних функцiй
( [23], [24]). Знайдено оцiнки швидкостi збiжностi та розроблено обчислюваль-
нi алгоритми для моделювання субгауссових та ϕ – субгауссових випадкових
полiв на сферi iз заданими точнiстю i надiйнiстю в просторах Lp(T ), p ≥ 1, в
просторах Орлiча та просторi неперервних функцiй ( [11], [25], [26], [27]).

В результатi проведених дослiджень покращено оцiнки швидкостi збiжно-
стi субгауссових та ϕ-субгауссових випадкових рядiв та кратних випадкових
рядiв у просторах Lp(T ), p ≥ 1, просторах Орлiча та в просторi неперервних
функцiй, оцiнки швидкостi збiжностi субгауссових стохастичних iнтегралiв у
просторах Lp(T ), p ≥ 1, просторах Орлiча та в просторi неперервних функцiй.
Набули подальшого розвитку методи дослiдження властивостей субгауссових,
ϕ-субгауссових та строго субгауссових випадкових процесiв та полiв в просторах
Lp(T ), p ≥ 1, в просторах Орлiча та в просторi неперервних функцiй.

Зупинимось на деяких основних роботах. В роботах [28], [29], [30], [31] до-
слiджувались умови та оцiнки збiжностi гауссових моделей за ймовiрнiстю в
рiзних функцiональних просторах. Це дозволяє будувати моделi, що наближа-
ють гауссовi випадковi процеси iз заданими точнiстю та надiйнiстю в рiзних
функцiональних просторах. В роботах [32], [33] вивчалась модель рандомiзацiї
спектру гауссового випадкового процесу, що була введена в роботах Г.А. Михай-
лова, i дослiджено точнiсть та надiйнiсть даної моделi в деяких функцiональних
просторах. В роботах [34], [35], [36], [37] дослiджено алгоритм моделювання ϕ-
субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху ZH(t). Побудовано
модель, що наближає процес ZH(t) iз заданою надiйнiстю та точнiстю в C([0, 1])
та Lp(T ), p ≥ 1.

В цих роботах розв’язується актуальна проблема розробки теоретичних ос-
нов побудови субгауссових моделей випадкових процесiв i полiв, що наближають
випадковi процеси та поля iз заданими точнiстю i надiйнiстю, дослiджуються
оцiнки швидкостi збiжностi моделей в рiзних функцiональних просторах. Отри-
манi оцiнки швидкостi збiжностi випадкових рядiв та стохастичних iнтегралiв
можна застосувати для дослiдження розв’язкiв стохастичних задач математи-
чної фiзики, зокрема, для статистичного моделювання розв’язкiв елiптичних,
гiперболiчних та параболiчних рiвнянь математичної фiзики з випадковими фа-
кторами. Розробленi у вказаних роботах обчислювальнi алгоритми для побудо-
ви реалiзацiй випадкових процесiв та полiв iз заданими точнiстю i надiйнiстю
в рiзних функцiональних просторах базуються на реалiзацiї моделi у виглядi
субгауссових випадкових рядiв.

Починаючи з 60-х рокiв, з’являються роботи, в яких вивчалися бiльш ши-
рокi класи випадкових величин i процесiв, нiж гауссовi випадковi величини i
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процеси.
Дослiдження субгауссових випадкових величин почалося з робiт Дж. Кахана

[38]. В 1968 роцi в роботi [39] Козаченко Ю.В. ввiв поняття субгауссiвських
випадкових процесiв. Цi дослiдження активно розвивалось Ю.В. Козаченко та
В.В. Булдигiним.

В роботi Булдигiна В.В. та Козаченка Ю.В. [40] було доведено, що простiр
субгауссових випадкових величин є банаховим вiдносно субгауссового стандар-
ту. Властивостi та рiзнi сфери застосування субгауссових та строго субгауссових
випадкових величин розглядались в роботах Булдигiна В.В. та Козаченка Ю.В.
( [40] – [42]). Основнi теоретичнi результати були узагальненi, систематизованi
та викладенi в монографiї [7] та її англомовному варiантi [9].

КозаченкоЮ.В. та його учнями отриманi новi результати пов’язанi з теорiєю
випадкових процесiв та полiв, що належать до рiзних функцiональних просто-
рiв випадкових величин. В 1985 роцi в роботi [43] введено поняття банахових
просторiв типу субгауссових, а саме, простори Subϕ(Ω) випадкових величин та
процесiв, якi природним чином узагальнюють простори субгауссових випадко-
вих величин. Простори Subϕ(Ω) (простори ϕ-субгауссових випадкових величин)
– це простори центрованих випадкових величин з певним ростом експоненцiаль-
них моментiв.

В книзi [11] розглядаються властивостi просторiв Subϕ(Ω), властивостi сум
незалежних випадкових величин з цих просторiв, випадковi процеси з просто-
рiв Subϕ(Ω), умови обмеженостi та оцiнки розподiлiв супремумiв таких про-
цесiв для випадку, коли процес визначений в просторi з псевдометрикою, що
породжена цим процесом. Властивостям ϕ-субгауссових просторiв випадкових
величин присвячено також роботи [26], [27]. Класи ϕ-субгауссових та строго ϕ-
субгауссових випадкових процесiв, як бiльш загальнi, нiж класи гауссових та
субгауссових випадкових процесiв, є дуже цiкавими з точки зору моделювання
реальних випадкових процесiв, якi зустрiчаються в системах масового обслуго-
вування та в фiнансовiй математицi ( [11]). Отриманi результати використову-
ються для дослiдження швидкостi збiжностi статистичних моделей випадкових
процесiв та полiв.

Розробленi пiд керiвництвом Козаченка Ю.В. алгоритми побудови реалiза-
цiй випадкових процесiв i полiв iз заданими точнiстю i надiйнiстю використо-
вувались при розробцi iнформацiйно-вимiрювальних систем для стендових ви-
пробувань сiльськогосподарської технiки [44], [45]. Розробленi обчислювальнi
алгоритми для моделювання вiнерiвського i узагальненого вiнерiвського проце-
сiв використовувались для оцiнки трафiка комп’ютерних мереж ( [46] – [49]),
в задачах чисельного розв’язування стохастичних диференцiальних та рiзни-
цевих рiвнянь, крайових задач, при статистичному моделюваннi дифузiйних
процесiв.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Науковi дося-
гнення Ю.В. Козаченка не обмежуються розглянутими результатами. В роботi
придiлена увага статистичному моделюванню, його теоретичним основам i ме-
тодам практичної реалiзацiї.

У Юрiя Васильовича залишилось багато учнiв i послiдовникiв. I кожен має
можливiсть подiлитись та висвiтлити напрямки їх спiльних дослiджень.

Козаченка Юрiя Васильовича немає з нами. Але залишились його роботи,
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його iдеї, його бачення нових цiкавих задач в теорiї випадкових процесiв, зокре-
ма, i в галузi статистичного моделювання випадкових процесiв та полiв. В па-
мять про Велику Людину i Вчителя ми будемо продовжувати цi дослiдження,
розв’язувати залишенi задачi, розвивати наданi iдеї.

Кажуть, людина живе стiльки – скiльки її пам’ятають. Вiчна пам’ять!
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Pashko A. A., Rozora I. V., Vasylyk O. I. Directions of scientific research
Yu. V. Kozachenko: statistical simulation.

The paper highlights the scientific achievements of Doctor in Physics and Mathema-
tics, Professor Yuriy Kozachenko in the field of statistical simulation. Kozachenko Yu.V.
worked at the Department of Probability Theory, Statistics and Actuarial Mathematics
of Taras Shevchenko National University of Kyiv. He stood at the origins of statistical
simulation at his home University. Kozachenko Yu.V. and his students developed the
scientific background of the simulation theory of Gaussian and similar random processes as
well as fields in different functional spaces with a given accuracy and reliability. Developing
the methods of statistical modeling, considerable attention was paid to the study of the
convergence of statistical models to stochastic processes and fields in different functional
spaces. One of the great results that belongs to the scientific school of Kozachenko Yu.V.
is the investigation of the theory of functional spaces of random variables. A significant
place in these studies is occupied by the Orlicz space.

Keywords: sub-Gaussian processes, Orlicz space, statistical simulation, accuracy and
reliability.
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НАПРЯМКИ НАУКОВИХ ДОСЛIДЖЕНЬ Ю. В. КОЗАЧЕНКА:
ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧНОЇ

ФIЗИКИ З ВИПАДКОВИМИ ФАКТОРАМИ

Присвячено свiтлiй пам’ятi Юрiя Васильовича Козаченка
Одним з напрямкiв наукових дослiдженьЮ. В. Козаченка є рiвняння математичної

фiзики з випадковими факторами. Цi фактори можуть мати рiзну природу: випад-
ковi початковi умови, випадковi крайовi умови, випадкова права частина, випадковi
коефiцiєнти i т. д. Умови та оцiнки збiжностi за ймовiрнiстю випадкових рядiв знахо-
дять широке застосування при розв’язаннi задач математичної фiзики з випадковими
умовами. Фiзичнi постановки таких задач розглядав Кампе де Фер’є. Вiн розглядав
крайову задачу для рiвняння коливання струни з випадковими початковими умовами.
У роботах В. В. Булдигiна показано, що вимога, щоб майже всi реалiзацiї випадко-
вої початкової функцiї задовольняли умови, при яких є розв’язуваною детермiнована
задача, значно звужує клас випадкових умов, за яких розв’язок iснує в класичному
розумiннi. Є багато робiт, в яких вивчались задачi математичної фiзики з випадко-
вими умовами, якi базуються на дослiдженнi збiжностi за ймовiрностю в функцiо-
нальних просторах послiдовностi випадкових функцiй, що апроксимують розв’язки
крайових задач. Зауважимо, що у бiльшостi з цих робiт, для знаходження умов рiв-
номiрної збiжностi випадкових рядiв застосовується метод, що ґрунтується на iдеї
Ж. Канаха. Булдигiним В. В. та Козаченком Ю. В. був запропонований метод, який
дозволяє обґрунтовувати застосування методу Фур’є до задач математичної фiзики
у багатовимiрному випадку. Метод, що ґрунтується на iдеї Кахана для цього випад-
ку не пiдходить. У роботах Козаченка Ю. В. та його учнiв дослiджувалися рiвняння
гiперпболiчного та параболiчного типiв математичної фiзики з випадковими факто-
рами. Зокрема, вивчалися властивостi класичних та узагальнених розв’язкiв таких
задач, було обґрунтувано застосування методу Фур’є, знайдено оцiнок для розподiлу
супремуму розв’язкiв, та побудовано моделi розв’язкiв деяких задач, що наближають
розв’язок iз заданою надiйнiстю та точнiстю в рiвномiрнiй метрицi. Всi цi результати
мають не лише теоретичне, але й практичне застосування для подальшого вивчення
та розвинення теорiї гiперболiчних i параболiчних рiвнянь математичної фiзики з ви-
падковими факторами. Крiм того, цi результати дозволяють моделювати розв’язки
крайових задач математичної фiзики iз заданою надiйнiстю та точнiстю в рiвномiр-
нiй метрицi, що може застосовуватися в наукових дослiдженнях в галузi радiотехнiки,
фiзики, геофiзики, фiнансової математики, математичної економiки, в технiчних нау-
ках та в механiцi, зокрема, де використовуються методи комп’ютерного моделювання
випадкових процесiв.

Ключовi слова: випадковi процеси, гiперболiчнi рiвняння математичної фiзики, сто-
хастичнi процеси, параболiчнi рiвняння математичної фiзики.
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1. Вступ. Коло iнтересiв Юрiя Васильовича Козаченка було надзвичайно ши-
роким. Мiжнароднiй науковiй спiльнотi вiн був вiдомий як один з творцiв тео-
рiї субгауссових випадкових процесiв, випадкових процесiв з просторiв Орлiча.
ПрофесорЮрiй Васильович Козаченко отримав вагомi науковi результати у до-
слiдженнi рiвнянь гiперболiчного та параболiчного типiв математичної фiзики
з випадковими факторами. У данiй статтi мiститься огляд його робiт у цьому
напрямку.

2. Основнi результати. Дослiдження властивостей випадкових рядiв у
рiзних функцiональних просторах є одним з важливих напрямкiв розвитку те-
орiї випадкових процесiв. Це обумовлюється тим, що багато випадкових проце-
сiв можуть бути зображенi у виглядi випадкових функцiональних рядiв. Тому
є можливiсть вивчати властивостi випадкових процесiв, дослiджуючи власти-
востi їх зображень. Зокрема, актуальним є питання про умови та швидкiсть
збiжностi стохастичних рядiв у нормах рiзних функцiональних просторах.

З iншого боку, зображення випадкових процесiв у виглядi збiжних випад-
кових рядiв вiдкриває додатковi можливостi для використання цих зображень
як у самiй теорiї випадкових процесiв, так i у її застосуваннях у спорiднених
математичних дисциплiнах: при розв’язуваннi практичних задач математичної
фiзики з випадковими початковими умовами, математичному моделюваннi то-
що.

Багато науковцiв-математикiв дослiджували властивостi випадкових проце-
сiв, що зображуються у виглядi функцiональних рядiв. Можливiсть зображен-
ня деяких випадкових процесiв у виглядi випадкових функцiональних рядiв є
класичним прикладом в теорiї випадкових процесiв. Теорiя таких рядiв почина-
ється з робiт Пелi А. та Зiгмунда А. [43], Пелi А., Вiнера Н. та Зiгмунда А. [44].
Додаткова iнформацiя про такi зображення мiститься в працях Талаграна [45],
Iто i Нiсiо [32], Джайна та Маркуса [33], а також у роботах українських мате-
матикiв Ядренка М. Й. [28], Козаченка Ю. В. [12–15], Булдигiна В. В. [2–4].

При розв’язуваннi практичних задач важливе значення має швидкiсть збi-
жностi випадкових рядiв. У 60-i роки почались дослiдження збiжностi випад-
кових рядiв зi значеннями у банахових просторах. Булдигiн В. В. у роботi [5]
заклав основи загальної теорiї збiжностi випадкових рядiв з незалежними чле-
нами зi значеннями в топологiчних просторах. Огляд результатiв у цьому на-
прямку наведений ним у монографiї [2].

У 70-их роках дана теорiя була розвинута i доповнена роботами, у яких ви-
вчалась збiжнiсть за ймовiрнiстю випадкових рядiв iз залежними членами у
рiзних функцiональних просторах. У роботах [2, 4] Булдигiна В. В. дослiджу-
ється збiжнiсть за ймовiрнiстю випадкових рядiв iз членами, що належать до
банахових просторiв, в працi Козаченка Ю. В. та Бейсенбаева Е. [1] розглядаю-
ться умови збiжностi випадкових рядiв з залежними членами у нормах рiзних
функцiональних просторiв.

У статтях [9,10,13,14,27] розглядалися умови та швидкостi збiжностi випад-
кових рядiв у нормах деяких просторiв Орлiча. Козаченко Ю. В. та Зелепугi-
на I. Н. в статтях [9,10] отримали умови збiжностi та загальнi оцiнки швидкостi
збiжностi гауссових випадкових рядiв у нормах деяких просторiв Орлiча. Цими
ж авторами були обґрунтованi оцiнки швидкостi збiжностi у просторах Орлiча
для субгауссових випадкових рядiв та рядiв субгауссового типу [9,10].
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Загальнi оцiнки отриманi в [9,10] були полiпшенi в роботах [34,35] на основi
методу, що ґрунтується на iдеї Ж. Кахана, суть якої полягає в застосуваннi не-
рiвностi Бернштейна для знаходження умов рiвномiрної збiжностi випадкових
рядiв. Цей метод був запропонований Козаченком Ю. В. i застосований у його
роботах [12,17], а також у роботах [9, 27,29].

У роботах Ковальчука Ю. О. та Козаченка Ю. В. i Ковальчука Ю. О. [21,
22] були знайденi умови збiжностi строго Subϕ(Ω) випадкових рядiв у нормах
простору Lp(Ω) та простору Орлiча LU(Ω).

Умови та оцiнки збiжностi за ймовiрнiстю випадкових рядiв знаходять ши-
роке застосування при розв’язаннi задач математичної фiзики з випадковими
початковими умовами. Фiзичнi постановки таких задач розглядав Кампе де
Фер’є [11]. Вiн розглядав крайову задачу для рiвняння коливання струни з ви-
падковими початковими умовами. У роботi В. В. Булдигiна [5] обґрунтовано,
що вимога, яка обмежує реалiзацiї випадкової початкової функцiї рамками, в
межах якої розв’язується детермiнована задача, значно звужує клас випадкових
початкових умов, за яких розв’язок iснує в класичному розумiннi.

У роботах Бейсенбаєва Є. та Козаченка Ю. В. [1] отриманi умови рiвномiр-
ної збiжностi за ймовiрнiстю i в середньому квадратичному випадкових рядiв
i iнтегралiв, а також умови почленного диференцiювання з iмовiрнiстю оди-
ниця випадкових рядiв. Отриманi умови були використанi при обґрунтуваннi
застосування методу Фур’є для задачi параболiчного однорiдного рiвняння ма-
тематичної фiзики.

Булдигiним В. В. та Козаченком Ю. В. [6] запропоновано пiдхiд, який ґрун-
тується на дослiдженнi збiжностi за ймовiрнiстю у функцiональних просторах
послiдовностi часткових сум, що апроксимують розв’язок крайової задачi. Цей
пiдхiд був використаний у роботах [6, 17, 18, 20, 27, 42] для обґрунтування мо-
жливостi застосування методу Фур’є до розв’язання крайової задачi.

У роботi [6] розглядається перша крайова задача для однорiдного гiпер-
болiчного рiвняння, коли початковi випадковi умови є гауссовими випадкови-
ми процесами. Також обґрунтовано можливiсть застосування методу Фур’є до
знаходження розв’язку першої крайової задачi для однорiдного гiперболiчного
рiвняння та розглянуто iснування розв’язку в частинному випадку, що форму-
люється у термiнах кореляцiйних функцiй.

У роботi Козаченка Ю. В. та Енджирглi М. В. [17] знайдено умови та оцiнки
швидкостi рiвномiрної збiжностi за ймовiрнiстю випадкових рядiв iз просторiв
Subϕ(Ω), отримано умови iснування та оцiнки розподiлу супремуму розв’язкiв
деяких крайових задач iз випадковими початковими умовами.

Умови, за якими узагальнений розв’язок крайової задачi для однорiдного
гiперболiчного рiвняння математичної фiзики, коли початковi умови є строго
субгауссовими випадковими процесами, належить до простору Соболєва, були
отриманi Козаченком Ю. В. i Тригуб С. Г. [27].

КозаченкомЮ. В. та Баррасою де Ла Крус Е. у працях [29] вивчалась крайо-
ва задача для гiперболiчних рiвнянь з випадковими початковими умовами для
iстотно бiльш широкого класу випадкових процесiв, а саме, для строго орлiче-
вих випадкових процесiв. Авторами були знайденi умови iснування класичних
розв’язкiв гiперболiчного диференцiального рiвняння в частинних похiдних з
випадковими строго орлiчевими початковими умовами, отриманi оцiнки для
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розподiлу супремуму розв’язку такої задачi.
У роботах Козаченка Ю. В. i Ковалючука Ю. О. [19, 20, 42] одержанi умо-

ви iснування узагальненого розв’язку крайової задачi для однорiдного гiпер-
болiчного рiвняння математичної фiзики з початковими умовами, якi є строго
Subϕ(Ω) випадковими процесами та оцiнки швидкостi збiжностi зображень цьо-
го розв’язку, отриманих методом Фур’є в нормах просторiв Соболєва.

У роботах Козаченка Ю. В. та Сливка Г. I. [24,25] було дослiджено однорiдне
рiвняння гiперболiчного типу математичної фiзики у багатовимiрному випадку,
коли початковi умови є Subϕ(Ω) випадковi поля. Для даної задачi було обґрун-
товано застосування методу Фур’є та отримано оцiнку розподiлу супремуму
розв’язку.

Достатнi умови iснування з iмовiрнiстю одиниця двiчi неперервно диферен-
цiйовного розв’язку задачi про коливання неоднорiдної струни з сумiсно строго
Subϕ(Ω) з випадковими початковими умовами, задачi про коливання круглої
мембрани з сумiсно строго Subϕ(Ω) з випадковими початковими умовами, за-
дачi про коливання прямокутного паралелепiпеда з сумiсно строго Subϕ(Ω) з
випадковими початковими умовами були сформульованi та обґрунтованi в ро-
ботах [7]. Для таких задач були отриманi оцiнки розподiлу супремуму розв’язку.

Козаченко Ю. В. та Довгай Б. В. вивчали крайову задачу математичної
фiзики для неоднорiдного гiперболiчного рiвняння з ϕ-субгауссовою правою
частиною. Для такої задачi доведенi теореми про достатнi умови iснування з
iмовiрнiстю одиниця двiчi неперервно диференцiйовного розв’язку, iснування
з iмовiрнiстю одиниця розв’язку для часткового випадку рiвняння коливан-
ня струни з випадковою правою частиною, що зображується через однорiдне
строго ϕ-субгауссове випадкове поле. Авторами знайденi умови iснування уза-
гальненого розв’язку, оцiнки розподiлу супремуму розв’язку для гiперболiчного
рiвняння з ϕ-субгауссовою правою частиною. А також для такої задачi побудо-
вана модель, яка наближає розв’язок iз заданою надiйнiстю та точнiстю. Данi
результати мiстяться в роботах [7, 31].

Достатнi умови iснування класичного та узагальненого розв’язкiв для одно-
рiдного гiперболiчного рiвняння у багатовимiрному випадку з випадковими по-
чатковими умовами iз просторiв Орлiча були отриманi у роботах Козаченка
Ю.В., Кучiнка (Вереш) К. Й. та Сливка-Тилищак Г. I. [23].

У книзi Довгай Б. В., Козаченка Ю. В. та Розори I. В. [8] розглядаються
новi методи моделювання випадкових процесiв, якi зустрiчаються у фiзичних
явищах. Вивчаються ϕ-субгауссовi випадковi процеси. Для гауссового проце-
су, що розглядається як процес на входi деякої системи, будується модель з
урахуванням процесу на виходi системи та знаходяться умови, при яких мо-
дель наближує вказаний випадковий процес зi заданою надiйнiстю та точнiстю.
Побудована модель розв’язку гiперболiчного рiвняння математичної фiзики з
нульовими початковими та крайовими умовами та ϕ-субгауссовою правою ча-
стиною, що наближає цей розв’язок iз заданою надiйнiстю та точнiстю в рiвно-
мiрнiй метрицi.

Рiвняння теплопровiдностi з випадковими початковими умовами є класи-
чною задачею математичної фiзики. В працi Козаченка Ю. В. та Леоненко Г. М.
[36] дослiджується задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi, коли початкова
умова є строго субгауссовим випадковим процесом. У статтi Бегiн I., Козачен-
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ка Ю. та iн. [30] дослуджувалось лiнiйне рiвняння теплопровiдностi непарного
порядку з випадковими початковими умовами.

У роботах Козаченка Ю. В. та Вереш К. Й. [37, 38] обґрунтовано засто-
сування методу Фур’є для однорiдного параболiчного рiвняння з випадковими
початковими умовами з простору Орлiча, знайденi оцiнки розподiлу супремуму
розв’язку однорiдного рiвняння теплопровiдностi з випадковими початковими
умовами з простору Орлiча, а також неоднорiдного рiвняння теплопровiдностi
з випадковою правою частиною iз просторiв Орлiча.

У працях Козаченка Ю. В. та Сливка-Тилищак Г. I. для задачi про коли-
вання неоднорiдної струни, задачi про коливання круглої мембрани та задачi
про коливання прямокутного паралелепiпеда знайденi достатнi умови iснува-
ння з ймовiрнiстю одиниця двiчi неперервно диференцiйовних розв’язку, уза-
гальненого розв’язку та одержанi оцiнки для розподiлу супремуму розв’язку
задач, коли початковi умови є випадковi процеси з простору Орлiча [23]. По-
будовано модель розв’язку рiвняння гiперболiчного типу математичної фiзики
у багатовимiрному випадку з строго субгауссовими випадковими початковими
умовами [26]. Побудовано моделi, що реалiзуються на комп’ютерi, якi наближа-
ють розв’язки задачi про коливання однорiдної струни та задачi про коливання
прямокутної мембрани з строго субгауссовими випадковими початковими умо-
вами iз заданими надiйнiстю та точнiстю в рiвномiрнiй метрицi. Обґрунтовано
достатнi умови iснування з iмовiрнiстю одиниця класичного розв’язку задачi
Кошi для рiвняння теплопровiдностi, коли права частина є випадковим полем
з простору Subϕ(Ω) та iз простору Орлiча. Дослiджено оцiнки для розподiлу
супремуму розв’язку задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi, коли права
частина є випадковим полем з простору Subϕ(Ω) i коли права частина є випад-
ковим полем з простору Орлiча [40,41].

В монографiях [7,23] (див. рис. 1) можна знайти посилання на iншi роботи,
що проводилися в даному напрямку.

Рис. 1. Монографiї Ю.В. Козаченка
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Slyvka-Tylyshchak G. I., Kuchinka K. J. Directions of scientific research Yu.V.
Kozachenko: investigation of solutions of problems of mathematical physics with
random factors.

One of the research areas of Yu. V. Kozachenko is equations of mathematical physics
with random factors. These factors can be of different nature: random initial conditions,
random boundary conditions, random right-hand side, random coefficients, etc. Conditions
and estimates of convergence on the probability of random series are widely used in solving
problems of mathematical physics with random conditions. Physical formulations of such
problems were considered by Kampe de Ferier. He considered a boundary value problem
for the equation of string oscillations with random initial conditions. In the papers of
V. V. Buldygin it is shown that the requirement that almost all implementations of a ran-
dom initial functions satisfied the conditions under which a deterministic problem is solved,
which significantly narrows the class of random ones conditions under which the solution
exists in the classical sense. There are many papers that deals with problems of mathe-
matical physics with random conditions, which are based on the study of convergence in
probability in the functional spaces of a sequence of random functions that approximate the
solutions of boundary value problems. Note that in most of these papers, a method based
on the ideas of J. Kanakh is used to find the conditions for uniform convergence of random
series. By Buldygin V. V. and Kozachenko Yu. V. a method was proposed that allows to
substantiate the application of the Fourier method to the problems of mathematical physics
in the multidimensional case. The method based on Kahan’s idea is not suitable for this
case. In the papers of Kozachenko Yu. V. and his disciples the equations of hyperpbolic and
parabolic types of mathematical physics with random factors were studied. In particular,
we studied the properties of classical and generalized solutions of such problems, substan-
tiated the application of the Fourier method, found estimates for the distribution of the
supremacy of solutions, and built models of solutions of some problems that approximate
the solution with given reliability and accuracy in the uniform metric. All these results
have not only theoretical but also practical application for further study and development
of the theory of hyperbolic and parabolic equations of mathematical physics with random
factors. In addition, these results allow to model solutions of boundary value problems of
mathematical physics with a given reliability and accuracy in the uniform metric, which
can be used in research in the fields of radio engineering, physics, geophysics, financial
mathematics, mathematical economics, technical sciences and in mechanics, in particular,
there, where methods of computer modeling of random processes are used.

Keywords: Stochastic processes, hyperbolic equation of mathematical physics, parabolic
equation of mathematical physics.
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ПРО ЦЕНТРАЛЬНI РЯДИ ДЕЯКИХ ЧЕРНIКОВСЬКИХ p-ГРУП

В цiй роботi дослiджується структура центрального ряду чернiковської p-групи G,
яка мiстить максимальну повну абелеву пiдгрупу M iндексу p. Добре вiдомо, що така
група є гiперцентальною групою. З iншого боку iз теорiї розширень груп також добре
вiдомо, що будову цiєї групи можна визначити за допомогою певного цiлочислового p-
адичного матричного зображення Γ фактор-групи G/M та елементом iз другої групи
гомологiй H2(G/M,M). Якщо група G має центральний ряд Z1 ⊂ Z2 ⊂ . . . ⊂ Zω ⊂
. . . ⊂ G, який є композицiйним рядом, то число трансфiнiтних чисел множини iндексiв
членiв цього ряду будемо називати трансфiнiтною довжиною цього композицiйного
ряду. Вважатимемо, що G є адитивною групою, а Γ — матричне цiлочислове p-адичне
зображення фактор-групи G/M , iндуковане гомоморфiзмом f : g → fg, g ∈ G, iз
групи G в групу автоморфiзмiв AutM , де fg(m) = −g+m+g, m ∈M . Нами показано,
що трансфiнiтна довжина композицiйного ряду групи G дорiвнює кратностi незвiдної
компоненти g+M → 1 зображення Γ, якщо G є абелевою групою, i на одиницю бiльше
цього числа, якщо ж G — неабелева група.

Нехай Cp∞ — адитивна квазiциклiчна p-група, а Cnp∞ — зовнiшня пряма сума n
екземплярiв квазiциклiчної p-групи Cp∞ для деякого натурального числа n. Добре вi-
домо [1], що група AutCnp∞ iзоморфна повнiй лiнiйнiй групi GL(n,Zp), де Zp — кiльце
цiлих p-адичних чисел. Тому надалi для довiльної матрицi A ∈ GL(n,Zp) та довiль-
ного елемента c ∈ Cnp∞ через A(c) позначатимемо образ елемента c при автоморфiзмi,
що вiдповiдає матрицi A. Нехай {ar | r ∈ N0} — множина всiх твiрних елементiв групи
Cp∞ , де N0 = N ∪ {0}, причому pa0 = 0, par = ar−1 для довiльного r ∈ N. Розгля-
немо циклiчну адитивну групу H порядку p з твiрним елементом h i деяке матричне
зображення Γ цiєї групи степеня n над кiльцем Zp. Образ будь-якого елемента h′ гру-
пи H позначатимемо через Γh′ . Визначимо дiю · групи H на групi Cnp∞ за правилом
h′ · c = Γh′(c) для довiльних елементiв h′ ∈ H i c ∈ Cnp∞ . Пiдкреслимо, що ядро
Ker Γ є пiдгрупою стабiлiзатора кожного елемента iз Cnp∞ . Нескладно переконатися,
що множина

z(Γ) = {c ∈ Cnp∞ | h · c = c}
є пiдгрупою групи Cnp∞ . Для матричного зображення Γ групи H та деякого елемента
c ∈ z(Γ) побудуємо групу G(Γ, c) наступним чином:

G(Γ, c) = H × Cnp∞ ,

а бiнарна операцiя + задається так

(ih, c1) + (jh, c2) = ((i+ j)h, µi,jc+ jh · c1 + c2),

де i, j ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, c1, c2 ∈ Cnp∞ ,

µi,j =

{
0, якщо i+ j < p,
1, якщо i+ j ≥ p.

Роздiл 1: Математика i статистика
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В [2] доведено, що таким чином побудована група є циклiчним розширенням групи
Cnp∞ за допомогою групи H, а як наслiдок, є чернiковською p-групою.

В [3] описанi з точнiстю до iзоморфiзму всi чернiковськi p-групи, фактор-група
яких за максимальною повною абелевою пiдгрупою є циклiчною групою порядку p.
Вони вичерпуються наступними групами:

G(n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, 0), G(Γ1 + n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, c
(n1(p−1)+n2+n3p))

де

Γ1 : h→ ε̃, Γ2 : h→ 1, Γ3 : h→
(
ε̃ 〈1〉
0 1

)
— всi попарно нееквiвалентнi нерозкладнi матричнi зображення циклiчної групи H
над кiльцем Zp; ε̃, 〈1〉 — вiдповiдно (p− 1)× (p− 1)- та (p− 1)× 1-матрицi над кiльцем
Zp вигляду:

ε̃ =


0 0 . . . 0 −1
1 0 . . . 0 −1
0 1 . . . 0 −1
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 −1

 , 〈1〉 =


1
0
...
0

 ;

n1, n2, n3 ∈ N0; n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3 — розкладне матричне зображення групи H з ni
екземплярами нерозкладного зображення Γi для i ∈ {1, 2, 3};

c(k) = ((p− 1)a0, (p− 2)a0, . . . , a0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k раз

), k ∈ N0.

В роботi для кожної з груп

G(n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, 0), G(Γ1 + n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, c
(n1(p−1)+n2+n3p))

побудовано композицiйний центральний ряд.

Ключовi слова: чернiковська група, гiперцентральна група, центральний ряд, ма-
тричне зображення групи, незвiдна компонента зображення.

1. Вступ. Нехай надалi всюди p — натуральне просте число, Cp∞ — адитивна
квазiциклiчна p-група, а Cn

p∞ — зовнiшня пряма сума n екземплярiв квазiци-
клiчної p-групи Cp∞ для деякого натурального числа n. Символом 0 завжди
будемо позначати нульовий елемент вiдповiдної структури. Добре вiдомо [1],
що група AutCn

p∞ iзоморфна повнiй лiнiйнiй групi GL(n,Zp), де Zp — кiльце
цiлих p-адичних чисел. Тому надалi для довiльної матрицi A ∈ GL(n,Zp) та
довiльного елемента c ∈ Cn

p∞ через A(c) позначатимемо образ елемента c при
автоморфiзмi, що вiдповiдає матрицi A. Нехай {ar | r ∈ N0} — множина всiх
твiрних елементiв групи Cp∞ , де N0 = N ∪ {0}, причому pa0 = 0, par = ar−1 для
довiльного r ∈ N. Якщо A = ‖αij‖ ∈ GL(n,Zp), c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ Cn

p∞ i

αij = x
(0)
ij + x

(1)
ij p+ x

(2)
ij p

2 + · · · ∈ Zp,

ck = y
(k)
0 a0 + y

(k)
1 a1 + · · ·+ y

(k)
lk
alk ∈ Cp∞ ,

де x(r)
ij , y

(k)
l ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, lk ∈ N0, k ∈ {1, 2, . . . , n}, то

A(c) = (c′1, c
′
2, . . . , c

′
n),

де

c′i =
n∑
j=1

αij(cj) =
n∑
j=1

lk∑
r=0

lk∑
l=0

x
(r)
ij y

(j)
l pral. (1)
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Розглянемо циклiчну адитивну групу H порядку p з твiрним елементом h i
деяке матричне зображення Γ цiєї групи степеня n над кiльцем Zp. Образ будь-
якого елемента h′ групи H позначатимемо через Γh′ . Визначимо дiю · групи H
на групi Cn

p∞ за правилом h′ ·c = Γh′(c) для довiльних елементiв h′ ∈ H i c ∈ Cn
p∞ .

Пiдкреслимо, що ядро Ker Γ є пiдгрупою стабiлiзатора кожного елемента iз Cn
p∞ .

Нескладно переконатися, що множина

z(Γ) = {c ∈ Cn
p∞ | h · c = c}

є пiдгрупою групи Cn
p∞ i що для будь-яких елементiв h′ ∈ H та c ∈ z(Γ) справ-

джується рiвнiсть h′ · c = c. Для матричного зображення Γ групи H та деякого
елемента c ∈ z(Γ) побудуємо групу G(Γ, c) наступним чином:

G(Γ, c) = H × Cn
p∞ ,

а бiнарна операцiя + задається так

(ih, c1) + (jh, c2) = ((i+ j)h, µi,jc+ jh · c1 + c2), (2)

де i, j ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, c1, c2 ∈ Cn
p∞ ,

µi,j =

{
0, якщо i+ j < p,
1, якщо i+ j ≥ p.

В [2] доведено, що таким чином побудована група є циклiчним розширенням
групи Cn

p∞ за допомогою групи H, а як наслiдок, є чернiковською p-групою.
В [3] описанi з точнiстю до iзоморфiзму всi чернiковськi p-групи, фактор-

група яких за максимальною повною абелевою пiдгрупою є циклiчною групою
порядку p. Вони вичерпуються наступними групами:

G(n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, 0), G(Γ1 + n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, c
(n1(p−1)+n2+n3p)) (3)

де

Γ1 : h→ ε̃, Γ2 : h→ 1, Γ3 : h→
(
ε̃ 〈1〉
0 1

)
— всi попарно нееквiвалентнi нерозкладнi матричнi зображення циклiчної групи
H над кiльцем Zp; ε̃, 〈1〉 — вiдповiдно (p − 1) × (p − 1)- та (p − 1) × 1-матрицi
над кiльцем Zp вигляду:

ε̃ =


0 0 . . . 0 −1
1 0 . . . 0 −1
0 1 . . . 0 −1
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1 −1

 , 〈1〉 =


1
0
...
0

 ;

n1, n2, n3 ∈ N0; n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3 — розкладне матричне зображення групи H
з ni екземплярами нерозкладного зображення Γi для i ∈ {1, 2, 3};

c(k) = ((p− 1)a0, (p− 2)a0, . . . , a0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k раз

), k ∈ N0. (4)

Роздiл 1: Математика i статистика
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Вiдомо [4], що всяка чернiковська p-група є гiперцентральною групою. Зна-
йдемо верхнi центральнi ряди вище перерахованих чернiковських p-груп (див. 3)
i доповнимо їх до композицiйних рядiв цих груп, якщо вони не є такими.

2. Центр групи G(Γ, c). Нехай Γ — деяке матричне зображення групи H,
c ∈ z(Γ). Почнемо з загальної характеристики центру Z(G(Γ, c)) групи G(Γ, c).
Нехай (h′, c′) ∈ Z(G(Γ, c)). Тодi

(h′, c′) + (0, c′′) = (0, c′′) + (h′, c′)

для будь-якого елементна c′′ ∈ Cn
p∞ . Звiдси h′ · c′′ = c′′, а тому Γh′(c

′′) = c′′ для
всiх c′′ ∈ Cn

p∞ , тобто Γh′ є одиничною матрицею порядку n. Як наслiдок h′ є
елементом ядра Ker Γ. З iншого боку

(h′, c′) + (h′′, 0) = (h′′, 0) + (h′, c′)

для будь-якого елементна h′′ ∈ H, зокрема для h. Через це h · c′ = c′. Звiдси
c′ ∈ z(Γ). Таким чином, (h′, c′) ∈ Ker Γ× z(Γ). Навпаки, очевидно, що будь-який
елемент вигляду (h′, c′), де h′ ∈ Ker Γ, c′ ∈ z(Γ), мiститься у центрi групи G(Γ, c).
Нами доведено наступне твердження.

Твердження 1. Нехай Γ — деяке матричне зображення групи H, c —
елемент iз z(Γ). Тодi центр Z(G(Γ, c)) групи G(Γ, c) дорiвнює Ker Γ× z(Γ).

Наслiдок 1. Нехай Γ — деяке матричне зображення групи H, c — елемент
iз z(Γ). Тодi група G(Γ, c) є абелевою тодi i тiльки тодi, коли Γ — одиничне
матричне зображення групи H.

Наслiдок 2. Якщо ж Γ є точним матричним зображенням групи H, то
центр Z(G(Γ, c)) дорiвнює {0} × z(Γ).

Надалi пiдгрупу {0} × z(Γ) групи G(Γ, c) позначатимемо через z̄(Γ).
3. Верхнiй центральний ряд групи G(Γ1, c). Iз [3] слiдує, що z(Γ1) =

= 〈c(0)〉. Отже, центр як групи G(Γ1, 0), так i групи G(Γ1, c
(0)) дорiвнює z̄(Γ1).

Введемо позначення
cij = (0, . . . , 0, aj, 0, . . . , 0), (5)

де ненульовою компонентою є лише (i+ 1)-ва, i ∈ {1, 2, . . . , p− 1}, j ∈ N0. Тому

c(0) = (p− 1)c10 + (p− 2)c2 0 + · · ·+ cp−1 0.

Знову ж таки, як G(Γ1, 0)/z̄(Γ1), так i фактор-група G(Γ1, c
(0))/z̄(Γ1) породжує-

ться множиною елементiв

{(h, 0) + z̄(Γ1), cij + z̄(Γ1), (p− 1)c1 j+1 + (p− 2)c2 j+1 + · · ·+ cp−1 j+1 + z̄(Γ1) |
i ∈ {1, 2, . . . , p− 2}, j ∈ N0},

причому ця фактор-група є також чернiковською p-групою, фактор-група якої
за максимальною повною абелевою пiдгрупою є циклiчною групою порядку p.
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Оскiльки iз (2) слiдує, що p(h, 0) = (0, c(0)), то фактор-група G(Γ1, c)/z̄(Γ1) iзо-
морфна G(∆, 0), де ∆ — матричне зображення групи H вигляду

∆ : h→



0 0 . . . 0 1 −1
1 0 . . . 0 2 −2
0 1 . . . 0 3 −3
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 1 p− 2 −(p− 2)
0 0 . . . 0 p −(p− 1)


. (6)

Розглянемо матрицю

S =



0 −1 1 0 0 . . . 0 0
0 −2 1 1 0 . . . 0 0
0 −3 1 1 1 . . . 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 −(p− 4) 1 1 1 . . . 1 0
0 −(p− 3) 1 1 1 . . . 1 1
0 −(p− 2) 1 1 1 . . . 1 1
1 −(p− 1) 1 1 1 . . . 1 1


.

Матриця S є оборотною Zp-матрицею i S−1∆(h)S = Γ1(h). Як наслiдок

G(∆, 0) ∼= G(Γ1, 0).

Застосовуючи метод математичної iндукцiї одержуємо, що верхнiй центральний
ряд групи G де G = G(Γ1, 0) або G = G(Γ1, c

(0)) має вигляд

{0} = Z0 ⊂ Z1 = {0} × 〈c(0)〉 ⊂ Z2 ⊂ . . . ⊂ Zω ⊂ Zω+1 = G, (7)

де множина iндексiв членiв цього ряду є ординалом, що мiстить єдине транс-
фiнiтне ординальне число ω. Причому для кожного скiнченного ординального
числа i фактор Zi+1/Zi iзоморфний циклiчнiй групi 〈c(0)〉, Zω =

⋃
i∈N Zi, а фа-

ктор Zω+1/Zω iзоморфний циклiчнiй групi H. Це показано засобами теорiї груп
у роботi [5] i узагальнено для ширшого класу гiперцентральних груп iз застосу-
ванням теорiї зображень у роботi [6]. Очевидно, ряд (7) є композицiйним рядом
групи G.

4. Верхнiй центральний ряд групи G(Γ2, 0). Iз наслiдку 1 випливає,
що верхнiй центральний ряд групи G(Γ2, 0) складається лише з двох членiв
{0} = Y0 ⊂ Y1 = G(Γ2, 0). Доповнимо цей ряд до композицiйного ряду

{0} = Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ . . . ⊂ Zω ⊂ Zω+1 = G(Γ2, 0), (8)

де множина iндексiв членiв цього ряду є ординалом, що мiстить єдине транс-
фiнiтне ординальне число ω. Причому для кожного скiнченного ординального
числа i член Zi цього ряду є циклiчною групою 〈(0, ai−1)〉, а Zω = {0} × C1

p∞ .
Пiдкреслимо, що композицiйний ряд (8) є i центральним рядом групи G, у яко-
го множина iндексiв його членiв є ординалом, що мiстить єдине трансфiнiтне
ординальне число ω.
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5. Верхнiй центральний ряд групи G(Γ3, 0). Iз [3] слiдує, що

z(Γ3) = {((p− 1)u, (p− 2)u, . . . , u, pu) | u ∈ Cp∞} . (9)

Очевидно z(Γ3) ∼= Cp∞ . Фактор-група G(Γ3, 0)/z̄(Γ3) породжується множиною
елементiв (див. позначення (5))

{(h, 0) + z̄(Γ3), cij + z̄(Γ3), (p− 1)c1 j+1 + (p− 2)c2 j+1 + · · ·+ cp−1 j+1 + z̄(Γ3) |
i ∈ {1, 2, . . . , p− 2}, j ∈ N0},

причому ця фактор-група є також чернiковською p-групою, яка є розширенням
групи Cp−1

p∞ за допомогою циклiчної групи порядку p. Аналогiчно випадку групи
G(Γ1, c) можна показати, що ця фактор-група iзоморфна групi вигляду G(∆, 0),
де ∆ — матричне зображення групи H вигляду (6), а отже, iзоморфна i групi
G(Γ1, 0).

Iз вище одержаних результатiв слiдує, верхнiй центральний ряд групи G =
= G(Γ3, 0) має вигляд

{0} = Y0 ⊂ Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . . ⊂ Yω ⊂ Yω+1 = G, (10)

де Y1 = z̄(Γ3) (див. (9)), для кожного натурального i фактор Yi+1/Yi iзоморфний
циклiчнiй групi 〈c(0)〉, Yω =

⋃
i∈N Yi, а фактор Yω+1/Yω iзоморфний циклiчнiй

групi H. Доповнимо верхнiй центральний ряд (10) до композицiйного ряду

{0} = Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ . . . ⊂ Zγ ⊂ Y2 ⊂ . . . ⊂ Yω ⊂ Yω+1 = G, (11)

де Zj+1 = 〈c(1)
j 〉,

c
(1)
j = (p− 1)c1j + (p− 2)c2j + · · ·+ cp−1 j + pcp j, j ∈ N0,

Zγ = Y1 =
⋃
i∈N Zi. Ряд (11) є центральним рядом групи G, у якого множина

iндексiв його членiв є ординалом, що мiстить два трансфiнiтнi ординальнi числа
γ i ω.

6. Верхнiй центральний ряд групи G(n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, 0). Iз теорiї
розширень абелевих груп [7] випливає, що якщо матричне Zp-зображення Γ є
розкладним вигляду Γ = n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, де n1, n2, n3 ∈ N0, то

z(Γ) ∼= z(Γ1) u · · ·u z(Γ1)︸ ︷︷ ︸
n1 раз

u z(Γ2) u · · ·u z(Γ2)︸ ︷︷ ︸
n2 раз

u z(Γ3) u · · ·u z(Γ3)︸ ︷︷ ︸
n3 раз

.

Тому структуру кожного фактору верхнього центрального ряду групи G =
= G(n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, 0) можна легко визначити за допомогою попередньо
розглянутих випадкiв. Зокрема центр Y1 цiєї групи iзоморфний прямiй сумi
елементарної абелевої p-групи рангу n1 та групи Cn2+n3

p∞ , що в свою чергу є
прямою сумою n2 + n3 екземплярiв квазiциклiчної p-групи Cp∞ . Аналогiчно
випадку групи G(Γ3, 0) фактор-група G/Y1 iзоморфна групi G((n1 + n3)Γ1, 0).
Через кожен наступний фактор верхнього центрального ряду

{0} = Y0 ⊂ Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . . ⊂ Yω ⊂ Yω+1 = G (12)
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групи G є елементарною абелевою p-групою рангу n1 + n3. Доповнюючи його
до композицiйного ряду, одержимо центральний ряд, множина iндексiв якого є
ординалом, що мiстить n2 + n3 + 1 трансфiнiтних ординальних числа.

Верхнiй центральний ряд групи G(Γ1 + n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, c
(n1(p−1)+n2+n3p))

аналогiчний ряду (12).

Означення 1. Нехай G — гiперцентральна група, що має центральний ряд

{0} = Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ . . . ⊂ Zω ⊂ . . . ⊂ G, (13)

який є композицiйним рядом. Число трансфiнiтних чисел множини iндексiв
членiв цього ряду будемо називати трансфiнiтною довжиною композицiйного
ряду (13).

Оскiльки будь-якi два композицiйнi ряди групи iзоморфнi, то трансфiнiтна
довжина композицiйного ряду групи G не залежить вiд вибору цього ряду.
Отже, iз вище одержаних результатiв слiдує наступна теорема.

Теорема 1. Нехай G є адитивною чернiковською p-групою, фактор-група
G/M якої за максимальною повною абелевою пiдгрупою M є циклiчною гру-
пою порядку p. Якщо Γ — матричне цiлочислове p-адичне зображення фактор-
групи G/M , iндуковане гомоморфiзмом f : g → fg, g ∈ G, iз групи G в групу
автоморфiзмiв AutM , де fg(m) = −g + m + g, m ∈ M , то трансфiнiтна дов-
жина композицiйного ряду групи G дорiвнює кратностi незвiдної компоненти
g + M → 1 зображення Γ, якщо G є абелевою групою, i на одиницю бiльше
цього числа, якщо ж G — неабелева група.
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Biletska D. Yu., Shapochka I. V. On central series of some Chernikov p-groups.
In this paper, we study the structure of the central series of the Chernikov p-group

G, which contains the maximum complete Abelian subgroup M of the index p. It is well
known that such a group is a hypercental group. On the other hand, it is also well known
from the theory of group extensions that the structure of this group can be determined by
means of a certain integer p-adic matrix image Γ of the factor group G/M and an element
from the second group of homologies H2(G/M,M). If the group G has a central series
Z1 ⊂ Z2 ⊂ . . . ⊂ Zω ⊂ . . . ⊂ G, which is a composition series, the number of transfinite
numbers of the set of indices of the members of this series will be called the transfinite
length of this composition series. Assume that G is an additive group, and Γ is a matrix
representaion over the ring of p-adic integers of the factor group G/M induced by the
homomorphism f : g → fg, g ∈ G, from the group G to the group of automorphisms
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AutM , where fg(m) = −g+m+ g, m ∈M . We have shown that the transfinite length of
the composition series of the group G is equal to the number of the irreducible component
g+M → 1 of the representation Γ, if G is an Abelian group, and one more of this number,
if G — non-Abelian group.

Let Cp∞ be an additive quasicyclic p-group, and let Cnp∞ be an external direct sum n
instances of the quasicyclic p-group Cp∞ for some positive integer n. It is well known [1]
that the group AutCnp∞ isomorphic to the complete linear group GL(n,Zp), where Zp the
ring of p-adic integers. Therefore, in the future for an arbitrary matrix A ∈ GL(n,Zp)
and an arbitrary element c ∈ Cnp∞ through A(c) denote the image of the element c in
the automorphism that corresponds to the matrix A. Let {ar | r ∈ N0} be the set of all
generators of the group Cp∞ , where N0 = N ∪ {0} and pa0 = 0, par = ar−1 for all r ∈ N.

Consider a cyclic additive group H of order p with a generating element h and some
matrix image Γ of this group of degree n over the ring Zp. The image of any element h′ of
the group H is denoted by Γh′ . Determine the action · of the group H on the group Cnp∞
by the rule h′ · c = Γh′(c) for arbitrary elements h′ ∈ H and c ∈ Cnp∞ . We emphasize that
the kernel Ker Γ is a subgroup of the stabilizer of each element with Cnp∞ . It is easy to see
that the set

z(Γ) = {c ∈ Cnp∞ | h · c = c}

is a subgroup of Cnp∞ . For the matrix image Γ of the group H and some element c ∈ z(Γ)
we construct the group G(Γ, c) as follows:

G(Γ, c) = H × Cnp∞ ,

and the binary operation + is set as follows

(ih, c1) + (jh, c2) = ((i+ j)h, µi,jc+ jh · c1 + c2),

where i, j ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, c1, c2 ∈ Cnp∞ ,

µi,j =

{
0, if i+ j < p,
1, if i+ j ≥ p.

In [2] it is proved that the group constructed in this way is a cyclic extension of the group
Cnp∞ by the group H, and, as a consequence, is a Chernikov p-group.

In [3], all Chernikov p-groups are described up to the isomorphism, the factor group of
which by the maximum complete Abelian subgroup is a cyclic group of order p. They are
limited to the following groups:

G(n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, 0), G(Γ1 + n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, c
(n1(p−1)+n2+n3p))

where

Γ1 : h→ ε̃, Γ2 : h→ 1, Γ3 : h→
(
ε̃ 〈1〉
0 1

)
are all pairwise non-equivalent indecomposable matrix images of the cyclic group H over
the ring Zp; ε̃, 〈1〉 are respectively (p− 1)× (p− 1)- and (p− 1)× 1-matrices over the ring
Zp of the form:

ε̃ =


0 0 . . . 0 −1
1 0 . . . 0 −1
0 1 . . . 0 −1
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 −1

 , 〈1〉 =


1
0
...
0

 ;

n1, n2, n3 ∈ N0; n1Γ1 +n2Γ2 +n3Γ3 is a decomposable matrix representation of the group
H with ni instances of the indecomposable component Γi for i ∈ {1, 2, 3};

c(k) = ((p− 1)a0, (p− 2)a0, . . . , a0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
ktimes

), k ∈ N0.
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In the work for each of the groups

G(n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, 0), G(Γ1 + n1Γ1 + n2Γ2 + n3Γ3, c
(n1(p−1)+n2+n3p))

the composition central series is build.

Keywords: Chernikov group, hypercentral group, central series, matrix representation of
group, irreducible component of representation.
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ДО СТАТТI БАССА I ПАЙКА

Присвячено свiтлiй пам’ятi Юрiя Васильовича Козаченка
В 1984 роцi Р. Пайк та Р. Басс [1] запропонували вивчати рiвномiрнi по класу

множин граничнi теореми для випадкових величин, якi залежать вiд множин з пев-
ного класу. У цiй роботi доводиться природне узагальнення теореми Басс-Пайка про
рiвномiрний пiдсилений закон великих чисел для випадкових процесiв, iндексованих
множинами. Замiсть сум випадкових величин по множинах, як у Басса–Пайка, ми
розглядаємо бiльш загальну ситуацiю випадкових зарядiв та мiр. Оскiльки рiвномiр-
ний закон великих чисел для випадкових зарядiв та мiр не може виконуватись для
довiльного класу множин, то ми використовуємо умову Басса-Пайка про рiвномiрну
малiсть мiри Лебега δ-околiв множин класу. У випадку випадкових зарядiв ми вико-
ристовуємо додаткову умову про iснування мажорантної мiри. Цю умову у випадку
випадкових мiр можна, звичайно, опустити. Метод доведення основного результату
цiєї статтi в цiлому є модифiкацiєю методу Басса-Пайка.

У рядi наслiдкiв основного результату ми наводимо вiдповiднi результати для кон-
кретних ситуацiй. Зокрема, у наслiдку 2 ми показуємо як можна позбутися додаткової
умови для випадкових зарядiв. У наслiдку 4 розглянуто випадок не обов’язково не-
залежних або однаково розподiлених випадкових величин. Виявляється, що замiсть
цього можна лише припустити, що виконується не рiвномiрний пiдсилений закон ве-
ликих чисел. Бiльше того, гранична константа у цьому результатi не обов’язково має
бути невипадковою. Для такої ж постановки у наслiдку 5 показано як можна позбу-
тися додаткової умови, яку ми накладаємо на випадковi заряди. Нарештi у наслiдку
6 розглянуто випадок, коли випадкова мiра породжується певним випадковим проце-
сом.

Ще один основний результат цiєї статтi стосується рiвномiрного пiдсиленого закону
великих чисел для аналога процесу вiдновлення. Як i у випадку сум незалежних одна-
ково розподiлених випадкових величин, цей результат справджується у припущеннi
iснування першого моменту. Жодного результата стосовно такого узагальненого про-
цесу вiдновлення ранiше вiдомо не було.

Ключовi слова: посилений закон великих чисел, випадковий заряд, процес вiднов-
лення, рiвномiрний посилений закон великих чисел, випадковий процес, iндексований
множинами.

1. Вступ. Пiдсилений закон великих чисел для однаково розподiлених ви-
падкових величин Бернуллi було доведено у 1909 роцi Е. Борелем. Загальний
випадок незалежних випадкових величин було розглянуто Колмогоровим, який
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довiв, що у випадку iснування першого моменту

Sn
n
→ E[X1] майже напевно,

де Sn = X1 + · · · + Xn – кумулятивнi суми незалежних однаково розподiле-
них випадкових величин Xk, k ≥ 1, з скiнченим математичним сподiванням. У
подальшому цей результат узагальнювали у рiзних напрямках. Вiдома теорема
Марцинкевича–Зiгмунда – це фактично результат про швидкiсть збiжностi у
пiдсиленому законi великих чисел Колмогорова. Особлива увага придiлялася
сумам залежних випадкових величин, а також сумам випадкових елементiв в
абстрактних банахових просторах. Новий напрямок з’явився у 80-их роках XX
сторiччя, який стосувався кратних сум випадкових величин. Цей випадок вiд-
рiзнявся вiд усiх попереднiх тим, що множини, за якими здiйснюються пiдсумо-
вування (прямокутники [1, n1]×· · ·× [1, nd]), не утворюють зростаючу послiдов-
нiсть. Наслiдком цiєї особливостi є бiльш обмежливi моментнi умови (див. [2]).
Ще бiльш загальна конструкцiя сум за множинами з певного класу з’явилася в
роботах Басса та Пайка (див., наприклад, [1]). При цьому твердження Басса та
Пайка виконувались рiвномiрно за класом множин, що спричиняло необхiднiсть
накладати певнi обмеження на класи множин. Аналоги теореми Басса–Пайка
про пiдсилений закон великих чисел для так званих керованих сум доведено
в [3], де знайденi достатнi умови для

S(n)

n
→ E[X1] майже напевно,

де S(n) – це суми (не обов’язково кумулятивнi) незалежних однаково розподi-
лених випадкових величин Xk, k ≥ 1. Низку результатiв, аналогiчних теоремi
Басса–Пайка, можна знайти в [4] та [5].

В цiй роботi ми продовжуємо дослiдження, розпочатi в [5]. Основним ре-
зультатом статтi стосовно рiвномiрного пiдсиленого закону великих чисел для
сум за множинами є теорема 2. Оскiльки рiвномiрний закон великих чисел для
випадкових зарядiв та мiр не може виконуватись для довiльного класу множин,
то ми використовуємо умову Басса-Пайка про рiвномiрну малiсть мiри Лебега
δ-околiв множин класу. У випадку випадкових зарядiв ми використовуємо дода-
ткову умову про iснування мажорантної мiри. Цю умову у випадку випадкових
мiр можна, звичайно, опустити.

Iншим основним результатом цiєї статтi є теорема 3 про рiвномiрний пiдси-
лений закон великих чисел для аналога процесу вiдновлення, а не для сум. Як
i у випадку сум незалежних однаково розподiлених випадкових величин, цей
результат справджується у припущеннi iснування першого моменту. Жодного
результата стосовно такого узагальненого процесу вiдновлення ранiше вiдомо
не було.

2. Теорема Басса–Пайка. У статтi [3] розглядається версiя ПЗВЧ для
сум незалежних однаково розподiлених випадкових величин з наборiв, що не
обов’язково мiстять один одного.

У статтi [4] наводиться версiя ПЗВЧ для випадкових зарядiв.
У статтi [1] Р. Басс i Р. Пайк довели наступне твердження (яке є версiєю

рiвномiрного ПЗВЧ):

Роздiл 1: Математика i статистика
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Теорема 1. Позначимо:
kB – множина {kx : x ∈ B}, де k ∈ R, B ⊂ Rd;
Rd

+ – множина точок з додатними координатами в Rd;
J = {1, 2, . . .}d – множина точок з цiлими координатами в Rd

+.
Нехай A – деяка сукупнiсть борелевських пiдмножин [0, 1]d ⊂ Rd, така, що

r(δ) ≡ sup
A∈A
|A(δ)| → 0, δ → 0, (1)

де A(δ) = {x : ρ(x, ∂A) < δ} – δ-окiл границi множини A; |A| – мiра Лебега
множини A ∈ Rd.

Нехай {Xj}, j ∈ J, – сукупнiсть незалежних i однаково розподiлених ви-
падкових величин зi скiнченним математичним сподiванням EXj = µ < ∞.
Позначимо S(B) =

∑
j∈BXj. Тодi

sup
A∈A

∣∣∣∣S(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, n→∞,м.н.

У цiй статтi наводиться його природне узагальнення i декiлька наслiдкiв
з цього узагальнення. Також доводиться аналогiчне твердження для процесу
вiдновлення.

3. Основний результат.

Теорема 2. Нехай:
A – деяка сукупнiсть борелевських пiдмножин I, де I = (0, 1]d - пiвiнтервал

в Rd;
X – деякий випадковий заряд. Тут пiд “випадковим зарядом” розумiємо

функцiю, задану на B×Ω, де B – сукупнiсть обмежених борелевських пiдмно-
жин Rd

+, що є зарядом при фiксованому ω ∈ Ω, а при фiксованому B ∈ B –
випадковою величиною. Аналогiчно визначаємо випадкову мiру.

Припустимо, що на A та X накладенi наступнi умови:
1) Для A виконується (1).
2) Iснує Y – випадкова мiра, задана на обмежених борелевських пiдмно-

жинах Rd
+, така, що Y ≥ |X|, i майже напевно ∃ µ, λ ∈ R, що ∀B ∈ C

виконується:

X(nB)

nd
→ µ · |B|, n→∞, (2)

Y (nB)

nd
→ λ · |B|, n→∞. (3)

Тут C – сукупнiсть множин
(

0,
j

m

]
⊂ I, де j ∈ J , m ∈ N; (x, y] – пiвiнтервал

в Rd, x, y ∈ Rd i всi координати y бiльшi за вiдповiднi координати x.
Позначимо через µ(ω) i λ(ω) вiдповiднi майже напевно визначенi функцiї

Ω→ R.
Тодi

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, n→∞,м.н. (4)
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Доведення. Доведення аналогiчне до доведення теореми 1 з [1].
Позначимо Cm

j = 1
m

(j − 1, j], де j ∈ J,m ∈ N i j ∈ mI; B – сукупнiсть всiх
можливих множин, якi є об’єднаннями деяких Cm

j при фiксованому m.
Спочатку покажемо, що якщо для деякого ω iснує таке µ, що ∀B ∈ C вико-

нується (12), тодi умова (12) виконується також для ∀B ∈ B.
Дiйсно, помiтимо, що якщо (12) виконується для двох множин B1 i B2, що

не перетинаються, тодi умова (12) також виконується для B1 ∪B2. Дiйсно,

lim
n→∞

X(n(B1 ∪B2))

nd
= lim

n→∞

X(n(B1))

nd
+ lim

n→∞

X(n(B2))

nd
=

= µ · |B1|+ µ · |B2| = µ · |B1 ∪B2|.

Аналогiчно, якщо (12) виконується для B1 i B2, причому B1 ⊂ B2, то (12)
виконується для B2\B1:

lim
n→∞

X(n(B2\B1))

nd
= lim

n→∞

X(n(B2))

nd
− lim
n→∞

X(n(B1))

nd
= µ·|B2|−µ·|B1| = µ·|B2\B1|.

Покажемо, що кожну множину B ∈ B можна отримати за декiлька кро-
кiв з множин C шляхом застосування цих двох операцiй. Оскiльки B ∈ B є
об’єднанням множин Cm

j , то достатньо довести, що кожну множину вигляду

(x, y] =

(
j1

m
,
j2

m

]
⊂ I, де j1, j2 ∈ J , можна отримати з множин C шляхом засто-

сування другої з цих операцiй за скiнченну кiлькiсть крокiв.
Позначимо x = (x1, ..., xd), y = (y1, ..., yd), де xi ∈ {0, 1, ...,m − 1}, yi ∈

{1, 2, ...,m}. Скористаємося iндукцiєю за k, де k ∈ {0, 1, ..., d} – найменше чи-
сло, для якого xl = 0, ∀k < l ≤ d. При k = 0 твердження очевидне. Якщо
твердження виконується для k = s < d, то воно також виконується для k =
s + 1, оскiльки якщо x = (x1, ..., xs+1, 0, ..., 0), x′ = (x1, ..., xs, 0, ..., 0), то (x, y] =
(x′, y]\(x′, (y1, y2, ..., ys, xs+1, ys+2, ..., yd)].

Застосовуючи аналогiчнi мiркування для (3), отримаємо, що майже напевно
∃ µ, λ ∈ R, що ∀B ∈ B виконуються (12) i (3).

Позначимо B′m =
⋃

j :Cmj ⊆B
Cm
j , B′′m =

⋃
j :Cmj ∩B 6=∅

Cm
j , де B ⊂ Rd

+, m ∈ N.

Помiтимо, що для всiх ω, для яких визначено µ i λ, i для всiх m ∈ N вико-
нується

lim sup
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣ ≤ Xm + Ym + Zm,

де

Xm = lim sup
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)−X(nA′m)

nd

∣∣∣∣ ,
Ym = lim sup

n→∞
sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA′m)

nd
− µ|A′m|

∣∣∣∣ ,
Zm = |µ| · sup

A∈A
|A\A′m|.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Отже, для доведення (4) достатньо показати, що для всiх ω, для яких ви-
значено µ i λ (а µ i λ визначенi майже напевно), виконується Xm, Ym, Zm → 0,
m→∞.

Zm → 0,m→∞, оскiльки Zm ≤ |µ| · r(
√
d/m)→ 0,m→∞, внаслiдок (1).

Оскiльки A′m ∈ B, ∀A ∈ A,∀m ∈ N, то внаслiдок (12) отримаємо, що

lim sup
n→∞

∣∣∣∣X(nA′m)

nd
− µ|A′m|

∣∣∣∣ = 0, i, оскiльки {A′m |A ∈ A} мiстить скiнченну кiль-

кiсть елементiв, то Ym = 0, ∀m ∈ N.

Помiтимо, що Xm ≤ lim sup
n→∞

supA∈A

∣∣∣∣Y (n(A′′m\A′m))

nd

∣∣∣∣. Оскiльки (A′′m\A′m) ∈ B,

∀A ∈ A, ∀m ∈ N, то внаслiдок (3) lim sup
n→∞

∣∣∣∣Y (n(A′′m\A′m))

nd

∣∣∣∣ = λ · |A′′m\A′m|, i,

оскiльки {A′′m\A′m |A ∈ A} мiстить скiнченну кiлькiсть елементiв, то Xm ≤
λ · supA∈A |A′′m\A′m| ≤ λ · r(

√
d/m)→ 0,m→∞.

Наслiдок 1. Якщо X – випадкова мiра, то додаткова умова на iснування
Y , звiсно, не вимагається.

Наслiдок 2. Нехай {Xj | j ∈ J} – незалежнi i однаково розподiленi випад-
ковi величини з E[|Xj|] < ∞ i E[Xj] = µ, S(B) =

∑
j∈BXj, T (B) =

∑
j∈B |Xj|.

Тодi якщо X(B) ≡ S(B), то при Y (B) ≡ T (B), λ = E[|Xj|] виконується умова
теореми (2).

Доведення. Дiйсно, оскiльки C є злiченою множиною, то достатньо до-
вести, що ∀B ∈ C твердження (12) i (3) виконуються майже напевно. Це є

наслiдком закона великих чисел:
X(nB)

nd
=
X(nB)

W (nB)
· W (nB)

nd
→ µ · |B|, n → ∞,

м.н.; для (3) аналогiчно. Тут через W (A) ми позначаємо кiлькiсть цiлих точок,
що належать множинi A ⊂ Rd

+.
У статтi [5] показується, що твердження теореми 1 залишається еквiвален-

тним при замiнi умови «A – деяка сукупнiсть борелевських пiдмножин [0, 1]d ⊂
Rd» на умову «A - деяка сукупнiсть борелевських пiдмножин (0, 1]d ⊂ Rd».
Отже, теорема 1 є наслiдком теореми 2.

Наслiдок 3. Якщо X(B) ≡
∑

j∈J |B ∩ C1
j | ·Xj, де {Xj | j ∈ J} – незалежнi

i однаково розподiленi випадковi величини з E[|Xj|] < ∞ i E[Xj] = µ, то при
Y (B) =

∑
j∈J |B ∩ C1

j | · |Xj|, λ = E[|Xj|] виконується умова теореми (2).

Доведення. Знову ж, для (12) достатньо довести, що ∀B ∈ C виконується
X(nB)

nd
→ µ · |B|, n→∞, м.н. Покажемо це.

Скористаємося позначеннями S(B) i T (B) з наслiдка (2). Помiтимо, що

|X(nB) − S(nB)| ≤ T (n(0, x + 1
n
]) − T (nB), де B = (0, x]. Оскiльки

S(nB)

nd
→

µ · |B|, T (nB)

nd
→ λ · |B|, n→∞, м.н., то достатньо довести, що

T (n(0, x+ 1
n
])

nd
→

λ · |B|, n → ∞, м.н. Нехай Bm = (0, x + 1
m

], де m ∈ N, B0 = B. Тодi майже

напевно справедливо, що ∀m ≥ 0 виконується
T (nBm)

nd
→ λ · |Bm|, n → ∞. Не-

важко зрозумiти, что для цих ω ∀m ∈ N виконується λ · |B| = limn→∞
T (nB)

nd
≤
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lim inf
T (nBn)

nd
≤ lim sup

T (nBn)

nd
≤ lim sup

T (nBm)

nd
= λ · |Bm|. Оскiльки m бере-

ться довiльно, то отримуємо потрiбне твердження. (3) доводиться аналогiчно.

Наслiдок 4. Якщо X(A) = S(A), як у наслiдку 2, але {Xj} не обов’язково
незалежнi i однаково розподiленi, проте на них накладена умова

S(k)

|k|
→ µ(ω), |k| → ∞,м.н., (5)

де S(x) ≡ S((0, x]), k ∈ J , i T також задовольняє аналогiчнiй умовi, то умова
теореми 2 виконується, оскiльки якщо для ω виконується (5), то для нього

∀B = (0, x] ∈ C виконується
S(nx)

nd
=
S([nx])

|[nx]|
· |[nx]|
nd

→ µ · |B|, n → ∞; тут

[y] = ([y1], [y2], ..., [yd]), якщо y = (y1, y2, ..., yd) ∈ Rd.

Наслiдок 5. Якщо X(A) = S(A), як у наслiдку 2, але {Xj} не обов’язко-
во незалежнi i однаково розподiленi, проте ∃µ, λ ∈ R, що для будь-якої по-

слiдовностi {Xji}, i ≥ 1, виконується, що
1

n

∑n
i=1Xji → µ, n → ∞, м.н. i

1

n

∑n
i=1 |Xji | → λ, n→∞, м.н., то умова теореми 2 виконується.

Доведення цього таке ж саме, як у наслiдку 2.

Наслiдок 6. Нехай f(x) – випадкова функцiя Rd
+ → R, така, що вона по-

роджує випадковий заряд X((0, x]) = f(x), x ∈ Rd
+, який є обмеженим на

борелевських пiдмножинах Rd
+. Якщо покласти A = {(0, x]|x ∈ I}, то, оче-

видно, умова (1) теореми 2 буде виконуватись. Нехай при цьому заряд, що
породжується функцiєю f , є невiд’ємним, i iснує така випадкова величина µ,
що ∀x ∈ I ∩Q виконується

f(nx)

nd
→ µ|x|, n→∞,м.н.,

де Q – множина точок Rd з рацiональними координатами.
Тодi

sup
x∈I

∣∣∣∣f(nx)

nd
− µ|x|

∣∣∣∣→ 0, n→∞,м.н.

Теорема 3. Нехай X(B) i A задовольняють умову теореми 1. Припустимо
додатково, що:

X(nA)→ +∞, n→∞, ∀A ∈ A,м.н. (6)

i

X(B) ≤ X(C), ∀B,C,B ⊂ C,м.н. (7)

Позначимо через Nt(A) найменше натуральне число, починаючи з якого для
всiх натуральних чисел виконується X(nA) > t (для кожного A ∈ A i t > 0
це буде випадкова величина, що згiдно з (6) визначена м.н.).
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Тодi

sup
A∈A

∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, t→∞,м.н.

Доведення.
З теореми 2 маємо (4). З (4) i умов (6) i (7) випливає, що майже напевно

виконуються всi наступнi твердження:

X(nA)→ +∞, n→∞,∀A ∈ A, (8)

X(B) ≤ X(C),∀B,C,B ⊂ C, (9)

i

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, n→∞. (10)

Покажемо, що для всiх ω, для яких виконуються цi три твердження, вико-
нується також наступне твердження:

sup
A∈A

∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, t→∞. (11)

Очевидно, що внаслiдок (8) i (9) виконується X(nI) → +∞, n → ∞, тобто
можна казати про Nt(I). Помiтимо, що якщо t > X(I), то внаслiдок (9) ∀A ∈ A

Nt(A) ≥ Nt(I) ≥ 2. Для таких t ∀A ∈ A виконується:

X(Nt(A) · A) > t ≥ X((Nt(A)− 1) · A),

а тому

∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣ ≤ max

{∣∣∣∣X(Nt(A) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣X((Nt(A)− 1) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣} ≤∣∣∣∣X(Nt(A) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣+

∣∣∣∣X((Nt(A)− 1) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣ = I1 + I2.

I2 ≤
∣∣∣∣X((Nt(A)− 1) · A)

(Nt(A)− 1)d
− µ|A|

∣∣∣∣ · (Nt(A)− 1

Nt(A)

)d
+ µ · |A| ·

∣∣∣∣∣1−
(
Nt(A)− 1

Nt(A)

)d∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣X((Nt(A)− 1) · A)

(Nt(A)− 1)d
− µ|A|

∣∣∣∣+ µ · |A| ·

∣∣∣∣∣1−
(
Nt(A)− 1

Nt(A)

)d∣∣∣∣∣ = I3 + I4.

Отже, потрiбно довести, що:

sup
A∈A

∣∣∣∣X(Nt(A) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, t→∞; (12)

sup
A∈A

∣∣∣∣X((Nt(A)− 1) · A)

(Nt(A)− 1)d
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, t→∞; (13)
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sup
A∈A
|A| ·

∣∣∣∣∣1−
(
Nt(A)− 1

Nt(A)

)d∣∣∣∣∣→ 0, t→∞. (14)

Внаслiдок (10) ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣ ≤ ε,

що рiвносильно тому, що ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N ∀A ∈ A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣ ≤ ε.

Якщо взяти таке K, що NK(I) ≥ N , то, так як ∀ t ≥ K, ∀A ∈ A виконує-
ться Nt(A) ≥ Nt(I) ≥ NK(I) ≥ N , то ∀ ε > 0 ∃K > 0 ∀ t ≥ K ∀A ∈ A∣∣∣∣X(Nt(A) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣ ≤ ε, що доводить (12). Умова (13) доводиться аналогi-

чно. Умова (14) виконується, оскiльки

sup
A∈A
|A| ·

∣∣∣∣∣1−
(
Nt(A)− 1

Nt(A)

)d∣∣∣∣∣ ≤ sup
A∈A

∣∣∣∣∣1−
(
Nt(A)− 1

Nt(A)

)d∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣1−
(
Nt(I)− 1

Nt(I)

)d∣∣∣∣∣→ 0, t→∞.

Наслiдок 7. З теореми 3 також випливає, що

sup
A∈A

∣∣∣∣ t1/d

(Nt(A))
− (µ|A|)1/d

∣∣∣∣→ 0, t→∞,м.н. (15)

Дiйсно, якщо для ω ∈ Ω виконується (11), то для нього виконується i (15):

sup
A∈A

∣∣∣∣ t1/dNt(A)
− (µ|A|)1/d

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣1/d =(
sup
A∈A

∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣)1/d

→ 0, t→∞.

4. Перспективи подальших дослiджень. Вiд умови (2) теореми 2 вiд-
мовитись у загальному випадку неможливо, але можна сподiватись, що її мо-
жна замiнити на бiльш просту. Пошук бiльш простої умови замiсть умови (2)
є одним з напрямкiв подальших дослiджень. Iншим напрямком є розширення
сфери застосувань наслiдка 4 для залежних випадкових величин.
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Bogdanskii V. Yu., Klesov O. I. To the article of Bass and Pyke.
In 1984, R. Pyke and R. Bass [4] proposed to study the limit theorems uniformly

with respect to classes of sets for random variables that depend on sets of a certain class.
This paper provides a natural generalization of the Bass–Pike theorem on the uniform law
of large numbers for random processes indexed by sets. Instead of the sums of random
variables indexed by sets, as in the Bass–Pike setting, we consider in Theorem 2 a more
general situation of random charges and measures. Since the uniform law of large numbers
for random charges and measures does not hold for an arbitrary class of sets, we use the
Bass–Pyke condition imposed on the class. This condition means the uniform smallness of
the Lebesgue measure of δ-neighborhoods of the sets. In the case of random charges, we
use the additional condition on the existence of a majorant measure. This condition can,
of course, be omitted in the case of random measures. The method of the proof of the
main results of this article resembles the on in the Bass–Pyke paper.

In a number of corollaries of the main result, we present the corresponding results
for special cases. In particular, in Corollary 2 we show how to get rid of the additional
condition for random charges. In Corollary 4, the case of not necessarily independent or
equally distributed random variables is considered. It turns out that instead we can assume
that the non-uniform strong law of large numbers is fulfilled. Moreover, the limit constant
in this case is not necessarily random. does not have to be accidental. For the same setting,
Corollary 5 shows how we can get rid of the additional condition that we impose on random
charges. Finally, Corollary 6 considers the case where a random measure is generated by
a certain stochastic process.

Another main result of this paper, Theorem 3, applies to the uniform strong law of large
numbers for an analogue of the renewal process. As in the case of sums of independent
identically distributed random variables, this result holds under the assumption of the
existence of the first moment. No results were previously known for such a generalized
renewal process.

Further studies of the uniformly strong law of large numbers will be concentrated in
searching a condition simpler than the existence of a majorant measure. Some examples of
situations in which this condition can be omitted, are given in the corollaries to Theorem
1. However, in the general case, this condition cannot be omitted.

Keywords: strong law of large numbers, random signed measure, renewal process, uniform
strong law of large numbers, random processes indexed by sets.
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CONSISTENCY OF THE LEAST SQUARES ESTIMATES OF
TRIGONOMETRIC REGRESSION MODEL PARAMETERS IN THE

PRESENCE OF LINEAR RANDOM NOISE

This contribution is dedicated to the 80th anniversary of Professor Yuriy
Vasyliovych Kozachenko.

Regression analysis is a huge part of mathematical and applied statistics. Nonlinear
regression analysis is a significant extension and complication of classical linear regression
analysis, due to the use of nonlinear or partially nonlinear in parameters models that
describe more adequately than linear model phenomena requiring statistical analysis. A
large number of applied problems in the numerical scientific, technical, and humanitarian
fields of knowledge give impetus to the development of nonlinear regression analysis.

The task of estimation the vector signal parameter in the «signal + noise» observation
models is a well-known problem of statistics of stochastic processes, and in the case of a
nonlinear signal parameter is the problem of nonlinear regression analysis.

Among the variety of nonlinear regression analysis problems the problem of estimating
amplitudes and angular frequencies of the sum of harmonic oscillations that are observed
against the background of a random noise, takes significant place due to its numerous
applications. Statistical model of such a type is said to be trigonometric regression, and
the problem of statistical estimation is called the problem of detecting hidden periodicities.

The paper is devoted to the study of time continuous trigonometric regression model
where the random noise is a linear Lévy driven stationary of the fourth order stochastic
process with zero mean, integrable and square integrable impulse transmission function.
This assumption leads to the integrability of the noise covariance function and cumulant
function of the fourth order.

To estimate unknown amplitudes and angular frequencies of such a trigonometric model
we use the least squares estimators in the Walker sense, that is special parametric set are
considered to distinguish properly different angular frequencies in the sum of harmonic
oscillations.

Theorem on strong consistency of the least squares estimators is proved in the paper
under the assumption on the random noise described above.

To obtain such a result a very important lemma was proved on the uniform tending
to zero almost surely of the average value of Lévy-driven linear stochastic process Fourier
transform.

This Lemma is the main tool of the strong consistency Theorem proof. To prove the
Theorem we, firstly, find some expressions for the least squares estimates of amplitudes
via corresponding estimates of angular frequencies. Secondly, we substitute these formulas
into the functional of the least squares method. The last step of the proof consists of
the L2-norm transformation of the difference between empirical trigonometric regression

Роздiл 1: Математика i статистика



СONSISTENCY OF THE LEAST SQUARES ESTIMATES. . . 55

function and true regression function such that this norm tends to zero almost surely if
and on if the estimators are strongly consistent.

Keywords: The detection of hidden periodicities, least squares estimator, consistency,
Lévy-driven linear stochastic process.

1. Introduction. Let a stochastic process

X(t) = g(t, θ0) + ε(t), t ∈ [0, T ], (1)

be observed, where

g(t, θ0) =
N∑
k=1

(A0
kcosϕ

0
kt+B0

ksinϕ
0
kt), (2)

θ0 = (θ0
1, θ

0
2, θ

0, . . . , θ0
3N−2, θ

0
3N−1, θ

0
3N) = (A0

1, B
0
1 , ϕ

0
1, . . . , A

0
N , B

0
N , ϕ

0
N), (3)

(A0
K)2 + (B0

K)2 > 0, k = 1, N ; here ε(t), t ∈ R1, is a stochastic process defined on a
complete probability space (Ω,F, P ) and satisfying the condition introduced below.

The statistical estimation of unknown amplitudes and angular frequencies (3) of
a sum of harmonic oscillations (2) observed in a random noise ε(t) is a probabilistic
setting of the hidden periodicities detection problem. Investigations of this problem
as well as of its deterministic counterpart ε(t) ≡ 0 are initiated by Lagrange. Many
applications of this problem in numerous scientific fields up to the middle of the
20-ies century are described in [1]. More recent applied aspects of the problem of
detecting hidden periodicities are considered, for example, in the review [2] and
monograph [3].

The literature on this problem is quite extensive. We mention only a few publica-
tions [4–9], where the consistency and asymptotic normality are studied for various
statistical estimators of unknown amplitudes and angular frequencies under different
assumptions concerning the stationary random noise ε(t) in the model of observa-
tion (1), (2) with N ≥ 1. Both cases of discrete and continuous time are studied in
those papers.

To introduce the conditions on the stochastic process ε in (1) we need in some
preliminary remarks [10].

A Lévy process L(t), t ≥ 0, is a stochastic process, with independent and sta-
tionary increments, continuous in probability, with sample-paths which are right-
continuous with left limits (cádlág) and L(t) = 0.

Let (a, b,Π) denote a characteristic triple of the Lévy process L(t), t ≥ 0, that is
for all t ≥ 0

logE exp{izL(t)} = tk(z)

for all z ∈ R, where

k(z) = iaz − 1

2
bz2 +

∫
R

(
eizu − 1− izτ(u)

)
Π(du), z ∈ R, (4)

where a ∈ R, b ≥ 0, and

τ(u) =

{
u, |u| ≤ 1;
u
|u| , |u| > 1.
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The Lévy measure Π in (4) is a Radon measure on R\{0}, such that Π({0}) = 0,
and ∫

R

min(1, u2) Π(du) <∞.

It is known that L(t) has finite p-th moment for p > 0 (E|L(t)|p < ∞), if and
only if ∫

|u|≥1

|u|p Π(du) <∞, (5)

see, i.e., Sato [11], Theorem 25.3.
If L(t), t ≥ 0 is a Lévy process with characteristics (a, b,Π), then process −L(t),

t ≥ 0 is also a Lévy process with characteristics (−a, b,
v
Π), where

v
Π(A) = Π(−A)

for each Borel set A, modifying it to be cáglád [12].
We introduce a two-sided Lévy process L(t), t ∈ R, defined for t < 0 to be equal

to independent copy of −L(−t).
Let â : R→ R+ be a measurable function. We consider the Lévy-driven contin-

uous time linear (or moving average) stochastic process

ε(t) =

∫
R

â(t− s) dL(s), t ∈ R. (6)

For causal process (6) â = 0, t < 0.
In the sequel we assume that

â ∈ L1(R) ∩ L2(R), EL(1) = 0. (7)

Under the condition (7) and ∫
R

u2 Π(du) <∞,

the stochastic integral in (6) is well-defined in L2(Ω) in the sense of stochastic
integration introduced in Rajput and Rosinski [13].

The popular choices for the kernel in (6) are Gamma type kernels:
1. â(t) = tαe−λtI[0,∞)(t), λ > 0, α > −1

2
;

2. â = e−λtI[0,∞)(t), λ > 0 (Ornstein-Uhlenbeck process);
3. â = e−λt, λ > 0 (well-balanced Ornstein-Uhlenbeck process).
A. The process ε in (1) is a measurable causal linear process of the form (6),

where a two-sides Lévy process L and â satisfy (7). Moreover the Łévy measure Π
of L(1) satisfies (5) for p=4.

From the condition A it follows [12] for r = 1, 2, 3, 4

logE exp{i
r∑
j=1

zjε(tj)} =

∫
R
k

(
r∑
j=1

zj â(tj − s)

)
ds. (8)

In turn from (8) it can be seen that the stochastic process ε is stationary of the
4th order.
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Denote by

mr(t1, . . . , tr) = Eε(t1) . . . ε(tr),

cr(t1, . . . , tr) = i−r
∂r

∂z1 . . . ∂zr
logE exp{i

r∑
j=1

zjε(tj)}|z1=...=zr=0

the moment and cumulant functions correspondingly of order r of the process ε.
Thus m2(t1, t2) = B(t1 − t2), where

B(t) = d2

∫
R
â(t− s)â(s) ds, t ∈ R,

is a covariance function of ε, and the 4th moment function

m4(t1, t2, t3, t4) = c4(t1, t2, t3, t4) +m2(t1, t2)m2(t3, t4)+

+m2(t1, t3)m2(t2, t4) +m2(t1, t4)m2(t2, t4). (9)

The explicit expression for cumulants of the stochastic process ε can be obtained
from (8) by direct calculations:

cr(t1, . . . , tr) = dr

∫
R

r∏
j=1

â(tj − s) ds, (10)

where dr is the r-th comulant of the random variable L(1). In particular,

d2 = EL2(1) = −k(0), d4 = EL4(1)− 3(EL2(1))2.

2. Setting of the problem. The consistency of the least squares estimator
(LSE) of the parameter θ0 in the model (1) –(3) is studied in the paper under
condition A.

We arrange the frequencies ϕ0 = (ϕ0
1, . . . , ϕ

0
N) in ascending order. In other words,

we assume that the parametric set where we search an estimator of unknown angular
frequencies is of the following form:

Φ(ϕ, ϕ) = {ϕ = (ϕ1, . . . , ϕN) ∈ RN : 0 ≤ ϕ < ϕ1 < . . . < ϕN < ϕ < +∞}.

Let

QT (θ) = T−1

T∫
0

[X(t)− g(t, θ)]2 dt. (11)

According to the standard definition, the LSE of the parameter θ0 constructed
from observation {X(t), t ∈ [0, T ]} is any random vector

θT = (A1T , B1T , ϕ1T , . . . , ANT , BNT , ϕNT ) (12)

that minimizes the functional QT (θ) in the set of parameters such that Θ ⊂ R3N

the amplitudes Ak, Bk, k = 1, N , can take arbitrary values in Θ and ϕ ∈ Φc, where
Φc is the closure of the set Φ(ϕ, ϕ).
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When proving the consistency of the estimator θT (see theorem below) we face
the problem of studying the behavior, as T →∞, of the ratios

sinT (ϕkT − ϕjT )

T (ϕkT − ϕjT )
,

sinT (ϕkT − ϕ0
j)

T (ϕkT − ϕ0
j)

, k 6= j,
sinTϕkT
TϕkT

, k = 1, N. (13)

However the above definition of the estimator ϕT = (ϕ1T , . . . , ϕNT ) makes it
impossible to determine the behavior of the differences ϕkT − ϕjT and ϕkT − ϕ0

j ,
j 6= k, as T → ∞. Therefore the question of the behavior of ratios (13) remains
open.

Walker [5] proposed a modification of the definition of the estimator ϕ0 which
guarantees the convergence to zero of the ratios (13). In turn, this implies the
consistency of the LSE.

The Walker idea is to define the estimator (12) as a point of minimum of the
functional (11) in a set where one can well distinguish the parameters ϕk.

Consider a nondecreasing family of open sets

ΦT ⊂ Φ(ϕ, ϕ), T ≥ T0 > 0.

We assume that these sets contain the true value of the parameter ϕ0 and satisfy
the following conditions:

lim
T→∞

inf
1≤j<k≤N ϕ∈ΦT

T (ϕk − ϕj) = +∞, (14)

lim
T→∞

inf
ϕ∈ΦT

Tϕ1 = +∞. (15)

In view of the above remark, we say that a vector θT is the LSE, if θT is a point
of minimum of the functional QT (θ) in the set ΘT for which (in contrast with Θ)
ϕ ∈ Φc

T .
Condition (15) obviously holds if ϕ > 0. If ΦT ⊂ Φ(0, ϕ), then one can consider,

for example, parametric sets such that

inf
1≤j<k≤N ϕ∈ΦT

T (ϕk − ϕj) = T−1/2, inf
ϕ∈ΦT

Tϕ1 = T−1/2

in order to satisfy (14), (15).

Theorem 1. Let assumption A holds. Then LSE θT is a strongly consistent
estimator of the parameter θ0, namely:

AkT → A0
k, BkT → B0

k, T (ϕkT − ϕ0
k)→ 0 a.s., (16)

as T →∞, k = 1, N.

3. Lemma. The next lemma is the main part of the convergence (16) proof.

Lemma 1. Under condition A

ξ(T ) = sup
λ∈R

∣∣∣∣∣∣T−1

T∫
0

e−iλtε(t) dt

∣∣∣∣∣∣→ 0 a.s., as T →∞. (17)
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Proof. Since∣∣∣∣∣∣
T∫

0

e−iλtε(t) dt

∣∣∣∣∣∣
2

=

T∫
−T

e−iλt
T−|u|∫
0

ε(t+ |u|)ε(t) dt du =

= 2

T∫
0

cosλu

T−u∫
0

ε(t+ u)ε(t) dt du,

then

Eξ2(t) ≤ 2T−2

T∫
0

E

∣∣∣∣∣∣
T−u∫
0

ε(t+ u)ε(t)dt

∣∣∣∣∣∣ du ≤ 2T−2

∫ T

0

K1frm−e(u)du.

By formula (9)

K(u) =

∫ T−u

0

∫ T−u

0

Eε(t+ u)ε(s+ u)ε(t)ε(s)dtds =

=

∫ T−u

0

∫ T−u

0

c4(t+ u, s+ u, t, s)dtds+ (T − u)2B2(u)+

+

∫ T−u

0

∫ T−u

0

B2(t− s)dtds+

∫ T−u

0

∫ T−u

0

B(t− s+ u)B(t− s− u)dtds ≤

≤ K1(u) +K2(u) +K3(u) + |K4(u)|,
and

Eξ2(T ) ≤ 2T−2

∫ T

0

(K
1
2
1 (u) +K

1
2
2 (u) +K

1
2
3 (u) + |K4(u)|

1
2 )du. (18)

Accordind to (10)

K1(u) = d4

∫
R

(∫ T−u

0

â(t+ u− r)â(t− r)dt
)2

dr ≤

≤ d4

∫
R

(∫ T−u

0

â2(t+ u− r)
∫ T−u

0

â2(t− r)dt
)
dr ≤

≤ d4‖â‖2
2

∫ T−u

0

dt

∫
R
â2(t+ u− r)dr ≤ d4‖â‖2

4(T − u),

that is

T−2

∫ T

0

K
1
2
1 (u)du ≤ d

1
2
4 ‖â‖2

2T
−2

∫ T

0

√
T − udu =

2

3
d

1
2
4 ‖â‖2

2T
− 1

2 . (19)

From condition A it follows ‖B‖1 =
∫
R |B(t)|dt <∞. Then

T−2

∫ T

0

K
1
2
2 (u)du = T−2

∫ T

0

(T − u)|B(u)|du ≤ ‖B‖1T
−1. (20)
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Moreover,

K3(u) ≤ B(0)

∫ T−u

0

∫ T−u

0

|B(t− s)|dtds ≤ B(0)‖B‖1(T − u),

T−2

∫ T

0

K
1
2
3 (u)du ≤ 2

3
B

1
2 (0)‖B‖

1
2
1 T
− 1

2 . (21)

Similarly,

T−2

∫ T

0

K
1
2
4 (u)du ≤ 2

3
B

1
2 (0)‖B‖

1
2
1 T
− 1

2 . (22)

From the inequalities (18) – (22) we get Eξ2(T ) = O(T−
1
2 ), as T →∞.

Let Tn = n2+δ for some δ > 0. Then

∞∑
n=1

Eξ2(Tn) <∞,

that is
ξ(Tn)→ 0 a.s., as n→∞.

Consider a sequence of random variables

ζn = sup
Tn≤T<Tn+1

|ξ(T )− ξ(Tn)| =

= sup
Tn≤T<Tn+1

∣∣∣∣ sup
λ∈R1

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

e−iλtε(t)dt

∣∣∣∣− sup
λ∈R1

∣∣∣∣ 1

Tn

∫ Tn

0

e−iλtε(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup

Tn≤T<Tn+1

sup
λ∈R1

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

e−iλtε(t)dt− 1

Tn

∫ Tn

0

e−iλtε(t)dt

∣∣∣∣ ≤
≤ sup

Tn≤T<Tn+1

[
sup
λ∈R1

∣∣∣∣( 1

T
− 1

Tn

)∫ Tn

0

e−iλtε(t)dt

∣∣∣∣+ sup
λ∈R1

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

Tn

e−iλtε(t)dt

∣∣∣∣ ] ≤
≤ Tn−+1 − Tn

Tn
ξ(Tn) +

1

Tn

∫ Tn+1

Tn

|ξ(t)|dt = ζ(1)
n + ζ(2)

n .

It is clear that ζ(1)
n → 0 a.s., as n→∞.

Consider

E(ζ(2)
n )2 =

1

T 2
n

∫ Tn+1

Tn

∫ Tn+1

Tn

E|ξ(t1)ξ(t2)|dt1dt2 ≤

≤ B(0)

(
Tn−+1 − Tn

Tn

)2

= O(n−2), as n→∞.

Thus, ζ(2)
n → 0 a.s., as n→∞, also.
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4. The proof of the Theorem. The proof of the theorem uses the ideas of
the paper [8].

Let

xkT =
sinT (ϕkT − ϕ0

k)

T (ϕkT − ϕ0
k))

, ykT =
1− cosT (ϕkT − ϕ0

k))

T (ϕkT − ϕ0
k)

.

We show that

AkT = A0
kxkT −B0

kykT + o(1), BkT = A0
kykT −B0

kxkT + o(1), (23)

for k = 1, N , where o(1) denotes, generally speaking, different stochastic processes
approaching zero a.s., as T →∞.

Differentiating the functional QT (θ) with respect to the variables A1, . . . , AN and
B1, . . . , BN we obtain the following system of linear equations for the LSE AkT and
BkT , k = 1, N :{ ∑N

k=1 a
(1)
kj (T )AkT +

∑N
k=1 b

(1)
kj (T )BkT = c

(1)
j (T ), j = 1, N ,∑N

k=1 a
(2)
kj (T )AkT +

∑N
k=1 b

(2)
kj (T )BkT = c

(2)
j (T ), j = 1, N ,

(24)

where we used the notation

〈u(t), v(t)〉 = T−1

∫ T

0

u(t)v(t)dt,

a
(1)
kj (T ) = 〈cosϕkT t, cosϕjT t〉, a

(2)
kj (T ) = 〈cosϕkT t, sinϕjT t〉,

b
(1)
kj (T ) = 〈sinϕkT t, cosϕjT t〉, b

(2)
kj (T ) = 〈sinϕkT t, sinϕjT t〉,

c
(1)
j (T ) = 〈X(t), cosϕjT t〉, c

(2)
j (T ) = 〈X(t), sinϕjT t〉,

k, j = 1, N.

Considering the properties (14) and (15) of the parametric set ΦT (whose closure
contains the value of the LSE ϕT = (ϕ1T , . . . , ϕNT )) we derive the following relations:

a
(1)
kj (T ) = o(1), k 6= j,

a
(1)
kk (T ) =

1

2
+ o(1), a

(2)
kj (T ) = o(1), k, j = 1, N, (25)

and
b

(1)
kj (T ) = a

(2)
kj (T ) = o(1),

b
(2)
kj (T ) = o(1), k 6= j, b

(2)
kk (T ) =

1

2
+ o(1), k, j = 1, N. (26)

Further,

c
(1)
j (T ) = 〈ε(t), cosϕjT t〉+ 〈g(t, θ0)m cosϕjT t〉 = d

(1)
j (T ) + d

(2)
j (T ),
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and moreover, d(1)
j (T ) = o(1) by Lemma. Then

d
(2)
j (T ) = A0

j〈cosϕ0
j t, cosϕjT t〉+B0

j 〈sinϕ0
j t, cosϕjT t〉+ o(1) (27)

=
1

2
[A0

jyjT −B0
jxjT ] + o(1), j = 1, N.

Similarly

c
(2)
j (T ) =

1

2
[A0

jyjT +B0
jxjT ] + o(1), j = 1, N. (28)

Now relations (23) follow from (24) –(28).
Since |xkT |, |ykT | ≤ 1, relations (23) imply that

|AkT |, |BkT | ≤ |AkT |+ |BkT |+ o(1), k = 1, N. (29)

Let ∆g(t; θ1, θ2) = g(t; θ1)−g(t; θ2) and GT (θ1, θ2) = 〈∆g(t; θ1, θ2), ∆g(t; θ1, θ2)〉.
By the definition of the LSE

QT (θT ) ≤ QT (θ0). (30)

On the other hand,

QT (θT )−QT (θ0) = GT (θT , θ
0) + 2〈ε(t), ∆g(t; θ0, θT )〉, (31)

where

〈ε(t), ∆g(t; θ0, θT )〉 = o(1) (32)

in view of Lemma and bounds (29). Taking into account inequality (30), we obtain
from (31) and (32) that

GT (θT , θ
0)→ 0 a.s., as T →∞. (33)

Put

gkT (t) = AkT cosϕkT t+BkT sinϕkT t− A0
k cosϕ0

kt−B0
k sinϕ0

kt.

Then

GT (θT , θ
0) =

N∑
k=1

〈gkT (T ), gkT (T )〉+ 2
∑
k<j

〈gkT (T ), gjT (T )〉.

Using the above reasoning and bounds (29), we find that

〈gkT (t), gjT (t)〉 = o(1), k 6= j, (34)

〈gkT (t), gkT (t)〉 =
1

2
[A2

kT +B2
kT + (A0

k)
2 + (B0

k)
2]− (AkTA

0
k +BkTB

0
k)xkT+ (35)

+(AkTB
0
k − A0

kBkT )ykT + o(1), k = 1, N.
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Substituting relations (23) into (35) and considering (34), we deduce that

GT (θT , θ
0) =

1

2

N∑
k=1

((A0
k)

2 + (B0
k)

2)(1− x2
kT − y2

kT ) + o(1)

=
1

2

N∑
k=1

((A0
k)

2 + (B0
k)

2)

(
1−

(
sin 1

2
T (ϕkT − ϕ0

k)
1
2
T (ϕkT − ϕ0

k

)2
)

+ o(1).

Thus relation (33) holds if and only if

T (ϕkT − ϕ0
k)→ 0 a.s., as T →∞, k = 1, N. (36)

Relation (36) obviously imply that

xkT → 1, ykT → 0 a.s., as T →∞, k = 1, N.

The strong consistency of the estimators AkT and BkT follows from equalities (23).
5. Conclusions. In the paper strong consistency of the least squares esti-

mators in Walker sense of the trigonometric regression parameters provided that
the parametric set contains the true value of the vector parameter and in which
the least squares estimate is sought, separates the angular frequencies in some way,
and random noise is a Lévy-driven stochastic process with zero mean that satisfies
some regularity conditions. An important feature of this work is rejection of any
assumptions related to the Gaussianity of the random noise.

The natural direction of further research is to obtain conditions for the asymp-
totic normality of the least squares estimators in trigonometric regression model
under our assumptions about random noise. A very important task is also to ob-
tain the properties of strong consistency and asymptotic normality of periodogram
estimates of the parameters in the model considered in the paper.

References
1. Serebrennikov, M. G., & Pervozvanskii, A. A. (1965). Vyiyavlenie skryityih periodichnostey

[The detection of hidden periodicities]. Mosow:Nauka. [in Russian]
2. Artis, M., Hoffman, M., Nachane, D., & Toro J. (2004). The detection of hidden periodicities:

a comparison of alternative methods. EUI Working paper ECO, 10, 26.
3. Quinn, B. G., & Hannan, E. J. (2001). The estimation and tracking of frequency. Cambridge

Univ. Press.
4. Whitle, P. (1952). On the estimation of a time series harmonic components and covariance

structure. Trabajos Estadistica, 3, 43–57.
5. Walker, A. M. (1973). On the estimation of a harmonic component in a time series with

stationary dependent residuals. Adv. Appl. Probab., 5, 2, 217–241.
6. Hannan, E. J. (1973). The estimation of frequency. J. Appl. Probab., 10, 3, 510–519.
7. Ivanov, A. V. (1980). A solution of the problem of detecting hidden periodicities. Theor.

Probab. Math. Statist., 20, 51–68.
8. Ivanov, A. V. (2010). Consistency of the least squares estimator of the amplitudes and angular

frequencies of a sum of harmonic oscillations i models with long-range dependence. Theor.
Probab. Math. Statist., 80, 61–69.

9. Ivanov, A. V., Leonenko, N. N., Ruiz-Medina, M. D., & Zhurakovsky, V. M. (2015). Estimation
of harmonic component in regression with cyclically dependent errors. Statistics: A Journal
of Theoretical and Applied Statistics, 49, 1, 156–186.

10. Ivanov, A. V., Leonenko, N. N., & Orlovsky, I. V. (2020). On the Whittle estimation for linear
random noise spectral density parameter in continuous-time nonlinear regression models. Stat.
Inference Stoch. Process, 23, 129–169.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 37, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



64 A. V. IVANOV, O. V. MITROFANOVA

11. Sato, K. (1999). Lévy processes and infinitely divisible distributions. Cambrige: Cambridge
University Press.

12. Anh, V. V., Heyde, C. C., & Leonenko, N. N. (2002). Dynamic models of long-memory pro-
cesses driven by Lévy nose. J. Appl. Prob., 39, 4, 730–747.

13. Rajput, B., & Rosinski, J. (1989). Spectral representations of infinitely divisible processes.
Prob. Theory Rel. Fields, 82, 451–487.

Iванов О. В., Митрофанова О. В. Консистентнiсть оцiнки найменших ква-
дратiв параметрiв тригонометричної моделi регресiї у присутностi лiнiйного ви-
падкового шуму.

Регресiйний аналiз є iстотною частиною математичної та прикладної статистики.
Нелiнiйний регресiйний аналiз є значним розширенням та ускладненням класичного
лiнiйного регресiйного аналiзу, завдяки використанню нелiнiйних або частково нелi-
нiйних за параметрами моделей, якi адекватнiше описують, нiж лiнiйнi моделi, явища,
що потребують статистичного аналiзу. Велика кiлькiсть прикладних проблем у чи-
сленних наукових, технiчних та гуманiтарних галузях знань дають поштовх розвитку
нелiнiйного регресiйного аналiзу.

Задача оцiнювання векторного параметра сигналу в моделях спостереження «си-
гнал + шум» є добре вiдомою проблемою статистики випадкових процесiв, та у ви-
падку нелiнiйного параметра сигналу – задачею нелiнiйного регресiйного аналiзу.

Серед рiзноманiтностi задач нелiнiйного регресiйного аналiзу оцiнювання амплiтуд
та кутових частот суми гармонiчних коливань, що спостерiгається на фонi випадко-
вого шуму, займає значне мiсце, завдяки її численним застосуванням. Статистичнi
моделi такого типу називаються тригонометричними моделями регресiї, а проблема
статистичного оцiнювання її параметрiв називається задачею виявлення прихованих
перiодичностей.

Статтю присвячено вивченню тригонометричної моделi регресiї, в якiй випадковий
шум є лiнiйним Левi-керованим стацiонарним четвертого порядку випадковим проце-
сом iз нульовим середнiм, iнтегровную та iнтегровную з квадратом iмпульсною пере-
хiдною функцiєю. Це припущення призводить до iнтегровностi коварiацiйної функцiї
та кумулянтної функцiї 4-го порядку.

Для оцiнювання амплiтуд та кутових частот такої тригонометричної моделi ми
використовуємо оцiнки найменших квадратiв у сенсi Уолкера, тобто розглянуто спе-
цiальну множину параметрiв, щоб розрiзнити належним чином рiзнi кутовi частоти в
сумi гармонiчних коливань.

У статтi доведено теорему про сильну консистентнiсть оцiнки найменших квадратiв
за описаними вище припущеннями щодо випадкового шуму.

Для отримання такого результату було доведено дуже важливу лему про рiвно-
мiрну збiжнiсть майже напевно середнього значення перетворення Фурьє лiнiйного
Левi-керованого випадкового процеса.

Ця лема є головним iнструментом доведення теореми про сильну консистентнiсть.
Для доведення теореми, по-перше, знаходимо деякi представлення оцiнок найменших
квадратiв амплiтуд через вiдповiднi оцiнки кутових частот. По-друге, ми пiдставляє-
мо цi формули у функцiонал методу найменших квадратiв. Останнiй крок доведення
полягає у перетвореннi L2-норми рiзницi мiж емпiричною тригонометричною функцi-
єю регресiї та iстиною функцiєю регресiї таким чином, що ця норма прямує до нуля
майже напевно тодi i тiльки тодi, коли оцiнки є сильно консистентними.

Ключовi слова: Виявлення прихованих перiодичностей, оцiнка найменших квадра-
тiв, консистентнiсть, Левi-керований лiнiйний випадковий процес.
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IНТЕГРУВАННЯ ДВОТОЧКОВОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ
ВИРОДЖЕНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ СИСТЕМ З

IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

При математичному описаннi рiзного роду процесiв i явищ в електронiцi, радiо-
технiцi, економiцi, бiологiї часто приходять до необхiдностi дослiдження вироджених
систем диференцiальних рiвнянь, зокрема, систем з виродженою матрицею при по-
хiднiй. Частина науковцiв називає такi системи диференцiально-алгебраїчними. Во-
ни вирiзняються складнiстю при дослiдженнях, оскiльки навiть у випадку лiнiйних
систем i неперервних функцiй задача Кошi може не мати розв’язкiв. У лiнiйному
випадку для дослiдження таких систем розроблено низку методiв - за допомогою до-
сконалих пар i трiйок матриць, псевдообернених за Муром-Пенроузом матриць та
шляхом зведення до центральної канонiчної форми. Суттєво складнiшою є проблема
встановлення конструктивних достатнiх умов iснування та розробка i обгрунтування
методiв побудови розв’язкiв задачi Кошi для нелiнiйних систем з виродженою матри-
цею при похiднiй. Бiльшiсть науковцiв використовують для цього модифiкацiї рiзного
роду числових методiв. Суттєво складнiшою є задача розробки методiв наближено-
го iнтегрування крайових задач для таких систем. Важливою є проблема розробки
методiв побудови розв’язкiв задачi Кошi для нелiнiйних систем з виродженою матри-
цею при похiднiй. Бiльшiсть науковцiв використовують для цього модифiкацiї рiзного
роду числових методiв. Суттєво складнiшою є проблема встановлення конструктив-
них достатнiх умов iснування та розробка i обгрунтування методiв наближеного iн-
тегрування крайових задач для таких систем. Свою ефективнiсть для дослiдження
надзвичайно широкого класу крайових задач показав чисельно-аналiтичний метод
А.М.Самойленка. Останнiм часом розроблено його модифiкацiї для наближеного iн-
тегрування крайових задач для нелiнiйних систем звичайних диференцiальних рiв-
нянь з виродженою матрицею при похiднiй. У данiй роботi використовується апарат
псевдообернених за Муром-Пенрозуом матриць та ортопроекторiв. Запропоновано мо-
дифiкацiю чисельно-аналiтичного методу з метою розширення його використання на
дослiдження iснування та наближену побудову розв’язкiв нелiнiйних диференцiаль-
них систем з виродженою матрицею при похiднiй, якi пiддаються iмпульсному впливу
i пiдпорядкованi лiнiйним нероздiленим двоточковим крайовим обмеженням. Розгля-
нуто критичний випадок - коли вiдповiдна лiнiйна однорiдна вироджена крайова за-
дача має ненульовi розв’язки. Встановлено необхiднi та конструктивнi достатнi умови
iснування розв’язкiв, знайдено оцiнки похибки побудованих наближених розв’язкiв.

Ключовi слова: крайова задача, виродженi диференцiальнi системи, iмпульсна дiя.

1. Вступ. При дослiдженнi рiзноманiтних процесiв приводить до необхiдно-
стi дослiдження нелiнiйних алгебраїчно-диференцiальних рiвнянь. У лiнiйно-
му випадку такi системи вивчалися в роботах А.М. Самойленка, О.А.Бойчука,

Роздiл 1: Математика i статистика



IНТЕГРУВАННЯ ДВОТОЧКОВОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ ВИРОДЖЕНИХ. . . 67

В.П.Яковця, S.L.Campbell [1]- [3] за допомогою зведення до центральної ка-
нонiчної форми, використання псевдооберненої матрицi. При дослiдженнi роз-
в’язкiв крайових задач для нелiнiйних систем диференцiальних рiвнянь ши-
роко застосовується чисельно-аналiтичний метод послiдовних перiодичних на-
ближень А.М. Самойленка [4]. Г.Я.Семчишин [5] вивчала можливiсть застосу-
вання чисельно-аналiтичного методу послiдовних наближень до iнтегрування
крайових задач для нелiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь з
виродженою матрицею при похiднiй.

2. Постановка задачi. Розглянемо вироджену нелiнiйну систему дифе-
ренцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю

J
dx

dt
= A(t)x(t) + f(t, x), t 6= τi, x, f ∈ Rn, t, τi ∈ [a, b], (1)

∆x|t=τi = Bix(τi) + bi, (2)

яка задовольняє крайовi умови

A1x(a) + A2x(b) = d, d ∈ Rn−1, (3)

де J – n-вимiрна клiткаЖордана, яка вiдповiдає нульовому власному значенню,
A(t) – (n×n)-вимiрна матриця з неперервними на [a, b] коефiцiєнтами, f(t, x) –
n- вимiрна неперервна на [a; b] вектор-функцiя; A1, A2 – ((n − 1) × n)- вимiрнi
матрицi, d – (n − 1)- вимiрний сталий вектор, a ≤ τ1 < τ2 < · · · < τp ≤ b, Bi –
(n× n)- вимiрнi матрицi, bi∈Rn– сталi вектори, i = 1, p.

Функцiю x ∈ C1
loc([a, b]\{τi}

p
i=1,Rn) будемо називати розв’язком крайової за-

дачi (1)–(3) якщо вона задовольняє систему (1), iмпульснi умови (2) та крайовi
умови (3).

Представимо матрицi A(t), A1, A2 так:

A(t) =

[
D1(t) D2(t)
an,1(t) D3(t)

]
, A1 =

[
A11 A12

]
, A2 =

[
A21 A22

]
,

де D1(t), A11, A21 – (n − 1)-вимiрнi вектор-стовпцi, D2(t), A12, A22) – ((n − 1) ×
(n− 1))-вимiрнi сталi матрицi, D3(t) – (n− 1)-вимiрний вектор-рядок.

Нехай x(t) = col [x1(t), v(t)]>, де v(t) = col(x2(t), . . . , xn(t)) – (n − 1)-вимiрна
вектор-функцiя.

Тодi вироджену систему рiвнянь (1) можна записати наступним чином

v′ = D1(t)x1 +D2(t)v + J1f(t, x), (4)

0 = an,1(t)x1 +D3(t)v + fn(t, x), (5)

а лiнiйнi двоточковi крайовi умови (3):

A11x1(0) + A12v(0) + A21x1(T ) + A22v(T ) = d. (6)

Припустимо, що

fn(t, x) = fn(t, x2, . . . , xn) = fn(t, v). (7)
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Будемо вважати, що an,1(t) 6= 0 ∀t∈ [0, T ].
Тодi з (5) можемо виразити x1:

x1 = − 1

an,1(t)
(D3(t)v + fn(t, v)) ,

та пiдставити його в систему (4) та крайовi умови (6).
В результатi цього одержимо наступну нормальну нелiнiйну систему дифе-

ренцiальних рiвнянь
dv

dt
= Â(t)v(t) + f̂(t, v), (8)

пiдпорядковану нелiнiйним двоточковим крайовим умовам з видiленою лiнiй-
ною частиною

C1v(a) + C2v(b) = d̂, (9)

де Â(t) – ((n − 1) × (n − 1))-вимiрна матриця, f̂(t, v) – (n − 1)-вимiрна вектор-
функцiя вигляду

Â(t) = D2(t)− 1

an,1(t)
D1(t)D3(t),

f̂(t, v) =

(
J1 −

1

an,1(t)
D1(t)J2

)
f(t, x),

C1, C2 – ((n− 1)× (n− 1))-вимiрнi сталi матрицi, d̂ – (n− 1)-вимiрний вектор-
стовпець сталих вигляду

C1 = − 1

an,1(a)
A11D3(a) + A12, C2 = − 1

an,1(b)
A21D3(b) + A22,

d̂ = d+
1

an,1(a)
A11fn(a, v(a)) +

1

an,1(b)
A21fn(b, v(b)),

J1 – ((n− 1)× n)-вимiрна матриця, J2 – n-вимiрний вектор-рядок вигляду

J1 = [En−1, 0n−1,1], J2 = [01,n−1, 1],

Ek – (k× k)-вимiрна одинична матриця, 0k,l – (k× l)-вимiрна нульова матриця.
Розглянемо iмпульснi умови (2). Припустимо, що ∀i = 1, p матрицi Bi мають

таку структуру

Bi =

[
0 01,n−1

0n−1,1 B̂i

]
, bi =

[
0

b̂i

]
, b̂i ∈ Rn−1, detB̂i 6= 0. (10)

Тодi iмпульснi умови (2) можемо записати у виглядi:

∆v|t=τi =B̂iv(τi)+ b̂i. (11)

Отже першопочаткову вироджену iмпульсну систему (1)–(3) можемо запи-
сати у виглядi:
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x1 = − 1

an,1(t)
(D3(t)v + fn(t, v)) ,

dv

dt
= Â(t)v(t) + f̂(t, v), (8)

C1v(a) + C2v(b) = d̂, (9)

∆v|t=τi =B̂iv(τi)+b̂i. (11)

3. Лiнiйна крайова задача. Розглянемо спочатку лiнiйну невироджену
iмпульсну систему

dv

dt
= Â(t)v(t) + ĥ(t), t 6= τi, v, ĥ ∈ Rn−1, t, τi ∈ [a, b], (12)

яка пiдпорядкована крайовим умовам (9). Вiдомо [6], що її розв’язок v(t, v0),
v(a, v0) = v0 має вигляд

v(t, x0) = V (t)v0 +

t∫
a

V (t, s)ĥ(s)ds+
∑
a≤τi<t

V (t, τi + 0)̂bi, (13)

де V (t) – матрицант вiдповiдної лiнiйної однорiдної системи з iмпульсною дiєю

dv

dt
= Â(t)v, t 6=τi, t,τi∈ [a, b], ∆v|t=τi = B̂iv, (14)

V (t)=V (t, a), V (a)=En, V (t, s)=V (t)V −1(s), V (t, τi+0)=(En−1+B̂i)
−1V (t, τi).

Пiдставляючи (13) в крайовi умови (9) бачимо, що необхiдною умовою розв’я-
зностi крайової задачi (12), (9) є iснування розв’язку алгебраїчної системи

Gv0 = d̂− C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi + 0)bi

 , (15)

де
G = C1V (a) + C2V (b). (16)

У некритичному випадку алгебраїчна система (15) має єдиний розв’язок

v0 = G−1

d̂− C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi


 ,

який є початковим значенням єдиного розв’язку задачi (12), (9)

v(t) = V (t)G−1

(
d̂− C2

{
b∫
a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi

})
+

+
t∫
a

V (t, s)ĥ(s)ds+
∑

a≤τi<t
V (t, τi + 0)̂bi.
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У критичному випадку алгебраїчна система (15), i, вiдповiдно, крайова за-
дача (12), (9) може не мати розв’язкiв. Покажемо, що праву частину лiнiйної
iмпульсної диференцiальної системи завжди можна змiнити так, щоб "збуре-
на"лiнiйна iмпульсна крайова задача мала розв’язки.

Припустимо, що rank(G) =n−1−k, 1≤ k≤n − 2, де G — матриця вигляду
(16). Тодi для довiльних векторiв d̂, b̂i ∈ Rn i функцiї ĥ(t)∈Cloc([a, b]\{τi}pi=1,Rn)
iснує функцiя H(t)∈Cloc([a, b]\{τi}pi=1,Rn) така, що збурена лiнiйна неоднорiдна
диференцiальна система з iмпульсною дiєю

dv

dt
= Â(t)v + ĥ(t) +H(t), t 6= τi, t,τi∈ [a, b], ∆x|t=τi = B̂iv + b̂i (17)

матиме k-параметричну сiм’ю розв’язкiв, якi задовольняють крайовi умови (9).
Безпосередня перевiрка показує, що умова (9) буде виконана, якщо функцiю

H(t) вибрати наступним чином

H(t)=V >(b, t)C>2P
>
G>k
R−1

1 PG>k

̂d−C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi+0)̂bi


 ,

де G+ — єдина псевдообернена за Муром-Пенроузом до G матриця, PG>k –
(k×(n−1))-вимiрна матриця-ортопроектор, PGk – ((n−1)×k)-вимiрна матриця-
ортопроектор, ξ∈Rk – вектор довiльних сталих,

R1 = PG>d,kR2, R2 = C2

b∫
0

V (b, s)V >(b, s)B>2 ds. (18)

При цьому розв’язок iмпульсної системи (17) має вигляд

v(t, v0) = V (t, 0)v0 +

t∫
0

V (t, s)ĥ(s)ds+ (19)

+

t∫
0

V (t, s)V >(b, s)C>2 P
>
G>k
R−1

1 PG>k

̂d−C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi+0)̂bi


ds.

Пiдставляючи (19) в (9) бачимо, що v(t) задовольняє крайовi умови (9) тодi
i тiльки тодi, коли початкове значення v0 є розв’язком алгебраїчної системи

Gv0 =
(
En−R2R

−1
1 PG>d,k

)̂d−C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi+0)̂bi


 . (20)

Оскiльки PGd,k
(
En − R2R

−1
1 PG>d,k

)
= 0, то система (20) сумiсна i її загальний

розв’язок має вигляд

v0 =PGd,kξ+G+
(
En−R2R

−1
1 PG>d,k

)̂d−C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi+0)̂bi


, (21)
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де ξ ∈ Rk — довiльний вектор, PGd,k , PG>d,k – вiдповiднi ортогональнi проекто-
ри, G+ – псевдообернена матриця. Знаходимо початкове значення v0 таке, при
якому розв’язок буде задовольняти крайовi умови, i, пiдставляючи його в за-
гальний розв’язок, пiсля певних перетворень одержуємо k-параметричну сiм’ю
розв’язкiв крайової задачi (9),

v(t, ξ)=V (t, a)PGkξ+

t∫
a

V (t, s)ĥ(s)ds+
(
V (t, a)G+

(
En−1−R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
d̂−

−
(
V (t, a)G+

(
En−1−R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds+

p∑
i=1

V (b, τi+0)̂bi

,
де

R(t) =

t∫
0

V (t, s)V >(b, s)C>2 dsP
>
G>k
R−1

1 PG>k .

4. Основний результат. Припускаємо, що в замкненiй обмеженiй обла-
стi (t, v) ∈ [a, b] × D, D ⊂ Rn−1 для нелiнiйної крайової задачi (8), (9), (11)
виконуються припущення:

A) лiнiйна однорiдна двоточкова крайова задача з iмпульсною дiєю
dv

dt
= Â(t)v(t), ∆v|t=τi =B̂ix(τi), C1v(a) + C2v(b) = 0, (22)

має k лiнiйно незалежних розв’язкiв, тобто rankG = n− 1− k, 1 ≤ k ≤ n− 2.
B) матриця Â(t) i вектор-функцiя f̂(t, v) неперервнi по своїм змiнним i ви-

конуються покоординатнi оцiнки:

|f̂(t, v)| ≤M(t), |f̂(t, v′)− f̂(t, v′′)| ≤ K(t)|v′ − v′′|, (23)

де M(t) i K(t) неперервнi вiдповiдно вектор-функцiя i матрична-функцiя з не-
вiд’ємними iнтегровними компонентами;

C) область Dβ ≡
{
v0 ∈ Rn−1, ξ ∈ Rk |B(v0(t, ξ), β) ⊆D

}
не порожня, де

B(v0(t, ξ), β) – β-окiл функцiї v0(t, ξ) = V (t, a)PGkξ,

β = max
t∈[a,b]

∣∣∣(V (t, a)G+
(
En−1−R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
d̂
∣∣∣+

t∫
a

|V (t, s)|M(s)ds+

+
∣∣∣(V (t, a)G+

(
En−1−R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

∣∣∣
 b∫
a

|V (b, s)M(s)| ds+

p∑
i=1

∣∣∣V (b, τi+0)̂bi

∣∣∣
;

D) найбiльше додатне власне значення матрицi Q менше за одиницю:

Q = max
t∈[a,b]


t∫

a

|V (t, s)|K(s)v(s)ds+

+
∣∣∣(V (t, a)G+

(
En−1−R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

∣∣∣ b∫
a

|V (b, s)|K(s)v(s)ds

.
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Лема 1. Нехай лiнiйна однорiдна двоточкова крайова задача (22) має k лi-
нiйно незалежних розв’язкiв, 1 ≤ k ≤ n−2. Вектор-функцiя ϕ ∈ C1 ([a, b],Rn−1)
є розв’язком двоточкової крайової задачi (8), (9) (11) тодi i тiльки тодi, коли
ϕ є розв’язком системи рiвнянь

v = Lξv, (24)

µ(v) :=PG>k

d̂− C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s, v(s))ds

=0, (25)

де

(Lξv)(t) = V (t, a)PGkξ +

t∫
a

V (t, s)f̂(s, v(s))ds+

+
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
d̂−

−
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s, v(s))ds−

−
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi.

При цьому початковим значенням розв’язку є

ϕ(0)=PGkξ +G+
(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
× (26)

×

d̂− C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s, v(s))ds− C2

p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi

 .

Доведення проводиться аналогiчно до [7].
Для дослiдження питання iснування i наближеної побудови розв’язкiв дво-

точкової крайової задачi (8), (9) (11) побудуємо послiдовнiсть функцiй вигляду

v0(t, ξ) = V (t, a)PGkξ, m = 0, 1, 2, . . . ,

vm+1(t, ξ) = v0(t, ξ) +

t∫
a

V (t, s)f̂(s, vm(s, ξ))ds+

+
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
d̂− (27)

−
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s, vm(s, ξ))ds−

−
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi.
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Кожна з цих функцiй задовольняє крайовi умови (9) при будь-яких ξ.
Аналогiчно до [7] можемо довести наступне твердження.

Теорема 1. Нехай для виродженої двоточкової крайової задачi (8), (9) (11)
виконується умова an,1(t) 6= 0 ∀t ∈ [a, b] та справедливi припущення A-D. Тодi

1) послiдовнiсть функцiй vm(t, ξ) вигляду (27) при m → ∞ рiвномiрно збi-
гається вiдносно областi (t, ξ) ∈ R×Dβ до граничної функцiї v∗(t, ξ).

При всiх m ∈ R, (t, v0, ξ) ∈ R×Dβ виконуються оцiнки

|v∗(t, ξ)− vm(t, ξ)| ≤ (En−1 −Q)−1Qmβ; (28)

2) функцiя x∗(t) = (x∗1(t), v∗(t)), де v∗(t) = v∗(t, ξ∗),

x∗1(t) = − 1

an,1(t)
(D3(t)v∗(t) + fn(t, v∗(t))) ,

є розв’язком виродженої двоточкової крайової задачi (1)-(3) тодi i тiльки то-
дi, коли точка ξ = ξ∗ є розв’язком визначального рiвняння

4̂(ξ) = 0,

де
4̂(ξ) = PG>k

d̂− C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s,v∗(s, ξ))ds

 ;

3) початковим значенням розв’язку x∗(t) = (x∗1(t), v∗(t)) виродженої двото-
чкової крайової задачi (8), (9) (11) є

x∗1(a, ξ) = − 1

an,1(a)
(D3(a)v∗(a, ξ) + fn(a, v∗(a, ξ))) ,

ϕ(0)=PGkξ +G+
(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
× (29)

×

d̂− C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s, v(s))ds− C2

p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi

 .
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Korol I. I., Blazhivska R. M. Solving of a two-point boundary value problem for
singular differential systems with impulse action.

It is often necessary to study degenerate systems of differential equations, in particu-
lar, systems with degenerate matrix at the derivative, in the mathematical description of
various processes and phenomena in electronics, radio engineering, economics and biology.
Some scientists call such systems differential-algebraic. These systems are difficult to study
because, even in the case of linear systems and continuous functions, the Cauchy problem
may have no solutions. A number of methods have been developed for the analysis of such
systems in the linear case such as analysis with the help of pairs and triplets of matrices,
by the Moore-Penrose Pseudoinverse matrices and by reduction to the central canonical
form. The problem of finding constructive sufficient conditions of the existence and devel-
oping of methods for constructing solutions of the Cauchy problem for nonlinear systems
with a degenerate matrix at the derivative is much more complicated. Most scientists
use modifications of various numerical methods for this purpose. The task of developing
methods for the approximate integration of boundary value problems for such systems is
much more complex. An important problem is the development of methods for construct-
ing solutions of the Cauchy problem for nonlinear systems with a degenerate matrix at the
derivative. Most scientists use modifications of various numerical methods for this purpose.
The problem of establishing constructive sufficient conditions of existence and development
of methods of approximate solution of boundary value problems for such systems is much
more complicated. The numerical-analytical method of A.M. Samoilenko has shown the
efficiency for the research of extremely wide class of boundary value problems. Recently,
the modifications of this method have been developed for the approximate solution of
boundary value problems for nonlinear systems of ordinary differential equations with a
degenerate matrix at the derivative. In this paper we use methods of the Moore-Penrose
Pseudoinverse matrices and orthoprojectors. A modification of the numerical-analytical
method is proposed in order to expand its use to study the existence and approximate
construction of solutions of nonlinear differential systems with a degenerate matrix at the
derivative, with impulse action and under a linear undivided boundary restriction. A crit-
ical case, when the corresponding linear homogeneous degenerate boundary value problem
has nonzero solutions, is considered. Necessary and constructive sufficient conditions for
the existence of solutions have been established, and the error estimates of the constructed
approximate solutions have been found.

Keywords: singular differential system, boundary conditions, impulse action.
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ON QUASI-PRIME DIFFERENTIAL SEMIRING IDEALS

The notion of a quasi-prime ideal, for the first time, was introduced in differential
commutative rings, i.e. commutative rings considered together with a derivation, as dif-
ferential ideals maximal among those not meeting some multiplicatively closed subset of
a ring. The notion of a semiring derivation is traditionally defined as an additive map
satisfying the Leibnitz rule. Due to rapid development of semiring theory in recent years,
the need of considering ideals in semirings defined by similar conditions arose.

The present paper is devoted to investigating the notion of a quasi-prime ideal of
differential semiring (which is defined as a semiring together with a derivation on it), not
necessarily commutative. It aims to show, how quasi-prime ideals are related to prime
differential ideals, primary ideals, maximal ideals and other types of ideals of semirings.
The paper consists of two main parts. In the first part, the author investigates some
properties of quasi-prime differential ideals, and gives some examples of such semiring
ideals, such as prime differential, maximal differential ideals, or ideal obtained by derivation
operator acting on a prime ideal of a semiring. It contains a theorem, which gives equivalent
conditions for a quasi-prime semiring ideal to be prime.

The second part of the paper is devoted to considering chains of quasi-prime ideals.
In this part, the interrelation between quasi-prime ideals and other types of differential
ideals of semirings is established. It contains a theorem, which gives a characterization
of such ideals in case of a commutative semiring. This characterization involves the no-
tion of the radical of an ideal of a semiring and a derivation operator for semirings. The
paper ends with a theorem, which states that every chain of quasi-prime ideals of a semir-
ing has the least upper bound and the greatest lower bound. It is also proven that ev-
ery quasi-prime ideal containing some differential ideal contains a quasi-prime ideal
minimal among all the quasi-prime ideals of the given semiring, which contain the above
mentioned differential ideal.

Keywords: differential semiring, differential ideal, semiring ideal, quasi-prime ideal.

1. Introduction. Semirings were introduced by Vandiver [9] as a generalization
of associative rings and distributive lattices. The notion of a semiring derivation is
defined in [4] as an additive map satisfying the Leibnitz rule. Thierrin [8] studied
a semiring of languages over some alphabet and showed that it forms a differential
additively idempotent semiring under the operations of union as the addition and
catenation as the product, proving that differential semirings are of great interest
due to their possible applications. Recently Chandramouleeswaran and Thiruveni [2]
investigated different properties of semiring derivations and differential semiring
ideals. This motivates a further study into properties of differential semirings, not
necessarily idempotent, commutative, or connected with formal languages. Quasi-
prime ideals were introduced by Keigher [6] for differential commutative rings. The
objective of this paper is to investigate quasi-prime ideals of differential semirings,
not nesessarily commutative, and their interrelation with prime differential ideals.
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For the sake of completeness some definitions and properties used in the paper
will be given here. For more information on semirings see [4] or [5].

Let R be a nonempty set, and let + and · be binary operations on R. An
algebraic system (R,+, ·) is called a semiring if (R,+, 0) is a commutative monoid,
(R, ·) is a semigroup and multiplication distributes over addition from either side.
A semiring (R,+, ·) is said to be commutative if · is commutative on R.

Zero 0 ∈ R is called (multiplicatively) absorbing if a · 0 = 0 · a = 0 for all a ∈ R.
An element 1 ∈ R is called an identity if a · 1 = 1 · a = a for all a ∈ R.

An element a ∈ R is called additively cancellable if a + b = a + c follows b = c
for all b, c ∈ R. Denote by K+(R) the set of all additively cancellable elements of
R. A semiring R is called additively cancellative if K+(R) = R.

An element a ∈ R is called additively idempotent if r + r = r. Denote by I+(R)
the set of all additively idempotent elements of R. A semiring R is called additively
idempotent if I+(R) = R.

A semiring is called entire if ab = 0 implies that either a = 0 or b = 0 for all a, b ∈
R. A subset S of R closed under addition and multiplication is called a subsemiring
of R. The center of a semiring R is a set Z(R) = {r ∈ R|rs = sr for all s ∈ R}. It
is a subsemiring of R. Since 0 ∈ Z(R), Z(R) 6= ∅.

A left ideal of a semiring R is a nonempty set I 6= R which is closed under
addition and satisfies the condition ra ∈ I for all a ∈ I, r ∈ R. Similarly we can
define a right ideal and a (two-sided ideal) of a semiring. An ideal I of a semiring R
is called subtractive (or k-ideal) if a ∈ I and a+ b ∈ I follow b ∈ I for any a, b ∈ R.
An ideal I of the semiring R is called strong if a+ b ∈ I implies a ∈ I and b ∈ I for
any a, b ∈ R. Every strong ideal is subtractive. The k-closure cl(I) of an ideal I is
the set cl(I) of all elements a ∈ R such that a+ b ∈ I for some b ∈ I. It is an ideal
of R satisfying I ⊆ cl(I) and cl(cl(I)) = cl(I). An ideal I of R is subtractive if and
only if I = cl(I).

The zeroid Zr(R) of a semiring R is the set of elements a of R such that there
exists b ∈ R such that a+ b = b. The zeroid of a ring consists of 0 only. The zeroid
of a semiring is a (two-sided) ideal. [1]

A prime ideal of R is an ideal P 6= R such that whenever IJ ⊆ P for any ideals
I and J of R then either I ⊆ P or J ⊆ P . An ideal P of a commutative semiring
R is prime if and only either a ∈ P or b ∈ P whenever ab ∈ P for any a, b ∈ R. A
primary ideal of a commutative semiring R is a proper ideal P of R for which either
a ∈ P or b ∈

√
P whenever ab ∈ P . An ideal P is primary if and only if IJ ⊆ P

implies that either I ⊆ P or J ⊆
√
P . If Q is a primary ideal of a commutative

semiring R, then
√
Q is a prime ideal of R [4].

Throughout the paper R denotes a semiring in the above sense, not nesessarily
commutative, with identity 1 and absorbing zero 0 6= 1, unless stated otherwise. N
denotes the set of positive integers, and N0 = N

⋃
{0}.

2. Quasi-prime and prime differential ideals. A map δ : R→ R is called
a derivation [4] on R if δ (a+ b) = δ (a) + δ (b) and δ (ab) = δ (a) b + aδ (b) for
any a, b ∈ R. A semiring R equipped with a derivation δ is called differential with
respect to the derivation δ, or a δ-semiring, and denoted by (R, δ) [2].

For an element a ∈ R denote a(0) = a, a′ = δ(a), a′′ = δ(δ(a)), . . . a(n) =
δ(a(n−1)), n ∈ N0, and a(∞) = {a(n)|n ∈ N0}.

Let (R, δ) be a differential semiring. For a subset A of R we define its differential
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A# to be the set
A# =

{
a ∈ R

∣∣a(n) ∈ A for alln ∈ N0

}
.

An ideal I of the δ-semiring R is called differential [4] if δ (a) ∈ I whenever
a ∈ I. A subsemiring S of the δ-semiring R is called differential if a ∈ S follows
δ (a) ∈ S.
{0} is a differential k -ideal of any differential semiring R. As noted in [2], in a

differential semiring R with absorbing zero the set V (R) of all additively invertible
elements of R is a differential ideal.

The set I+(R) of all additively idempotent elements of R is a differential ideal of
R. Every multiplicatively idempotent two-sided ideal I of a differential semiring R
is differential. If I is a differential ideal of R, then its k -closure cl(I) is a differential
k -ideal of R [7].

Proposition 1. The zeroid Zr(R) of a differential δ-semiring R is a differential
ideal of R.

Proof. For a ∈ Zr(R) solvability of the equation a + x = x for x ∈ R implies
δ(a) + δ(x) = δ(x), which in turn gives δ(a) ∈ Zr(R).

Proposition 2. If R is an additively cancellative differential semiring, then its
center Z(R) is a differential subsemiring of R.

Proof. For a ∈ Z(R) and b ∈ R we have ab = ba. Then δ(ab) = δ(a)b + δ(b)a
and δ(ba) = δ(b)a+ aδ(b) follows δ(a)b = aδ(b). Therefore, δ(a) ∈ Z(R).

A non-empty subset S of the semiring R is called an m-system [4] of R if for
every a, b ∈ S there exists an element r ∈ R such that arb ∈ S. An ideal I of R is
prime if and only if R \ I is an m-system [4]. Any maximal ideal of a semiring is
prime [4].

A differential ideal Q of R is called quasi-prime if it is maximal among differential
ideals of R disjoint from some m-system of R.

Proposition 3. Any prime differential ideal of R is quasi-prime.

Proof. For any prime ideal P of R the complement R\P = S is anm-system [4].
The result follows by definition.

Proposition 4. Every maximal differential ideal of R is quasi-prime.

Proof. Let Q be a maximal among differential ideals of R, S = U(R) be the set
of units of R. Then S is an m-system and no differential ideal I contains a unit of
R, so Q ∩ U(R) = ∅. Therefore, Q is a quasi-prime ideal.

Proposition 5. In any differential semiring R for any prime ideal P of R the
differential ideal P# is quasi-prime.

Proof. Suppose P is a prime ideal of R and S = R \P . Then S is an m-system
and S ∩ P = ∅. By Propositions 10 and 11 from [7], P# is a differential ideal of
R disjoint from S. If I is any differential ideal disjoint from S, then I ⊆ P . Thus
I = I# ⊆ P#. Hence P# is a quasi-prime ideal of R.

Theorem 1. For a differential semiring R the following conditions are equiva-
lent:
1) Any quasi-prime ideal I in R is prime.
2) If I is a prime ideal of R, then I# is a prime differential ideal of R.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 37, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



78 I. O. MELNYK

3) Any prime ideal, minimal over some differential ideal, is differential.
4) If S ⊆ R is an m-system of R (0 /∈ S) and I is a differential ideal of R disjoint

from S, then every differential ideal of R which is maximal among differential
ideals containing I and not meeting S is prime.
Proof. (1) =⇒ (2) If I is prime then by Proposition 5 I# is quasi-prime.

Therefore, I# is a prime differential ideal.
(2) =⇒ (3) Let I be a differential ideal of R, and let P be a prime ideal minimal

among prime ideals containing I. Then I = I# ⊆ P# ⊆ P . Since P# is prime, then
P# = P . Therefore, P is a prime differential ideal.

(3) =⇒ (4) Obvious.
(2) =⇒ (4) Obvious.
(4) =⇒ (2) Suppose S ⊆ R is an m-system of R (0 /∈ S), I is a differential ideal

of R such that I ∩S = ∅, and every differential ideal K of R, maximal among those
containing I and not meeting S is prime. Let P be any prime ideal. Under given
conditions S = R \ P is an m-system of R and {0} is a differential ideal disjoint
from S. Moreover, P# ⊆ P follows S ∩ P# = ∅. Thus P# is a differential ideal of
R disjoint from S. If I is an arbitrary differential ideal of R such that P# ⊆ I and
I ∩ S = ∅, then I ⊆ P . It follows that I = I# ⊆ P#. Thus P# is prime.

3. Chains of quasi-prime ideals. Many interesting results on quasi-prime
ideals can be obtained in commutative case.

Let A be a subset of R. Denote the smallest differential ideal containing the set
A by [A], the smallest radical differential ideal containing A by {A}, the smallest
differential subtractive ideal containing the set A by |A|, and the smallest radical
differential subtractive ideal containing A by 〈A〉 .

Lemma 1. Let a, b ∈ R, n ∈ N0, δ : R −→ R be a semiring derivation. Then
an+1δn(b) ∈ |ab|.

Proof. By induction on n. The lemma is obviously true for n = 0. Let n ≥ 1.
Assume the assertion is true for all k < n.

Consider δ(an · b(n−1)) = nan−1a′b(n−1) + anb(n), and multiply it by a. Then
a · δ(an · b(n−1)) = nana′b(n−1) + an+1b(n). By induction hypothesis, since |ab| is a
differential ideal, then a ·δ(an · b(n−1)) ∈ |ab|, moreover nana′b(n−1) +an+1. Therefore
by subtractivity of |ab|, an+1b(n) ∈ |ab|, as needed.

Theorem 2. Every quasi-prime ideal of R is primary.

Proof. Let Q be a quasi-prime ideal of R, and let a /∈ Q and bn /∈ Q for
all n ∈ N0. Prove that Q is primary by showing that ab /∈ Q. There exists a
multiplicatively closed subset S of R such that S ∩Q = ∅ and I ∩Q 6= ∅ for every
I 6= Q such that Q ⊂ I. Then Q ⊂ Q +

∑n
k=1Rδ

k(a) = I for some n ∈ N0 and
Q 6= I, and by maximality of Q, I ∩S 6= ∅. So there exists s ∈ S ∩Q+

∑n
k=1Rδ

k(a)
for some m ∈ N0. Similarly, there exists an element t ∈ S ∩ Q +

∑m
l=1 Rδ

l(bn+1).
Then by Lemma 1 srt ∈ |ab|+Q for some r ∈ N0. Hence ab /∈ Q, for if ab ∈ Q, then
|ab| ⊆ Q, and |ab| + Q = Q, so srt ∈ Q, and S ∩ Q 6= ∅ which would contradict to
the assumption.

In a commutative semiring R the radical of an ideal I is denoted by
√
I and

defined to be the set
√
I = {r ∈ R|rn ∈ I for some n ∈ N0}. According to [3]

I ⊆
√
I. If I is a subtractive ideal of R, then so is

√
I. Moreover,

√
I is an

intersection of all the prime ideals of R containing I, whenever 1 ∈ R.
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Theorem 3. Let R be a commutative semiring. For a differential ideal Q of R
the following conditions are equivalent:
1) Q is quasi-prime;
2) Q is primary and Q = (

√
Q)#;

3)
√
Q ∈ Spec(R) and Q = (

√
Q)#;

4) There exists P ∈ Spec(R) such that Q = P#.

Proof. (1) =⇒ (2) Let Q be a quasi-prime ideal of R. Q is primary by Propo-
sition 2. Moreover, Q is maximal among differential ideals of R disjoint from some
multiplicatively closed subset S. Prove that

√
Q ∩ S = ∅. If a ∈

√
Q ∩ S, then

there exists n ∈ N0 such that an ∈ Q, and a ∈ S. Therefore, the Ran ⊆ Q, and
Ran ⊆ Q ∩ S, which contradicts to the assumption.

Since Q ⊆
√
Q then by [7] Q = Q# ⊆ (

√
Q)#. Then

√
Q ∩ S = ∅ and (

√
Q)# ⊆√

Q follow (
√
Q)# ∩ S = ∅. Since Q is the maximal among differential ideals of R

not meeting S, then Q = (
√
Q)#.

(2) =⇒ (3) Let Q be a primary ideal of R. Then
√
Q is a prime ideal of R [4].

(3) =⇒ (4) P =
√
Q is the prime ideal of R satisfying the condition Q = P#.

(4) =⇒ (1) Let P be a prime differential ideal of R such that Q = P#. Then by
Proposition 5 Q is quasi-prime.

Proposition 6. Let f : R1 → R2 be a differential semiring homomorphism. If
Q is a quasi-prime ideal of R2, then f−1(Q) is a quasi-prime ideal of R1.

Proof. Let Q be a quasi-prime ideal of R2. By Theorem 5 there exists P ∈
Spec(R) such that Q = P#. Then f−1(Q) = f−1(P#) = (f−1(P ))# by Proposition
13 [7]. Then again since f−1(P ) ∈ Spec(R), by Theorem 3 f−1(Q) is quasi-prime in
R1.

Let Spec(R) denote the spectrum of R. Denote by Quas(R) the set of all quasi-
prime differential ideals of R, and call it a quasi-prime spectrum of R. Then the map
α : Spec(R) → Quas(R) given by α(P ) = P# for any P ∈ Spec(R) is surjective,
and the map β : Quas(R)→ Spec(R) given by β(Q) =

√
Q for any Q ∈ Quas(R) is

injective. Moreover, αβ = id is the identity on Quas(R).
A differential homomorphism f : R1 → R2 induces a function f−1 : Quas(R2)→

Quas(R1).

Theorem 4. Let R be a commutative semiring. If {Qi}i∈I is a chain of quasi-
prime ideals of R, then

⋂
i∈I Qi is a quasi-prime ideal of R and there is a unique

smallest quasi-prime ideal of R containing
⋃
i∈I Qi.

Every chain of quasi-prime ideals of R has the least upper bound and the greatest
lower bound.

Proof. If {Qi}i∈I is a chain of quasi-prime ideals of R, then by Proposition 2,
{
√
Qi}i∈I is a chain of prime ideals of R. Since

⋂
i∈I
√
Qi and

⋃
i∈I
√
Qi are prime

ideals of R. By Proposition 10 from [7] (
⋂
i∈I
√
Qi)# =

⋂
i∈I(
√
Qi)# =

⋂
i∈I Qi. The

ideal
⋂
i∈I
√
Qi being prime follows that (

⋂
i∈I
√
Qi)# is quasi-prime, by Proposition

5, so is
⋂
i∈I Qi.

If Q is any quasi-prime ideal of R containing the prime ideal
⋃
i∈I Qi, then√⋃

i∈I Qi =
⋃
i∈I
√
Qi ⊆

√
Q. Thus (

⋃
i∈I
√
Qi)# ⊆ (

√
Q)# = Q.

Theorem 5. Let R be a commutative semiring. Let I be a differential ideal of R
and Q be a quasi-prime ideal of R such that I ⊆ Q. Then Q contains a quasi-prime
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ideal minimal among all quasi-prime ideals of R containing I.

Proof. Embed Q in a maximal chain {Qi}i∈I of quasi-prime ideals of R con-
taining I. Thus,

⋂
i∈I Qi is a quasi-prime ideal of R and is clearly minimal.
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Мельник I. О. Про квазiпервиннi диференцiальнi iдеали напiвкiлець.
Поняття квазiпервинного iдеалу було вперше введено в комутативних диферен-

цiальних кiльцях, тобто комутативних кiльцях, якi розглядаються разом iз заданим
на них диференцiюванням, як диференцiальний iдеал, максимальний серед диферен-
цiальних iдеалiв, якi не перетинаються iз деякою мультиплiкативно-замкненою пiд-
множиною кiльця. Поняття диференцiювання у напiвкiльцi традицiйно визначають
як адитивне вiдображення, яке задовольняє правило Лейбнiца. У зв’язку з швидким
розвитком теорiї напiвкiлець в останнi роки, виникла потреба у вивченнi iдеалiв, якi
визначаються подiбними властивостями у напiвкiльцях.

Ця стаття присвячена дослiдженню поняття квазiпервинного iдеалу в диференцi-
альних напiвкiльцях (якi означаються як напiвкiльця разом iз диференцiюванням, за-
даному на них), якi не обов’язково комутативнi. Метою статтi є показати, як квазiпер-
виннi iдеали пов’язанi з первинними диференцiальними iдеалами, примарними iде-
алами, максимальними iдеалами та iншими типами iдеалiв у напiвкiльцях. Стаття
складається з двох основних частин. У першiй частинi автор дослiджує деякi власти-
востi квазiпервинних диференцiальних iдеалiв, а також подає деякi приклади таких
iдеалiв, зокрема первиннi диференцiальнi, максимальнi диференцiальнi та iдеали, якi
можна отримати в результатi дiї оператора диференцiювання на первиннi iдеали на-
пiвкiльця. У цiй частинi подано теорему, у якiй даються еквiвалентнi умови того, що
квазiпервинний iдеал є первинним.

У другiй частинi статтi розглядаються ланцюги квазiпервинних iдеалiв. У цiй
частинi встановлено взаємозв’язки мiж квазiпервинними iдеалами та iншими типами
диференцiальних iдеалiв напiвкiлець. В однiй з теорем подано характеризацiю таких
iдеалiв у випадку комутативних напiвкiлець. У цiй характеризацiї використовуються
поняття радикалу iдеалу напiвкiльця та оператор диференцiювання в напiвкiльцях.
На завершення статтi подано теорему про те, що кожний ланцюг квазiпервинних iде-
алiв напiвкiльця має точну верхню i точну нижню межу. Також доведено, що кожний
квазiпервинний iдеал, який мiстить деякий диференцiальний iдеал, мiстить квазi-
первинний iдеал, мiнiмальний серед усiх квазiпервинних iдеалiв даного напiвкiльця,
якi мiстять вищезгаданий диференцiальний iдеал.

Ключовi слова: диференцiальне напiвкiльце, диференцiальний iдеал, iдеал напiв-
кiльця, квазiпервинний iдеал.
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УМОВИ РIВНОМIРНОЇ ЗБIЖНОСТI ВЕЙВЛЕТ РОЗКЛАДIВ
ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ IЗ ПРОСТОРIВ Fψ(Ω)

Ця стаття присвячена знаходженню умов рiвномiрної збiжностi з ймовiрнiстю оди-
ниця вейвлет розкладiв класу випадкових процесiв iз просторiв Fψ(Ω).

Вивчення загальних властивостей таких випадкових процесiв, отримання оцiнок
розподiлу функцiоналiв вiд процесiв з тих чи iнших просторiв випадкових величин,
встановлення умов рiвномiрної збiжностi випадкових функцiональних рядiв є одними
iз поширених задач теорiї випадкових процесiв.

Вейвлет аналiз є достатньо молодою галуззю математики з багатьма цiкавими про-
блемами й задачами. Однак дану теорiю, зокрема вейвлет розклади функцiй, на даний
час широко використовують як у теорiї випадкових процесiв, так i у рiзних областях
науки. Наприклад, вейвлет аналiз активно застосовується для фiльтрацiї i попере-
дньої обробки даних, аналiзу стану i прогнозування ситуацiї на фондових ринках,
розпiзнавання образiв, при обробцi i синтезi рiзних сигналiв, зокрема при обробцi
мовних сигналiв, бiомедичних сигналiв, для розв’язання завдань стиснення i обробки
зображень, при навчаннi нейромереж i в багатьох iнших випадках. Тому є актуальною
задача знаходження умов рiвномiрної збiжностi вейвлет розкладiв класу випадкових
процесiв iз просторiв Fψ(Ω).

У данiй роботi ми зосереджуємося на основних властивостях просторiв Fψ(Ω) та
деяких елементах теорiї вейвлетiв.

На початку статтi наведено основнi означення, теореми, приклади випадкових ве-
личин з просторiв Fψ(Ω) та поняття i властивостi мажоруючої характеристики цього
простору. Далi подано необхiднi вiдомостi з вейвлет аналiзу, зокрема: означення f -,
m-вейвлетiв та умови S, а також умови розкладу функцiй по цим базисам. Також на-
ведено умови рiвномiрної збiжностi з iмовiрнiстю одиниця вейвлет розкладiв деяких
функцiй.

Основним результатом статтi є умови рiвномiрної збiжностi вейвлет розкладiв ви-
падкових процесiв iз просторiв Fψ(Ω). Данi умови базуються на оцiнках розподiлу
супремуму на R випадкових процесiв iз просторiв Fψ(Ω) та рiвномiрної неперервностi
сепарабельного вимiрного випадкового процесу X = {X(t), t ∈ R} з простору Fψ(Ω)
на деякому вiдрiзку. Також, наведено приклади функцiй, для яких виконується одна
iз умов теореми про оцiнку мажоруючої характеристики κ(n) простору Fψ(Ω).

Ключовi слова: Простори випадкових величин Fψ(Ω), мажоруюча характеристика,
випадковi процеси, вейвлети, вейвлет розклади.

1. Вступ. У 90-х роках ХХ столiття почав розвиватися такий напрямок в
теорiї випадкових процесiв, як вейвлет аналiз. Вейвлет аналiз – це нова, цiкава
галузь математики з своїми проблемами й задачами, багато з яких до цього
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часу не вирiшенi. Вейвлет аналiз вивчає умови, за яких функцiї можуть бути
розкладенi в ряди по базисам вейвлетiв, тобто по ортогональним системам, що
породжуються однiєю функцiєю ϕ(x) ∈ L2(R), а саме, по системам функцiй
ϕ0k(x) = ϕ(x− k) та ϕjk(x) = 2

j
2ϕ (2jx− k).

Крiм того, цю теорiю ефективно можна застосовувати на практицi. Напри-
клад: при записах iнформацiї, записах звуку та зображеннi на компакт диски
та комп’ютери. Як показують дослiдження, що запис та збереження iнформа-
цiї за допомогою вейвлетiв набагато ефективнiший, нiж iншi, наприклад, нiж
використання розкладiв Фур’є. Ефективно використовуються вейвлети також
при кодуваннi iнформацiї.

Cвiтовi дослiдження пропонують новий науковий пiдхiд – нечiткi вейвлети.
Iнновацiя полягає в тому, що за допомогою вейвлетiв отримують множину iн-
формативних коефiцiєнтiв, що розглядають за допомогою теорiї нечiткої логiки
та нечiтких множин [1]. За допомогою цього пiдходу розв’язують складнi задачi
класифiкацiї сигналiв, використовуючи знання, досвiд та мiркування експертiв
або експериментальнi данi [2].

Вагомий внесок у створення теорiї вейвлет аналiзу належить вченим Захi-
дної Європи та Пiвнiчної Америки, таким як С. Маллат [3], I. Мейер [4], I. До-
бешi [5] та Ч. Чуi [6].

Майже одночасно з першими роботами по вейвлет аналiзу з’явились робо-
ти, де вейвлет розклади застосовувались до задач теорiї ймовiрностей та теорiї
випадкових процесiв. Розклади випадкових процесiв по системам вейвлетiв ви-
користовуються для їх моделювання та збереження траєкторiї цих процесiв з
метою їх подальшого вiдновлення.

На основi вейвлет розкладiв побудовано оцiнки щiльностей розподiлiв випад-
кових величин та спектральнi функцiї стацiонарних випадкових процесiв [7].
Дослiдженням швидкостi зростання супремуму випадкових процесiв та умов
рiвномiрної збiжностi з iмовiрнiстю одиниця на обмеженому iнтервалi вейвлет
розкладiв випадкових процесiв iз просторiв Орлiча випадкових величин займа-
лися Ю. В. Козаченко i М. М. Перестюк [8,9].

В данiй роботi знаходяться умови, за яких вейлет розклади випадкових про-
цесiв iз просторiв Fψ(Ω) збiгаються рiвномiрно на обмеженому iнтервалi з iмо-
вiрнiстю одиниця.

Робота складається iз вступу та трьох роздiлiв. В другому роздiлi наведенi
необхiднi вiдомостi з теорiї просторiв Fψ(Ω). В третьому роздiлi розглядаються
вейвлети, вейвлет розклади невипадкових функцiй та умови, за яких розклади
функцiй рiвномiрно збiгаються на певному скiнченному iнтервалi. В четвертому
роздiлi знаходяться загальнi умови рiвномiрної збiжностi вейвлет розкладiв для
випадкових процесiв iз просторiв Fψ(Ω).

2. Fψ(Ω) – простори.

Означення 1 (див. [10]). Нехай ψ(u) > 0, u ≥ 1 – монотонно зростаюча
неперервна функцiя, така що ψ(u) → ∞ при u → ∞. Випадкова величина ξ
належить простору Fψ(Ω), якщо виконується умова:

sup
u≥1

(E |ξ|u)1/u

ψ(u)
<∞.
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Подiбне означення сформульоване в роботi С. В. Єрмакова та Є. I. Остров-
ського [11]. Але там вимагалось, щоб Eξ = 0, якщо ξ ∈ Fψ(Ω). Крiм того роз-
глядались випадковi величини, такi що E |ξ|u =∞ при певному u > 0.

Доведемо наступну теорему.

Теорема 1. Простiр Fψ(Ω) є простором Банаха з нормою

‖ξ‖ψ = sup
u≥1

(E |ξ|u)1/u

ψ(u)
.

Доведення. Доведемо спочатку, що Fψ(Ω) – лiнiйний нормований простiр.
Очевидно, що ‖ξ‖ψ = 0, тодi i тiльки тодi, коли ξ = 0 з iмовiрнiстю одиниця.
Справедлива рiвнiсть

‖αξ‖ψ = sup
u≥1

(E |αξ|u)1/u

ψ(u)
= sup

u≥1

|α| (E |ξ|u)1/u

ψ(u)
= |α| ‖ξ‖ψ .

Очевидна i нерiвнiсть трикутника. Дiйсно,

‖ξ1 + ξ2‖ψ = sup
u≥1

(E |ξ1 + ξ2|u)1/u

ψ(u)
≤ sup

u≥1

(E |ξ1|u)1/u
+ (E |ξ2|u)1/u

ψ(u)
≤

≤ sup
u≥1

(E |ξ1|u)1/u

ψ(u)
+ sup

u≥1

(E |ξ2|u)1/u

ψ(u)
= ‖ξ1‖ψ + ‖ξ2‖ψ .

Покажемо тепер, що Fψ(Ω) – повний простiр, тобто, якщо ξn ∈ Fψ(Ω) i
‖ξn − ξl‖ψ → 0 при n, l→∞, то iснує випадкова величина ξ, така що ξ ∈ Fψ(Ω)
i ‖ξn − ξl‖ψ → 0. З означення норми випливає, що для будь-якого u ≥ 1

(E |ξn − ξl|u)1/u ≤ ψ(u) ‖ξn − ξl‖ψ . (1)

Оскiльки ‖ξn − ξl‖ψ → 0 при n, l→∞, то i (E |ξn − ξl|u)1/u → 0 при n, l→∞.
Простiр Lu(Ω), u ≥ 1 – повний, тому що iснує випадкова величина ξ ∈ Lu(Ω),
що ξn → ξ при n→∞ в нормi цього простору. Легко бачити, що iснує ξ ∈ Lu(Ω)

при всiх u ≥ 1, що (E |ξn − ξl|u)1/u → 0 при n→∞. Дiйсно, коли ξn → ξ в нормi
простору Lu(Ω), то ξn → ξ в нормi простору Lv(Ω), де v < u.

Позначимо ηs, s = 1, 2, ... такi випадковi величини, що ξn → ηs в нормi про-
сторiв Lu(Ω), де s− 1 < u ≤ s. Тодi iснують пiдпослiдовностi ξns , що збiгаються
до ηs з iмовiрнiстю одиниця. Нехай As множина P (As) = 1, на якiй ξns збiгається

до ηs. Тодi на множинi
∞⋂
s=1

As всi ηs рiвнi та P
{
∞⋂
s=1

As

}
= 1.

Нехай тепер ξ – випадкова величина рiвна ηs на множинi
∞⋂
s=1

As. Зрозумiло,

що P {ηs 6= ξ} = 0. Тому ξn → ξ в Lu(Ω), тодi ж коли ξn → ηs в цьому ж просторi.
Отже, при всiх u ≥ 1 з нерiвностi (1) випливає, що

(E |ξn − ξl|u)1/u ≤ ψ(u) sup
r>n
‖ξn − ξr‖ψ <∞.
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Якщо в останнiй нерiвностi спрямувати l до нескiнченностi, тодi отримаємо, що
при всiх n ≥ 1 та u ≥ 1

(E |ξn − ξ|u)1/u ≤ ψ(u) sup
r>n
‖ξn − ξr‖ψ <∞. (2)

Отже,

sup
u≥1

(E |ξn − ξ|u)1/u

ψ(u)
<∞.

Тобто випадковi величини ξn − ξ при n ≥ 1 належать простору Fψ(Ω).
Оскiльки ‖ξ‖ψ ≤ ‖ξ − ξn‖ψ + ‖ξn‖ψ <∞, то випадкова величина ξ належить

простору Fψ(Ω). З нерiвностi (2) випливає, що ‖ξn − ξ‖ψ ≤ sup
r>n
‖ξn − ξr‖ψ → 0

при n→∞. Тобто ξn → ξ в нормi простору Fψ(Ω). Теорему доведено.
Наведемо приклади випадкових величин iз просторiв Fψ(Ω).

Приклад 1. Випадкова величина ξ, для якої з iмовiрнiстю одиниця вико-
нується умова |ξ| < C, де C > 0 – деяка константа, належить простору
Fψ(Ω), що породжений будь-якою функцiєю ψ з означення 1:

‖ξ‖ψ = sup
u≥1

(E |ξ|u)1/u

ψ(u)
≤ sup

u≥1

(Cu)1/u

ψ(u)
= sup

u≥1

C

ψ(u)
=

C

ψ(1)
.

Приклад 2. Випадкова величина ξ, що має розподiл Лапласа з щiльнiстю
p(x) = 1

2
e−|x|, належить простору Fψ(Ω), де ψ(u) = u, що встановлюється

еквiвалентнiстю k

√
E |ξ|k = k

√
k! ∼ k при k ≥ 1.

Приклад 3. Нормальна випадкова величина ξ = N(0, 1) належить про-

стору Fψ(Ω), де ψ(u) = u1/2, оскiльки 2l

√
E |ξ|2l = 2l

√
(2l)!
2ll!
∼ l1/2 при l ≥ 1.

Означення 2 (див. [10]). Неспадна числова послiдовнiсть κ(n) > 0, n ≥ 1
називається M-характеристикою (мажоруючою характеристикою) просто-
ру Fψ(Ω), якщо для будь-яких випадкових величин ξi, i = 1, 2, . . . , n iз цього
простору, виконується нерiвнiсть:∥∥∥∥max

1≤i≤n
|ξi|
∥∥∥∥
ψ

≤ κ(n) max
1≤i≤n

‖ξi‖ψ .

Теорема 2 (див. [10]). Послiдовнiсть

κ(n) = sup
u≥1

inf
v>0

n
1

u+v
ψ(u+ v)

ψ(u)

є мажоруючою характеристикою простору Fψ(Ω).

Означення 3 (див. [12]). Скажемо, що випадковий процес X={X(t), t∈T},
де T – деяка параметрична множина, належить простору Fψ(Ω), якщо для
будь-якого t ∈ T випадкова величина X(t) належить простору Fψ(Ω).

3. Вейвлет базиси та розклади функцiй по цим базисам. Нехай
ϕ = {ϕ(x), x ∈ R} ∈ L2(R), а ϕ̂(y) =

∫
R
e−iyxϕ(x)dx – перетворення Фур’є функцiї

ϕ : ϕ0k(x) = ϕ(x− k).
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Означення 4 (див. [5,13]). Функцiя ϕ називається f -вейвлетом, якщо ви-
конуються такi умови:
1)
∑
k∈Z
|ϕ̂(y + 2πk)|2 = 1 майже скрiзь;

2) iснує така 2π-перiодична функцiя m0(x) ∈ L2 ([0; 2π]), що майже скрiзь
ϕ̂(y) = m0

(
y
2

)
ϕ̂
(
y
2

)
;

3) ϕ̂(0) 6= 0 та ϕ̂(y) неперервнi в нулi.

Означення 5 (див. [5, 13]). Функцiя δ(x) називається m-вейвлетом, що
вiдповiдає f -вейвлету ϕ, якщо її перетворення Фур’є має вигляд:

δ̂(y) = m0

(y
2

+ π
)

exp
{
−iy

2

}
ϕ̂
(y

2

)
.

Нехай ϕjk(x) = 2
j
2ϕ (2jx− k), δjk(x) = 2

j
2 δ (2jx− k), j, k ∈ Z.

Вiдомо (див. [7, 13]), що система функцiй {ϕ0k, δjk, j = 0, . . . , k ∈ Z} є орто-
нормованим базисом в L2(R). Будь-яка функцiя f ∈ L2(R) може бути зображена
у виглядi ряду, що збiгається у середньому квадратичному

f(x) =
∑
k∈Z

α0kϕ0k(x) +
∞∑
j=0

∑
k∈Z

βjkδjk(x), (3)

де

α0k =

∫
R

f(x)ϕ0k(x)dx, βjk =

∫
R

f(x)δjk(x)dx (4)

та ∑
k∈Z

|α0k|2 +
∞∑
j=0

∑
k∈Z

|βjk|2 <∞.

Зображення (3) називається вейвлет зображенням.

Зауваження 1. Оскiльки iнтеграли, що визначенi у рiвностях (4) для α0k

i βjk, iснують не лише для функцiй iз L2(R), то можна отримати вейвлет
розклади для бiльш широкого класу функцiй, нiж простiр L2(R), якi будуть
збiгатися в певних нормах.

Означення 6 (див. [5, 13]). Нехай ϕ – f -вейвлет. Для ϕ – виконується
умова S, якщо iснує парна функцiя Φ = {Φ(x), x ∈ R} така, що Φ(0) < ∞,
Φ(x) – монотонно спадає при x ≥ 0,

∫
R

Φ(|x|) <∞ та |ϕ(x)| ≤ Φ(|x|) для x ∈ R.

Лема 1 (див. [14]). Нехай для f -вейвлету ϕ виконується умова S з фун-
кцiєю Φ, а δ(x) – m-вейвлет, що вiдповiдає ϕ. Тодi при всiх x ∈ R має мiсце
нерiвнiсть

|δ(x)| ≤ BΦ

(∣∣∣∣2x− 1

4

∣∣∣∣) ,
де 0 < B <∞ – деяка константа.

Теорема 3 (див. [14]). Нехай для f -вейвлету ϕ виконується умова S iз
функцiєю Φ, c = {c(x), x ∈ R} – така парна функцiя, що c(x) > 1, x ∈ R, c(x)

Роздiл 1: Математика i статистика
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– монотонно зростає при x > 0 та
∫
R
c(x)Φ(|x|) < ∞. Крiм того, iснує така

функцiя 0 < A(u) <∞, u > 0, що для досить великих x

c(ax) ≤ c(x) · A(a), a > 0.

Якщо f = {f(x), x ∈ R} – така вимiрна на R функцiя, що |f(x)| ≤ c(x),
x ∈ R; f(x) – неперервна на iнтервалi (a, b), −∞ < a < b < +∞, тодi

fm (x) =
∑
k∈Z

α0kϕ0k(x) +
m−1∑
j=0

∑
k∈Z

βjkδjk(x) −−−→
m→∞

f(x),

α0k =

∫
R

f(x)ϕ0k(x)dx, βjk =

∫
R

f(x)δjk(x)dx,

рiвномiрно на кожному вiдрiзку [α, β] ⊂ (a, b).

4. Умови рiвномiрної збiжностi вейвлет розкладiв випадкових про-
цесiв iз просторiв Fψ(Ω). Наступна теорема дає загальнi умови рiвномiрної
збiжностi вейвлет розкладiв для випадкових процесiв iз просторiв Fψ(Ω).

Теорема 4. Нехай X = {X(t), t ∈ R} – сепарабельний, вимiрний, випадко-
вий процес з Fψ(Ω), Tk = [ak, ak+1], −∞ < ak < ak+1 < +∞, k ∈ Z. Для кожного
Tk iснує неперервна строго монотонна зростаюча функцiя σk(h),
0 ≤ h ≤ (ak+1 − ak), σk(0) = 0, така, що

sup
|t−s|≤h
t,s∈Tk

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
ψ
≤ σk(h).

Нехай, також виконуються умови:

1)
γk∫
0

κ
(

ak+1−ak
2σ

(−1)
k (u)

+ 1

)
du < ∞, де κ(n) – мажоруюча характеристика, γk =

σk
(ak+1−ak

2

)
;

2) iснує деяка неперервна функцiя c = {c(t), t ∈ R}, що

c(t) > 1, rk = inf
t∈Tk

c(t);

3) для будь-якого ε > 0 збiгається ряд
∑
k∈Z

inf
u≥1

Buk (ψ(u))u

(εrk)u
,

де Bk = inf
t∈Tk
‖X(t)‖ψ + 1

pk(1−pk)

γkpk∫
0

κ
(

ak+1−ak
2σ

(−1)
k (u)

+ 1

)
du, pk – будь-якi числа,

0 < pk < 1;
4) функцiя ψ(u) така, що для мажоруючої характеристики простору Fψ(Ω)

виконується умова
κ(n2) ≤ Cκκ(n), (5)

де Cκ > 0 – деяка константа;
5) для процесу X з деякого iнтервалу (a, b) виконується умова:

sup
ρ(t,s)≤h

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
ψ
≤ σ(h),

де σ(h), 0 ≤ h ≤ b− a, – така неперервна, монотонно зростаюча функцiя,

σ(0)=0 та для будь-якого z>0 виконується умова
z∫
0

κ
(

b−a
2σ(−1)(u)

+1
)
du<∞;
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6) нехай ϕ – деякий f -вейвлет, а δ – вiдповiдний m-вейвлет, причому для ϕ
має мiсце умова S з функцiєю Φ;

7) для функцiї c(x) iснує функцiя 0 < A(u) <∞, u > 0, що для досить великих
x, a > 0, c(ax) ≤ c(x)A(a) та

∫
R

c(x)Φ(|x|) <∞.

Тодi для будь-якого вiдрiзку [α, β] ⊂ (a, b) Xn(t) → X(t) при n → ∞ рiвно-
мiрно по t ∈ [α, β] з iмовiрнiстю одиниця, де

Xn (t) =
∑
k∈Z

ξ0kϕ0k(x) +
n−1∑
j=0

∑
k∈Z

ηjkδjk(x),

ξ0k =

∫
R

X(t)ϕ0k(t)dt, ηjk =

∫
R

X(t)δjk(t)dt.

Доведення. Доведення теореми випливає з теореми 3. Оскiльки, за тео-
ремою 5.5.19 [12] iснує функцiя c(t) i випадкова величина ξ, що з iмовiрнiстю
одиниця |X(t)| < c(t)ξ. Крiм того, згiдно з теоремою 4 [15] випадковий процес
X(t) з iмовiрнiстю одиниця рiвномiрно неперервний на вiдрiзку [a, b].

Зауваження 2. Умова (5) теореми 4 виконуються для функцiй ψ(u) = uα,
ψ(u) = (ln(u+ 1))λ. Якщо ψ(u) = uα, тодi κ(n2) = 2ακ(n), тобто Cκ = 2α, а
коли ψ(u) = (ln(u+ 1))λ, тодi κ(n2) ≤ 2λκ(n), тобто Cκ = 2λ.

5. Висновки. Вейвлети й заснованi на них iнтегральнi вейвлет-перетво-
рення були запропонованi на початку 90-х рокiв минулого столiття (хоча пер-
ший найпростiший тип вейвлета, був описаний А. Хааром ще в 1909 роцi) i
надалi iнтенсивно розвиваються. Найбiльший внесок у розробку теоретичних
основ вейвлетiв внесли Ю. Мейер, I. Добешi, С. Маллaт та iншi вченi, що опу-
блiкували першi теоретичнi роботи в цьому напрямку i змогли донести їх до
широкої наукової спiльноти.

Вейвлети є порiвняно новими математичними поняттями й об’єктами, засто-
сування яких може теоретично строго наблизити будь-яку функцiю або будь-
який сигнал. Тому вони досить перспективнi у вирiшеннi багатьох математи-
чних завдань наближення (iнтерполяцiї, апроксимацiї, регресiї i т.д.) функцiй,
сигналiв i зображень. Вейвлет-обробка сигналiв забезпечує можливiсть досить
ефективного стиску сигналiв та їхнього вiдновлення з малими втратами iнфор-
мацiї, а також розв’язання завдань фiльтрацiї сигналiв.

В роботi наведено необхiднi вiдомостi з теорiї просторiв Fψ(Ω). Розглянуто
вейвлети, вейвлет розклади невипадкових функцiй та умови, за яких розклади
функцiй рiвномiрно збiгаються на певному скiнченному iнтервалi. Знайдено за-
гальнi умови рiвномiрної збiжностi вейвлет розкладiв для випадкових процесiв
iз просторiв Fψ(Ω).
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7. Härdle W., Kerkyacharian G., Picard D., Tsybakov A. Wavelets, approximation and statistical

applications. New York: Springer, 1998. 265 p. DOI: 10.1007/978-1-4612-2222-4.
8. Kozachenko Yu. V., Perestyuk M. M. On the uniform convergence of wavelet expansions of

random processes from Orlicz spaces of random variables I. Ukrainian Mathematical Journal.
2007. Vol. 59, No. 12. P. 1850–1869. DOI: 10.1007/s11253-008-0030-y

9. Kozachenko Yu. V., Perestyuk M. M. On the uniform convergence of wavelet expansions of
random processes from Orlicz spaces of random variables II. Ukrainian Mathematical Journal.
2008. Vol. 60, No. 6. P. 876–900. DOI: 10.1007/s11253-008-0106-8

10. Kozachenko Yu. V., Mlavets Yu. Yu. The Banach spaces Fψ(Ω) of random variables. Theory of
Probability and Mathematical Statistics. 2013. Vol. 86. P. 92–107. DOI: 10.1090/S0094-9000-
2013-00892-8

11. Ермаков С. В., Островский Е. И. Условия непрерывности, экспоненциальные оценки и
центральная предельная теорема для случайных полей. Деп. в ВИНИТИ. 1986. № 752-
В.86.0. С. 42.

12. Kozachenko Yuriy, Mlavets Yuriy Stochastic processes from Fψ(Ω) spaces. Contemporary
Mathematics and Statistics. 2014. Vol. 2., No. 1. P. 55–75. DOI: 10.7726/cms.2014.1004

13. Козаченко Ю. В. Лекцiї з вейвлет аналiзу. Київ: ТВiМС, 2004. 147 с.
14. Дарiйчук I. В., Козаченко Ю. В., Перестюк М. М. Випадковi процеси з просторiв Орлiча.

Чернiвцi: Золотi литаври, 2011. 212 с.
15. Млавець Ю. Ю. Про розподiл супремумiв приростiв випадкових процесiв з просторiв

Fψ(Ω). Науковий вiсник Ужгородcького унiверситету. Серiя математика i iнформа-
тика. 2012. Вип. 23., № 1. С. 79–88.

Mlavets Yu. Yu., Syniavska O. O. Conditions for the uniform convergence of
wavelet expansions of stochastic processes from Fψ(Ω) spaces.

This paper is devoted to the search of conditions for uniform convergence of wavelet
expansions of stochastic processes from the spaces Fψ(Ω) with probability one.

The most common problems in the theory of stochastic processes are the study of the
general properties of such stochastic processes, obtaining estimates for the distribution of
some functionals of processes from some spaces of random variables, establishing conditions
for uniform convergence of random functional series.

Wavelet analysis is a relatively young field of mathematics with plenty of curious prob-
lems and challenges. However, this theory, in particular, wavelet expansions of functions
is frequently used in the theory of stochastic processes and other areas of science. For in-
stance, wavelet analysis is widely used for data filtering and data preprocessing, analysis of
the state, and forecasting the situation in the stock markets, pattern recognition, synthesis,
and signal processing, namely speech signals processing and biomedical signals. Likewise,
wavelets are used for solving image compression problem and image processing, training
neural networks, and in many other cases. Therefore, today topical is the task of finding
conditions for uniform convergence of wavelet expansions of stochastic processes from the
space Fψ(Ω).

Our focus in this paper is on the basic properties of spaces Fψ(Ω) and some elements
of wavelet theory. At the beginning of the article the basic definitions, theorems, examples
of random variables from the space Fψ(Ω), concept, and properties of majorizing charac-
teristic such space are given. Then we introduce the necessary background from wavelet
theory, in particular, f - and m- wavelet definitions, the condition S, and the conditions on
the expansion of functions on these bases. We also provide the conditions for the uniform
convergence of wavelet expansions of some functions.

The main result of the paper are the conditions for the uniform convergence of wavelet
expansions of random processes from the space Fψ(Ω). These conditions are based on esti-

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 37, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



90 Ю. Ю. МЛАВЕЦЬ, О. О. СИНЯВСЬКА

mates for the distribution of suprema on R for the stochastic processes from Fψ(Ω) spaces
and uniform convergence of separable measurable stochastic process X = { X(t), t ∈ R}
from the space Fψ(Ω) on some segment. There were also given several examples of func-
tions, in which case one of the conditions of the theorem on the estimation of the majorizing
characteristic κ(n) of the space Fψ(Ω) holds.

Keywords: Spaces Fψ(Ω) of random variables, majorant characteristic, stochastic pro-
cesses, wavelets, wavelet expansions.
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ПРО МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВОГО ПРОЦЕСУ IЗ ТОЧНIСТЮ
ТА НАДIЙНIСТЮ В ПРОСТОРI LP ([0, T ])

В останнi часи теорiя стохастичних процесiв та полiв широко використовується в
рiзних галузях науки i не тiльки в природничих сферах, а саме її використання є ва-
жливим у фiзицi, радiофiзицi, iнформатицi, програмнiй iнженерiї, соцiологiї, бiологiї,
океаналогiї, метеорологiї, фiнансовiй математицi, теорiї прийняття рiшень, системах
масового обслуговування тощо. Тому актуальною проблемою для ймовiрносникiв є
побудова математичної моделi випадкового процесу або поля та вивчення її аналiти-
чних властивостей. Проблеми чисельного моделювання стають особливо важливими
завдяки потужним можливостям комп’ютерних технологiй, що дозволяють створю-
вати програмнi засоби для моделювання та для передбачення поведiнки випадкового
процесу. Пiд статистичним моделюванням ми розумiємо комп’ютерну реалiзацiю спо-
чатку випадкової величини, а потiм вже випадкового процесу або поля при заданих
характеристиках даних об’єктiв моделювання.

Стаття присвячена моделюванню випадкового процесу iз наперед заданою точнi-
стю та надiйнiстю в банаховому просторi Lp([0, T ]). Припускається, що випадковий
процес є стацiонарним гауссовим iз вiдомою скiнченною коварiацiйною функцiєю.
Якщо випадковий процес подано як збiжний у середньому квадратичному ряд iз ви-
падковими доданками, то, зазвичай, у якостi моделi можна розглядати скiнченну суми
перших доданкiв, тобто зрiзку ряду. Тому, перша проблема, яка виникає у статтi, як
розкласти випадковий процес у ряд при вiдомiй коварiацiйнiй функцiї. Для цього у
статтi використовується Теорема Карунена-Лоєва i для побудови моделi застосовуємо
розклад Карунена-Лоєва випадкового процесу. У данiй роботi особливу увагу придi-
лено точностi та надiйностi побудованої моделi. Це означає, що спочатку ми будуємо
модель, а потiм її перевiряємо за допомогою певних тестiв на адекватнiсть iз заданими
вхiдними параметрами. Отже, знаючи наперед точнiсть та надiйнiсть та з використан-
ням доведених у статтi результатiв для перевiрки адекватностi, можна стверджувати,
що побудова модель буде гарно описувати початковий випадковий процес.

Ключовi слова: гауссовий процес, модель, точнiсть, надiйнiсть, спектральна щiль-
нiсть.

1. Вступ. Однiєю з актуальних задач теорiї випадкових процесiв є побудова
математичної моделi випадкового процесу та вивчення її властивостей. Пробле-
ми чисельного моделювання стають особливо важливими завдяки потужним
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можливостям комп’ютерних технологiй, що дозволяють використовувати про-
грамне забезпечення як iнструмент моделювання та прогнозувати поведiнку
випадкового процесу. Iснують рiзнi методи моделювання випадкових процесiв i
полiв. У [1,2] така проблематика вивчалась для рiзних стохастичних процесiв i
полiв, зокрема для гауссiвських та субгауссiвських випадкових процесiв.

Розглянемо стацiонарний гауссовий випадковий процес X(t), t ∈ R, для яко-
го EX(t) = 0, коварiацiйна функцiя для всiх t ∈ R має вигляд

R(τ) = EX(t+ τ)X(t) = σ2 exp{−α|τ |}(1 + α|τ |), σ, α > 0. (1)

Якщо iснує спектральна щiльнiсть f(·) процесу X, то за теоремою Бохнера-
Хiнчина коварiацiйну функцiю дiйсного стацiонарного процесу можна подати
у виглядi

R(τ) =

∫ ∞
−∞

cos(λτ)f(λ)dλ.

Для процесу з коварiацiйною функцiєю (1) спектральна щiльнiсть дорiвнює

f(λ) =
2σ2α3

π(α2 + λ2)2
.

А отже,

R(τ) =

∫ ∞
−∞

cos(λτ)
2σ2α3

π(α2 + λ2)2
dλ

та випадковий процес зображається так:

X(t) =

∫ ∞
−∞

cos(λt)dξ1(λ) +

∫ ∞
−∞

sin(λt)dξ2(λ), t ∈ R. (2)

де ξ1(λ) i ξ2(λ) — незалежнi центрованi гауссовi випадковi процеси з ортого-
нальними приростами, тобто для λ1 > λ2

E(ξi(λ1)− ξi(λ2))2 =

∫ λ1

λ2

f(λ)dλ i = 1, 2.

Коварiацiйну функцiю (1) можна подати у виглядi суми двох iнтегралiв

R(t, s) = R(t− s) =

∞∫
−∞

f1(t, λ)f1(s, λ)dλ+

∞∫
−∞

f2(t, λ)f2(s, λ)dλ,

де

f1(t, λ) = cos(λt)

√
2α3

π

σ

α2 + λ2
, (3)

f2(t, λ) = sin(λt)

√
2α3

π

σ

α2 + λ2
. (4)

Сформулюємо теорему iз статтi [3], доведення якої спирається на вiдому
теорему Карунена-Лоєва.
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Теорема 1. Нехай X(t), t ∈ T, центрований комплексний випадковий про-
цес зi скiнченною дисперсiєю та коварiацiйною функцiєю R(t, s) = EX(t)X(s).
Нехай (Λ,BΛ, µ) — вимiрний простiр з σ-адитивною мiрою µ. Припустимо, що
f(t, λ), t ∈ T, належать простору L2(Λ, µ), {gk(λ), k ∈ Z} — ортонормований
базис (ОНБ) в L2(Λ, µ). Коварiацiйна функцiя R(t, s) зображається як

R(t, s) =
n∑
i=1

∫
Λ

fi(t, λ)fi(s, λ)dµ(λ),

тодi i тiльки тодi, коли сам випадковий процес допускає розклад X(t)

X(t) =
n∑
i=1

∑
k∈Z

aik(t)ξik, (5)

де
aik(t) =

∫
Λ

fi(t, λ)gk(λ)dµ(λ),

ξik — центрованi некорельованi випадковi величини , Eξik = 0, Eξikξil = δkl та
Eξ2

ik = 1 для всiх i.

Iз (2) випливає, що випадковий процес X(t) дорiвнює сумi двох процесiв

X(t) = XΛ(t) +XΛ(t), (6)

де

XΛ(t) =

∫ Λ

−Λ

cos(λt)dξ1(λ) +

∫ Λ

−Λ

sin(λt)dξ2(λ), (7)

XΛ(t) =

∫
|λ|≥Λ

cos(λt)dξ1(λ) +

∫
|λ|≥Λ

sin(λt)dξ2(λ). (8)

Легко показати, що коварiацiйна функцiя для XΛ(t) записується так:

RΛ(t, s) =

Λ∫
−Λ

f1(t, λ)f1(s, λ)dλ+

Λ∫
−Λ

f2(t, λ)f2(s, λ)dλ,

де функцiї f1(t, λ) i f2(t, λ) визначенi в (3)-(4).
Застосуємо теорему 1 для процесуXΛ(t) з викоританням тригонометричного

ОНБ в просторi L2([−Λ,Λ]){
a0 =

1√
2Λ
, ak1 =

1√
Λ

cos

(
kπ

Λ
λ

)
, ak2 =

1√
Λ

sin

(
kπ

Λ
λ

)
, k ≥ 1

}
i отримаємо наступний розклад в ряд процесу XΛ(t) у сенсi збiжностi у сере-
дньому квадратичному

XΛ(t) = a0(t)ξ0 +
∞∑
k=1

[a1kΛ(t)ξ1k + a2kΛ(t)ξ2k], (9)
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де випадковi величини {ξ0, ξ1k, ξ2k, k = 1, 2 . . .} такi, що Eξik = 0, Eξikξil = δkl
для i = 1, 2 та Eξikξjl = 0 для i 6= j,

a0Λ(t) =
1√
2Λ

∫ Λ

−Λ

cos(λt)

√
2α3

π

σ

α2 + λ2
dλ;

a1kΛ(t) =
1√
Λ

∫ Λ

−Λ

cos(λt)

√
2α3

π

σ

α2 + λ2
cos

(
kπ

Λ
λ

)
dλ;

a2kΛ(t) =
1√
Λ

∫ Λ

−Λ

sin(λt)

√
2α3

π

σ

α2 + λ2
sin

(
kπ

Λ
λ

)
dλ.

Зауваження 1. Оскiльки випадковий процес X(t) є гауссовим, то i вели-
чини {ξ0, ξ1k, ξ2k, k = 0, 1, 2, . . .} в розкладi (9) є гауссовим та незалежними.

2. Побудова моделi випадкового процесу. Зображення (5) можна вико-
ристати для побудови моделi випадкового процесу X iз наперед вiдомою точнi-
стю та надiйнiстю в рiзних банахових просторах. В данiй статтi розглядається
моделювання в просторi Lp([0, T ]).

Припутимо, що гауссовий випадковий процес X(t), t ∈ R можна розкласти
у середньому квадратичному в ряд

X(t) =
∞∑
k=0

ak(t)ξk,

де ξk, k = 0, 1, 2 . . . — незалежнi нормально розподiленi випадковi величини з
Eξk = 0, Eξ2

k = 1.

Означення 1. Будемо говорити, що випадковий процес XN(t) є моделлю
процесу X(t), якщо

XN(t) =
N∑
k=0

ak(t)ξk.

Через || · || позначимо норму у функцiональному банаховому просторi B.
Наприклад, в Lp([0, T ]) нормою буде ||f(t)|| = (

∫ T
0
|f(t)|pdt)

1
p , в просторi непе-

рервних функцiй C[0, T ] нормою є ||f(t)|| = sup
t∈[0,T ]

|f(t)| тощо.

Означення 2. Модель XN(t) наближає випадковий процес X(t) iз наперед
заданою точнiстю δ > 0 та надiйнiстю 1− ν, ν ∈ (0, 1) в банаховому просторi
B, якщо

P{||XN(t)−X(t)|| > δ} ≤ ν. (10)

Для того, щоб побудувати модель з точнiстю δ та надiйнiстю 1−ν у заданому
просторi, необхiдно знайти такеN , для якого виконується нерiвнiсть (10). Бiльш
детально про моделювання iз заданою точнiстю та надiйнiстю можна прочитати
у [2], [1] тощо.

Для процесу X(t) з коварiацiйною функцiєю (1) на вiдрiзку [0, T ] як модель
будемо використовувати таку скiнченну суму

XN(t) = a0Λ(t)ξ0 +
N∑
k=1

[a1kΛ(t)ξ1k + a2kΛ(t)ξ2k]. (11)
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Насправдi, дана модель є сумою перших N доданкiв з розкладу (9).
3. Точнiсть та надiйнiсть моделi в просторi Lp([0, T ]). В роботi Коза-

ченко Ю.В., Каменщикова О. [4] доведено таку теорему про оцiнку норми для
ϕ-субгауссових та субгауссових процесiв в просторi Lp(T). Оскiльки гауссовий
процес є частковим випадком субгауссового, то можна використати теорему i
для гауссового випадку.

Теорема 2. Нехай {T, µ}— вимiрний простiр, ξ = {ξ(t), t ∈ T} — строго
субгауссовий випадковий процес з Eξ2(t) <∞. Нехай iснує iнтеграл Лебега∫

T

(
Eξ2(t)

) p
2 dµ(t) <∞,

тодi з iмовiрнiстю одиниця iснує
∫
T
|ξ(t)|pdµ(t) та

P

{∫
T

|ξ(t)|pdµ(t) > ε

}
≤ 2 exp

{
− ε2/p

2c2/p

}
(12)

при ε > cpp/2, де c =
∫
T

(Eξ2(t))
p
2 dµ(t).

Доведемо допомiжну лему.

Лема 1. Для центрованого стацiонарного гауссового процесу X(t), t ∈ [0, T ],
з коварiацiйною функцiєю R(τ) = σ2 exp{−α|τ |}(1 + α|τ |), σ, α > 0 та моделi
XN(t), визначеної в (11), справедлива нерiвнiсть:

sup
t∈[0,T ]

(
E[X(t)−XN(t)]2

)1/2 ≤ BN,Λ,

де
BN,Λ =

[
2σ2

π

((
π

2
− arctan

Λ

α

)
− αΛ

α2 + Λ2
+

+
8Λα

Nπ2

(
T arctan

Λ

α
+

Λ2

α(α2 + Λ2)

)2
)]1/2

. (13)

Доведення. Iз спiввiдношення (6) випливає, що

sup
t∈[0,T ]

E[X(t)−XN(t)]2 = sup
t∈[0,T ]

E[XΛ(t) +XΛ(t)−XN(t)]2 =

= sup
t∈[0,T ]

E[XΛ(t)]2 + sup
t∈[0,T ]

E[XΛ(t)−XN(t)]2. (14)

Оцiнимо кожний доданок (14) окремо.

E[XΛ(t)]2 = E

[∫
|λ|≥Λ

cos(λt)dξ1(λ) +

∫
|λ|≥Λ

sin(λt)dξ2(λ)

]2

=

=

∫
|λ|≥Λ

cos2(λt)Edξ1(λ) +

∫
|λ|≥Λ

sin2(λt)Edξ2(λ) =

=

∫
|λ|≥Λ

dF (λ) =

∫
|λ|≥Λ

f(λ)dλ =

∫
|λ|≥Λ

2σ2α3

π(α2 + λ2)2
dλ
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Наступний iнтеграл вiзьмемо частинами

∫ ∞
Λ

dλ

(α2 + λ2)2
=

∣∣∣∣∣∣∣
u = 1

λ
; du = − 1

λ2
dλ

dv = λ
(α2+λ2)2

dλ

v = 1
2

∫ d(α2+λ2)
(α2+λ2)2

= −1
2

1
α2+λ2

∣∣∣∣∣∣∣ = (15)

= − 1

2λ(α2 + λ2)

∣∣∣∣∞
Λ

−
∫ ∞

Λ

dλ

2λ2(α2 + λ2)
=

=
1

2

[
1

Λ(α2 + Λ2)
−
∫ ∞

Λ

dλ

λ2(α2 + λ2)

]
=

=
1

2

[
1

Λ(α2 + Λ2)
− 1

α2

(∫ ∞
Λ

dλ

λ2
−
∫ ∞

Λ

dλ

α2 + λ2

)]
=

=
1

2

[
1

Λ(α2 + Λ2)
− 1

α2

(
1

Λ
− π

2α
+

1

α
arctan

Λ

α

)]
=

=
1

2α2

[
π

2α
− 1

α
arctan

Λ

α
− Λ

α2 + Λ2

]
Тому,

sup
t∈[0,T ]

E[XΛ(t)]2 =
4σ2α3

π

∫ ∞
Λ

dλ

(α2 + λ2)2
=

2σ2

π

((
π

2
− arctan

Λ

α

)
− αΛ

α2 + Λ2

)
.

Варто зауважити, що supt∈[0,T ] E[XΛ(t)]2 → 0 при Λ→∞.
Для другого доданку у (14) маємо

E[XΛ(t)−XN(t)]2 =
∞∑

k=N+1

[a2
1kΛ(t) + a2

2kΛ(t)].

Спочатку оцiнимо |a2
1kΛ(t)| .

|a1kΛ(t)| =
√

2α3

Λπ
2σ

∣∣∣∣∫ Λ

0

cos(λt)

α2 + λ2
cos

(
kπ

Λ
λ

)
dλ

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v = cos(λt)

α2+λ2

dv =
[
−t sin(λt)

α2+λ2
− 2λ cos(λt)

(α2+λ2)2

]
dλ

du = cos
(
kπ
Λ
λ
)
dλ

u = Λ
kπ

sin
(
kπ
Λ
λ
)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 2σ

√
2α3

Λπ

∣∣∣∣∣∣Λ sin
(
kπ
Λ
λ
)

kπ

cos(λt)

α2 + λ2

∣∣∣∣∣
Λ

0

+

∫ Λ

0

Λ sin
(
kπ
Λ
λ
)

kπ

[
t sin(λt)

α2 + λ2
+

2λ cos(λt)

(α2 + λ2)2

]
dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2σ

√
2α3

Λπ

Λ

kπ

(
t

∫ Λ

0

| sin
(
kπ
Λ
λ
)

sin(λt)|
α2 + λ2

dλ+

∫ Λ

0

2λ| sin
(
kπ
Λ
λ
)

cos(λt)|
(α2 + λ2)2

dλ

)
≤

≤
√

2α3Λ

π

2σ

kπ

(
t

∫ Λ

0

dλ

α2 + λ2
+

∫ Λ

0

2λdλ

(α2 + λ2)2

)
=

=

√
2α3Λ

π

2σ

kπ

(
t

α
arctan

(
Λ

α

)
+

Λ2

α2(α2 + Λ2)

)
.
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Якщо виконати схожi перетворення, то отримаємо оцiнку для |a2kΛ(t)|. Таким
чином,

sup
t∈[0,T ]

E[XΛ(t)−XN(t)]2 ≤

≤
∞∑

k=N+1

2

[√
2α3Λ

π

2σ

kπ

(
t

α
arctan

(
Λ

α

)
+

Λ2

α2(α2 + Λ2)

)]2

≤

≤ 16Λα3σ2

π3

(
T

α
arctan

(
Λ

α

)
+

Λ2

α2(α2 + Λ2)

)2 ∞∑
k=N+1

1

k2
≤

≤ 1

N
· 16Λα3σ2

π3

(
T

α
arctan

(
Λ

α

)
+

Λ2

α2(α2 + Λ2)

)2

.

Очевидно, що supt∈[0,T ] E[XΛ(t)−XN(t)]2 → 0 при N →∞.
Отже,

sup
t∈[0,T ]

E[X(t)−XN(t)]2 ≤ 2σ2

π

((
π

2
− arctan

Λ

α

)
− αΛ

α2 + Λ2
+

+
1

N
· 8Λα

π2

(
T arctan

Λ

α
+

Λ2

α(α2 + Λ2)

)2
)

=: B2
N,Λ

Теорема 3. Нехай X(t), t ∈ [0, T ],— стацiонарний центрований гауссовий
випадковий процес з коварiацiйною функцiєю B(τ) = σ2 exp{−α|τ |}(1 + α|τ |),
σ, α > 0. Модель XN(t) з (11) наближає випадковий процес X(t) iз наперед
заданою точнiстю δ > 0 та надiйнiстю 1− ν, ν ∈ (0, 1) в банаховому просторi
Lp([0, T ]), якщо

BN,Λ ≤
δ

T
1
p max

(√
−2 ln ν

2
,
√
p
) , (16)

де BN,Λ визначено в (13).

Доведення. Оскiльки гауссовi процеси є строго субгауссовими, то ми маємо
право використати результати теореми 2 для процесу, що характеризує похибку
моделювання, а саме для ξ(t) = X(t)−XN(t).

Розглянемо вимiрний простiр {T, µ} = {[0, T ], dt}. Покажемо спочатку, що
виконуються умови теореми 2. Потрiбно довести, що iснує iнтеграл∫

T

(
Eξ2(t)

) p
2 dµ(t) <∞.

Дiйсно, з леми 1 випливає

c =

∫
T

(
Eξ2(t)

) p
2 dµ(t) =

∫ T

0

(
E(X(t)−XN(t))2

) p
2 dt ≤

≤
∫ T

0

(
sup
t∈[0,T ]

√
E(X(t)−XN(t))2

)p

dt ≤
∫ T

0

(BN)p dt ≤ Bp
N,Λ · T <∞. (17)
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Iз нерiвностi (12) та оцiнки (17) для c маємо

P

{(∫
T

|X(t)−XN(t)|pdµ(t)

) 1
p

> δ

}
= P

{∫
T

|X(t)−XN(t)|pdµ(t) > δp
}
≤

≤ 2 exp

{
− δ2

2c2/p

}
≤ 2 exp

{
− δ2

2(Bp
N,Λ · T )2/p

}
= 2 exp

{
− δ2

2B2
N,ΛT

2/p

}
. (18)

З теореми 2 випливає, що остання нерiвнiсть розглядається тiльки у випадку,
якщо

ε > cpp/2 ⇔ δp > Bp
N,ΛTp

p/2 ⇔ BN,Λ <
δ

√
pT

1
p

.

Дана умова виконується, так як за умовою теореми

BN,Λ ≤
δ

T
1
p max

(√
−2 ln ν

2
,
√
p
) ≤ δ
√
pT

1
p

.

З означення (2) модель XN(t) наближає випадковий процес X(t) iз точнiстю
δ та надiйнiстю 1− ν, якщо

P

{(∫
T

|X(t)−XN(t)|pdµ(t)

) 1
p

> δ

}
≤ ν.

Якщо пiдставити у дану нерiвнiсть оцiнку (18), то отримаємо

2 exp

{
− δ2

2B2
N,ΛT

2/p

}
< ν ⇔ BN,Λ ≤

δ

T
1
p
√
−2 ln ν

2

. (19)

Спiввiдношення (19) справедливе, оскiльки за умовою (16)

BN,Λ ≤
δ

T
1
p max

(√
−2 ln ν

2
,
√
p
) ≤ δ

T
1
p
√
−2 ln ν

2

.

На рисунку 1, як приклад, зображено двi траєкторiї моделi XN(t), що ви-
значено у (11), з параметрами Λ = 500, N = 500000.

Зауваження 2. Значення BN,Λ пов’язує параметр моделi N та Λ. За до-
помогою нього балансується довжина iнтегрування [−Λ,Λ] в (6) та число до-
данкiв у моделi (11).

Зауваження 3. Iз (13) видно, що

BN,Λ → 0, коли
Λ

N
→ 0, N,Λ→∞.

Тому завжди можна знайти N , для якого виконується нерiвнiсть (16).

У випадку, коли σ = 1 для заданих точностi δ та надiйностi 1−ν в таблицi 1
пiдраховано окремi значення Λ i N .

Роздiл 1: Математика i статистика
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Рис. 1. Траєкторiї моделi при Λ = 500, N = 500000

Таблиця 1.
Параметри моделi iз заданою точнiстю та надiйнiстю

δ ν α Λ N
0.1 0.1 1 600 11 · 105

0.1 0.05 1 800 2 · 106

0.1 0.01 1 4000 3.5 · 106

0.1 0.01 2 20000 2 · 107
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Pashko A. O., Rozora I. V., Ianevych T. O. On modelling of Gaussian process
with accuracy and reliability in the space Lp([0, T ]).

Nowadays the theory of stochastic processes and fields is widely used in different
branches of science and not only in natural science, such as Physics, Radio-Engineering,
Computer Science and Program Engineering, Sociology, Oceanology, Meteorology, Finan-
cial mathematics, Decision Making and Queuing theory as well. That’s why one of the
relevant problems for the scientists is to build a mathematical model of the stochastic
process and study its analytical properties. The problems of numerical simulations be-
come especially important due to the powerful possibilities of computer technologies that
allow us to create software modeling tools and predict the behavior of a random process.
Under statistical simulation we understand the computer realization of random variables,
processes and fields under a given their characteristics. Methods of statistical simulation
are considered as an alternative to existing numerical methods. In the article, we study
the simulation of the Gaussian stationary process with given accuracy and reliability in
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Banach space Lp([0, T ]). It’s supposed that the correlation function of stochastic process
is known. If a random process is given as a convergent in mean square series with random
terms, then, usually as a model of this process we can consider a cut-off series. The first
problem that arises in the article is how can we expand a stochastic process in the series.
The Karhunen-Loeve decomposition of stochastic process is used to construct the model
of the process. In this paper the issue on accuracy and reliability of the constructed model
is considered, it means that at first we construct the model and then verify it using some
adequacy tests with known accuracy and reliability.

Keywords: Gaussian process, model, accuracy, reliability, spectral density.
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ГОМОМОРФIЗМИ З УМОВОЮ (*), ЯКЩО 2 – ОБОРОТНИЙ
ЕЛЕМЕНТ

Вивчення гомоморфiзмiв матричних груп над асоцiативними кiльцями розпочало-
ся майже 100 рокiв тому роботами Шраєра i Ван-дер-Вардена i в подальшому роз-
вивалися в працях Дьєдоне, Хуа Ло-гена, Райнера, О’Мiри, Хана, Ю.I. Мерзлякова,
Уотерхауса, О.В. Мiхальова, Ю.I. Зельманова, I.З. Голубчика, В.М. Петечука та iнших
авторiв.

В основi вивчення знаходяться груповi властивостi повної лiнiйної групи GL (n,R)
– множини всiх оборотних матриць над асоцiативним кiльцем R з 1.

При n ≥ 3 у всiх вiдомих випадках, незважаючи на вiдмiннiсть методiв, якi засто-
совувалися, автоморфiзми повної лiнiйної групи виявлялись добутком стандартних
автоморфiзмiв. Саме оборотнiсть елемента 2 давала можливiсть розглядати все бiльш
широкi класи кiлець над якими можливий стандартний опис гомоморфiзмiв матри-
чних груп.

Якщо 2 – необоротний елемент, то при n ≥ 3 В.М. Петечук зробив опис автомор-
фiзмiв групи GL (n,R) у випадку, коли R – комутативне локальне кiльце. Виявилося,
що при n ≥ 4 всi автоморфiзми таких груп є добутком стандартних автоморфiзмiв,
а при n = 3 їх можна виразити через стандартнi i деякий нестандартний автоморфi-
зми. Спираючись на цей результат, В.М. Петечук [2] отримав опис iзоморфiзмiв групи
GL (n,R), n ≥ 3, якщо R – довiльне комутативне кiльце.

Зокрема, вiн здiйснив опис гомоморфiзмiв Λ : PE (n,R) → PGL (m,K), m ≥ 3,
n ≥ 3 таких, що ΛPE (n,R) = PH i H ⊇ E (m,K) над довiльними комутативними
кiльцями R i K.

I.З. Голубчик i О.В. Мiхальов [3], використовуючи системи iдемпотентiв, i незале-
жно Ю.I. Зельманов [4], використовуючи методи йорданових алгебр, отримали опис
iзоморфiзмiв групи E (n,R), n ≥ 3, 2 ∈ R∗ на групу E (m,K), 2 ∈ K∗ над довiльни-
ми асоцiативними кiльцями R i K з 1. В.М. Петечук [5] зробив опис гомоморфiзмiв
групи PE (n,R), n ≥ 3 в групу GL (m,K), m ≥ 2, 2 ∈ K∗ у випадку, коли нерухомi
пiдмодулi деяких елементiв четвертого порядку збiгаються з нерухомими пiдмоду-
лями їх квадратiв. З нього випливають результати I.З. Голубчика, О.В. Мiхальова i
Ю.I. Зельманова.

Розвиваючи технiку, пов’язану з iдемпотентами, I.З. Голубчик [6] здiйснив опис
iзоморфiзмiв груп GL (n,R) i GL (m,K) при n,m ≥ 4 над асоцiативними кiльцями R
i K. Виявилося, що вони допускають стандартний опис на групi E (n,R).

Авторами В.М. Петечук, Ю.В. Петечук [7, 8] описанi гомоморфiзми з умовою (*)
з чого зокрема випливає i опис iзоморфiзмiв повних лiнiйних груп над асоцiативними
кiльцями. У данiй роботi удосконалюються i розширюються методи опису гомомор-
фiзмiв з умовою (*), якщо елемент 2 є оборотним в кiльцi K i n ≥ 3. Основним
результатом роботи є наступна теорема. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗,
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E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W )
задовольняє умову (*). Тодi Λ має стандартний опис на групi E (n,R).

Ключовi слова: асоцiативнi кiльця, 2 – оборотний елемент, гомоморфiзми лiнiйних
груп, гомоморфiзми з умовою (*), iнволюцiї, елементарнi трансвекцiї, група елемен-
тарних трансвекцiй, формальнi матрицi, стандартнi гомоморфiзми.

1. Вступ. В роботi авторiв [1] показано зображення формальними матрицями
деяких елементiв лiнiйних груп над асоцiативними кiльцями на мовi лишко-
вих i нерухомих модулiв. Якщо формальними матрицями зображаються обра-
зи елементiв матричних груп вiдносно їх гомоморфiзмiв в групу автоморфiзмiв
модулiв над асоцiативними кiльцями, то це дає можливiсть в такий спосiб опи-
сувати гомоморфiзми. Рiвень опису залежить вiд форми опису гомоморфiзмiв
i умов, якi на них накладаються та множини елементiв, образи яких вiдносно
гомоморфiзмiв вдається таким чином задати.

Проблема опису гомоморфiзмiв матричних груп над асоцiативними кiльця-
ми Λ : G → GL(W ), де E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), R – асоцiативне кiльце з 1,
n ≥ 2, W – лiвий (не обов’язково вiльний) модуль над асоцiативним кiльцем K
з 1 в загальному випадку не розв’язана. Локалiзацiєю по степенях 2 i 3 кiльця
K вона зводиться до опису гомоморфiзмiв матричних груп над асоцiативними
кiльцями, в яких елементи 2 або 3 в кiльцi K є оборотними.

Однак, не всякi гомоморфiзми матричних груп можуть бути в такий спосiб
описанi. Зокрема, якщо розглядаються гомоморфiзми з деякими умовами, то
для застосування вищеописаного пiдходу необхiдно, щоб умови на гомоморфi-
зми зберiгалися при локалiзацiях по степенях 2 i 3.

Найбiльш системно теорiя гомоморфiзмiв лiнiйних груп над асоцiативними
кiльцями викладена в [9].

Основним результатом даної статтi є така теорема:

Теорема 1. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆
G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3 , W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W )
задовольняє умову (*). Тодi Λ має стандартний опис на групi E (n,R).

2. Загальнi поняття i означення. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, R∗ –
група оборотних елементiв кiльця R, Rn – кiльце матриць n × n над R, n ≥ 2,
GL (n,R) = R∗n – повна лiнiйна (матрична) група оборотних n× n матриць над
кiльцем R.

Означення 1. Вiдображення δ кiльця R в асоцiативне кiльце R1 називає-
ться кiльцевим гомоморфiзмом, якщо

δ (r1 + r2) = δ (r1) + δ (r2) , δ (r1r2) = δ (r1) δ (r2)

для довiльних елементiв r1, r2 кiльця R, а вiдображення ν кiльця R в асоцiа-
тивне кiльце R1 називається кiльцевим антигомоморфiзмом, якщо

ν (r1 + r2) = ν (r1) + ν (r2) , ν (r1r2) = ν (r2) ν (r1)

для довiльних елементiв r1, r2 кiльця R.

Очевидно, що якщо δ i ν – кiльцевi гомоморфiзм i антигомоморфiзм вiд-
повiдно, то δ (0) = 0, δ (1) = 1 в кiльцi δ (R) i ν (0) = 0, ν (1) = 1 в кiльцi
ν (R).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Означення 2. Нехай R0 означає кiльце R у якому задана операцiя мно-
ження за правилом x ◦ y = yx, де x, y – довiльнi елементи кiльця R. Кiльце
R0 називається опозитом кiльця R.

Вiдображення ν0 : R → R0, задане за правилом v 0(r)=r, rєR, є кiльцевим
антигомоморфiзмом R в R0.

Звуження кiльцевого гомоморфiзму на мультиплiкативну групу кiльця по-
роджує груповий гомоморфiзм, а кiльцевий антигомоморфiзм породжує групо-
вий антигомоморфiзм мультиплiкативної групи кiльця.

Груповий антигомоморфiзм породжує груповий гомоморфiзм, якщо кожно-
му елементу групи поставити у вiдповiднiсть елемент, який обернений до його
антигомоморфного образу.

Кiльцевий гомоморфiзм δ : R→ R1 iндукує кiльцевий гомоморфiзм δ : Rn →
(R1)n за правилом δ (rij) = (δrij), де rij ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n.

Кiльцевий антигомоморфiзм ν : R → R1 iндукує кiльцевий антигомомор-
фiзм ν : Rn → (R1)n за правилом ν (rij) = (ν rji) = т(ν rij), де т – означає
класичне транспонування.

Зокрема, кiльцевий гомоморфiзм δ : R→ R1 iндукує груповий гомоморфiзм
δ:GL (n,R) → GL (n,R1) за правилом δg =

(
δg
)
, g ∈ GL (n,R), а кiльцевий

антигомоморфiзм ν : R → R1 груповий гомоморфiзм ν:GL (n,R) → GL (n,R1)
за правилом νg = (νg)−1, g ∈ GL (n,R).

Означення 3. Нехай 1 – одиниця, e – iдемпотент кiльця R1 i e1 – деякий
iдемпотент, який ортогональний з елементами кiльця R1. Вiдображення Λe

групи GL (n,R) визначається за правилом

Λe (x) = δxe+ vx−1 (1− e) + e1, x ∈ GL (n,R)

i є гомоморфiзмом групи GL (n,R) у групу diag(GL (n,R1), 1), якщо iдемпо-
тент е комутує з елементами кiлець δR, νR.

Означення 4. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, W – лiвий (не обо-
в’язково вiльний) K-модуль, L та P – лiвi K-модулi, g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

⊕P–

iзоморфiзм K-модулiв, δ – кiльцевий гомоморфiзм i ν – кiльцевий антигомо-
морфiзм кiльця Rn, iндукованi кiльцевим гомоморфiзмом δ : R→ EndL i кiль-
цевим антигомоморфiзмом ν : R → EndL вiдповiдно в кiльце (EndL)n, 1 –
одиниця i e – iдемпотент кiльця EndL, a e1 – одиниця кiльця EndP , яка ор-
тогональна з елементами кiльця EndL.

Вiдображення Λ0 групи GL (n,R) визначається за правилом

Λ0 (x) = g−1
[
δ (x) e+ ν (x)−1 (1− e) + e1

]
g, x ∈ GL (n,R) ,

i є гомоморфiзмом групи GL (n,R) у групу g−1diag(GL (n,EndL), 1) g ⊆ GL (W ),
якщо e комутує з елементами кiлець δR i νR.

Якщо в Λe кiльцеR1 є кiльцемEndL, то Λ0 (x) = g−1Λe (x) g, де x ∈ GL (n,R).

Означення 5. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Будемо казати, що го-
моморфiзм Λ : G→ GL (W ) групи G, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) допускає стан-
дартний опис на групi E (n,R), якщо Λ збiгається з Λ0 на цiй групi i е –
центральний iдемпотент кiльця EndL.
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Означення 6. У довiльнiй групi G елемент [g1, g2] = g1g2g
−1
1 g−1

2 будемо на-
зивати комутатором елементiв g1, g2, а елемент [g1, ..., gt] = [[g1, ..., gt−1] , gt]
– комутатором довжини t елементiв g1, ..., gt групи G, де t > 2.

Позначимо через eij матрицю кiльця Rn, у якої на мiсцi (i, j) стоїть одиниця,
а на рештi мiсць нулi. Очевидно, що eijekl = δjkeil, де δjk – символ Кронекера.
Одиничну матрицю кiльця Rn будемо позначати 1 або Е.

Означення 7. Елементи tij (r) = 1 + reij, де r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n, eij
– стандартна матрична одиниця, будемо називати елементарними транс-
векцiями, а дiагональнi елементи di = 1 − 2eii, 1 ≤ i ≤ n, елементарними
iнволюцiями, трансвекцiї tij (1) будемо називати одиничними елементарними
трансвекцiями. Групу, яка породжена всiма елементарними трансвекцiями
tij (r), r ∈ R будемо називати групою елементарних трансвекцiй i позначати
E (n,R), tij = tij (−1) tji (1) tij (−1) = tji (1) tij (−1) tji (1).

Мають мiсце рiвностi tijtji = tjitij = 1, t2ij = t2ji = didj, d2
k = 1, dkeijd−1

k = −eij,
якщо i 6= j, k ∈ {i, j}. В iнших випадках dk комутує з eij. Тому [dk, tij (r)] =
tij (−2r), якщо k ∈ {i, j}, r ∈ R. В рештi випадкiв dk комутує з tij (r).

Виконуються наступнi матричнi комутаторнi формули

[tik (r1) , tlj (r2)] = tij (δklr1r2) ,

де 1 ≤ k 6= i, i 6= j, l 6= j ≤ n – довiльнi числа, δkl – символ Кронекера, r1, r2 –
довiльнi елементи кiльця R. Зокрема, [tik (r) , tkj (1)] = tij (r), де 1 ≤ i, j, k ≤ n
– попарно рiзнi довiльнi числа, r ∈ R.

Лема 1. Якщо G – група така, що E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), де R – асо-
цiативне кiльце з 1, n ≥ 3, а Λ : G → GL (W ) – довiльний гомоморфiзм,
то з рiвностi Λtij = 1 або Λtijtij (−1) = 1 для деяких, а значить для всiх
1 ≤ i 6= j ≤ n, то Λ – одиничний гомоморфiзм групи E (n,R).

Доведення. Дане твердження випливає з формул

[tij, tjk (1) , tij (1)] = tik (−1) , [tijtij (−1) , tjk (1) , tij (1)] = tik (−1) ,

[tik (1) , tkj (r)] = tij (r) ,

де 1 ≤ i, j, k ≤ n – попарно рiзнi числа, r ∈ R.

Лема 2. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, e – дiагональний елемент кiльця
Rn, n ≥ 2 з нулями i одиницями на дiагоналi, d – довiльний дiагональний
елемент групи GL (n,R) з ±1 на дiагоналi, x – елемент групи GL (n,R), який
комутує з 2e. Тодi комутатор [x, d] комутує з e.

Доведення. Без обмеження загальностi можна вважати, що, з точнiстю
до спряження, e = diag (1, ..., 1, 0, ..., 0). Оскiльки x комутує з 2e, то 2x i 2x−1

комутують з е. За умовою d = E + 2d′, де d′ – дiагональна матриця. Тому
[x, d] = (E + 2xd′x−1) d блочно-дiагональна матриця, яка комутує з e.

Зокрема, якщо x комутує з iнволюцiєю t2ii+1, 1 ≤ i ≤ n − 1, то x комутує з
елементом 2e = E − t2ii+1, де e = eii + ei+1i+1. Тому комутатор [x, d] комутує з e
i, як наслiдок, [x, d] ∈ diag (Ri−1, R2, Rn−i−1).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Означення 8. Елемент m деякого кiльця називається нiльпотентним,
якщо iснує натуральне число k таке, шо mk = 0. Найменше з таких k назива-
ється ступенем нiльпотентностi елемента m. Сума одиничного i нiльпотен-
тного елементiв називається унiпотентним елементом вiдповiдного ступе-
ня.

Означення 9. Нехай G – група така, що E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), n ≥ 2,
R – асоцiативне кiльце з 1, W – лiвий (не обов’язково вiльний) модуль над асо-
цiативним кiльцем K з 1, Λ : G → GL (W ) – груповий гoмоморфiзм. Будемо
казати, що гомоморфiзм Λ задовольняє умову (*), якщо для довiльного нену-
льового нiльпотентного елемента m ∈ EndW , m2 = 0 iснують натуральнi
числа s1 i s2, якi оборотнi в K i A ∈ G такi, що ΛA = 1 + s1m i з рiвностi
ΛA · ΛB = ΛB · ΛA, B/inG випливає, що As2B = BAs2.

Зауважимо, що коли мова йде про нiльпотентний елемент m, то передбача-
ється, що вiн iснує. Зрозумiло, що гомоморфiзми з умовою (*) є неодиничними.

Iзоморфiзми задовольняють умову (*), якщо покласти s1 = s2 = 1 i скори-
статися тим, що 1 +m є оборотним елементом.

Умова (*) забезпечує iснування прообразiв деяких унiпотентних елементiв i
комутування їхнiх степенiв з прообразами матриць, образи яких комутують з
цими унiпотентними елементами. Використання спiввiдношень мiж елементами
скiнченного порядку i елементарними трансвекцiями дає можливiсть доводити,
що гомоморфiзми з умовою (*) допускають стандартний опис на групi елемен-
тарних трансвекцiй.

Вiдмiтимо, що якщо Λ гомоморфiзм з умовою (*) i ΛA = 1 + s1m комутує
iз скiнченною кiлькiстю елементiв ΛBi, Bi ∈ G, 1 ≤ i ≤ t, то iснує натураль-
не число s2, яке оборотне в K таке, що As2 комутує з елементами B1, . . . , Bt

одночасно.
Загальний пiдхiд до опису гомоморфiзмiв з умовою (*) матричних груп над

асоцiативними кiльцями з 1 базується на тому, що автоморфiзми модулiв можна
зображати формальними матрицями i виконувати дiї над ними, як iз звичай-
ними матрицями, враховуючи, що елементи цих матриць на нерухомих пiдмо-
дулях задаються одиницями, а нульовi елементи на вiдповiдних мiсцях зобра-
жаються нулями.

Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3, W
– лiвий K-модуль. Опис гомоморфiзмiв Λ : G→ GL (W ) вiдбувається за таким
алгоритмом:

1) визначається розклад модуля W у пряму суму n iзоморфних мiж собою
пiдмодулiв, якi iзоморфнi модулю L i деякого пiдмодуля, який iзоморфний мо-
дулю P ;

2) будується модуль Wg = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P i вiдповiдний iзоморфiзм

g : W → Wg;
3) розглядаються вiдображення:

Λg : GL(W )→ GL (Wg) за правилом Λg(x) = gxg−1, x ∈ GL (W );
Λ0 : GL(n,R)→ GL (W ) за правилом Λ0(x) = g−1

[
δ(x)e+ ν(x)−1(1− e) + e1

]
g;

Λe : GL(n,R)→ GL (Wg), Λe = ΛgΛ0 за правилом Λex = δ(x)e+v(x)−1(1−e)+e1,
де x ∈ GL (n,R) , δ− кiльцевий гомоморфiзм i v− кiльцевий антигомоморфiзм
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кiльця Rn , iндукованi кiльцевим гомоморфiзмом δ : R → EndL i кiльцевим
анти гомоморфiзмом v : R→ EndL вiдповiдно в кiльце (EndL)n, 1 – одиниця i
e – iдемпотент кiльця EndL, a e1 – одиниця кiльця EndP , яка ортогональна з
елементами кiльця EndL;
Λ1 : GL(n,R) → GL (Wg), Λ1 = ΛgΛ за правилом Λ1 (x) = gΛ(x)g−1, x ∈
GL (n,R);

4) доводиться, що якщо Λ – гомоморфiзм з умовою (*), то гомоморфiзм Λ1

вiдображає групу E(n,R) в пiдгрупу diag(GL (n,EndL) , 1) групи GL(Wg), e –
центральний iдемпотент кiльця EndL i Λ1 = Λe на довiльних елементарних
трансвекцiях. Тому гомоморфiзм Λ = Λ−1

g Λe = Λ0 допускає стандартний опис
на групi E(n,R) ;

5) визначаються властивостi вiдображення γ : G → GL(W ) , яке задане за
правилом Λ (x) = γ (x)Λ0 (x) , x ∈ G .

3. Дiя гомоморфiзмiв на iнволюцiях. В роботi [1] авторами доведена

Лема 3. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, 2 ∈ K∗, W – лiвий K-модуль,
a, b, c, d – елементи групи GL(W ) такi, що a2 = b2 = 1, ab = ba, ca = ac,
cbc−1 = ab, db = bd, dad−1 = ab, a 6= 1. Тодi iснують лiвi K-модулi L i P
та iзоморфiзм модулiв g : W → Wg, Wg = L ⊕ L ⊕ L ⊕ P , який iндукує
iзоморфiзм Λg : GL(W ) → GL(Wg) такий, що елементи Λga, Λgb, Λgc, Λgd
можна зобразити формальними матрицями

Λga = diag (−1,−1, 1, 1) ,Λgb = diag (1,−1,−1, 1) ,

Λgc = diag

((
0 α
1 0

)
, β, γ

)
, Λgd = diag(β1,

(
0 α1

1 0

)
, γ1),

де α, β, α1, β1 ∈ EndL, γ, γ1 ∈ EndP .
В якостi елементiв a, b, c, d, якi визначенi у лемi 3, можна вибрати образи

iнволюцiй i елементiв четвертого порядку вiдносно гомоморфiзма Λ .

Лема 4. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G→ GL (W )− довiль-
ний неодиничний гомоморфiзм групи E(n,R). Тодi в групi GL (W ) в якостi
елементiв a,b,c,d, якi визначенi у лемi 3, за умови Λt2ij 6= 1 можна вибрати

a = Λdiag (−1,−1, 1, . . . , 1) , b = Λdiag (1,−1,−1, 1, . . . , 1) ,

c = Λdiag

((
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1

)
, d = Λdiag(1,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1)

При цьому c2 = a, d2 = b .
Якщо Λt2ij = 1 для деяких, а значить i для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ n , то в якостi

елементiв a,b,c,d можуть бути вибранi елементи

a = Λt12 (1) , b = Λt13 (1) , c = Λt32 (−1) , d = Λt23 (−1)

При цьому c2 = 1, d2 = 1 .

Виявляється, що якщо Λ : G → GL (W )− гомоморфiзм з умовою (*), то
останнiй випадок леми 4 Λt2ij = 1 неможливий. Бiльше того, має мiсце бiльш
загальне твердження.

Роздiл 1: Математика i статистика



ГОМОМОРФIЗМ З УМОВОЮ (*), ЯКЩО 2 – ОБОРОТНИЙ ЕЛЕМЕНТ 107

Лема 5. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G→ GL (W ) задоволь-
няє умову (*), W0 – лiвий K-пiдмодуль модуля W, який iнварiантний вiдносно
елементiв Λtij (1) , i Λt2ij|W0

= 1, 1 ≤ i 6= j ≤ 3 . Тодi Λtij (1) |W0
= 1 для всiх

1 ≤ i 6= j ≤ 3.

Доведення. Проведемо вiд супротивного. Нехай Λtij (1) |W0
6= 1 . Оскiльки

Λt2ij|W0
= 1, 1 ≤ i 6= j ≤ 3 , то згiдно з лемами 3 i 4 iснують лiвi К -модулi L, P

i iзоморфiзм g : W0 → L⊕ L⊕ L⊕ P такi, що
Λ1t12 (1) = diag(−1,−1, 1, 1), Λ1t13 (1) = diag(1,−1,−1, 1), де Λ1 = ΛgΛ .

За умовою (*) iснують натуральнi числа s1, s2 ∈ K∗ i матриця A ∈ G така,

що має мiсце рiвнiсть Λ1A = diag

((
1 s1

0 1

)
, 1, 1

)
, i As2 комутує з t12 (1) .

Тому [As2 , t13 (1) , t13 (1)] = 1 i, як наслiдок,(
1 4s1s2

0 1

)
=

[(
1 s1s2

0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
1 0
0 −1

)]
= 1

Рiвнiсть 4s1s2 = 0 суперечить оборотностi елементiв 2, s1, s2 у кiльцi K.
4. Дiя гомоморфiзмiв з умовою (*) на iнволюцiях. Опис гомоморфi-

змiв з умовою (*) починається з визначення їхньої дiї на iнволюцiях. Покажемо,
що образи елементарних iнволюцiй вiдносно гомоморфiзмiв з умовою (*) мають
вигляд формальних дiагональних матриць.

Лема 6. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W ) задо-
вольняє умову (*). Тодi iснують лiвi K-модулi L i P та iзоморфiзм модулiв
g : W → Wg , Wg = L⊕ L⊕ L⊕ P , iзоморфiзм i гомоморфiзм Λ1 = ΛgΛ такi,
що Λ1t

2
ii+1, 1 ≤ i < n− формальнi дiагональнi матрицi.

Доведення. За лемами 3 i 4 iснують лiвi K -модулi L i P,Wg = L⊕L⊕L⊕P
iзоморфiзм Λg i гомоморфiзм Λ1 такi, що a = Λt212, b = Λt223, c = Λt12, d = Λt23,

Λga = diag (−1,−1, 1, 1) , Λgb = diag (1,−1,−1, 1) ,

Λgc = diag

((
0 −1
1 0

)
, β, γ

)
, Λgd = diag(β1,

(
0 −1
1 0

)
, γ1),

де β2 = β2
1 = 1, γ2 = γ2

1 = 1. I, як наслiдок,

Λ1t
2
12 = diag (−1,−1, 1, 1) , Λ1t

2
23 = diag (1,−1,−1, 1) ,

Λ1t12 = diag

((
0 −1
1 0

)
, β, γ

)
, Λ1t23 = diag(β1,

(
0 −1
1 0

)
, γ1).

Таким чином, для i = 1, 2 лема доведена.
Доведемо, що вона має мiсце для 3 ≤ i < n. Очевидно, що елементи t211+1,

де 1 ≤ i < n, комутують мiж собою.
Нехай n = 4. Тодi iснує елемент t234. Враховуючи, що t234 комутує з t12, t

2
23 i

(t234t23)
2

= 1, отримуємо, що Λ1t
2
34 = diag (α3, α3,−α3, x3) , де α3 ∈ EndL, x3 ∈

EndP , що доводить лему при n = 4.
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При n ≥ 5 iснують елементи t245, . . . , t
2
n−1n , якi комутують iз t12 i t23. Тому

Λ1t
2
ii+1 = diag(αi, αi, αi, xi),

де αi ∈ EndL , xi ∈ EndP , 4 ≤ i < n.
Мають мiсце рiвностi α2

i = 1, x2
i = 1, αiβ = βαi, γxi = xiγ, αiβ1 = β1αi, γ1xi =

xiγ1, де n ≥ 4, 3 ≤ i < n.
Таким чином, визначена дiя гомоморфiзму Λ1 на елементах t212, . . . , t

2
n−1n, де

n ≥ 4. Їхнi образи вiдносно гомоморфiзму Λ1 виявилися формальними дiаго-
нальними матрицями.

Доведемо iснування у прообразi вiдносно гомоморфiзму з умовою (*) де-
яких блочно-дiагональних матриць, якi вiдображаються у формальнi елемен-
тарнi трансвекцiї.

Лема 7. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W ) задо-
вольняє умову (*). Тодi iснують лiвi K-модулi L i P та iзоморфiзм модулiв
g : W → Wg, Wg = L⊕L⊕L⊕P , iзоморфiзм Λg i гомоморфiзм Λ1 = ΛgΛ такi,
що в групi G iснують матрицi A1, A2, якi мiстяться в diag(R,R2, Rn−3) i

Λ1A1 = diag

(
1,

(
1 α
0 1

)
, 1

)
, Λ1A2 = diag

(
1,

(
1 0
−α 1

)
, 1

)
,

де α – оборотний елемент кiльця EndL.

Доведення. За лемами 3 i 4 iснують лiвi K -модулi L i P,Wg = L⊕L⊕L⊕P ,
iзоморфiзм Λg i гомоморфiзм Λ1. Доведемо iснування матриць A1 i A2.

Нехай n ≥ 3 i n 6= 4. Вiдповiдно до умови (*) у групi G iснують елементи
A1, A2 i натуральнi числа s1, s2 ∈ K∗ такi, що

Λ1A1 = diag

(
1,

(
1 s1

0 1

)
, 1

)
, Λ1A2 = diag

(
1,

(
1 0
s1 1

)
, 1

)
,

де As21 , A
s2
2 комутують iз елементом t223. Якщо n ≥ 5, то елементи As21 i As22

комутують також з елементами t245, . . . , t
2
n−1n. Згiдно з лемою 2 мають мiсце

включення [As2i , t
2
12] ∈ diag(R,R2, Rn−3), i = 1, 2. При цьому

∆1

[
As2i , t

2
12

]
= diag

(
1,

(
1 −2s1

0 1

)
, 1

)
,∆1

[
As2i , t

2
12

]
= diag

(
1,

(
1 0
−2s1 1

)
, 1

)
.

Без обмеження загальностi (замiнивши [As2i , t
2
12] на Ai), отримуємо твердже-

ння леми при n ≥ 5 i n 6= 4 .
Доведемо, що твердження леми виконуються i при n = 4. Нехай n = 4.

Згiдно з умовою (*) iснують натуральнi числа s1, s2 ∈ K∗ i матриця A ∈ G

така, що Λ1A = diag

((
1 s1

0 1

)
, 1, 1

)
i As2 комутує з t212. Вiдповiдно до леми

2 [As2 , t223] ∈ diag(R2, R2) i елементи t34 (1) , t43 (1), а також t12 комутують з
[As2 , t223, t12].

Оскiльки Λ1t12 = diag

((
0 −1
1 0

)
, β, γ

)
, Λ1t

2
12 = diag(−1,−1, 1, 1), то ма-

ють мiсце рiвностi

Λ1

[
As2 , t223

]
= diag(

(
1 2s1s2

0 1

)
, 1, 1),
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Λ1

[
As2 , t223, t12

]
= diag(

[(
1 2s1s2

0 1

)
,

(
0 −1
1 0

)]
, 1, 1).

Тому Λ1t34 (1) = diag (x1, y1) , Λ1t43 (1) = diag(x2, y2), де xi, i = 1, 2 мiстяться
в End(L⊕ L) i комутують iз матрицями(

0 −1
1 0

)
i
[(

1 2s1s2

0 1

)
,

(
0 −1
1 0

)]
.

Безпосереднiми обчисленнями отримуємо, що xi = diag (αi, αi), i = 1, 2. Без
обмеження загальностi (замiнивши елемент [As2 , t223, t12] на А), можна вважати,
що As2 комутує з t34(1) i t43(1). Тому

As2 ∈ diag(R2, R,R) i
[
As2 , t223

]
∈ diag(R2, 1, 1).

Нехай A1 = t12t23 [As2 , t223] t−1
23 t
−1
12 i A2 = t23A1t

−1
23 . Неважко бачити, що A1, A2

належать diag(1, R2, 1). Тим самим доведено, що

Λ1A1 = diag

(
1,

(
1 α
0 1

)
, 1

)
, Λ1A2 = diag

(
1,

(
1 0
−α 1

)
, 1

)
,

де A1, A2 мiстяться в diag(1, R2, 1), α – оборотний елемент кiльця EndL.
5. Дiя гомоморфiзмiв з умовою (*) на елементарних трансвекцiях.

Визначимо дiю гомоморфiзма Λ на елементарних трансвекцiях tij(r) ∈ G, 1 ≤
i 6= j ≤ 3, r ∈ R.

Лема 8. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G→ GL (W ) задоволь-
няє умову (*). Тодi Λ збiгається з Λ0 на одиничних елементарних трансвекцi-
ях tij(1), 1 ≤ i 6= j ≤ 3.

Доведення. За лемами 3 i 4 iснують лiвi K -модулi L i P,Wg = L⊕L⊕L⊕P ,
iзоморфiзм Λg i гомоморфiзм Λ1 = ΛgΛ.

З’ясуємо дiю гомоморфiзма Λ1 на елементарних трансвекцiях.
Елементи tpq(r), де 1 ≤ p 6= q ≤ 2, r ∈ R комутують з t212. Тому Λ1tpq (r) =

diag(a, b), де a =

(
a1 a2

a3 a4

)
, b =

(
b1 b2

b3 b4

)
, елементи a1, a2, a3, a4, b4 мiстяться

в EndL, b2 ∈ Hom(L, P ), b3 ∈ Hom(P,L), b4 ∈ EndP . Зрозумiло, що елементи a
i b залежать вiд r ∈ R.

З рiвностi [t223tpq(r)]
2

= 1 випливає, що
(
a1 a2

−a3 −a4

)2

= 1 i
(
−b1 −b2

b3 b4

)2

= 1.

Тому мають мiсце рiвностi a2
1−a2a3 = a2

4−a3a2 = 1, a1a2 = a2a4, a3a1 = a4a3,
b2

1 − b2b3 = 1, b2
4 − b3b2 = 1, b1b2 = b2b4, b3b1 = b4b3.

Нехай A1, A2 – матрицi, визначенi в лемi 7. Оскiльки

[
As2i , t

2
12, t12(r)

]
∈ diag

 1 ∗ ∗
0 1 0
0 0 1

 , 1, . . . , 1

 ,

[
As2i , t

2
12, t21(r)

]
∈ diag

 1 0 0
∗ 1 0
∗ 0 1

 , 1, . . . , 1

 ,
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то має мiсце рiвнiсть ([As2i , t
2
12, tpq(r)] t

2
23)

2
= 1, i = 1, 2 i елементи [As21 , t

2
12, tpq(r)],

[As22 , t
2
12, tpq(r)] комутують мiж собою. Згiдно з лемою 7

Λ1

[
As21 , t

2
12

]
= diag

(
1,

(
1 −s1α
0 1

)
, 1

)
,

Λ1

[
As22 , t

2
12

]
= diag

(
1,

(
1 0
−s1α 1

)
, 1

)
.

Введемо позначення

T1 = −
(

0 0
s1α 0

)
+ α

(
0 0
s1α 0

)
b−1, T 2 = −

(
0 s1α
0 0

)
+ b

(
0 s1α
0 0

)
a−1.

У цих позначеннях елементи

Λ1

[
As21 , t

2
12, tpq(r)

]
=

(
E T 1

0 E

)
,Λ1

[
As22 , t

2
12, tpq(r)

]
=

(
E 0
T 2 E

)
комутують мiж собою.

Тому T1 i T2 комутують iз елементом diag(1,−1) i T1T2 = 0, T2T1 = 0.
Iз отриманих спiввiдношень випливає, що a2ab2 = 0, b3aa3 = 0, a4ab1 = α =
b1aa4, a2a3 = a3a2 = 0, b2b3 = b3b2 = 0 Зiставляючи їх з ранiше отриманими рiв-
ностями знаходимо, що a2

1 = a2
4 = 1, b2

1 = 1, b2
4 = 1, b1 = b4 i αb1 = b1α. Застосову-

ючи вищевикладенi мiркування до елемента tqp (r) = t12tpq(−r)t−1
12 отримуємо,

що

Λ1tqp(r) = diag

((
a4 a3

a2 a1

)
,

(
b1 −αb2β

−βb3α βb4β

))
.

Як i у випадку з елементом Λ1tpq(r) отримуємо, що a3αb2 = 0, b3αa2 = 0, b1 =
a1 = a4 комутує з a2 i a3.

Розглянемо випадок r = 1, p = 1, q = 2. З рiвностi t12 (1) t21 (−1) = t12t12(−1)
випливають спiввiдношення(

a1 a2

a3 a1

)(
a1 −a3

−a2 a1

)
=

(
0 1
−1 0

)(
a1 −a2

−a3 a1

)
,

(
b1 b2

b3 b4

)(
b1 αb2β
βb3α βb1β

)
=

(
α

β

)(
b1 −b2

−b3 b4

)
.

Тому 1−a2
2 = −a3, 1−a2

3 = −a2. Домножимо цi рiвностi на b2 i b3. Отримаємо,
що b2 = 0, b3 = 0, 1 = b2

1 = αb1, b1 = α i αa2 = a2α, αa3 = a3α, b2
4 = 1, (b1β)2 = 1.

Аналогiчно, домноживши вищерозглянутi рiвностi на a2 i a3, отримуємо, що
a2

2 = a2, a2
3 = −a3, 1 = a2 − a3.

Позначимо e = a2. Тодi e2 = e, eα = αe, a3 = e− 1. Тим самим доведено, що

Λ1t12 (1) = diag

((
α e

e− 1 α

)
, α, b4

)
,

Λ1t13 (1) = Λ1a23t12 (1) a−1
23 = diag

 α 0 e
0 α 0

e− 1 0 α

 , δb4δ

 ,
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Λ1t23 (1) = diag

(
α,

(
α e

e− 1 α

)
, βδb4δβ

)
.

З комутаторної рiвностi t13 (1) = [t12 (1) , t23(1)] очевидним чином випливає,
що α = 1, а iз леми 5, що b4 = 1 i β = 1. Тому гомоморфiзм Λ1 збiгається з Λe
на одиничних елементарних трансвекцiях t12 (1), t13 (1), t23 (1).

Враховуючи рiвностi t12t12 (1) t−1
12 = t21 (−1) , t23t21 (1) t−1

23 = t31(1), отримує-
мо, що гомоморфiзм Λ1 збiгається з Λe на одиничних елементарних трансвекцiях
tij (1) для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ 3. Тому Λ збiгається з Λ0 на одиничних елементарних
трансвекцiя tij (1) для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ 3.

Теорема 2. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆
G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3 , W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W )
задовольняє умову (*). Тодi Λ має стандартний опис на групi E (n,R).

Доведення. Iндукцiєю по n покажемо, що Λ1 збiгається з Λe на всiх оди-
ничних елементарних трансвекцiях tij(1), 1 ≤ i 6= j ≤ n, n ≥ 3.

У лемi 8 доведено, що Λ1 збiгається з Λe на одиничних елементарних транс-
векцiях tij(1), 1 ≤ i 6= j ≤ 3.

Нехай n ≥ 4. Припустимо, що Λ1 збiгається з Λe на одиничних елементарних
трансвекцiях tij(1), 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Оскiльки елементарна трансвекцiя tn−1n(1) комутує з елементарними транс-
векцiями t12 (1) , t21 (1) , . . . , tn−3n−2 (1) , tn−2n−3(1) i має мiсце комутаторна фор-
мула [tn−1n (1) , tn−2n−1 (1) , tn−1n−2 (1)] = tn−1n (1), то мають мiсце включення

Λ1tn−1 n (1) ∈ diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

, ∗

 ,Λ1tnn−1 (1) ∈ diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

, ∗

 .

Використовуючи пiрсовий розклад елемента Λ1t
2
n−1n можна вважати, що

Λ1t
2
n−1n = diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

,−1,−1, 1

, Λ1tn−1n = diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

,

(
x1 x2

x3 x4

)
, 1

,

Iз рiвностей t2n−1n = −E i (t2n−2n−1tn−1n)
2

= E випливає, що(
x1 x2

x3 x4

)2

=

(
−1 0
0 −1

)
,

(
−x1 −x2

x3 x4

)2

=

(
1 0
0 1

)
.

Тому x1 = 0, x4 = 0, x2x3 = −1, x3x2 = −1. Це означає, що з точнiстю до
спряження, можна вважати, що x2 = −1, x3 = 1.

Тим самим доведено, що Λ1 збiгається з Λe на tii+1 для всiх 1 ≤ i < n.
Оскiльки одиничнi елементарнi трансвекцiї спряженi мiж собою за допомо-

гою добуткiв елементiв tii+1, 1 ≤ i < n, то Λ1 збiгається з Λe на всiх одиничних
елементарних трансвекцiях tij(1), 1 ≤ i < n.

В такому разi, як буде доведено далi, гомоморфiзм Λ1 збiгається з Λe на
всiй групi E(n,R). Це буде означати, що Λ допускає стандартний опис на групi
E(n,R).

6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Задача опи-
су гомоморфiзмiв матричних груп над асоцiативними кiльцями є актуальною,
активно розвивається, має застосування в алгебраїчнiй K -теорiї та теорiї кiлець
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i модулiв, теорiї зображень груп. Вона належить до вiдомої проблеми вивчення
матричних груп, яка є важливою складовою загальної теорiї груп. Незважаючи
на досягнення в описi гомоморфiзмiв матричних груп над кiльцями, залиша-
ється чимало актуальних задач, якi потребують вирiшення. Однiєю з них є
задача знаходження умов на гомоморфiзми матричних груп при яких останнi
допускають стандартний опис над асоцiативними кiльцями з 1.

Список використаної лiтератури
1. Петечук В.М., ПетечукЮ.В. Зображення формальними матрицями елементiв матричних

груп над асоцiативними кiльцями. Наук. вiсник Ужгород. yн-ту. Сер. матем. i iнформ.
2020. Вип. 1(36). С. 16 – 29.

2. Петечук В.М. Автоморфизмы матричных групп над коммутативными кольцами. Матем.
сб. 1982. №.4. С. 539–547.

3. Голубчик И.З., Михалев А.В. Изоморфизмы полной линейной группы над ассоциатив-
ными кольцами. Вест. МГУ. Сер. 1. Матем., мех. 1983. Т. 3 (38). С. 73 – 85.

4. Зельманов Е.И. Изоморфизмы линейных групп над ассоциативными кольцами. Сиб.
мат. журн. 1985. Т.4. С.49–67.

5. Петечук В.М. Гомоморфизмы линейных групп над кольцами. Матем. заметки. 1989.
Т.45, вып 2. С. 83–94.

6. Golubchik I.Z. Isomorphism of the General Linear Group GLn (R), n ≥ 4 over on associative
Ring. Contemporary Mathematics. 1992. Vol. 131. Part 1. P. 123–136.

7. Петечук В.М., Петечук Ю.В. Гомоморфизмы матричных групп над ассоциативными
кольцами. Часть I. Наук. вiсник Ужгород. yн-ту. Сер. матем. i iнформ. 2014. Вип. 25,
№2 С. 152–171.

8. Петечук В.М., Петечук Ю.В. Гомоморфизмы матричных групп над ассоциативными
кольцами. Часть II. Наук. вiсник Ужгород. yн-ту. Сер. матем. i iнформ. 2015.
Вип. № 1(26). С. 99–114.

9. Hahn A.J., O’Meara O.T. The Classical Groups and K -Theory. Berlin : Springer, 1989. 578 p.

Petechuk V. M., Petechuk Y. V. Homomorphisms with condition (*) if 2 is a
reversible element.

The study of homomorphisms of matrix groups over associative rings began almost
100 years ago with the work of Schreier and Van der Warden and later developed in the
works of Dieudonne J., Hua L. K., Reiner I., O’Meara O.T., Hahn A.J., Merzlyakov Yu.I.,
Waterhouse W.C., Mikhalev O.V., Zelmanov E.I., Golubchik I.Z., Petechuk V.M. and other
authors.

The study is based on the group properties of a complete linear group GL (n,R) the
set of all reversible matrices over the associative ring R with 1.

Thus, in all known cases n ≥ 3, despite the difference in the methods used, the
automorphisms of the complete linear group were the product of standard automorphi-
sms. It is the reversibility of element 2 that made it possible to consider ever wider classes
of rings over which a standard description of homomorphisms of matrix groups is possible.

If 2 is an irreversible element, then when n ≥ 3 Petechuk V.M. described the automorphi-
sms of the group GL (n,R) in the case when R is a commutative local ring. It turned out
that for n ≥ 4 all automorphisms of such groups are the product of standard automorphi-
sms, and for n = 3 them can be expressed through standard and some non-standard
automorphisms. Based on this result, Petechuk V.M. [2] obtained a description of the
isomorphisms of the group GL (n,R), n ≥ 3 if R is an arbitrary commutative ring.

In particular, he described homomorphisms Λ : PE (n,R) → PGL (m,K), m ≥ 3,
n ≥ 3 such ΛPE (n,R) = PH and H ⊇ E (m,K) as over arbitrary commutative rings R
and K.

From Golubchik I.Z. and Mikhalev O.V. [3], using systems of idempotent, and indepen-
dently Zelmanov E.I. [4], using the methods of Jordan algebras, obtained a description
of the isomorphisms of the group E (n,R), n ≥ 3, 2 ∈ R∗ on the group E (m,K), 2 ∈
K∗ over arbitrary associative rings R and K with 1. Petechuk V.M. [5] described the
homomorphisms of a group PE (n,R), n ≥ 3, into a group GL (m,K), m ≥ 2, 2 ∈ K∗ in
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the case when the fixed submodules of some elements of the fourth order coincide with the
fixed submodules of their squares From it follow the results of Golubchik I.Z., Mikhalev
О.В. and Zelmanov E.I.

Developing techniques related to idempotents, Golubchik I.Z. [6] described the isomorphi-
sms of the groups GL (n,R) and GL (m,K) for n,m ≥ 4 over the associative rings R and
K. It turned out that they allow a standard description on the group E (n,R).

The authors Petechuk V.M., Yu.V. Petechuk [7, 8] described homomorphisms with
condition (*), from which in particular follows the description of isomorphisms of complete
linear groups over associative rings. In this paper, methods for describing homomorphisms
with the condition (*) are improved and expanded if element 2 is reversible in the ring
K and n ≥ 3. The main result of the work is the following theorem. Let R and K be
associative rings with 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), n ≥ 3, W be the left K-
module, homomorphism Λ : G→ GL (W ) satisfies the condition (*). Then Λ has a standard
description on the group E (n,R).

Keywords: associative rings, 2 is a reversible element, homomorphisms of linear groups,
homomorphisms with condition (*), involutions, elementary transvections, group of ele-
mentary transvections, formal matrices, standard homomorphisms.
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ПЕРЕВIРКА ГIПОТЕЗИ ПРО ВИГЛЯД КОРЕЛЯЦIЙНОЇ
ФУНКЦIЇ

Ця стаття присвячена знаходженню критерiя для перевiрки гiпотези про вигляд
кореляцiйної функцiї центрованого вимiрного дiйсного гауссового стацiонарного про-
цеcу зi стiйкою кореляцiйною функцiєю. Питання моделювання випадкових процесiв є
актуальним у сучасному свiтi, особливо гауссових випадкових процесiв. Таким чином
при моделюваннi випадкових процесiв, зазвичай, намагаються змоделювати процеси,
що є сумою великої кiлькостi випадкових факторiв, тобто, вiдповiдно до центральної
граничної теореми, гауссовi або близькi до них випадковi процеси. Також треба зазна-
чити, що нiколи не вдається отримати модель, що дiйсно є гауссовим процесом. Для
таких процесiв є актуальне дослiдження умов збiжностi моделей та оцiнки точностi
моделювання. В якостi оцiнки точностi моделювання розглядаються оцiнки момен-
тiв рiзницi процесу та моделi, кореляцiйної функцiї моделi та дослiдження слабкої
збiжностi моделi.

У данiй роботi продовжується тема моделювання, яка була розглянута автором
у спiвавторствi з Козаченком Ю. В., а точнiше – перевiрка гiпотези про те, як буде
виглядати коварiацiйна функцiя змодельованного процесу.

В статтi розгянуто центрований вимiрний дiйсний гауссовий стацiонарний процеc зi
стiйкою кореляцiйною функцiєю, лему про прийняття гiпотези H для процесу загаль-
ного виду, теорему про наближення коварiацiйної функцiї корелограмою. А також,
сформульовано i доведено лему про прийняття гiпотези H для процеса, у якого кова-
рiацiйна функцiя стiйка i має вигляд ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , де 0 < α ≤ 2, d > 0,
B ∈ R.

Основним результатом є перевiрка гiпотези, яка полягає у тому, що коварiацiйна
функцiя центрованого вимiрного дiйсного гауссового стацiонарного процеcу зi стiйкою
кореляцiйною функцiєю має вигляд ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , де 0 < α ≤ 2, d > 0,
B ∈ R.

Ключовi слова: перевiрка гiпотез, стiйка кореляцiйна функцiя, коварiацiйна фун-
кцiя, вимiрний дiйсний гауссовий процес, корелограма.

1. Вступ. Робота є логiчним продовженням роботи [1]. У роботi [1] були зна-
йденi оцiнки розподiлу супремуму гауссових стацiонарних процесiв зi стiйкою
кореляцiйною функцiєю, дослiджена поведiнка на нескiнченностi та знайденi
деякi аналiтичнi властивостi цих процесiв. Задачi моделювання та оцiнки ви-
падкових процесiв були розглянутi у статтях [2], [3] та у книгах [4,5] та в бага-
тьох iнших роботах. Моделi деяких гауссових стацiонарних процесiв зi стiйкими
кореляцiйними функцiями будувались в роботах [6], [7]. Деякi результати щодо
властивостей стiйкої кореляцiйної функцiї представленi в книзi [8]. Також ав-
торами Козаченком Ю. В. та Петрановою М. Ю. були дослiдженi комплекснi
гауссовi процеси зi стiйкою кореляцiйною функцiєю у роботi [6]. У роботi [9]
було знайдено новi верхнi та нижнi межi для розподiлу квадратичних форм га-
уссових випадкових величин, а також границь квадратичних форм. На основi

Роздiл 1: Математика i статистика
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цих оцiнок пропонується критерiй для перевiрки гiпотези про функцiю кова-
рiацiї ρ(τ) гауссового стохастичного процесу. У роботi [10] доведено нерiвностi
для розподiлiв квадратних форм iз квадратно-гауссових випадкових величин та
розподiлiв квадратних форм iз квадратно-гауссових випадкових процесiв. Цi не-
рiвностi дозволяють дослiдити спiльнi розподiли оцiнок коварiацiйних функцiй
гауссових процесiв. Властивостi емпiричної корелограми центрованого стацiо-
нарного гауссового процесу розглянутi у [11]. Прикладне застосування згорток
функцiй розглянуто у [12], а згортка у виглядi двовимiрної функцiї Гауса у [13].

Оскiльки кореляцiйна функцiя є однiєю з важливих характеристик випад-
кових процесiв, тодi постає питання оцiнювання i вигляду цiєї функцiї для ви-
падкового процесу, побудова критерiїв для її iдентинтифiкацiї. Для того, щоб
з’ясувати це у статтi було побудувано критерiй для перевiрки гiпотези про ви-
гляд кореляцiйної функцiї центрованого вимiрного дiйсного гауссового стацiо-
нарного процеcу зi стiйкою кореляцiйною функцiєю ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , де
0 < α ≤ 2, d > 0.

2. Основний результат. Нехай H – гiпотеза, яка полягає у тому, що ко-
реляцiйна функцiя центрованого вимiрного дiйсного гауссового стацiонарного
процеcу зi стiйкою кореляцiйною функцiєю дорiвнює ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} ,
де 0 < α ≤ 2, d > 0, B ∈ R.

Наведемо означення дiйсного гауссового стацiонарного процеcу зi стiйкою
кореляцiйною функцiєю.

Означення 1 (див. [6]). Дiйсний стацiонарний гауссiв процес Xα = {Xα(t) ,
t ∈ R}, 0 < α ≤ 2, такий що EXα(t) = 0, ρα(h) := EXα(t + h)Xα(t) =
B2 exp {−d|h|α}, α > 0, d > 0, B ∈ R називається дiйсним гауссовим ста-
цiонарним процеcом зi стiйкою кореляцiйною функцiєю.

Для того, щоб перевiрити цю гiпотезу, ми використовуємо наступне твер-
дження зi статтi [14].

Нехай Sδ розв’язок рiвняння g(ε) = δ, 0 < δ < 1, де

g(ε) = 2

√√√√1 +
ε

1
p
√

2

Cp
1
p

exp

{
ε

1
p

√
2Cp

1
p

}
та

Cp =

∫ A

0

(
2

T 2

∫ T

0

(T − u)
(
ρ2(u) + ρ(u+ τ)ρ(u− τ)

)
du

)
.

Нехай Sδ = max {εδ, Zp} . Очевидно, що g(Sδ) = δ та

P

{∫ A

0

(ρ̂(τ)− ρ(τ))pdτ > Sδ

}
≤ δ.

Лема 1 ( [14]). Нехай {T,A, µ} – вимiрюваний простiр, де T – параметри-
чна множина, p ≥ 1, 0 < A < ∞. Для заданого рiвня впевненостi δ гiпотеза
H приймається, якщо

∫ A
0

(ρ̂(τ)− ρ(τ))pdµ(τ) < Sδ, в iншому випадку гiпотеза
вiдкидається.

Гiпотезу перевiряємо за спостереженнями Xα(t), t ∈ [0, T +A]. У якостi оцiн-
ки кореляцiйної функцiї ми використовуємо корелограму i наступну теорему
(доведення у статтi [14]).
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Теорема 1 (див. [14]). Розглянемо вимiрний стацiонарний гауссовий сто-
хастичний процес X, визначений для всiх t ∈ R. Без обмеження загальностi
можна вважати, що

X = {X(t), t ∈ T = [0, T + A], 0 < T <∞, 0 < A <∞}

та EX(t) = 0. Коварiацiйна функцiя ρ(τ) = EX(t + τ)X(t) цього процесу ви-
значена для будь-яких τ ∈ R i є парною функцiєю та неперервна на T.

Нехай корелограма

ρ̂(τ) =
1

T

∫ T

0

X(t+ τ)X(t)dt, 0 ≤ τ ≤ A

є оцiнкою коварiацiйної функцiї ρ(τ). Тодi виконується наступна нерiвнiсть

для усiх ε ≥
(
p√
2

+

√
(
p

2
+ 1)p

)p
Cp :

P

{∫ A

0

(ρ̂(τ)− ρ(τ))pdτ > ε

}
≤ g(ε).

На основi теореми i леми наведених вище, сформулюємо наступну лему.

Лема 2. Нехай H гiпотеза, яка полягає у тому що коварiацiйна функцiя
центрованого вимiрного стацiонарного гауссового випадкового процесу X =
{X(t), t ∈ T = [0, T + A], 0 < T <∞, 0 < A <∞} , t ∈ R, EX(t) = 0 дорiвнює
ρ(τ) = B2 exp {−d|h|α} , де 0 < α < 2, d > 0. Нехай корелограма ρ̂(τ) =
1
T

∫ T
0
X(t+ τ)X(t)dt, 0 ≤ τ ≤ A є оцiнкою коварiацiйної функцiї ρ(τ). Тодi гiпо-

теза H для усiх

ε ≥
(
p√
2

+

√
(
p

2
+ 1)p

)p
Cp :

P

{∫ A

0

(ρ̂(τ)− ρ(τ))pdτ > ε

}
≤ g(ε),

де g(ε) = 2

√
1 + ε

1
p
√

2

Cp
1
p

exp

{
ε
1
p

√
2Cp

1
p

}
та

Cp ≤
(

2B2

T 2

) p
2
∫ A

0

(
2T

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

)) p
2

dτ =

=
(
2B2

) p
2
T
p
2

T p
· A
(

2

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

))
=

=
(2B2)

p
2

T p
· A
(

2

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

))
.

та вiдхиляється у противному.

Доведення.
Будемо оцiнювати Cp для доведення леми. Почнемо з наступного:
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I =

∫ T

0

(T − u)
(
e−2duα + e−d|u+τ |αe−d|u−τ |

α
)
du =

= T

∫ T

0

e−2duαdu+ T

∫ T

0

e−d|u+τ |αe−d|u−τ |
α

du−

−
∫ T

0

ue−2duαdu−
∫ T

0

ue−d|u+τ |αe−d|u−τ |
α

du =

= I1 + I2 + I3 + I4.

Тепер обчислимо доданки цього виразу:

I1 = T

∫ T

0

e−2duαdu ≤ T

∫ ∞
0

e−2duαdu. (1)

Зробимо замiну в iнтегралi (1) 2duα = z, звiдки для iнтегралу (1) отримуємо:

T

∫ ∞
0

e−2duαdu = T

∫ ∞
0

e−z · 1

α
· 2d−

1
α · z

1
α
−1 =

=
T

α
· 2d−

1
α

∫ ∞
0

e−z · z
1
α
−1dz =

2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
,

де α ∈ (0; 2]. Другий доданок:

I2 = T

∫ T

0

e−d|u+τ |αe−d|u−τ |
α

du =

= T

(∫ τ

0

e−d(u+τ)αe−d(τ−u)αdu+

∫ T

τ

e−d(u+τ)αe−d(u−τ)αdu

)
.

Оцiнимо кожний з доданкiв другого доданку:

1)

∫ τ

0

e−d(u+τ)αe−d(τ−u)αdu =

∫ τ

0

e−d(u+τ)α(1+( τ−u
u+τ

)α)du ≤

≤
∫ τ

0

e−d(u+τ)αd(u+ τ). (2)

Зробимо замiну u+ τ = z в (2):∫ 2τ

τ

e−dz
α

dz ≤
∫ ∞
τ

e−dz
α

dz ≤
∫ ∞

0

e−dz
α

dz. (3)

Тепер зробимо замiну в (3) t = dzα:∫ ∞
0

e−dz
α

dz =
1

αd
1
α

∫ ∞
0

e−t · t
1
α
−1dt =

1

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
.

2)

∫ T

τ

e−d(u+τ)αe−d(u−τ)αdu =

∫ T

τ

e−d(u+τ)α(1+(u−τ
u+τ

)α)du ≤

≤
∫ T

τ

e−d(u+τ)αd(u+ τ). (4)
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Зробимо замiну u+ τ = z в (4), а потiм замiну в ньому t = dzα:∫ ∞
0

e−dz
α

dz =
1

αd
1
α

∫ ∞
0

e−t · t
1
α
−1dt =

1

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
,

з чого отримуємо для другого доданку оцiнку

I2 ≤
2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
.

Третiй доданок:

I3 =

∫ T

0

ue−2duαdu ≤
∫ ∞

0

ue−2duαdu. (5)

Зробимо замiну у iнтегралi (5) 2duα = z, звiдки отримуємо:∫ ∞
0

ue−2duαdu =

∫ ∞
0

2d−
1
α · z

1
α e−z · 1

α
· 2d−

1
α · z

1
α
−1 =

=
4

α
d−

2
α

∫ ∞
0

e−z · z
2
α
−1dz =

4

αd
2
α

Γ

(
2

α

)
.

Четвертий доданок:

I4 =

∫ T

0

ue−d|u+τ |αe−d|u−τ |
α

du ≤ T

∫ τ

0

e−d(u+τ)αed(u−τ)αdu+

+ T

∫ T

τ

e−d(u+τ)αe−d(u−τ)αdu =

= T ·
(∫ τ

0

e−d(u+τ)αed(u−τ)αdu+

∫ T

τ

e−d(u+τ)αe−d(u−τ)αdu

)
= I2,

звiдки отримуємо:

I4 ≤
2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
.

Зауваження 1. Бiльш точну оцiнку для I4 можна отримати наступним
чином:

I4 =

∫ T

0

ue−d|u+τ |αe−d|u−τ |
α

du (6)

≤
∫ τ

0

ue−d(u+τ)αed(u−τ)α du+

∫ T

τ

ue−d(u+τ)αe−d(u−τ)α du.

Оцiнимо кожен з доданкiв у правiй частинi (6):∫ τ

0

ue−d(u+τ)αed(u−τ)α du =

∫ τ

0

ue−d(u+τ)α(1−(u−τu+τ )
α

)du ≤

≤
∫ τ

0

ue−d(u+τ)α du ≤
∫ ∞

0

ue−d(u+τ)α du. (7)
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В iнтегралi у правiй частинi нерiвностi (7) зробимо замiну u+ τ = z:∫ ∞
0

(z − τ)e−dz
α

dz =

∫ ∞
0

ze−dz
α

dz −
∫ ∞

0

τe−dz
α

dz ≤
∫ ∞

0

ze−dz
α

dz (8)

Розглянемо праву частину (8). У
∫ ∞

0

ze−dz
α

dz зробимо замiну dzα = t звiдки
отримуємо: ∫ ∞

0

(z − τ)e−dz
α

dz ≤ 1

αd
2
α

Γ

(
2

α

)
.

Розглянемо другий доданок (6):∫ T

τ

e−d(u+τ)αe−d(u−τ)αdu =

∫ T

τ

ue−d(u+τ)α(1+(u−τu+τ )
α

)du ≤
∫ T

τ

ue−d(u+τ)αdu

≤
∫ ∞

0

ue−d(u+τ)αdu ≤ 1

αd
2
α

Γ

(
2

α

)
.

Звiдки отримуємо для I4 бiльш точну оцiнку:

I4 ≤
2T

αd
2
α

Γ

(
2

α

)
.

Звiдси отримуємо оцiнку для I:

I ≤ 2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
+

2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
+

4T

αd
2
α

Γ

(
2

α

)
+

2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
=

=
2T

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

)
.

Таким чином, ми отримуємо

Cp ≤
(

2B2

T 2

) p
2
∫ A

0

(
2T

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

)) p
2

dτ =

=
(
2B2

) p
2
T
p
2

T p
· A
(

2

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

))
=

=
(2B2)

p
2

T p
· A
(

2

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

))
.

З того, що Cp обмежене деяким дiйсним виразом, маємо, що g(ε) також
обмежене, з чого робимо висновок, що гiпотеза H приймається.

Зауваження 2. Випадок, коли α = 1 розглянутий у статтi [14] у прикла-
дi 1 та α = 2 у прикладi 2 цiєї же роботи. В данiй статтi розглядаються всi
iншi випадки 0 < α < 2.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Вiдомо, що ко-
реляцiйна функцiя є дуже важливою характеристикою випадкового процесу.
Тому задачi оцiнювання кореляцiйної функцiї, знаходження вигляду цiєї фун-
кцiї для випадкового процесу, побудова критерiїв для її iдентинтифiкацiї є дуже
актуальними. Для того, щоб з’ясувати це, у статтi було побудувано критерiй
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для перевiрки гiпотези про вигляд кореляцiйної функцiї центрованого вимiрно-
го дiйсного гауссового стацiонарного процеcу зi стiйкою кореляцiйною функцiєю
ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , де 0 < α ≤ 2, d > 0, B ∈ R. В наступних роботах ав-
тор планує розглянути гiпотезу про вигляд кореляцiйної функцiї центрованого
вимiрного комплексного гауссового стацiонарного процеcу.

Автор висловлює глибоку подяку своєму керiвнику i наставнику
Юрiю Васильовичу Козаченко. З пам’яттю у серцi...
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Petranova M. Yu. Testing hypotheses about the type of the correlation function.
This article is devoted to finding a criterion for testing the hypothesis about the form

of the correlation function of a centered measurable real Gaussian stationary process with
a stable correlation function. The issue of simulation random processes is relevant in to-
day’s world, especially Gaussian random processes. So when we used simulation random
processes, usually try to simulate processes that are the sum of a large number of random
factors, for example, according to the central limit theorem, Gaussian or similar random
processes. It should also be noted that it never succeeds get a model that is really a Gaus-
sian process. For such processes there is an actual study of the conditions of convergence
of models and estimates of simulation accuracy. Estimates of moments are considered as
an estimation of accuracy of simulation differences between process and model, correlation
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function of model and research weak convergence of the model.
This paper continues the topic of modeling, which was considered by the author in

co-authorship with Kozachenko Yu. V. and more precisely – testing the hypothesis that
what the covariance function of the simulated process will look like.

The article deals with the centered measurable real Gaussian stationary process stable
correlation function, the lemma on the acceptance of the hypothesis H for a general process,
theorem on the approximation of the covariance function by a correlogram. Also, a lemma
on the acceptance of the hypothesis H is formed and proved for a process in which the
covariance function is stable and has the form ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , where 0 < α ≤ 2,
d > 0, B ∈ R.

The main result is to test the hypothesis that the covariance function of a centered
measurable real Gaussian stationary process with a stable correlation function has the
form ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , where 0 < α ≤ 2, d > 0, B ∈ R.

Keywords: hypothesis testing, stable correlation function, covariance function, measur-
able real Gaussian process, correlogram.
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ON AN ESTIMATE OF PROBABILITY OF EXCEEDING A LINE
BY WEIGHTED AGGREGATE OF SUB-GAUSSIAN RANDOM

PROCESS

Sub-gaussian random variables are majorized in distribution by Gaussian random vari-
ables, and thus are their natural generalization. This paper considers the problem of
estimating the probability of exceeding a level given by a line ct, c > 0, by trajectori-
es of the sum of sub-Gaussian random processes Xi, i = 1, n, defined on a compact
set B with certain weighting functions wi(t). Namely, upper estimates of the follow-
ing typeP {supt∈B (

∑n
i=1 wi (t)Xi(t)−ct) >x},P {inft∈B (

∑n
i=1 wi (t)Xi(t)−ct) < −x} or

P {supt∈B |
∑n
i=1 wi (t)Xi(t)−ct| >x} are derived. This problem can be applied directly in

the queuing theory in estimating the finite size x > 0 buffer overflow probability with linear
service intensity, as well as in insurance mathematics in estimating the bankruptcy probabi-
lity for the corresponding risk process. Using the method of metric entropy, the previous
results obtained in [1] for a more general class of Φ-sub-Gaussian random processes are
generalized and improved. As an example, the derived estimate is applied to the average
sum of sub-Gaussian Wiener random processes, i.e. random processes that have the same
covariance function as the (Gaussian) Wiener process, but with sub-Gaussian trajectories.

Ключовi слова: sub-Gaussian random process, supremum distribution, method of metric
entropy, Wiener process.

1. Introduction. In this paper a weighted aggregate of independent sub-Gaussian
random processes defined on a compact set are considered and the probability that
such its trajectories exceeds some linear function is investigated. The problem of
such type was previously studied for random processes from various Orlicz spaces
(including sub-Gaussian) in works [1-3].

Definition 1. ([4]) A random variable ξ is called sub-Gaussian if there exists a
number a ∈ [0,∞) such that the inequality

Eexp{λξ} ≤ exp

{
a2λ2

2

}
(1)

holds for all λ ∈ R. The class of all sub-Gaussian random variables defined on a
common probability space (Ω,F,P) is denoted by Sub(Ω).

Recall (see [4, Theorem 1.2]) that the space Sub(Ω) is a Banach space with
respect to the norm

τ (ξ) = inf

{
a ≥ 0 : Eexp {λξ}≤exp

{
a2λ2

2

}
, λ ∈ R

}
(2)
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and (see [4, Lemma 1.1])

Eexp {λξ} ≤ exp

{
λ2τ(ξ)2

2

}
. (3)

Other properties of sub-Gaussian random variables and processes can be found in
the classical monograph of Buldygin V. and Kozachenko Yu. [4] and in the book [2],
properties of more general class of ϕ-sub-Gaussian random variables and processes
are reviewed in the book of Vasylyk O., Kozachenko Yu. and Yamnenko R. [5]. Here
the results obtained in [1] are improved for the specific case of linear function.

2. Main result. Let (T, ρ) be a pseudometric (metric) separable space with
psedometric (metric) ρ. Recall that N(T,ρ)(ε) = NT (ε) is the metric massiveness of
the space (T, ρ), i.e. the number of elements in the minimal ε-covering of the set T .

Consider a set of independent separable sub-Gaussian random processes Xi =
{Xi (t) , t ∈ T} , i = 1, n satisfying the following assumption.

Assumption 1. There exist such continuous monotone increasing functions
σi = {σi (h) , h > 0} such that σi (h) → 0 as h → 0 and the following inequality
holds true

sup
ρ(t,s)≤h

τ (Xi (t)−Xi (s)) ≤ σi(h), i = 1, n.

Consider the problem of exceeding by mixture of processesXi a line on a compact
set B ⊂ T.

Put τi(t) = τ (Xi (t)), σ (h) = maxi=1,n σi(h) and let β > 0 be such a number
that β ≤ σ(infs∈B supt∈B ρ(t, s)).

Theorem 1. Let Xi= {Xi (t) , t∈T} be separable sub-Gaussian random processes
satisfying Assumption 1 with functions σi (h) ≤ diσ(h), 0 < di ≤ 1, i= 1, . . . ,n.
Let r = {r (u) : u ≥ 1} be such a continuous function that r (u) > 0 as u > 1,
s (t) = r (et) is a convex function for t ≥ 0 and the following entropy integral is
finite

β∫
0

r
(
NB

(
σ(−1) (u)

))
du <∞.

Then for all p ∈ (0; 1), c > 0 and x > max
{

0, σ(−1) (βp)−minu∈B u
}
the following

inequalities take places for the random mixture

X(t) =
n∑
i=1

wi(t) Xi(t),

where wi (t) ={wi (t) , t∈T} are continuous nonnegative weighting functions

P

{
sup
t∈B

(X(t)−ct) >x
}
≤Z(p, β, x),

P

{
inf
t∈B

(X(t)−ct) < −x
}
≤Z(p, β, x),

P

{
sup
t∈B
|X(t)−ct| >x

}
≤2Z(p, β, x),
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where

Z (p, β, x) = inf
p∈(0,1)

r(−1)

 1

βp

βp∫
0

r
(
NB

(
σ(−1) (u)

))
du

×

×exp

− inf
u∈B

c2
(
x+ u− σ(−1) (βp)

)2
(1− p)2

2

(
(1− p)

n∑
i=1

w2
i (u) τ 2

i (u) + β2p
n∑
i=1

d2
imaxv∈B w2

i (v)

)
.

Proof. Let Vεk denote a set of the centers of closed balls with radii εk =
σ(−1)

(
βpk
)
, p ∈ (0, 1) , k = 0, 1, 2, . . . , which forms minimal covering of the compact

space (B, ρ). Number of elements in the set Vεk is equal to NB (εk) . It follows from
[4, Lemma 1.3] and Assumption 1 that for any ε > 0

P {|Xi (t)−Xi (s)| > ε}

≤ 2exp

{
− ε2

2τ 2 (Xi (t)−Xi (s))

}
≤ 2exp

{
− ε2

2σi (ρ (t, s))

}
.

Therefore all processes Xi(t) are continuous in probability and the mixture X =
=
∑n

i=1 wi(t)Xi(t) is continuous in probability as well. Hence the set V =
⋃∞
k=1 Vεk

is a set of separability of the process X and with probability one

sup
t∈ B

(X (t)− ct) = sup
t∈ V

(X (t)− ct) (4)

Consider a mapping αm = {αm(t),m = 0, 1 . . . } of the set V into the subset Vεm ,
where αm (t) ∈ Vεm is such a point that ρ(t, αm(t)) < εm. If t ∈ Vεm then αm(t) = t.
If there exist several such points from the set Vεm that ρ(t, αm(t)) < εm then we
choose one of them and denote it αm(t).

It follows from [4, Lemma 1.2], Chebyshev’s inequality and Assumption 1 that

P
{
|Xi (t)−Xi (αm (t))| > p

m
2

}
≤ E(Xi (t)−Xi (αm (t)))2

pm

≤ τ 2 (Xi (t)−Xi (αm (t)))

pm
≤ σ2 (εm)

pm
= β2pm.

This inequality implies that

∞∑
n=1

P
{
|Xi (t)−Xi (αm (t))| > p

m
2

}
<∞.

It follows from the Borel-Kantelli lemma that Xi (t) −Xi (αm (t)) → 0 as m → ∞
with probability one. Since the set V is countable, then [X (t)− ct]− [X (αm (t))−
−cαm (t)]→ 0 as n→∞ for all t simultaneously.

Let t be an arbitrary point from the set V . Denote by tm = αm(t), tm−1 =
αm−1 (tm) , . . . , t1 = α1(t2) for any m ≥ 1. Since for all m ≥ 2

X (t)− ct = X (t1)− ct1 + c (t1 − t) +
m∑
k=2

(X (tk)−X (tk−1))
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+X (t)−X (αm (t))

we have

sup
t∈V

(X (t)− ct) ≤ max
u∈Vε1

(X (u)− cu) + cε1 +
m∑
k=2

max
u∈Vεk

(X(u)−X(αk−1(u))

+X(t)−X(αm(t)). (5)

It follows from (4) and (5) that with probability one

sup
t∈T

(X (t)− ct) ≤ cε1+

+ lim
m→∞

inf

(
max
u∈Vε1

(X (u)− cu) +
m∑
k=2

max
u∈Vεk

(X(u)−X (αk−1 (u))

)
. (6)

Let {qk, k = 1, 2, . . . } be such a sequence that qk > 1 and
∑∞

k=1 q
−1
k ≤ 1. It

follows from the Hölder’s inequality, the Fatou’s lemma and (6) that for all λ > 0

Eexp

{
λsup
t∈B

(X (t)− ct)
}

≤ E lim
m→∞

infexp

{
λ

(
cε1 + max

u∈Vε1
(X (u)− cu) +

m∑
k=2

max
u∈Vεk

(X(u)−X(αk−1(u))

)}

≤ lim
m→∞

infEexp

{
λ

(
cε1 + max

u∈Vε1
(X (u)− cu) +

m∑
k=2

max
u∈Vεk

(X(u)−X (αk−1 (u))

)}

≤ lim
m→∞

inf

(
Eexp

{
q1λmax

u∈Vε1
(X (u)− cu)

} ) 1
q1

×

×
m∏
k=2

(
Eexp

{
qkλmax

u∈Vεk
(X(u)−X (αk−1 (u))

} ) 1
qk

exp {λcε1}

≤
(
Eexp

{
q1λmax

u∈Vε1
(X (u)− cu)

} ) 1
q1

×

×
∞∏
k=2

(
Eexp

{
qkλmax

u∈Vεk
(X(u)−X (αk−1 (u))

} ) 1
qk

exp{λcε1} . (7)

Consider each of the factors in the right-hand side of inequality (6) separately.
It follows from inequality (3) that for all 1 ≤ i ≤ n

Eexp {q1λwi(u)Xi (u)} ≤ exp

{
q2

1λ
2w2

i (u)τ 2
i (u)

2

}
and

Eexp {qkλ (wi(u)X i (u)− wi (αk−1 (u))Xi (αk−1 (u)))} ≤ exp

{
q2
kλ

2w2
i (u)σ

2
i (εk−1)

2

}
.
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Therefore, (
Eexp

{
q1λmax

u∈Vε1
(X (u)− cu)

} ) 1
q1

≤

≤

∑
u∈Vε1

Eexp

{
q1λ

n∑
i=1

wi (u)Xi (u)

}
exp {−q1λcu}

 1
q1

≤

≤

∑
u∈Vε1

n∏
i=1

Eexp {q1λwi (u)Xi (u)} exp {−q1λcu}

 1
q1

≤

≤ (NB (ε1))
1
q1 exp

{
sup
u∈B

(
q1λ

2

2

n∑
i=1

w2
i (u)τ 2

i (u) − λcu

)}
and (

Eexp

{
qkλmax

u∈Vεk
(X(u)−X(αk−1(u))

} ) 1
qk

≤

≤

(
NB (εk) max

u∈Vεk
Eexp

{
qkλ

n∑
i=1

wi (u) (Xi(u)−Xi (αk−1 (u))

} ) 1
qk

≤

≤ (NB (εk))
1
qk

(
max
u∈Vεk

exp

{
q2
kλ

2

2

n∑
i=1

w2
i (u)σ2

i (εk−1)

} ) 1
qk

≤
(
NB

(
σ(−1)

(
βpk
))) 1

qk exp

{
qkλ

2β2p2(k−1)

2

n∑
i=1

d2
imax
u∈B

w2
i (u)

}
.

From inequality (7) after substitution of qk = p1−k/(1− p), k ≥ 1, we have

Eexp

{
λsup
t∈B

(X (t)− ct)
}
≤

≤
∞∏
k=1

(
NB

(
σ(−1)

(
βpk
)))(1−p)pk−1

exp

{
sup
u∈B

(
λ2

2 (1− p)

n∑
i=1

w2
i (u) τ 2

i (u)− λcu

)
+

+
∞∑
k=2

λ2β2pk−1

2 (1− p)

n∑
i=1

d2
imax
u∈B

w2
i (u) + λcσ(−1) (βp)

}
=

=
∞∏
k=1

(
NB

(
σ(−1)

(
βpk
)))(1−p)pk−1

exp

{
sup
u∈B

(
λ2

2 (1− p)

n∑
i=1

w2
i (u) τ 2

i (u)− λcu

)
+

+
λ2β2p

2(1− p)2

n∑
i=1

d2
imax
v∈B

w2
i (v) + λcσ(−1) (βp)

}
=

=
∞∏
k=1

(
NB

(
σ(−1)

(
βpk
)))(1−p)pk−1

exp

{
sup
u∈B

(
λ2

2 (1− p)

n∑
i=1

w2
i (u) τ 2

i (u)− λcu

)
+
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+
λ2β2p

2(1− p)2

n∑
i=1

d2
imax
v∈B

w2
i (v) + λcσ(−1) (βp)

}
(8)

From (8) and Chebyshev’s inequality

P

{
sup
t∈B

(X (t)−f (t)) >x

}

≤ inf
Λ>0

∞∏
k=1

(
NB

(
σ(−1)

(
βpk
)))(1−p)pk−1

exp

{
sup
u∈B

(
λ2

2 (1− p)

n∑
i=1

w2
i (u) τ 2

i (u)− λcu+

+
λ2β2p

2(1− p)2

n∑
i=1

d2
imax
v∈B

w2
i (v) + λcσ(−1) (βp)− λx

)}
. (9)

Polynomial λ2A− λB attaints its minimum at the point λ = B
2A

, therefore

inf
Λ>0

[
λ2

(
1

2 (1− p)

n∑
i=1

w2
i (u) τ 2

i (u) +
β2p

2(1− p)2

n∑
i=1

d2
imax
v∈B

w2
i (v)

)
− λc ·

·
(
u+ x− σ(−1) (βp)

)]
=−

c2
(
x+ u− σ(−1) (βp)

)2
(1− p)2

2 ((1− p)
∑n

i=1w
2
i (u) τ 2

i (u) + β2p
∑n

i=1 d
2
imaxv∈B w2

i (v))

if x+ u > σ(−1) (βp) and 0 otherwise due to the restriction λ > 0.
Since

∞∏
k=1

(
NB

(
σ(−1)

(
βpk
)))(1−p)pk−1

=

= r(−1)

(
r

(
exp

{
∞∑
k=1

(1− p) pk−1lnNB

(
σ(−1)

(
βpk
)) } ))

≤

≤ r(−1)

(
∞∑
k=1

(1− p) pk−1r
(
NB

(
σ(−1)

(
βpk
))))

≤ r(−1)

(
1

βp

∫ βp

0

r
(
NB

(
σ(−1) (u)

))
du

)
, (10)

the assertion of theorem follows from (8) – (10).
Example 1. Consider a mixture of independent sub-Gaussian Wiener processes

Wi = {Wi (t) , t ∈ [a, b]} with constant weighting functions wi (t) = 1
n
. Recall that

a sub-Gaussian Wiener process W = {W (t) , t ∈ T} is a sub-Gaussian random
process with covariance function R (t, s) = min (t, s) , t, s ∈ T .

Let’s assume that for 0 < d1 ≤ · · · ≤ dn = 1 we have τi (u) = diu
1
2 and

σi (u) = diu
1
2 . It is easy to see that σ(−1) (u) = u2 and

inf
u∈B

c2
(
x+ u− σ(−1) (βp)

)2
(1− p)2

2 ((1− p)
∑n

i=1 w
2
i (u) τ 2

i (u) + β2p
∑n

i=1 d
2
imaxv∈B w2

i (v) )
=

= inf
u∈B

n2c2(1− p)
(
x+ u− (βp)2)2

2
n∑
i=1

d2
i

(
u+ β2p

1−p

) =
2n2c2 (1− p)

n∑
i=1

d2
i

(
x− (βp)2 − β2p

1− p

)
.
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Put r (u) = uα, α < 1
2
. Then (see, e.g. [1])

exp

{
1

βp

∫ βp

0

r
(
NB

(
σ(−1) (u)

))
du

}
≤ 2 ((b− a))

(βp)2 (1− 2α)−
1
2 →

→ 2 (b− a)

(
e

βp

)2

as α→ 0.

So, it follows from the Theorem 1 that

P

{
sup
t∈B

(X(t)−f (t)) >x

}
≤

≤ (b− a)

(
e

βp

)2

exp

{
−2n2c2 (1− p)∑n

i=1 d
2
i

(
x− β2p

(
p+

1

1− p

))}
.

It is easy to see that the minimum of the right side of the above inequality is
attained when β2 = 1

p(p+ 1
1−p)

. Therefore, the following estimate holds true for x > 1

P

{
sup
t∈B

(
1

n

n∑
i=1

Wi(t)−ct

)
>x

}
≤

≤ 2 (b− a) e2

(
1 +

1

p (1− p)

)
exp

{
−2n2c2 (1− p)∑n

i=1 d
2
i

(x− 1)

}
.

References
1. Kozachenko, Yu., Vasylyk, O., & Yamnenko, R. (2005). Upper estimate of overrunning by

Subϕ(Ω) random process the level specified by continuous function. Random Operators and
Stochastic Equations, 13, 2, 111–128.

2. Vasylyk, O., Kozachenko, Yu., & Yamnenko, R. (2008). ϕ-subgaussovi vypadkovi procesy:
monographiya [ϕ- subgaussian stochastic processes: monograph]. Kyiv: VPC “Kyivskyi uni-
versytet”. [in Unkrainian]

3. Yamnenko, R., Kozachenko, Yu., & Bushmitch, D. (2014). Generalized sub-Gaussian fractional
Brownian motion queueing model. Queueing Systems, 77, 1, 75–96.

4. Buldygin, V. V., & Kozachenko, Yu. V. (2000). Metric characterization of random variables
and random processes. AMS: Providence, Rhode Island.

5. Kozachenko, Yu. V., Pogoriliak, O. O., Rozora, I.V., & Tegza, A. M. (2016). Simulation of
Stochastic processes with given accuracy and reliability. London: ISTE Press Ltd, Elsevier
Ltd.

Ямненко Р.Є., Юрченко Н.В. Про оцiнку ймовiрностi перевищення лiнiї
зваженою сумою субгауссових випадкових процесiв

Субгауссовi випадковi величини мажоруються за розподiлом центрованими
гауссовими випадковими величинами, а тому є їхнiм природним узагальненням. У
цiй роботi розглядається задача оцiнювання ймовiрностi перевищенням рiвня, що
заданий деякою прямою ct, c > 0, траєкторiями зваженої суми субгауссових ви-
падкових процесiв Xi, i = 1, n, визначених на компактнiй множинi B, iз певними
ваговими функцiями wi(t). А саме, будуються оцiнки зверху iмовiрностей вигляду
P {supt∈B (

∑n
i=1 wi (t)Xi(t)−ct) >x}, P {inft∈B (

∑n
i=1 wi (t)Xi(t)−ct) < −x} чи

P {supt∈B |
∑n
i=1 wi (t)Xi(t)−ct| >x}. Така задача має безпосереднє застосування в

теорiї черг при оцiнюваннi ймовiрностi переповнення буфера x > 0 скiнченного розмi-
ру у системi з одиничним сервером i лiнiйною iнтенсивнiстю обслуговування, а та-
кож у страховiй математицi при оцiнюваннi ймовiрностi банкрутства вiдповiдного

Роздiл 1: Математика i статистика



ON AN ESTIMATE OF PROBABILITY OF EXCEEDING A LINE... 129

процесу ризику. Використовуючи метод метричної ентропiї, узагальнено i покраще-
но попереднi результати, отриманi автором у роботi [4] для бiльш загального класу
Φ-субгауссових випадкових процесiв. Як приклад, отриману оцiнку застосовано до усе-
редненої суми субгауссових вiнерiвських випадкових процесiв – випадкових процесiв,
що мають таку саму коварiацiйну функцiю, як i (гауссiвський) вiнерiвський процес,
але iз субгауссовими траєкторiями.

Ключовi слова: субгауссовий випадковий процес, розподiл супремума, метод метри-
чної ентропiї, вiнерiвський процес.
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КВАЗIЛIНIЙНI СИСТЕМИ ПАРАБОЛIЧНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ В ДИВЕРГЕНТНI ФОРМI З

ФОРМ-ОБМЕЖЕНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

В роботi дослiджуються квазiлiнiйнi системи параболiчних диференцiальних рiв-
нянь в дивергентнi формi другого порядку з сингулярними коефiцiєнтами за умов
форм-обмеженостi i лiнiйного росту нелiнiйного збурення. Встановлюється iснування
розв’язку першої крайової задачi для квазiлiнiйної системи параболiчних диференцi-
альних рiвнянь за умов форм-обмеженостi i лiнiйного росту в просторi Соболева. Роз-
глядаються умови за яких нелiнiйне збурення параболiчного диференцiального опера-
тору обмежене лiнiйною функцiєю з коефiцiєнтами, якi можуть бути сингулярними за
просторовою змiною, в лiнiйному випадку цi коефiцiєнти належать функцiональним
класам Като та Неша.

Ключовi слова: квазiлiнiйнi системи, параболiчнi системи, простiр Соболева, дивер-
гентна форма, форм-обмеженiсть, сингулярнi коефiцiєнти, умови сингулярностi.

1. Вступ. У всьому Евклiдовому просторi Rl, l ≥ 3 розглянемо квазiлiнiйну
систему параболiчних диференцiальних рiвнянь в дивергентнi формi

∂

∂t
~u−

∑
i,j=1,...,l

∂

∂xi

(
aij(t, x, ~u)

∂

∂xj
~u

)
+~b(x, ~u,∇~u) = 0, l > 2 (1)

за умов строгої елiптичностi, тобто, що виконується наступна нерiвнiсть

ν
l∑

i=1

ξi
2 ≤

∑
ij=1,...,l

aijξiξj ≤ µ
l∑

i=1

ξi
2 ∀ξ ∈ Rl.

Подiбнi квазiлiнiйнi системи параболiчних диференцiальних рiвнянь друго-
го порядку вивчаються протягом довгого часу. Основнi напрями дослiджень –
регулярнiсть розв’язкiв та iснування розв’язку крайових задач були визначенi
19-ою i 20-ою проблемами Гiльберта [7], на розв’язання, яких були направленi
зусилля багатьох видатних математикiв. Зокрема, дослiдження С.Н. Бернштей-
на, Ж. Лере [9], Ж. Лiонса [8], М.I. Вiшика, Шаудера [9], Ш. Брезiса [18], А.
Пазi [18, 21], Г. Мiнтi [33, 34], Ф. Браудера [19, 20], Де Джорджi, Д. Неша [38],
Ю. Мозера [36], О.А. Ладиженської [9, 10], Н. Н. Уральцевої [9], Ж. Серрi-
на, Трудiнгера, Ю. А. Дубинського, С.I. Похожаєва, I.В. Скрипника [12], Н.В.
Крилова [1, 6]i iнших. У витокiв створення основ теорiї нелiнiйних еволюцiйних
рiвнянь стояли такi видатнi математики, як I. Хiлле, Р. Фiллiпс, К. Iосiда [4],
М.I. Вiшик, Т.Като [28-30], Й.Комура [31, 32], I. Мiядера [35], Ж.Л. Лiонс [8],
С.Г. Крейн, М.О. Красносельський [6], П.Є. Соболєвський, В. Барбю [13] i iншi.
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В данiй статтi розробляється комбiнацiя методу напiвгруп та методу апрi-
орних оцiнок [46-50]. Для пояснення цього пiдходу розглянемо у всьому Евклi-
довому просторi Rl, l ≥ 3 рiвняння теплопровiдностi

∂tu = ∆u.

Фундаментальний розв’язок цього рiвняння задається формулою

p0(t, x, y) = (4πt)−
l
2 exp

(
−|x− y|

2

4t

)
, t > 0, x, y ∈ Rl.

Використовуючи фундаментальний розв’язок рiвняння теплопровiдностi, мо-
жна дослiдити бiльш складний варiант рiвняння дифузiї у наступному виглядi

Lu =

[
∂

∂t
−

∑
i,k=1,..,l

akj(t, x)∇k∇j −
∑

k=1,...,l

bk(t, x)∇k

]
u(t, x) = 0, (2)

за умов ∃ν, µ : 0 < ν ≤ µ <∞ такi, що

ν
l∑

i=1

ξi
2 ≤

∑
ij=1,...,l

aij(t, x)ξiξj ≤ µ
l∑

i=1

ξi
2,

i лiнiйне збурення bk(t, ·) : Rl 7→ Rl.
Будемо використовувати наступнi позначення

∇ ◦ a ◦ ∇u =
∑

i,j=1,...,l

∂

∂xi
aij

∂

∂xj
u,

b∇u = b ◦ ∇u =
∑
i=1,...,l

bi
∂

∂xi
u.

Розглянемо фундаментальний розв’язок

p0(t, x; τ, y) = (2π)−l
∫

exp

ixη − t∫
τ

a (γ, y) η2dγ

 dη

параболiчного рiвняння

[∂t − akj(t, y)∇k∇j]u(t, x) = 0.

Можна показати, що

p0(t, x; τ, y) = (2π)−l
∫

exp

ixη − t∫
τ

a (γ, y) η · ηdγ

 dη =

=
(
2
√
π
)−ldet

 t∫
τ

a (γ, y) dγ

−
1
2

exp

 − t∫
τ

a (γ, y) dγ

−1

(x, x)

4

 .
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З умов елiптичностi маємо

ν
l∑

i=1

ξi
2(t− τ) ≤

t∫
τ

a (γ, y) dγη · η ≤ µ

l∑
i=1

ξi
2(t− τ),

ν
l∑

i=1

ξi
2(t− τ)−1 ≤

 t∫
τ

a (γ, y) dγ

−1

η · η ≤ µ
l∑

i=1

ξi
2(t− τ)−1,

тодi одержуємо оцiнку фундаментального розв’язку параболiчного рiвняння за
допомогою Гаусової щiльностi

(
2
√
π
)−l

ν
−l
2 (t− τ)

−l
2 exp

(
−ν |x|2

4(t− τ)

)
≤ p0(t, x; τ, y) ≤

≤
(
2
√
π
)−l

µ
l
2 (t− τ)

−l
2 exp

(
− |x|2

4µ(t− τ)

)
.

Фундаментальний розв’язок рiвняння (2) може бути представлений у вигля-
дi

p1(t, x; τ, z) = p0(t, x− z; τ, z) +

t∫
τ

dη

∫
p0(t, x− y; η, y)F (η, y; τ, z)dy

де F (η, y; τ, z) - щiльнiсть фундаментального розв’язку параболiчного рiвняння.
Остання рiвнiсть може бути переписана у виглядi

p1(t, x; τ, z) = p0(t, x− z; τ, z) +

t∫
τ

dη

∫
p0(t, x− y; η, y)b ◦ ∇p0(η, y; τ, z)dy.

Оскiльки клас PKβ(A) складається з функцiй f ∈ L1
loc(R

l, dlx) для яких вико-
нується нерiвнiсть ∣∣〈f |h|2〉∣∣ ≤ β

〈
A

1
2h,A

1
2h
〉

+ c (β) ||h||22

для всiх гладких функцiй h ∈ D
(
A

1
2

)
тодi, якщо припустити, що b ◦ a−1 ◦ b ∈

PKβ(A) для деяких β < 1, одержимо нерiвнiсть

|〈∇h ◦ bh〉| ≤
√
β 〈Ah, h〉+ c (β)

1

2
√
β
||h||22, h ∈ D

(
A

1
2

)
i у вiдповiдностi з КЛМН-теорем, iснує C0- напiвгрупа L∞- стиску e−tΛn , 2

2−
√
β
≤

n ≤ ∞ така, що Λ2 = A+ b ◦ ∇.
В частинному випадку, якщо A є оператором Лапласа отримуємо оцiнку

|〈∇h ◦ bh〉| ≤
√
β ‖∇h‖2 +

c(β)

2β
‖h‖2 ∀h ∈ D(∆).
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Теорема 1. Нехай

a(·) : Ω→ Rl ⊗Rl, a(·) ∈
[
L1
loc (Ω)

]l×l
,

ν
l∑

i=1

ξi
2 ≤

∑
ij=1,...,l

aij(t, x)ξiξj, для деяких ν > 0,

при q > l
2
, l > 2 i збурення b · ∇ задовольняє умову

b ◦ a−1 ◦ b ∈ Lq + L∞.

Тодi
1) Оператор B1 = B1 (b) = ∇ ◦ b визначений на областi

D (B1) =
{
u ∈ L1; |∇u| ∈ L1

loc; b ◦ ∇u ∈ L1
}

є A1 - обмеженим, тобто, D (B1) ⊃ D (A1) i для всiх α > 0, k (α) < ∞
виконується нерiвнiсть

‖B1h‖1 ≤ α ‖A1h‖1 + k (α) ‖h‖1 , h ∈ D (A1) .

2) Iснують числа s > 0 i β (s) < 1 такi, що∫ s

0

∥∥B1e
−tA1h

∥∥
1
dt ≤ β(s) ‖h‖1 , h ∈ D (A1) .

3) Оператор A1 +B1 визначений на множинi D (A1) породжуєC0- напiвгрупу
T t1 сумiсну з T t = exp (−t (A+ b ◦ ∇)) i для якої є справедливою оцiнка

∥∥T t1∥∥1→1
≤ 1

1− β(s)
exp

(
−t log (1− β(s))

s

)
, t > 0.

Контрприклад . Розглянемо лiнiйний оператор −Λp ⊃ ∇a∇−b∇ з областю
визначенняD(Ap), який породжує голоморфну напiвгрупу в просторi Lp

(
Rl, dlx

)
.

Припустимо, що виконується умова b◦a−1◦b ∈ PKβ(A) i позначимо bn = χnb, де
bn = χnb iндикаторна функцiя множини

{
x ∈ Rl : (b ◦ a−1 ◦ b) (x) ≤ n

}
, i iснує

рiвномiрна на t ∈ [0, 1] границя

strong Lp − lim
n→∞

exp(−tΛp(bn)) = exp(−tΛp(b)).

Тодi,
якщо β < 1, p ∈

[
2

2−
√
β
, ∞

[
то оператор A + b∇ породжує C0- напiвгрупу

стиску, для якої виконуються нерiвностi

‖exp(−tΛp)‖p→p ≤ exp

(
c(β)t

p− 1

)
,

‖exp(−tΛp)‖p→s ≤ C exp

(
c(β)t√
β

)
t
−(s−p)l

2ps ,
2

2−
√
β
< p < s ≤ ∞;
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якщо 1 ≤ β < 4, p < s ∈
[

2
2−
√
β
, ∞

[
то операторна сума A+ b∇ визначена

некоректно, але напiвгрупа iснує i може бути заданою у виглядi границi

exp(−tΛp(b)) ≡ strong Lp − lim
n→∞

exp(−tΛp(bn)), t ≥ 0,

дана границя є означенням напiвгрупи.
Основною метою даної роботи є встановлення умов щодо нелiнiйностi

за яких перша крайова задача для даної системи (1) буде мати принаймнi один
розв’язок.

2. Постановка задачi та оцiнка енергетичного типу. Розглянемо па-
раболiчну систему

∂

∂x
uk −M(~u) = 0, k = 1, . . . , N, l > 2,

де позначено нелiнiйний диференцiальний векторний оператор, вигляду:

M(~u) =
∑

i,j=1,...,l

∂

∂xi

(
aij(t, x, ~u)

∂

∂xj
uk
)
− bk(x, ~u,∇~u) k = 1, . . . , N, l > 2,

за умов: для довiльного елементу ~u ∈ W p
1 (Rl, dlx), l > 2 iснують такi постiйнi

додатнi величини v(~u), µ(~u), що виконується наступнi нерiвностi

1. v(~u)
l∑

i=1

ξ2
i ≤

∑
ij=1,...,l

aij(t, x, ~u)ξiξj ≤ µ(~u)
l∑

i=1

∀ξ ∈ Rl;

2. |aij(t, x, ~u)ξiξj − aij(t, x,~v)ξiξj| ≤ µ6

l∑
i=1

ξ2
i ∀ξ ∈ Rl;

3. b(t, x, y, z) є вимiрною векторною функцiєю своїх аргументiв i b ∈ LllocRl;

4. вектор-функцiя b(t, x, y, z) майже скрiзь задовольняє нерiвностi:

|b(t, x, u,∇u)| ≤ µ1(x)|∇u|+ µ2(x)|u|+ µ3(x),

де µ2
1 ∈ PKβ(A), µ2 ∈ PKβ(A), функцiя µ3 ∈ Lp(Rl);

5. прирiст вектор-функцiї b(x, y, z) майже скрiзь задовольняє умову:

|b(t, x, u,∇u)− b(t, x, v,∇v)| ≤ µ4(x) |∇(u− v)|+ µ5(x) |u− v| ,

де µ2
4 ∈ PKβ(A), µ5 ∈ PKβ(A).

Побудуємо форму h :

(
N
×
1
W p

1 (Rl, dlx)

)
×
(
N
×
1
W q

1 (Rl, dlx)

)
→ R:

h(u, v) ≡ 〈u(t, u), v(t, u)〉 |T0 −
T∫
0

〈
u(t, u), ∂

∂t
v(t, u)

〉
+

+
T∫
0

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂
∂xj
u, ∂

∂xi
v

〉
dt+

T∫
0

〈b, v〉 dt,
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яку будемо вважати визначеною для всiх елементiв u ∈ W p
1 (Rl, dlx) та v ∈

W q
1 (Rl, dlx).
Якщо функцiю v вибрати v(t) = u(t) |u(t)|p−2, ∂tv = (p− 1) |u|p−2 ∂tu, тодi

отримаємо

h(u, u |u|p−2) = ‖u‖pp
∣∣∣T
0

+∫ T
0

(
− (p− 1)

〈
u, |u|p−2 ∂tu

〉
+
〈∑

i,j=1,...,l aij
∂
∂xj
u, ∂

∂xi

(
u |u|p−2)〉) dt+

+
∫ T

0

〈
b, u |u|p−2〉 dt,

h(u, u |u|p−2) = 1
p
‖u‖pp

∣∣∣T
0

+ 4p−1
p2

∫ T
0

〈∑
i,j=1,...,l aij

∂
∂xj

(
u |u|

p−2
2

)
, ∂
∂xi

(
u |u|

p−2
2

)〉
dt+

+
∫ T

0

〈
b, u |u|p−2〉 dt,

Покладемо
∥∥u |u|p−2

∥∥q =
〈
|u|(p−1)q

〉
= ‖u‖p = ‖w‖2, тодi отримаємо оцiнку

енергетичного типу

|h(u, u|u|p−2)| ≤ 1
p
‖w‖2

∣∣∣T
0

+ 4p−1
p2

T∫
0

〈∇w ◦ a ◦ ∇w〉 dτ+

+
(

1
qσq

+ c(β)
p
ε2 + c(β) + 1

qγq

) T∫
0

‖w‖2 dt+

+
(

1
p

(
1
ε2

+ βε2
)

+ β
) T∫

0

〈∇w ◦ a ◦ ∇w〉 dt+ γp

p

T∫
0

‖µ3‖p dt.

3. Перша крайова задача. Розглянемо першу крайову задачу для квазi-
лiнiйної системи параболiчних диференцiальних рiвнянь, у виглядi

∂

∂t
uk −

∑
i,j=1,...,l

∂

∂xi

(
aij(t, x, ~u)

∂

∂xj
uk
)

+ bk(x, ~u,∇~u) = 0, k = 1, . . . , N, l > 2

(3)
з граничними умовами

~u (S(T )) = 0, ~u (0, x) = ~ϕ (x) .

Доведемо iснування розв’язку цiєї задачi у функцiональному просторi V 2
1 .

Для цього припустимо, що {~vk (x)} , k = 1, 2, . . . , є ортогональним базисом в
просторi Wm

1,0(Rl, dlx), l > 2, таким, що 〈~vk, ~vr〉 = δkr i max |~vk,∇~vk| ≤ ck < ∞.
Наближений розв’язок ~un (t, x) будемо шукати у виглядi ~un =

∑
i=1,...,n

~cni (t)~vi (x),

де коефiцiєнти ~cni (t) визначаються з системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь

〈∂t~un, ~vr〉+

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂

∂xj
~un,

∂

∂xi
~vr

〉
+
〈
~b,~vr

〉
= 0, r = 1, . . . , n,

i початкових умов
~cni (0) = 〈~ϕ,~vi〉 , i = 1, . . . , n.
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Оскiльки другий i третiй доданки є вимiрними i обмеженими на всiх множи-
нах {t ∈ [0, T ] , |~cni | ≤ const} функцiями вiд t, тому, якщо всi можливi розв’яз-
ки рiвномiрно обмеженi на [0, T ] то на iнтервалi [0, T ] iснує розв’язок ~cni (t), який
задовольняє початкову умову ~cni (0) = 〈~ϕ,~vi〉 , i = 1, . . . , n.

Функцiї 〈~un, ~vi〉 , n, i = 1, . . . , є неперервними по t ∈ [0, T ]. Потрiбно пока-
зати, що функцiї 〈~un, ~vi〉 , n є рiвностепенно неперервнi по t ∈ [0, T ] для всiх
фiксованих i.

Якщо всi можливi розв’язки рiвномiрно обмеженi на [0, T ] i функцiї 〈~un, ~vi〉,
n ∈ N є рiвностепенно неперервнi по t ∈ [0, T ] для всiх фiксованих i, тодi iз по-
слiдовностi розв’язкiв ~un (t, x) можна видiлити пiдпослiдовнiсть ~un(s) таку, що
пiдпослiдовнiсть ∂

∂xj
~un(s) (t, x) збiгається до ∂

∂xj
~u (t, x) слабко в просторi Лебе-

га. Позначимо цю пiдпослiдовнiсть ~un(s) через ~un, тобто, будемо вважати, що
початкова послiдовнiсть спiвпадає з пiдпослiдовнiстю.

Встановимо апрiорну оцiнку розв’язкiв на [0, T ], для цього помножимо∫ T

0

〈∂t~un, ~vr〉 dt+

∫ T

0

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂

∂xj
~un,

∂

∂xi
~vr

〉
dt+

∫ T

0

〈
~b,~vr

〉
dt = 0,

де r = 1, . . . , n, на ~cnr i просумуємо по r вiд 1 до n, одержимо

1

2
‖~un‖2

2 +

∫ T

0

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂

∂xj
~un,

∂

∂xi
~unr

〉
dt+

∫ T

0

〈
~b, ~un

〉
dt = 0, r = 1, . . . , n

оцiнюємо

1
2
‖~un‖2

2

∣∣T
0

+ ν
T∫
0

‖∇~un‖2
2 dt ≤

(
1

2σ2 + c(β)
2
ε2 + c (β) + 1

2γ2

) T∫
0

‖~un‖2
2 dt+

+
(

1
2

(
1
ε2

+ βε2
)

+ β
) T∫

0

‖∇~un‖2
2 dt+ γ2

2

T∫
0

‖µ3‖2 dt.

З останньої нерiвностi випливає апрiорна оцiнка послiдовностi розв’язкiв ~un (t, x).
Покажемо, що ~u (t, x) є розв’язком, для довiльної функцiї w =

∑
i=1,...,n

di (t)~vi (x),

де di (t) неперервнi функцiї узагальненi похiднi яких є обмеженими на iнтервалi
[0, T ]. Множину таких функцiй ~w =

∑
i=1,...,n

~di (t)~vi (x) позначимо ℘ (n).

Складемо iнтегральнi тотожностi

−
∫ t

0

〈~un, ∂t ~w〉 dt+ 〈~un, ~w〉|t0 +

∫ t

0

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂

∂xj
~un,

∂

∂xi
~w

〉
dt+

∫ t

0

〈
~b, ~w

〉
dt = 0,

t ∈ [0, T ] .

Оскiльки функцiя ~un (t, x) належить множинi ℘ (n) ∀n ∈ N то перейдемо
до границi при n→∞, одержимо

−
∫ t

0

〈~u, ∂t ~w〉 dt+ 〈~u, ~w〉|t0 +

∫ t

0

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂

∂xj
~u,

∂

∂xi
~w

〉
dt+

∫ t

0

〈
~b, ~w

〉
dt = 0,
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де t ∈ [0, T ]. Ця тотожнiсть справедлива для довiльної функцiї w ∈
⋃
n∈N ℘ (n).

Отже, функцiя ~u (t, x) є розв’язком першої крайової задачi. Залишилося до-
вести, що функцiй 〈~un, ~vi〉 , n ∈ N є рiвностепенно неперервнi по t ∈ [0, T ] для
всiх фiксованих i, дiйсно, одержуємо

|〈~un (t+ ∆t, x)− ~un (t, x) , ~vr〉| ≤
t+∆t∫
t

∣∣∣∣∣
〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂
∂xj
~un,

∂
∂xi
~vr

〉∣∣∣∣∣ dt+
+

t+∆t∫
t

∣∣∣〈~b,~vr〉∣∣∣ dt ≤ ( 1
2σ2 + c(β)

2
ε2 + c (β) + 1

2γ2

) t+∆t∫
t

‖~un‖2
2 dt+

+
(

1
2

(
1
ε2

+ βε2
)

+ β + µ
) t+∆t∫

t

‖∇~un‖2
2 dt+ γ2

2

t+∆t∫
t

‖µ3‖2 dt.

≤ const ·∆t ∆t→0−→ 0

що доводить рiвностепенну неперервнiсть функцiй 〈~un, ~vi〉 , n ∈ N.
Отже, доведено теорему 1.
Теорема 1. Нехай виконуються умови 1-5. Тодi перша крайова задача для

системи (3) для довiльної функцiї ~ϕ (x) ∈ L2 має принаймнi один розв’язок в
просторi V 2

1 при t ∈ [0, T ] i виконується умова

lim
∆t→0

‖u (t+ ∆t, x)− u (t, x)‖2
2

∆t
= 0.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Встановлено,
що перша крайова задача для квазiлiнiйної системи параболiчних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку за умов форм-обмеженостi i лiнiйного росту
має розв’язок у просторi Соболева. В наступних умовах данi планується роз-
ширити клас систем, якi можуть бути дослiдженi за допомогою даного методу.
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Yaremenko M. I. Quasilinear system of parabolic differential equations in the
divergent form under form-boundary conditions.

In this article we study quasilinear systems of parabolic differential equations in di-
vergent forms of the second order with the singular coefficients under conditions of form-
boundedness and linear growth of nonlinear perturbation. The existence of a solution of
the first boundary value problem for a quasilinear system of parabolic differential equations
under conditions of bounded forms and linear growth in Sobolev space is established. We
consider the conditions under which nonlinear perturbation is bounded by a linear function
with coefficients that can be spatially singular, in the linear case these coefficients belong
to the Kato and Nash functional classes.

Ключовi слова: quasilinear system, parabolic system, Sobolev space, divergent form,
form-boundedness, singular coefficient, singularity.
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ЕКВАЦIОНАЛЬНI ДОСЛIДЖЕННЯ НУЛЬАРНИХ АЛГЕБР,
АЛГЕБР БУЛЕВОГО КУБУ ТА КУБУ ЖЕГАЛКIНА

У данiй роботi проведенi дослiдження над булевими унiверсальними алгебрами,
в сигнатуру яких входять нульарнi, унарнi та частина бiнарних булевих операцiй.
Побудованi еквацiональнi та сигнатурнi решiтки класу тривiальних алгебр. Елементи
решiток представляються у виглядi квадрата.

Клас унiверсальних булевих алгебр складається з восьми алгебр, в сигнатуру яких
входять операцiї кон’юнкцiї, диз’юнкцiї та заперечення. Вони утворюють сигнатурнi
i еквацiональнi куби. Для тривiальних алгебр i всiх алгебр булевого кубу знайденi
повнi системи тотожностей. Повнота систем тотожностей доводиться за допомогою
алгоритмiв, якi дозволяють привести формули вiдповiдних алгебр до стандартних
канонiчних виглядiв.

Куб Жегалкiна складається з восьми алгебр, в сигнатуру яких входять операцiї
одиниця, сума та множення за модулем два. Для алгебр кубу Жегалкiна побудована
еквацiональна решiтка.

Ключовi слова: булева алгебра, еквацiональна решiтка, сигнатурна решiтка

1. Вступ. Дана робота є продовженням робiт [1-5], у яких проведенi еквацiо-
нальнi дослiдження в унiверсальних алгебрах, заданих над бiнарними квадра-
тними матрицями, в сигнатуру яких входять операцiї диз’юнкцiї, кон’юнкцiї та
поворотiв.

У запропонованiй роботi дослiджуються повнi системи тотожностей в унi-
версальних булевих алгебрах. Теорiя булевих алгебр описується в роботах [5,
6].

В [7] Р. Лiндон показав, що всi двозначнi алгебри мають повнi скiнченнi си-
стеми тотожностей. Задача знаходження повних систем тотожностей для кон-
кретних булевих алгебр i побудова на їх основi стандартних форм дослiджена
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недостатньо. У цiй роботi знайденi повнi системи тотожностей i побудованi ана-
логи досконалих диз’юнктивних нормальних форм для класу нульарних алгебр,
алгебр булевого кубу та кубу Жегалкiна.

2. Еквацiональна та сигнатурна решiтки деяких класiв булевих ал-
гебр.

Означення 1. Унiверсальною булевою алгеброю називається алгебра U =
〈A, Ω〉, де A = {0, 1}, Ω−деяка множина булевих операцiй.

Позначимо через Bk множину унiверсальних булевих алгебр U = 〈A, Ω〉 ар-
нiсть операцiй яких не перевищує k. Алгебра U∅ = 〈A, Ω〉 називається виродже-
ною, якщо Ω = ∅. Клас вироджених алгебр позначимо через B0. У вироджених
алгебрах, у яких |A| > 1, повна система тотожностей має вигляд: xi = xi, тобто
H (U∅) = {xi = xi}.

Клас нульарних унiверсальних булевих алгебр B0 складається з чотирьох
алгебр: U∅−вироджена алгебра; U0 = 〈A,Ω0〉 , Ω0 = {0}; U1 = 〈A,Ω1〉 , Ω1 = {1};
U01 = 〈A,Ω01〉 , Ω01 = {0, 1}, де 0 i 1 – нульарнi операцiї.

У нульарних алгебрах нульарнi операцiї є формулами, тому:H (U0)={xi = xi;
0 = 0}; H (U1) = {xi = xi; 1 = 1}; H (U01) = {xi = xi; 0 = 0; 1 = 1}.

Еквацiональнi i сигнатурнi решiтки класу B0 мають вигляд:

Рис. 1. Еквацiональна та сигнатурна решiтки класу B0.

Клас унiверсальних булевих алгебр B1 складається з восьми алгебр, якi мо-
жна задати сигнатурним кубом.

Рис. 2. Сигнатурний куб класу B1.
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Сигнатурна решiтка класу B0 є пiдрешiткою класу B1 i для алгебр B0 зна-
йдено повнi системи тотожностей. Побудуємо повнi системи тотожностей в iн-
ших чотирьох алгебрах куба: для алгебри U− = 〈A, −〉−повна система тотожно-
стей H (U−) = {¯̄x = x}; H (U−0) =

{¯̄0 = 0; ¯̄x = x
}
; H (U−1) =

{¯̄1 = 1; ¯̄x = x
}
;

H (U−10) =
{¯̄1 = 1; ¯̄0 = 0; ¯̄x = x

}
.

3. Булевий куб. Розглянемо клас одноносiєвих алгебрM, U = 〈A, Ω〉 ∈M ,
якщо A = {0, 1}, Ω ⊂ {¬, ∨, ∧}. У клас M входять вiсiм алгебр, якi утворюють
сигнатурний куб. Цей куб називається булевим, так як максимальним елемен-
том цього кубу є булева алгебра iз сигнатурою Ω = {¬, ∨, ∧}.

Тривiальна алгебра U0 = 〈A, Ω0〉, де Ω0 = ∅. У цiй алгебрi множина
формул має вигляд Fi = xi, тобто повна система тотожностей {xi = xi}.

Алгебра заперечення U1 = 〈A, Ω1〉, де Ω1 = {x̄}. Формули цiєї алгебри

мають вигляд

−
−
−

k
x . Тотожнiсть x = x дає можливiсть отримати формули

двох видiв:

−
−
−

2k

x = x ,

−
−
−

2k+1

x = x . Нехай F1 (xi) = F2 (xi), застосовуючи x = x,
отримаємо формули

_

F 1 (xi) =
_

F 2 (xi), якi мають вигляд xi i xi. Отже, повна
система тотожностей цiєї алгебри: {xi = xi; x = x}.

Алгебра диз’юнкцiї U2 = 〈A, Ω2〉, де Ω2 = {∨}. Запишемо тотожностi цiєї
алгебри:

1. x1 ∨ x1 = x1;

2. x1 ∨ x2 = x2 ∨ x1; (1)

3. (x1 ∨ x2) ∨ x3 = x1 ∨ (x2 ∨ x3) .

Тотожнiсть (x1 ∨ x2)∨x3 = x1∨(x2 ∨ x3) дає можливiсть опустити всi дужки,
формула x1∨x2 = x2∨x1− лексикографiчно впорядкувати доданки в формулах
F1 i F2, а тотожнiсть x1 ∨ x1 = x1 дозволяє опустити однаковi доданки. Якщо
F1 = F2, то

_

F 1=
_

F 2 лексикографiчно спiвпадають. Тому має мiсце твердження.

Твердження 1. Система тотожностей (1) є повною в алгебрi U2.

Алгебра кон’юнкцiї U3 = 〈A,Ω3〉, де Ω3 = {∧}. Наведемо тотожностi
алгебри U3:

1. x1 ∧ x1 = x1;

2. x1 ∧ x2 = x2 ∧ x1; (2)

3. (x1 ∧ x2) ∧ x3 = x1 ∧ (x2 ∧ x3) .

Формула (x1 ∧ x2) ∧ x3 = x1 ∧ (x2 ∧ x3) дає можливiсть опустити всi дужки,
рiвнiсть x1 ∧ x2 = x2 ∧ x1 – лексикографiчно впорядкувати множники в форму-
лах F1 i F2, а тотожнiсть x1 ∧ x1 = x1 дозволяє опустити однаковi множники.
Аналогiчно алгебрi U2, якщо F1 = F2, то

_

F 1=
_

F 2 лексикографiчно спiвпадають.
Тому має мiсце твердження.

Твердження 2. Система тотожностей (2) є повною в алгебрi U3.
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Алгебра U4 = 〈A, Ω4〉, де Ω4 = {¬, ∨}. Формулами в цiй алгебрi є:
1) x1, x2, . . . , xn – формули;
2) xi i (xi ∨ xj) – формули;
3) якщо F1 i F2 формули, то F1, (F1 ∨ F2) – формули.

Для алгебри U4 знайдена повна система тотожностей:
1) x ∨ x = x;
2) x ∨ y = y ∨ x;
3) (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z);
4) x = x;
5) x ∨ x = y ∨ y;
6) x ∨ y ∨ z = x ∨ y ∨ x ∨ z;
7) x ∨ y = x ∨ y ∨ z ∨ x ∨ y ∨ z;
8) y ∨ x ∨ x̄ = x ∨ x̄;
9) y ∨ x ∨ x̄ = y;
10) x = x ∨ y ∨ x ∨ y.

Означення 2. Формули вигляду x̃i1 ∨ x̃i2 ∨ ... ∨ x̃ik , де x̃ik = xik або x̃ik = x̄ik
називаються елементарними доданками. Елементарнi доданки, якi мiстять
в своєму складi всi змiннi формули F , називаються повними.

Алгоритм побудови досконалої диз’юнктивної нормальної форми алгебри
U4:
1) Використовуючи тотожностi 4, 6 добиваємось того, що у формулi F над

кожною диз’юнкцiєю заперечення зустрiчається не бiльше одного разу.
2) Тотожнiсть 7 дає можливiсть зробити всi елементарнi доданки повними.
3) Тотожностi 8 i 9 поглинають формули типу y або x ∨ x̄, крiм випадку коли

F (x1, x2, ..., xn) тотожно дорiвнює одиницi.
4) Тотожнiсть 1 поглинає однаковi доданки, а тотожностi 2, 3 лексикографiчно

впорядковують змiннi в елементарних доданках.

Твердження 3. Повнi елементарнi доданки приймають значення 1 тiльки
на одному наборi змiнних.

Твердження 4. Два повнi елементарнi доданки спiвпадають тодi i тiльки
тодi, коли вони лексикографiчно спiвпадають в лексикографiчно-впорядкованих
доданках.

Диз’юнкцiя повних елементарних доданкiв є аналогом досконалої диз’юн-
ктивної нормальної форми.

Алгебра U5 = 〈A, Ω5〉, де Ω5 = {¬, ∧}. Формулами в алгебрi U5 є:
1) x1, x2, . . . , xn – формули;
2) xi i (xi ∧ xj) – формули;
3) якщо F1 i F2 формули, то F1, (F1 ∧ F2) – формули.

Для алгебри U5 побудована повна система тотожностей:
1) x ∧ x = x;
2) x ∧ y = y ∧ x;
3) (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z);
4) x = x;
5) x ∧ x = y ∧ y;
6) x ∧ y ∧ z = x ∧ y ∧ x ∧ z;
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7) x ∧ y = x ∧ y ∧ z ∧ x ∧ y ∧ z;
8) y ∧ x ∧ x̄ = x ∧ x̄;
9) y ∧ x ∧ x̄ = y;
10) x = x ∧ y ∧ x ∧ y.

Означення 3. Формули вигляду x̃i1 ∧ x̃i2 ∧ ... ∧ x̃ik , де x̃ik = xik або x̃ik =
xik називаються елементарними множниками. Елементарнi множники, якi
мiстять в своєму складi всi змiннi формули F , називаються повними.

Алгоритм побудови досконалої диз’юнктивної нормальної форми алгебри U5:
1) Використовуючи тотожностi 4, 6 добиваємось того, що у формулi F над

кожною кон’юнкцiєю заперечення зустрiчається не бiльше одного разу.
2) Тотожнiсть 7 дає можливiсть зробити всi елементарнi множники повними.
3) Тотожностi 8 i 9 поглинають формули типу y або x ∧ x̄, крiм випадку коли

F (x1, x2, ..., xn) тотожно дорiвнює нулю.
4) Тотожнiсть 1 поглинає однаковi множники, а тотожностi 2, 3 лексикогра-

фiчно впорядковують змiннi в елементарних множниках.

Твердження 5. Повнi елементарнi множники приймають значення 0
тiльки на одному наборi змiнних.

Твердження 6. Два повнi елементарнi множники спiвпадають тодi i
тiльки тодi коли вони лексикографiчно спiвпадають в лексикографiчно-впоряд-
кованих множниках.

Кон’юнкцiя повних елементарних доданкiв є аналогом досконалої кон’юн-
ктивної нормальної форми.

Алгебра U6 = 〈A, Ω6〉, де Ω6 = {∨, ∧}. Для цiєї алгебри також знайдена
повна система тотожностей:
1) x ∨ x = x, x ∧ x = x;
2) x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x;
3) (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z), (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z);
4) (x ∨ y) ∧ z = x ∧ z ∨ y ∧ z, x ∨ y ∧ z = (x ∨ y) (x ∨ z);
5) x ∨ x ∧ y = x, x (x ∨ y) = x.

Теорема 1. Кожна формула алгебри U6 може бути представлена єдиною
ДНФ.

Доведення. Нехай F (x1, x2, ..., xn) – формула алгебри U6. Кожну формулу
F (x1, x2, ..., xn) можна подати у виглядi: F1 (x1, x2, ..., xn) = k1 ∨ k2 ∨ ... ∨ kn, де
ki, i = 1, n – елементарнi кон’юнкцiї, побудованi iз змiнних x1, x2, ..., xn. Дове-
дення теореми проведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що формулу
F (x1, x2, ..., xn) алгебри U6 можна подати у виглядi двох ДНФ: F1 (x1, x2, ..., xn) =
k1 ∨ k2 ∨ ...∨ kn або F2 (x1, x2, ..., xn) = k∗1 ∨ k∗2 ∨ ...∨ k∗m, де k∗i , i = 1, m також
елементарнi кон’юнкцiї, побудованi iз змiнних x1, x2, ..., xn. Зауважимо, що усi
елементарнi кон’юнкцiї ki, i = 1, n, задовольняють умову, що жодна з них не є
власною частиною iншої. Аналогiчна умова висувається для усiх елементарних
кон’юнкцiй k∗i , i = 1, m.

Прирiвняємо правi частини двох формул:

k1 ∨ k2 ∨ . . . ∨ kn = k∗1 ∨ k∗2 ∨ . . . ∨ k∗m. (3)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Розглянемо значення кон’юнкта ki = xi1xi2 ...xil на наборах α̃ =(α1, α2, ..., αn).
Цей кон’юнкт прийме значення 1 тiльки на одному наборi α̃i = (α1, α2, ..., αn)
у якому αik = 1, k = 1, 2, ..., l, а усi iншi компоненти дорiвнюють нулевi. На
наборi α̃i тiльки кон’юнкт ki приймає значення рiвне 1, а усi iншi кон’юнкти
k1, k2, ..., ki−1, ki+1, ..., kn на цьому наборi приймають значення 0. Оскiльки ви-
конується рiвнiсть (3), то серед доданкiв k∗i , i = 1, m iснує кон’юнкт k∗j такий,
що k∗j ⊂ ki. Для кон’юнкта k∗j , аналогiчно описаним вище мiркуванням, буду-
ємо набiр α̃∗j = (α1, α2, ..., αn) на якому тiльки вiн приймає значення 1, а усi
iншi приймають значення 0. Тодi з рiвностi (3) отримаємо, що серед кон’юн-
ктiв k1, k2, ..., kn iснує такий кон’юнкт kt, який є власною частиною k∗j , а звiдси
випливає, що kt є власною частиною ki. Отримали протирiччя, яке доводить
теорему.

Алгебра U7 = 〈A, Ω7〉, де Ω7 = {∨, ∧, ¬}. Повна система тотожностей цiєї
алгебри включає повну систему тотожностей алгебри U6, до якої додаються
тотожностi:
1) ¯̄x = x;
2) x ∨ y = x̄ ∧ ȳ, x ∧ y = x̄ ∨ ȳ.

З проведених вище дослiджень випливає справедливiсть теорем.

Теорема 2. Еквацiональна решiтка класу M , iзоморфна сигнатурнiй ре-
шiтцi.

Теорема 3. T -базис класу M складається з восьми алгебр U0 − U7, якi
утворюють еквацiональну решiтку.

4. Куб Жегалкiна. Розглянемо клас одноносiєвих алгебрM , U = 〈A, Ω〉 ∈
M , якщо A = {0, 1}; Ω ⊂ {1, ⊗, ⊕}, де x ⊗ y, x ⊕ y – вiдповiдно операцiї мно-
ження та додавання за модулем два. На рисунку 3 зображено сигнатурний куб
Жегалкiна.

Рис. 3. Сигнатурний куб Жегалкiна.

Алгебри U0 (тривiальна алгебра) та U3 (алгебра кон’юнкцiї) спiвпадають
з алгебрами булевого кубу. Знайдемо повнi системи тотожностей усiх iнших
алгебр кубу Жегалкiна.
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Модульна алгебра U1 = 〈A, ⊕〉. Запишемо повну систему тотожностей
цiєї алгебри:
1) x⊕ x = y ⊕ y;
2) x⊕ y = y ⊕ x;
3) (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z);
4) y ⊕ x⊕ x = y.
Тотожностi 1 i 4 опускають однаковi доданки, якщо їхня кiлькiсть парна i

залишають один – якщо непарна. Тотожностi 2 i 3 виконують лексикографiчне
впорядкування.

Нульарна алгебра U2 = 〈A, 1〉. Повна система тотожностей: {x=x, 1=1}.
Алгебра U4 = 〈A, ⊕, 1〉. Наведемо повну систему тотожностей цiєї алгебри:

1) x̃⊕ ỹ = ỹ ⊕ x̃;
2) (x̃⊕ ỹ)⊕ z̃ = x̃⊕ (ỹ ⊕ z̃);
3) x⊕ x = 1⊕ 1;
4) x⊕ 1⊕ 1 = x.
Тотожнiсть 4 визначає, що формули алгебри U4 можуть мати не бiльше

одного доданка рiвного одиницi. Довiльну формулу F можемо звести до вигляду
F̂ = 1⊕ F ′ або F̂ = F

′ , де F ′ – формула алгебри U2.
Алгебра U5 = 〈A, ⊕, ⊗〉. Повна система тотожностей цiєї алгебри включає

в себе повнi системи тотожностей алгебр U1, U3 i тотожнiсть(x⊕ y) ∧ z = x ∧
z ⊕ y ∧ z. Ця тотожнiсть дає можливiсть розкривати всi дужки. Тотожностi
алгебри U3 дають можливiсть впорядкувати множини, а тотожностi алгебри U1

доданки.
Алгебра U6 = 〈A, ⊗, 1〉. Знайдена повна система тотожностей цiєї алгебри

має вигляд:
1) x⊗ x = x;
2) x⊗ y = y ⊗ x;
3) (x⊗ y)⊗ z = x⊗ (y ⊗ z);
4) x⊗ 1 = x.

На основi цих тотожностей довiльну формулу F (x1, x2, ..., xn, 1) можна приве-
сти до вигляду F̂ = 1 або F̂ = x1x2...xn.

Алгебра Жегалкiна U7 = 〈A, ⊕,⊗, 1〉. Повна система тотожностей ал-
гебри U7 є об’єднанням систем тотожностей алгебр U4, U5, U6. За допомогою
цих тотожностей будь-яку формулу алгебри Жегалкiна однозначно можна пе-
ретворити у полiном Жегалкiна.
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Vartsaba O. V., Mych I. A., Nykolenko V. V., Dynys V. S. Equational
investigation of zero algebras, algebras of a boolean cube and a Zhegalkin cube.

In this paper, investigation of Boolean universal algebras, the signature of which includes
zero, unary and part of binary Boolean operations is conducted. Equational and signature
lattices of the class of trivial algebras are constructed. Lattice elements are represented as
a square.

The class of universal Boolean algebras consists of 8 algebras. The signature of these al-
gebras contains operations of conjunction, disjunction, and negation. They form signature
and equational cubes.

Complete systems of identities have been found for trivial algebras and all algebras of
a Boolean cube. The completeness of identity systems is proved by algorithms that allow
to bring the formulas of the corresponding algebras to standard canonical forms.

The Zhegalkin cube consists of 8 algebras, the signature of which includes element 1,
arithmetic operation of addition mod 2 and arithmetic operation of multiplication. An
equational lattice of this class have been constructed for the algebras of the Zhegalkin
cube.

Keywords: strong law of large numbers, random signed measure, renewal process, uniform
strong law of large numbers, random processes indexed by sets.
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ЧИСЕЛЬНИЙ МЕТОД МIНОРАНТНОГО ТИПУ ВIДШУКАННЯ
РОЗВ’ЯЗКУ СИСТЕМИ ДВОХ НЕЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ

При розв’язуваннi прикладних задач, моделюваннi складних фiзичних процесiв, а
також при дослiдженнi математичних моделей оптимальної органiзацiї i пошуку iн-
формацiї у файлах баз даних виникає потреба у розв’язаннi систем нелiнiйних рiвнянь.
Унiверсальних методiв для розв’язання таких задач не iснує, тому великий iнтерес ста-
новить розробка та дослiдження нових, ефективних чисельних методiв, за допомогою
яких можна було б розв’язувати системи нелiнiйних рiвнянь.

Нами ведеться робота над розробленням таких методiв. У роботi [1] побудовано
апарат некласичних мiнорант Ньютона та їхнiх дiаграм функцiй однiєї дiйсної змiн-
ної, заданих таблично. Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування мiноранти
Ньютона. Вивчено властивостi мiноранти Ньютона та її дiаграми, введено основнi ха-
рактеристики мiноранти Ньютона та її дiаграми, побудовано алгоритми для їхнього
вiдшукання.

У роботi пропонується новий чисельний метод, нульового порядку, який ґрунту-
ється на використаннi апарату некласичних мiнорант i дiаграм Ньютона функцiй.
Побудований метод використовує властивостi числових нахилiв мiноранти Ньютона
та їхнiх дiаграм функцiї двох дiйсних змiнних заданих таблично.

Ключовi слова: мiноранта Ньютона, система нелiнiйних рiвнянь, метод нульового
порядку.

1. Вступ. У роботi [1] побудовано апарат некласичних мiнорант Ньютона
та їхнiх дiаграм функцiй однiєї дiйсної змiнної, заданих таблично. Встановлено
необхiднi та достатнi умови iснування мiноранти Ньютона. Вивчено властивостi
мiноранти Ньютона та її дiаграми, введено основнi характеристики мiноранти
Ньютона та її дiаграми, побудовано алгоритми для їхнього вiдшукання. У [2,3]
розроблено алгоритм для оптимiзацiї логарифмiчно опуклих функцiй однiєї та
двох дiйсних змiнних, в основi яких лежить використання апарату некласичних
мiнорант i дiаграм Ньютона функцiй однiєї дiйсної змiнної, заданих таблично. У
[4,5] отримано оцiнки точностi наближення функцiй некласичною мiнорантою
Ньютона.

В данiй роботi, використовуючи апарат некласичних мiнорант i дiаграм
Ньютона функцiй двох дiйсних змiнних, заданих таблично, приводиться новий
чисельний метод вiдшукання розв’язку системи двох нелiнiйних рiвнянь.

Основна перевага цього методу над класичними методами полягає в такому:
1) збiжнiсть методу не залежить вiд вибору початкового наближення;
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2) метод вiдноситься до методiв нульового порядку;
3) простота та нагляднiсть методу.
2. Основний результат.

Постановка задачi
Розглянемо систему нелiнiйних рiвнянь{

f (x, y) = 0,
g (x, y) = 0.

(1)

Нехай ця система в деякому околi D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} має розв’язок
x = α, y = β. Оскiльки розв’язок системи (1) є розв’язком рiвняння

|f (x, y)|+ |g (x, y)| = 0

або
− ln (1 + |f (x, y)|+ |g (x, y)|) = 0, (2)

то для вiдшукання розв’язку системи (1) будемо шукати розв’язок рiвняння (2).
Для розв’язання рiвняння (2) використаємо властивостi апарату некласи-

чних мiнорант Ньютона та їхнiх дiаграм функцiй двох дiйсних змiнних.
Апарат некласичних мiнорант Ньютона та їхнiх дiаграм функцiй

двох дiйсних змiнних
Розглянемо функцiю двох дiйсних змiнних z = f (x, y), яка задана своїми

значеннями в точках (xi, yj) (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m):

f (xi, yj) = zij (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m) . (3)

Нехай x0 < x1 < . . . < xn, y0 < y1 < . . . < ym i

|zij| = aij ≤M (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m) , (4)

де M– деяка стала. Будемо вважати, що a00 · a0m · an0 · anm 6= 0.

Означення 1. Точка Pij(xi, yj − ln aij) з координатами x = xi, y = yj,
z = − ln aij в просторi xyz називається точкою зображення значення функцiї
z = f(x, y) в точцi (xi, yj).

Припустимо, що точки зображення Pij значень функцiї z = f(x, y) в точках
(xi, yj) (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m) в просторi xyz побудованi. З кожної то-
чки Pij проведемо пiвпряму в додатному напрямi осi Oz, перпендикулярно до
площини xy. Множину точок цих пiвпрямих позначимо через S, а її опуклу обо-
лонку – через C (S). Для кожної точки (x, y) ∈ R, де
R = {x0 ≤ x ≤ xn, y0 ≤ y ≤ ym}, визначимо точку B (x, y, χ (x, y)), де

χ (x, y) = sup z
(x,y,z)∈C(S)

.

Множина точок B (x, y, χ (x, y)), де (x, y) ∈ R, утворює багатогранну по-
верхню δf , яка обмежує C (S) зверху. Ця поверхня є неперервною, вгнутою, i її
рiвняння має вигляд: z = χ (x, y) , (x, y) ∈ R.

Означення 2. Поверхня δf , визначена на R, називається дiаграмою Нью-
тона функцiї z = f(x, y) на R.
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Дiаграма Ньютона δf функцiї z = f(x, y) має такi властивостi:
1) кожна вершина δf розмiщена в однiй iз точок зображення Pij значення

функцiї z = f(x, y) в точцi (xi, yj);
2) кожна точка зображення Pij знаходиться на δf або розмiщена нижче за неї;
3) кожнiй точцi (xi, yj) ∈ R вiдповiдає Bij (xi, yj, χij) дiаграми Ньютона δf , де

χij = χ (xi, yj).
Позначимо mf (x, y) = exp (−χ (x, y)) , (x, y) ∈ R.
Тодi для кожної точки (xi, yj) (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m) виконується не-

рiвнiсть mf (xi, yj) ≤ |f (xi, yj)| = |zij| = aij. Справдi, з побудови δf випли-
ває, що − ln aij ≤ χ (xi, yj), або aij ≥ exp (−χ (xi, yj)) = mf (xi, yj). Крiм то-
го, mf (x0, y0) = |f (x0, y0)|, mf (x0, ym) = |f (x0, ym)|, mf (xn, y0) = |f (xn, y0)|,
mf (xn, ym) = |f (xn, ym)|.

Означення 3. Функцiя z = mf (x, y), визначена на R, називається мiно-
рантою Ньютона функцiї z = f(x, y) на R.

Нехай mf (xi, yj) = tij (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m).

Означення 4. Величини rij (x) =
(
ti−1,j

tij

) 1
xi−xi−1 (i = 1, 2, ..., n; j = 0, 1, ...,m;

r0j = 0) i rij (y) =
(
ti,j−1

tij

) 1
yj−yj−1 (j = 1, 2, . . . ,m; i = 0, 1, . . . , n; ri0 = 0) на-

зиваються (i, j)-ми числовими нахилами мiноранти Ньютона mf (x, y) вiд-
повiдно в напрямку осей абсцис i ординат, а величини dij (x) =

ri+1,j(x)

rij(x)
(i =

1, 2, . . . , n−1; j = 0, 1, . . . ,m; d0j = dnj =∞) i dij (y) =
ri,j+1(y)

rij(y)
(j = 1, 2, . . . ,m−1;

i = 0, 1, . . . , n; di0 = dim = ∞) називаються (i, j)-ми вiдхиленнями мiноранти
Ньютона mf (x, y) вiдповiдно в напрямку осей Ox i Oy.

Iз вгнутостi дiаграми Ньютона δf випливають такi нерiвностi:

rij (x) ≥ ri+1,j (x) (i = 0, 1, . . . , n− 1; j = 0, 1, . . . ,m) ,

rij (y) ≥ ri,j+1 (y) (j = 0, 1, . . . ,m− 1; i = 0, 1, . . . , n) ,

dij (x) ≤ 1 (i = 1, 2, . . . , n− 1; j = 0, 1, . . . ,m) ,

dij (y) ≤ 1 (j = 1, 2, . . . ,m− 1; i = 0, 1, . . . , n) .

Означення 5. Якщо точка зображення Pij знаходиться у вершинi δf , то
пара iндексiв (i, j) називається вершинною парою iндексiв; якщо ж на δf , то –
дiаграмною парою iндексiв.

Аналогiчно як для функцiї однiєї змiнної [1] справджуються такi тверджен-
ня.

Твердження 1. Для того, щоб для функцiї z = f (x, y), заданої таблицею
значень (3), iснувала дiаграма Ньютона, визначена на R, необхiдно i доста-
тньо, щоб для неї виконувалась умова (4).

Твердження 2. Мiноранта Ньютона mf (x, y) функцiї z = f (x, y), заданої
таблицею значень (3), є неперервною i опуклою функцiєю на R.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ЧИСЕЛЬНИЙ МЕТОД МIНОРАНТНОГО ТИПУ . . . 153

Твердження 3. Якщо для функцiї z = f (x, y), заданої таблицею зна-
чень (3), виконується умова (4), то

min
i,j
|f (xi, yj)| = min

(x,y)∈R
mf (x, y) .

При цьому, якщо
min
i,j
|f (xi, yj)| = |f (xk, ys)| ,

то
min

(x,y)∈R
mf (x, y) = mf (xk, ys) = tks.

Алгоритм вiдшукання розв’язку системи двох нелiнiйних рiвнянь
Використовуючи властивостi числових нахилiв мiноранти Ньютона та їхнiх дi-
аграм функцiї двох дiйсних змiнних побудуємо алгоритм знаходження розв’яз-
ку системи нелiнiйних рiвнянь (1). Оскiльки розв’язок системи (1) є розв’яз-
ком рiвняння |f (x, y)| + |g (x, y)| = 0, тому в областi D виберемо систему то-
чок xk = x0 + kh, де k = 0, 1, . . . , n, x0 = a, h = b−a

n
, i yl = y0 + lh, де

l = 0, 1, . . . ,m, y0 = c, h = d−c
m

. Виберемо початкове наближення розв’язку
x = x0, y = y0 i вiд цiєї точки будемо рухатись в напрямку спадання значен-
ня функцiї |f (x, y)| + |g (x, y)| доти, доки не знайдем «нульовий мiнiмум» цiєї
функцiї.

Позначимо akl = 1 + |f (x, y)|+ |g (x, y)|.

Величини rkl (x) =
(
ak−1,l

akl

) 1
h , rkl (y) =

(
ak,l−1

akl

) 1
h назвемо (k, l)-ми числовими

нахилами функцiї −ln (1 + |f (x, y)|+ |g (x, y)|) вiдповiдно в напрямi осей Ox та

Oy. А величину rkl (x, y) =
(
ak−1,l−1

akl

) 1
h
√
2 назвемо числовим нахилом цiєї функцiї

в напрямi бiсектриси кута ABC, де A, B, C точки вiдповiдно з координатами
(xk−1, yl), (xk−1, yl−1), (xk, yl−1).

Рис. 1. Схема переходу мiж точками

Припустимо, що вiд точки (x0, y0) ми прийшли до точки (xk−1, yl−1). Тодi виби-
раємо напрям подальшого руху. Для цього шукаємо rk,l−1 (x), rk−1,l (y), rkl (x, y).
Тодi можливi такi випадки:
1) max (rk,l−1 (x) , rk−1,l (y) , rkl (x, y)) = rk,l−1 (x) вiдбувається перехiд до точки

(xk, yl−1);
2) max (rk,l−1 (x) , rk−1,l (y) , rkl (x, y)) = rk−1,l (y) вiдбувається перехiд до точки

(xk−1, yl);
3) max (rk,l−1 (x) , rk−1,l (y) , rkl (x, y)) = rkl (x, y) вiдбувається перехiд до точки

(xk, yl).
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Процес переходу вiд точки до точки завершується в точцi x = xi, y = yj, якщо
для деякого i, j виконується умови:

rij (x) ≥ 1, ri+1,j (x) ≤ 1, (5)

rij (y) ≥ 1, ri,j+1 (y) ≤ 1, (6)

rij (x, y) ≥ 1, ri+1,j+1 (x, y) ≤ 1, (7)

|f (x, y)|+ |g (x, y)| < h. (8)

Зауважимо, що у процесi переходу вiд точки до точки можна зменшувати h
для пiдвищення точностi розв’язку.

Приклад 1. Розглянемо систему з двох нелiнiйних рiвнянь:{
y − x2 = 0,
x2 + y2 = 1.

(9)

Графiк якої зображений на рисунку 2.

Рис. 2. Графiк системи нелiнiйних рiвнянь.

Розв’язок системи (9) є розв’язком рiвняння |y − x2|+ |x2 + y2 − 1| = 0, або
розв’язком −ln (1 + |y − x2|+ |x2 + y2 − 1|) = 0.

Вищезазначена система (9) має два розв’язки. Знайдемо один iз них. У яко-
стi областi D виберемо D = {0, 5 ≤ x ≤ 1, 0, 5 ≤ y ≤ 1} i крок h = 0, 01. За по-
чаткову точку вiзьмемо (0, 5; 0, 5). У результатi застосування алгоритму отри-
маємо точку (0, 8; 0, 63), для цiєї точки виконуються умови (5)-(8). Уточнимо
точку зменшивши крок. За початкове наближення виберемо точку (0, 75; 0, 6)
i вiзьмемо крок h = 0, 002. Одержимо точку (0, 788; 0, 62) для якої виконую-
ться умови (5)-(8). Для пiдвищення точностi розв’язку застосуємо побудований
алгоритм до початкової точки (0, 78; 0, 61) з кроком h = 0, 00014. У результатi
чого одержимо точку (0, 78658; 0, 61784), яку приймемо за розв’язок системи (9)
з точнiстю до величини кроку h. Аналогiчно поступаємо з вiдшуканням iншо-
го розв’язку системи нелiнiйних рiвнянь. У результатi застосування одержимо
другий розв’язок системи нелiнiйних рiвнянь (−0, 78658; 0, 61784).

Приклад 2. Розглянемо модель оптимального дворiвневого блокового по-
шуку у впорядкованих файлах у випадку рiвномiрного розподiлу ймовiрностей
звертання до записiв [6]. Розглянемо дворiвневий блоковий пошук, у випадку
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використання методу двiйкового пошуку у локалiзованому блоцi. Нехай впо-
рядкований файл мiстить N записiв. Файл розбитий на n блокiв, а кожен блок
розбивається на m пiдблокiв по 2l − 1 записiв у кожному, де m = N

n(2l−1)
. Для

знаходження n та l, за яких математичне сподiвання кiлькостi порiвнянь E,
необхiдних для пошуку запису у файлi досягає мiнiмуму побудовано систему
нелiнiйних рiвнянь { (

2l − 1
)
n2 = N,(

2l − 1
)2

=
(
1 + N

2n

)
2l ln 2.

(10)

Розв’яжемо систему (10) запропонованим методом при N = 1000.
У результатi застосування побудованого у роботi методу одержимо набли-

жений розв’язок задачi n = 9, l = 5. Тобто кiлькiсь блокiв на якi повинен
бути розбитий файл рiвна 9, блоки розбиваються на 4 пiдблоки по 31 запис у
кожному.

3. Висновки. Запропоновано новий чисельний метод вiдшукання коренiв
системи двох нелiнiйних рiвнянь. Побудований метод використовує властивостi
числових нахилiв мiноранти Ньютона та їхнiх дiаграм функцiї двох дiйсних
змiнних заданих таблично.

Розроблений у роботi алгоритм застосовано до розв’язання тестової задачi. У
результатi застосування алгоритму одержимо розв’язок з точнiстю до величини
кроку.

Основна перевага цього методу над класичними методами полягає у такому:
1) збiжнiсть методу не залежить вiд вибору початкового наближення;
2) розв’язок системи двох нелiнiйних рiвнянь знаходимо з точнiстю до вели-

чини кроку h;
3) метод вiдноситься до методiв нульового порядку, тобто у чисельному методi

використовуються тiльки значення нелiнiйних функцiй;
4) простота та нагляднiсть методу.
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Hlebena M. I., Tsehelyk H. H. Numerical method of minorant type of finding
the solution to a system of two nonlinear equations.

When solving applied problems, modeling complex physical processes, as well as study-
ing mathematical models of optimal organization and searching for information in database
files, there is a need to solve systems of nonlinear equations. There are no universal meth-
ods for solving such problems, so it is of great interest to develop and study new, effective
numerical methods that could be used to solve systems of nonlinear equations.

We are working on the development of such methods. In [1], the apparatus of non-
classical Newton minorants and their diagrams of functions of one real variable, given in
tabular form, are constructed. Necessary and sufficient conditions for the existence of the
Newton minorant have been established. The properties of the Newton minorant and its
diagram are studied, the main characteristics of the Newton minorant and its diagram are
introduced, algorithms for their search are constructed.

The paper proposes a new numerical method of zero order, which is based on the
use of the apparatus of nonclassical minorants and Newton diagrams of functions. The
constructed method uses the properties of the numerical slopes of the Newton minaret and
their diagrams of the function of two real variables given in the table.

Keywords: Newton’s minorant, system of nonlinear equations, zero-order method, nu-
merical method.
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ДОСЛIДЖЕННЯ СИГНАТУРНОГО КУБУ УНIВЕРСАЛЬНИХ
БУЛЕВИХ АЛГЕБР

У роботi розглядається теорiя булевих функцiй з точки зору унiверсальних булевих
алгебр. Дана робота використовує термiнологiю вiдомих авторiв Куроша, Мальцева,
Поста та iнших. Крiм цього у роботi введено новi поняття такi як унiверсальна булева
алгебра, l−базиснi алгебри, вiльнi та канонiчнi алгебри. Також вивчається клас унiвер-
сальних булевих алгебр M2, у сигнатуру яких входять всi одно та двомiснi операцiї
двозначної логiки. Ввiвши поняття порядку порiвняння сигнатур алгебр, отримали
представлення алгебр M2 у виглядi 11-мiсного сигнатурного кубу. У роботi виконано
розбиття цього кубу на чотири дев’ятимiрнi куби M1

2 , M2
2 , M3

2 , M4
2 . У класi M1

2 зна-
йдена множина функцiонально повних алгебр η0 i побудовано сигнатурний граф даної
множини, проведено дослiдження цих алгебр. Множину всiх функцiонально повних
алгебр розбито на п’ятнадцять класiв η1, η2, . . . , η15, побудованi сигнатурнi графи ко-
жного з цих класiв. Вивчена структура i типи алгебр, якi входять до складу класiв
η1, η2, . . . , η15. Всi функцiонально повнi алгебри класу M1

2 зображенi у виглядi сигна-
турного графа.

Встановлено потужнiсть класу M1
2 , побудовано сигнатурний граф канонiчних ал-

гебр цього класу i визначено розподiл алгебр по ярусах цього графа. Наведено розпо-
дiл 259 вiльних алгебр по ярусах Ω-кубу i побудовано сигнатурний граф класу вiльних
алгебр.

Отриманi результати узагальнено на класиM2
2 ,M3

2 ,M4
2 . На основi цих результатiв

виконано розподiл 2048 алгебр класу M2 вiдносно базисностi по ярусах Ω- кубу.

Ключовi слова: булевi операцiї, сигнатурний куб, базиси алгебр.

1. Вступ. Дослiдження теорiї унiверсальних алгебр поклала фундаментальна
робота Бiрггофа [1], i вони були продовженi у працях Мальцева [2], Куроша
[3] та iнших. Найбiльш вiдомi роботи з теорiї булевих алгебр Сiкорського [4],
Владiмiрова [5], з теорiї булевих функцiй роботи Яблонського [6], Глушкова [7,
8, 9], Журавльова [10, 11], сучаснi роботи [12, 13, 14] та багато iнших.

2. Унiверсальнi булевi алгебри. У даному дослiдженнi пропонується
розглянути теорiю булевих функцiй з точки зору унiверсальних булевих алгебр.
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Означення 1. Унiверсальною алгеброю U називається впорядкована пара
〈A, Ω〉 множин A (носiй алгебри) i Ω (множина операцiй, що заданi на A) [1,
2, 3, 14].

Означення 2. Унiверсальною булевою алгеброю U = 〈A, Ω〉 називається
унiверсальна алгебра, у якiй A = {0, 1}, Ω – деяка множина булевих операцiй. У
подальшому унiверсальнi булевi алгебри будемо називати булевими алгебрами
або алгебрами.

У данiй роботi розглядаються множини усiх унiверсальних булевих алгебр
M у сигнатуру яких можуть входити операцiї Q = {0, 1,¬,∧,∨,⊕,⇒,⇐,⇔, ↑, |},
тобто M = {Ui = 〈A,Ωi〉 |Ωi ⊂ Q}. Зрозумiло, що |M| = 211 = 2048 алгебр, якi
утворюють 11-мiрний куб, який далi називається сигнатурним кубом, або Ω-
кубом. Кожнiй вершинi Ω-кубу поставимо у вiдповiднiсть 11-мiрний булевий
вектор, одиничнi координати якого визначають операцiї, що входять в сигна-
туру вiдповiдної алгебри. Вершини в Ω-кубi позначаються або сигнатурою (пе-
релiком операцiй), або Ω-вектором, або натуральним числом, розклад якого за
модулем два визначає Ω-вектор. Вiдношення порядку в Ω-кубi задається на-
ступним чином: Ui = 〈A,Ωi〉 ≤ Uj = 〈A,Ωj〉, якщо Ωi ⊂ Ωj. Нулем Ω-кубу є
тривiальна алгебра, у якiй Ω = ∅. На першому ярусi Ω-кубу є C1

n = 11 алгебр,
а на кожному наступному Ck

n, n = 11, k = 1, 11. Ребро Ω-кубу, що з’єднує алге-
бри Ui = 〈A,Ωi〉 i Uj = 〈A,Ωj〉, де Uj > Ui збiльшує (зменшує) сигнатуру Uj на
одну операцiю в порiвняннi з Ui, якщо рухатися по ребру знизу вверх (зверху
вниз).

Означення 3. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається функцiонально повною,
якщо множина її функцiй, що вiдповiдають операцiям з Ω утворюють фун-
кцiонально повну систему, в iншому випадку алгебра називається функцiо-
нально неповною [11].

Означення 4. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається l−базисною, якщо з опера-
цiй сигнатури Ω можна побудувати l−базисiв.

Означення 5. Операцiя fi ∈ Ω називається зв’язаною, якщо вона входить
до складу якогось базису, у iншому випадку операцiя називається вiльною.

Означення 6. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається вiльною, якщо в її сигна-
турi є вiльнi операцiї.

Означення 7. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається канонiчною, якщо вона не
має вiльних операцiй.

Означення 8. Рангом вiльної алгебри називається число, що дорiвнює кiль-
костi вiльних операцiй.

Означення 9. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається насиченою, якщо її довiль-
не розширення сигнатури збiльшує базиснiсть алгебри.

Означення 10. Потенцiалом ребра, що з’єднує двi сумiжнi алгебри U1 i
U2 Ω−кубу з базиснiстю η1 i η2 (η1 ≥ η2) називається число η1 − η2.

Означення 11. Потенцiалом алгебри називається сума потенцiалiв всiх
ребер (верхнiх), якi виходять з даної алгебри.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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3. Сигнатурний куб класу алгебр M2. Розглянемо множину всiх алгебр
M2 = {U = 〈A, Ω〉}, де A = {0, 1} i Ω – множина булевих операцiй арнiсть яких
не перевищує два. Представимо клас алгебр M2 у виглядi 11-мiсного сигнатур-
ного кубу (рис. 1).

Рис. 1. Сигнатурний куб класу алгебр M2.
Побудуємо розбиття множини M2 = M1

2

⋃
M2

2

⋃
M3

2

⋃
M4

2, де M1
2−множина

всiх алгебр iз M2, в сигнатуру яких не входять операцiї стрiлка Пiрса (↑) i
штрих Шеффера (|), а M2

2, M3
2, M4

2−множини всiх алгебр iз M2, у якi вiдповiдно
входять операцiї {↑}, { | }, {↑, |}.

Розглянемо множину алгебр класу M1
2, якi утворюють 11-мiрний сигнатур-

ний куб (Ω−куб) з фiксованими 10-ою i 11-ою нульовими координатами (рис.2).

Рис. 2. Сигнатурний куб класу алгебр M1
2.
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Використовуючи критерiй Поста, знайденi дев’ять двооперацiйнi базиси: a1 =
{0, ⇒}, a2 = {0,⇐}, a3 = {¬, ∧}, a4 = {¬, ∨}, a5 = {¬, ⇒}, a6 = {0, ⇐},
a7 = {⊕, ⇒}, a8 = {⇒, ⇐}, a9 = {⇔, ⇔} i шiсть базисiв з трьома опе-
рацiями: b1 = {0, ∧, ⇔}, b2 = {0, ∨, ⇔}, b3 = {1, ∧, ⊕}, b4 = {1, ∨, ⊕},
b5 = {∧, ⊕, ⇔}, b6 = {∨, ⊕, ⇔}.

4. Клас функцiонально неповних алгебр. η0. Позначимо через η0 клас
нульбазисних алгебр (клас функцiонально неповних алгебр). У цей клас входять
вiсiмдесят вiсiм алгебр, якi зображенi у виглядi сигнатурного графа (рис. 3).

Рис. 3. Функцiонально неповнi алгебри класу η0.
З приведених означень 4, 9, 10 випливає наступне твердження.

Твердження 1. 1) l−базиснiсть алгебр класу η0 дорiвнює нулевi.
2) Потенцiал всiх ребер графа, зображеного на рис.3, дорiвнює нулевi.

До кожної вершини n−мiрного Ω−кубу веде n ребер (n = 9). Кiлькiсть ре-
бер, якi проведенi до кожної вершини графа, представленого на рис. 3, менша
нiж 9 (крiм тривiальної алгебри). Вiдсутнi ребра зв’язують цi алгебри з фун-
кцiонально повними алгебрами. Отже, має мiсце твердження.

Твердження 2. Тривiальна алгебра є єдиною внутрiшньою функцiонально
неповною алгеброю, а решта вiсiмдесят сiм алгебр є граничними.

З означення 9 слiдує, що в класi η0 чотири насиченi (передповнi) алге-
бри, а саме алгебри 27, 185, 296, 346 з вiдповiдними сигнатурами {0, 1, ∧, ∨},
{0, 1, ¬, ⊕, ⇔}, {0, 1, ¬, ⊕, ⇔}, {1, ∧, ∨, ⇒, ⇔}. З означень 6, 8 випли-
ває твердження.

Твердження 3. 1) Всi алгебри класу η0 є вiльними.
2) Ранг кожної алгебри Ui = 〈A, Ωi〉 ∈ η0 дорiвнює потужностi сигнатури

Ωi або номеру яруса, на якому знаходиться алгебра.

5. Функцiонально повнi алгебри. Розiб’ємо множину M1
2 = η0∪ η1∪ η2∪

∪. . .∪η15, де ηl−множина l−базисних алгебр, l = 0, 1, . . . , 15. Клас функцiональ-
но неповних алгебр η0 розглянутий вище. Дослiдимо клас однобазисних алгебр

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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η1. Потужнiсть цього класу дорiвнює 72. Ω−граф класу η1, представлений на
рис. 4.

Рис. 4. Граф однобазисних алгебр η1 класу M1
2.

Iз наведеного рисунка видно, що алгебри розташувались по ярусах насту-
пним чином:
1) другий ярус включає дев’ять канонiчних ненасичених алгебр з двоопера-

цiйними базисами;
2) третiй ярус мiстить шiсть канонiчних ненасичених алгебр з триоперацiйни-

ми базисами, тридцять вiльних алгебр, якi отриманi з вiдповiдних алгебр
другого ярусу шляхом розширення сигнатури на одну операцiю. Оскiльки
базиснiсть цих алгебр така сама як у сумiжних алгебр другого ярусу, то цi
алгебри мають ранг 1, а ребра, що їх з’єднують мають потенцiал 0;

3) четвертий ярус включає двадцять п’ять вiльних алгебр, ранг яких рiвний
двом; насиченими є всi алгебри цього ярусу, крiм алгебр з номерами 178,
308, 402, 404, 418, 420;

4) п’ятий ярус мiстить двi вiльнi алгебри 434, 436 з рангом три, i цi алгебри є
насиченими.
Таким чином, з проведеного аналiзу для канонiчних алгебр класу η1 має

мiсце твердження.

Твердження 4. Клас алгебр η1 включає сiмдесят двi алгебри, серед яких:
1) п’ятнадцять канонiчних алгебр, з яких двi насиченi канонiчнi, двадцять

одна насичена вiльна алгебра;
2) п’ятдесят сiм вiльних алгебр, з яких тридцять рангу один, двадцять

п’ять рангу два, i двi алгебри рангу три.
На Ω−графах, приведених для класiв ηl, l = 0, 1, . . . , 6, тип алгебри легко

розпiзнати за описаними нижче ознаками.
Канонiчнi алгебри.Оскiльки на рисунках 4-9 зображенi тiльки ребра з потен-

цiалом 0, якi збiльшують ранг алгебр, то канонiчнi алгебри не мають сумiжних
алгебр нижчого ярусу (до цих алгебр знизу не має ребер). Якщо в канонiчнiй
алгебрi є верхнi ребра, то вона є ненасиченою. Якщо алгебра не має ребер, то
вона зображається як iзольована точка i є канонiчною насиченою алгеброю.

Вiльнi алгебри. Алгебра є вiльною, якщо до неї входять ребра з алгебр ниж-
чого ярусу i насиченою, якщо з неї не виходять ребра до алгебр вищого ярусу.
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6. l−базиснi алгебри. Клас η2 мiстить сто п’ять алгебр. На третьому
ярусi знаходяться чотирнадцять канонiчних ненасичених алгебр, на четверто-
му – чотирнадцять канонiчних насичених, дванадцять канонiчних ненасиче-
них та тридцять п’ять вiльних ненасичених алгебр рангу один. П’ятий ярус
мiстить тридцять вiльних насичених алгебр рангу два. На рисунках 5-9 наве-
денi Ω−графи для класiв ηl, l = 2, 3 . . . , 6.

Рис. 5. Граф алгебр η2 класу M1
2.

Рис. 6. Граф алгебр η3 класу M1
2.

Рис. 7. Граф алгебр η4 класу M1
2.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 8. Граф алгебр η5 класу M1
2.

Рис. 9. Граф алгебр η6 класу M1
2.

Множини алгебр класiв η7-η15 є канонiчними насиченими алгебрами i їх гра-
фи мiстять тiльки iзольованi точки:

η7 = {95, 111, 222, 238, 343, 359, 247, 382, 463, 475, 477, 491, 493, 499, 502, 508} ,

η8 = {191, 253, 319, 379, 415, 431, 443, 445, 471, 478, 487, 494, 505} ,

η9 = {127, 223, 239, 251, 254, 351, 367, 375, 381} , η10 = {503, 510} ,

η11 = {447, 479, 495, 507, 509} , η12 = {255, 383} , η15 = {511} .

Iз наведених вище результатiв випливають твердження.

Твердження 5. У класi алгебр M1
2 iснує чотириста двадцять чотири фун-

кцiонально повнi алгебри.

У таблицi 1 наведено число l−базисних алгебр, l = 1, 2, . . . , 15 i їх розташу-
вання по ярусах Ω−кубу.

Таблиця 1

Базис 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15
К-сть/
Ярус

72 105 66 57 39 37 16 13 9 2 5 2 1

2 9
3 36 14 1
4 25 61 18 6
5 2 30 38 39 15
6 9 12 24 33 6
7 4 10 13 9
8 2 5 2
9 1
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Наприклад, на п’ятому ярусi Ω−кубу знаходяться двi однобазиснi, тридцять
двобазисних, тридцять вiсiм трибазисних, тридцять дев’ять чотирибазисних i
п’ятнадцять п’ятибазисних алгебр. Трибазиснi алгебри розташованi наступним
чином: одна алгебра на третьому ярусi, вiсiмнадцять – на четвертому, тридцять
вiсiм – на п’ятому та дев’ять – на шостому ярусi.

Твердження 6. У класi алгебр M1
2 iснує двiстi шiстдесят п’ять канонi-

чних алгебр.

Цi алгебри утворюють сигнатурну решiтку, яка зображена на рис. 10, i у
таблицi 2 наведено їх розподiл за числом базисiв.

Таблиця 2

Базис 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15
Кiлькiсть
алгебр

15 40 39 49 39 35 16 13 9 2 5 2 1

Рис. 10. Канонiчнi алгебри класу M1
2.

Всi функцiонально неповнi алгебри є вiльними алгебрами з рангом, що до-
рiвнює потужностi сигнатури.

Твердження 7. У класi алгебр M1
2 iснує двiстi сорок сiм вiльних алгебр.

Розподiл цих алгебр за вiдповiдними рангами наведено у наступнiй таблицi.

Таблиця 3

Ранг 0 1 2 3 4 5 6
Кiлькiсть 88 57 65 27 8 - 2

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Вiльнi алгебри класу M1
2 утворюють сигнатурний граф (рис. 11), який може-

мо отримати з сигнатурного кубу множин M1
2 вiдтинанням канонiчних алгебр.

Рис 11. Вiльнi алгебри класу M1
2.

Розглянемо узагальнення результатiв, отриманих для класу M1
2 на класи

M2
2, M3

2, M4
2, тобто на клас M2. Клас алгебр M2

2 утворюють 11-мiрнi вектори з
фiксованими десятою одиничною координатою i одинадцятою нульовою коор-
динатою, з яких будується 9-мiрний Ω−куб, аналогiчний Ω−кубу класу M1

2. Для
кожної k−базисної алгебри з класу M2, iснує єдина вiдповiдна k + 1−базисна
алгебра класу M1

2 (у вiдповiдних алгебрах першi дев’ять координат спiвпада-
ють).

Аналогiчнi мiркування можна провести i для алгебр класiв M3
2 i M4

2. Для
алгебр класу M3

2 базиснiсть алгебр у порiвняннi з M1
2 збiльшиться на 2. Щоб

визначити скiльки k−базисних алгебр є у класi M2, потрiбно скористатися фор-
мулою: |ηk|+ 2 |ηk−1|+ |ηk−2|, де |ηk| −кiлькiсть k−базисних алгебр у класi M1

2.

Твердження 8. У класi алгебр M2 з 2048 алгебр iснує 88 функцiонально
неповних, а розпродiл функцiонально повних алгебр наведений у таблицi 4.

Таблиця 4

Базис 1 2 3 4 5 6 7 8
К-сть 248 337 348 294 219 172 129 82

Базис 9 10 11 12 13 14 15 16 17
К-сть 51 33 18 14 9 2 1 2 1

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 37, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



166 I. А. МИЧ, В. В. НIКОЛЕНКО, О. В. ВАРЦАБА

7. Висновки. Дослiдження теорiї булевих функцiй є актуальним напрям-
ком у сучаснiй дискретнiй математицi. У данiй роботi проведенi дослiдження
для класу унiверсальних алгебр, операцiї яких мають арнiсть не бiльше двох.
Побудована сигнатурна решiтка класу алгебр M2, потужнiсть якого 2048. Ви-
вчена базиснiсть цих алгебр, побудованi сигнатурнi графи для алгебр фiксова-
ної базисностi.
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Mych I. A., Nykolenko V. V., Vartsaba O. V. Investigation of signature cube
of universal boolean algebra.

In this paper, the theory of Boolean functions from the point of view of universal
Boolean algebras is considered. The present article uses the terminology of well-known
authors Kurosh, Maltsev, Post and others. In addition, the paper introduces new concepts
such as universal Boolean algebra, l−basic algebras, free and canonical algebras. The class
of universal Boolean algebras M2 is also studied, the signature of which includes all single
and double operations of two-valued logic. Introducing the concept of the order of equation
of algebra signatures were obtained representations of algebras in the form of an 11-digit
signature cube. In this paper, cube has been divided into four nine-dimensional cubes M1

2,
M2

2, M3
2, M4

2. A class M1
2 contains of functionally complete algebras η0 and a signature

graph of this class is constructed, and investigation of these algebras is performed. The class
of all functionally complete algebras have been divided into fifteen classes η1, η2, . . . , η15
and the signature graphs of each of these classes were constructed. The structure and types
of algebras of these classes were studied. All functionally complete algebras of a class M1

2

have been represented in the form of a signature graph.
The power of a class M1

2 and the distribution of algebras in tiers has been established,
and a signature graph of canonical algebras of this class has been constructed. The distri-
bution of 259 free algebras on the tiers of the Ω−cube is given and a signature graph of
the class of free algebras is constructed.

The obtained results are generalized to classes M1
2, M2

2, M3
2, M4

2. Based on these results,
the distribution 2048 algebras of class M2 relative to the basicity on the tiers of the Ω−cube
is performed.

Keywords: Boolean operations, signature cube, basics of algebras.
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ПРО IСНУВАННЯ I ОПТИМАЛЬНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ
ВЕКТОРНОЇ ЗАДАЧI ЛЕКСИКОГРАФIЧНОЇ ОПУКЛОЇ
ОПТИМIЗАЦIЇ З ЛIНIЙНИМИ ФУНКЦIЯМИ КРИТЕРIЇВ

Серед векторних задач лексикографiчнi задачi утворюють досить широкий i ва-
жливий клас задач оптимiзацiї. Лексикографiчне впорядкування використовується
для встановлення правил субординацiї й прiоритету. Тому значна кiлькiсть задач, в
тому числi задачi оптимiзацiї складних систем, задачi стохастичного програмуван-
ня в умовах ризику, задачi динамiчного характеру та iн., можна подати у виглядi
лексикографiчних задач оптимiзацiї. Встановлено умови iснування та оптимальностi
розв’язкiв багатокритерiальних задач лексикографiчної оптимiзацiї з необмеженою
множиною допустимих розв’язкiв на основi використання властивостей рецесивного
конусу опуклої допустимої множини, конусу, що лексикографiчно впорядковує її вiд-
носно критерiїв оптимiзацiї та локальних шатрiв, що будуються в граничних точках
допустимої множини. Отриманi умови можна успiшно використовувати при розробцi
алгоритмiв пошуку оптимальних розв’язкiв зазначених задач лексикографiчної опти-
мiзацiї.

Ключовi слова: лексикографiчна оптимiзацiя, векторний критерiй, iснування розв’яз-
кiв, умови оптимальностi, множина Парето, множина Слейтера.

1. Вступ. Лексикографiчний пiдхiд до розв’язання багатокритерiальних задач
полягає в строгому ранжируваннi критерiїв за вiдносною важливiстю i дозволяє
домогтися оптимiзацiї бiльш важливого критерiю за рахунок будь-яких втрат
за всiма iншими менш важливими критерiями. Найчастiше такi багатокрите-
рiальнi задачi виникають при послiдовному введеннi додаткових критерiїв у
звичайнi скалярнi задачi оптимiзацiї, якi можуть мати не єдиний розв’язок.
Задачi лексикографiчної оптимiзацiї виникають також при моделюваннi iєрар-
хiчних структур, у стохастичному програмуваннi, при розв’язаннi деяких задач
динамiчного характеру тощо [1-3]. У лексикографiчному виглядi можна подати
векторнi задачi динамiчного характеру, якi полягають у послiдовному дося-
гненнi часткових цiлей. У лексикографiчнiй постановцi формулюються задачi
оптимiзацiї складних систем, якi полягають iз взаємозалежних пiдсистем, що
вiдносяться до рiзних iєрархiчних рiвнiв.

До можливих методiв розв’язання таких задач вiдноситься використання
схеми скаляризацiї або згортки векторного критерiю для одноетапного розв’я-
зання [1, 2]. У [2] для вiдшукання лексикографiчного оптимуму лiнiйних бага-
токритерiальних задач оптимiзацiї було запропоновано використання симплекс-
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методу. У [4, 5] задача лексикографiчної оптимiзацiї з лiнiйними обмеження-
ми зводиться до послiдовностi лiнiйних лексикографiчних задач шляхом апро-
ксимацiї функцiй критерiїв. У [6] представлено алгоритм, що дозволяє звести
розв’язання вхiдної задачi лексикографiчної оптимiзацiї за допомогою апро-
ксимацiї допустимої множини до розв’язання послiдовностi лексикографiчних
задач лiнiйного програмування. В однокритерiальнiй оптимiзацiї ряд алгори-
тмiв пошуку екстремуму побудовано на використаннi апарата теорiї двоїстостi.
Це питання є цiкавим i для задач багатокритерiальної оптимiзацiї. У статтi [7]
дослiджуються опуклi квадратичнi задачi лексикографiчної оптимiзацiї на мно-
жинi, заданiй системою лiнiйних нерiвностей, i питання побудови двоїстих до
них задач. Двоїстi задачi до вхiдної будуються за допомогою вiдображення Ла-
гранжа, де множники Лагранжа – це векторнi змiннi, множиною значень ко-
жної з яких є множина векторiв простору, розмiрнiсть якого рiвна кiлькостi
часткових критерiїв з введеним на ньому лексикографiчним порядком. Метою
дослiджень, представлених в данiй статтi, є встановлення умов iснування опти-
мальних розв’язкiв багатокритерiальних задач лексикографiчної оптимiзацiї з
необмеженою допустимою множиною та умов оптимальностi розв’язкiв на осно-
вi використання властивостей рецесивного конусу опуклої допустимої множи-
ни [8], конусу, що лексикографiчно її впорядковує вiдносно критерiїв оптимiза-
цiї [2] та локальних шатрiв [9] в граничних точках допустимої множини.

2. Постановка задачi. У критерiальному просторi Rl вводиться бiнар-
не вiдношення лексикографiчного порядку векторiв z = (z1, z2, . . . , zl) i z′ =
(z′1, z

′
2, . . . , z

′
l) таке, що z ≥L z′ ⇔ (z = z′) ∨ (∃j ∈ Nl : ∀i ∈ Nj−1(zj > z′j, zi = z′i)),

де N0 = ∅.
Розглянемо задачу лексикографiчної оптимiзацiї наступного вигляду:

ZL(F,X) : max L{F (x) |x ∈ X},

де F (x) = (f1, f2, . . . , fl), l ≥ 2, fk(x) = 〈ck, x〉, ck ∈ Rn, k ∈ Nl = {1, 2, . . . , l},
X = {x ∈ Rn|gi(x) ≤ 0, x ≥ 0, i ∈ Nm}, gi(x), i ∈ Nm, – опуклi функцiї. В зада-
чi лексикографiчної оптимiзацiї частковi критерiї впорядкованi за важливiстю.
При цьому виникає поняття лексикографiчного оптимуму.

Означення 1. Вектор x лексикографiчно переважає вектор x′, коли ви-
конується одна з l умов:
1) f1(x) > f1(x′);
2) f1(x) = f1(x′), але f2(x) > f2(x′);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
l) fj(x) = fj(x

′), j = 1, 2, . . . , l − 1, але fl(x) > fl(x
′).

Означення 2. Вектор x еквiвалентний вектору x′, коли за кожним кри-
терiєм вектори x та x′ мають однаковi оцiнки, при цьому x 6= x′.

Пiд розв’язанням задачi ZL(F,X) будемо розумiти пошук елементiв мно-
жини L(F,X) лексикографiчних оптимальних розв’язкiв, яку задамо в такий
спосiб:

L(F,X) = {x ∈ X|υ(x, F,X) = ∅},

де υ(x, F,X) = {x′ ∈ X|∃j ∈ Nl : fj(x
′) > fj(x)∧j = min{i ∈ Nl : fi(x

′) 6= fi(x)}}.
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Безпосередньо з означення лексикографiчно оптимальних розв’язкiв випли-
ває, що множину L(F,X) можна задати за допомогою рекурентних спiввiдно-
шень. Таким чином,

Li(F,X) = Argmax{fi(x) : x ∈ Li−1(F,X), i ∈ Nl}, (1)

де Argmax{·} – множина всiх оптимальних розв’язкiв вiдповiдної задачi макси-
мiзацiї, L0(F,X) = X, Ll(F,X) = L(F,X).

Iз спiввiдношень (1) випливає справедливiсть включень послiдовностi мно-
жин

X ⊇ L1(F,X) ⊇ L2(F,X) ⊇ . . . ⊇ Ll(F,X) = L(F,X),

тобто кожен наступний частковий критерiй звужує множину розв’язкiв, отри-
маних з урахуванням всiх попереднiх часткових критерiїв.

Як вiдомо [1, 2], множина L(F,X) може бути визначена, як результат розв’я-
зання послiдовностi l скалярних задач ZLi(F,X), i ∈ Nl опуклого програмуван-
ня з лiнiйними цiльовими функцiями. Отже, задачу ZL(F,X) можна розглядати
як задачу послiдовної оптимiзацiї.

Вiдзначимо важливу властивiсть задач ZLi(F,X), i ∈ Nl, [8]: будь-який ло-
кальний мiнiмум (максимум) є глобальним мiнiмумом (максимумом).

Очевиднi наступнi властивостi.
Властивiсть 1. Якщо для допустимого розв’язку x0 ∈ X ∀x ∈ X \ {x0}

виконується нерiвнiсть f1(x) < f1(x0), то x0 ∈ L(F,X).
Властивiсть 2. Якщо для допустимого розв’язку x ∈ X ∃x′ ∈ X \ {x}

такий, що f1(x′) > f1(x), то x /∈ L(F,X).
Згiдно [2] введемо означення.

Означення 3. Вектор z ∈ Rl називається лексикографiчно додатним,
якщо перший його ненульовий компонент у порядку зростання iндексiв ком-
понентiв є додатним.

Будемо позначати лексикографiчну додатнiсть вектора z ∈ Rl як: z >L 0,
тут (>L) – знак вiдношення лексикографiчно бiльше.

Вектор z ∈ Rl лексикографiчно бiльше вектора y ∈ Rl z >L y, якщо вектор
(z − y) лексикографiчно додатний, (z − y) >L 0. При такому упорядкуваннi
будь-якi два вектори однiєї розмiрностi порiвнюванi мiж собою.

Отже, для будь-яких векторiв a, b ∈ Rl a >L b тодi й тiльки тодi, коли iснує
iндекс 1 ≤ i ≤ l, такий, що ai > bi, i якщо i > 1, то ak = bk, k = 1, 2, . . . , i − 1.
Вектор a лексикографiчно не менше вектора b, a ≥L b, якщо a >L b або a = b,
(≥L) – знак вiдношення лексикографiчно не менше.

Означення 4. Розв’язок x∗ ∈ X задачi ZL(F,X) будемо називати лекси-
кографiчно оптимальним, якщо вiн не гiрше будь-якого iншого допустимого
розв’язку y ∈ X в розумiннi вiдношення ≥L, тобто якщо F (x∗)− F (y) ≥L 0.

Отже, для довiльного x ∈ X справедливе твердження

x ∈ L(F,X)⇔ {y ∈ X|F (y) >L F (x)} = ∅.

У лексикографiчнiй задачi оптимiзацiї досягають як завгодно малого при-
росту бiльш важливого критерiю за рахунок будь-яких втрат за iншими менш
важливими критерiями.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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3. Iснування лексикографiчно оптимальних розв’язкiв. Iснування
оптимальних розв’язкiв на допустимiй множинi X i структура множини опти-
мальних розв’язкiв залежать вiд властивостей порядку вiдношення переваги,
структури допустимої областi X, природи її елементiв та iн. Згiдно [2] скiн-
ченнiсть множини X є достатньою умовою iснування оптимальних розв’язкiв
лексикографiчної задачi оптимiзацiї. Також множина L(F,X) не порожня, якщо
множина векторних оцiнок Y = {F (x)|x ∈ X} обмежена i замкнена. Однак у
випадку нескiнченної допустимої областi X множина лексикографiчно опти-
мальних розв’язкiв може бути порожньою.

Актуальним є вивчення питань можливостi розв’язання лексикографiчних
задач векторної оптимiзацiї, у яких множина допустимих розв’язкiв необмежена
i опукла.

Необмеженiсть опуклої множини X означає, що 0+X \ {0} /∈ ∅, де 0+X =
= {y ∈ Rn|∀x ∈ X : x + ty ∈ X, t ≥ 0} – рецесивний конус множини X. Ана-
лiз задачi ZL(F,X) проведемо з урахуванням властивостей рецесивного конусу
0+X [8] й конусу KL = {x ∈ Rn|Cx >L 0}, що лексикографiчно впорядковує
допустиму множину вiдносно критерiїв оптимiзацiї, який назвемо також кону-
сом перспективних [10] лексикографiчних напрямкiв задачi ZL(F,X), оскiльки
перехiд з будь-якої точки x1 ∈ Rn в точку x2 = x1 + y, де y належить конусу
KL, приводить до нерiвностi Cx2 >

L Cx1, тобто до лексикографiчного зростан-
ня значень векторного критерiю задачi.

Конус KL, що визначає лексикографiчний порядок у просторi Rl, є опуклим
конусом напрямкiв лексикографiчно додатних векторiв i його можна подати у
виглядi об’єднання множин, що не перетинаються:

KL = K1 ∪K2 ∪ . . . ∪Kl,

де K1 = {x ∈ Rn|c1x > 0},
K2 = {x ∈ Rn|c1x = 0, c2x > 0},
. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .
Kl = {x ∈ Rn|c1x = 0, c2x = 0, . . . , cl−1x = 0, clx > 0}.

Для довiльного x ∈ X iстинне висловлювання [2]:

x ∈ L(F,X)⇔ (x+KL) ∩X = ∅. (2)

Продовжуючи дослiдження питань iснування рiзних видiв оптимальних
розв’язкiв векторних задач оптимiзацiї [11-14], розпочатi в роботi [2] для ле-
ксикографiчних задач, розглянемо необхiднi й достатнi умови iснування лекси-
кографiчно оптимальних розв’язкiв задачi ZL(F,X).

У випадку опуклої замкненої необмеженої допустимої множини X задачi
ZL(F,X) справедлива теорема.

Теорема 1. Необхiдною умовою iснування лексикографiчно оптимальних
розв’язкiв задачi ZL(F,X) є порожнiй перетин конуса KL перспективних ле-
ксикографiчних напрямкiв i рецесивного конуса 0+X, тобто

KL ∩ 0+X = ∅. (3)
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Доведення. Припустимо вiд супротивного, що множина L(F,X) 6= ∅, але
не виконується умова (3), тобто перетин конусiв KL та 0+X не порожнiй: KL ∩
∩ 0+X 6= ∅. Тодi ∀x ∈ X справедливi спiввiдношення:

(x+KL) ∩X ⊇ (x+KL) ∩ (x+ 0+X) = x+ (KL ∩ 0+X) 6= ∅.

Враховуючи формулу (2), можна зробити висновок, що множина L(F,X) = ∅.
Але це суперечить умовi теореми й тим самим доводить її справедливiсть.

Обернене твердження теореми в загальному випадку не є вiрним. У моно-
графiї [2:113] наведено приклад, у якому для допустимої множини виконана
умова (3), але множина її крайнiх точок є необмеженою, i в результатi множи-
на L(F,X) = ∅.

Напрямок лексикографiчно додатного вектора будемо називати лексикогра-
фiчно додатним напрямком.

Справедлива теорема.
Теорема 2 [2:113]. Нехай V – непорожня множина крайнiх точок опуклої

замкненої множини X. Якщо V – обмежена множина, то множина X має
лексикографiчний максимум тодi й тiльки тодi, коли вона обмежена за всiма
лексикографiчно додатними напрямками.

В наших позначеннях за умов теореми 2 множина L(F,X) не порожня тодi
й тiльки тодi, коли виконується умова (3).

У випадку опуклої необмеженої i багатогранної множини X справедливий
наслiдок з теореми 2.

Наслiдок 1 [2:114]. Замкнена опукла багатогранна множина має лексико-
графiчний максимум тодi й тiльки тодi, коли вона обмежена за всiма лекси-
кографiчно додатними напрямками.

З теореми 1 та наслiдку з теореми 2 випливає справедливiсть наступної те-
ореми.

Теорема 3. Нехай допустима множина задачi є замкненою опуклою бага-
тогранною множиною. Необхiдною i достатньою умовою iснування лексико-
графiчно оптимальних розв’язкiв цiєї задачi є виконання рiвностi (3).

Зазначимо, що умова багатогранностi опуклої замкненої необмеженої мно-
жини X є iстотною для ствердження того факту, що умова (3) є необхiдною й
достатньою умовою iснування лексикографiчно оптимальних розв’язкiв задачi
ZL(F,X).

4. Умови оптимальностi розв’язкiв. Як вiдомо [3,10-14], якщо критерiї
векторної задачi є рiвноважливими, пiд розв’язанням векторної задачi звичайно
розумiють знаходження деякої пiдмножини однiєї з таких множин: P (F,X) усiх
Парето-оптимальних (ефективних) розв’язкiв, Sl(F,X) оптимальних за Слей-
тером розв’язкiв. Справедливi твердження ∀x ∈ X:

x ∈ P (F,X)⇔ {y ∈ X|F (y) ≥ F (x), F (y) 6= F (x)} = ∅

x ∈ Sl(F,X)⇔ {y ∈ X|F (y) > F (x)} = ∅.
Очевидно, що L(F,X) ⊆ P (F,X) ⊆ Sl(F,X).
Як вiдомо з теореми 1 з [3:163], у зв’язку з лiнiйнiстю функцiй критерiю

задачi ZL(F,X) та незалежно вiд структури допустимої множини X Парето-
оптимальнi i оптимальнi за Слейтером розв’язки можуть або складати всю
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допустиму множину, або знаходитись лише на її границi. Тому, враховуючи
включення L(F,X) ⊆ P (F,X) ⊆ Sl(F,X) при встановленнi необхiдних i доста-
тнiх умов лексикографiчної оптимальностi розв’язкiв задачi будемо розглядати
лише граничнi точки множини X.

Позначимо FrB пiдмножину граничних точок деякої множини B. Нехай
y ∈ FrX. Введемо до розгляду такi множини: N(y) = {i ∈ Nm| gi(y) = 0},
X(y) = {x ∈ Rn| gi(x) ≤ 0, i ∈ N(y)}. Крiм того, якщо gi(x), i ∈ N(y), –
неперервно диференцiйовнi функцiї в Rn, визначимо множину

Q(y) = {x ∈ Rn| 〈∇gi(y), (x− y)〉 ≤ 0, i ∈ N(y)},

де ∇gi(y) – градiєнт функцiї fi(x) у точцi y, i ∈ N(y). Очевидно, що ∀y ∈ FrX :
N(y) 6= ∅, y + 0+X ⊆ X ⊆ X(y) ⊆ Q(y).

Теорема 4. Нехай y ∈ FrX. Якщо gi(x), i ∈ N(y), – неперервно диференцi-
йовнi функцiї, то спiввiдношення

KL ∩ (Q(y)− y) = ∅ (4)

є достатньою умовою для включення y ∈ L(C,X). Крiм того, якщо {5gi(y)|
i ∈ N(y)} – система лiнiйно незалежних векторiв, то спiввiдношення

K1 ∩ (Q(y)− y) = ∅ (5)

є необхiдною умовою для включення y ∈ L(C,X).
Доведення. Достатнiсть умов теореми стає очевидною, враховуючи вклю-

чення X ⊆ Q(y), а також формулу (2).
Необхiднiсть. Вимога лiнiйної незалежностi векторiв {5gi(y)|i ∈ N(y)} при-

водить до виконання спiввiдношень: intQ(y) 6= ∅, intQ(y) = riQ(y), де riB –
вiдносна внутрiшнiсть деякої множини B.

Нехай y ∈ L(C,X), тобто згiдно формулi (2)

(x+KL) ∩X = ∅. (6)

Припустимо (вiд супротивного), що спiввiдношення (5) не виконується, тоб-
то K1 ∩ (Q(y) − y) 6= ∅, звiдки за наслiдком 6.3.2 з [8] K1 ∩ int(Q(y) − y) 6= ∅.
Враховуючи також, що за умов даної теореми сума лiнiйних оболонок конусiв
K1 i (Q(y)− y) збiгається з Rn, i згiдно з теоремою 3.4 [15:31] робимо висновок
про невiдокремлюванiсть конусiв K1 ∪ {0} та int(Q(y) − y), що є локальними
шатрами [9, 15] у точцi y множин (y + K1) ∪ {y} та X вiдповiдно. Крiм того,
кожен iз цих локальних шатрiв не є лiнiйним пiдпростором в Rn, оскiльки точка
{0} ∈ Rn не належить їхнiм внутрiшностям, а також враховуючи теореми 1.1 та
6.1 з [8]. Тодi вiдповiдно до теореми 1.3 з [15:204] ((y+K1)∪{y})∩X\{y} 6= ∅, що
суперечить умовi (6) i тим самим доводить необхiднiсть виконання спiввiдно-
шення (5) для будь-якої лексикографiчно оптимальної граничної точки y ∈ X
за умов теореми. Доведення теореми завершено.

5. Висновки. Дослiдженi питання iснування та оптимальностi розв’язкiв
опуклих задач лексикографiчної оптимiзацiї з лiнiйними функцiями критерiїв
та необмеженiй допустимiй множинi. На основi проведеного аналiзу зазначе-
них задач з урахуванням властивостей конусiв перспективних лексикографi-
чних напрямкiв, рецесивних напрямкiв та локальних шатрiв у граничних то-
чках допустимої множини встановлено необхiднi та достатнi умови iснування
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та оптимальностi розв’язкiв дослiджених задач. Отриманi умови можна успi-
шно використовувати при розробцi алгоритмiв пошуку оптимальних розв’язкiв
зазначених задач лексикографiчної оптимiзацiї.
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Semenova N. V., Lomaha M. M. On existence and optimality of solutions of a
vector problem of lexicographic convex optimization with linear of criteria functions.

Vector problems lexicographic ones constitute a broad and significant class of problems
of optimization. Lexicographic ordering is applied to establish rules of subordination and
priority. Hence, a lot of problems including the ones of complex system optimization, of
stochastic programming under risk, of dynamic character, etc. may be presented in the
form of lexicographic problems of optimization. We have revealed conditions of existence
and optimality of solutions of multi-criteria problems of lexicographic optimization with
an unbounded set of feasible solutions on the basis of applying properties of a recession
cone of a convex feasible set, the cone which puts in order lexicographically of a feasible
set with respect to optimization criteria and local tent built at the boundary points of the
feasible set. Received conditions may be successfully used while developing algorithms for
finding optimal solutions of mentioned problems of lexicographic optimization.

Keywords: lexicographic optimization, vector criterion, existence of solutions, optimality
conditions, set of Pareto, set of Slater.
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НЕЧIТКЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОКАЗНИКIВ ФIНАНСОВОЇ
БЕЗПЕКИ ПIДПРИЄМСТВА

У сучасному глобалiзованому свiтi iснування будь-якої держави залежить вiд її
економiчної безпеки, яка є однiєю iз важливих компонент нацiональної безпеки краї-
ни в цiлому. Одним iз основних сегментiв економiчної безпеки, який вагомо впливає на
її рiвень, виступає фiнансовий сегмент, тобто сукупнiсть фiнансових показникiв суб’є-
кта економiчного господарювання, якi об’єднуються в глобальний показник. Прогно-
зування цього показника є складним аналiтично-розрахунковим процесом i потребує
детального дослiдження тенденцiй розвитку та передбачення впливу складових дослi-
джуваного фактору на рiвень економiчної безпеки держави.

Визначення рiвня економiчної безпеки держави в цiлому не мислиме без викори-
стання комп’ютерних технологiй в основi яких лежить iнтелектуальний аналiз даних.
Розробка вiдповiдних моделей i методiв обробки iнформацiї безпосередньо зв’язана
iз знаннями про конкретну предметну область, для якої створюється iнтелектуаль-
на система, рiдко бувають повними й абсолютно достовiрними. Навiть кiлькiснi данi,
отриманi шляхом досить точних експериментiв, мають статистичнi оцiнки вiрогiдно-
стi, надiйностi, значимостi, неточностi i т.д. Поряд iз кiлькiсними характеристиками
в базах знань iнтелектуальних систем повиннi зберiгатися якiснi показники, евристи-
чнi правила, текстовi знання i т.д. При обробцi знань iз застосуванням механiзмiв
формальної логiки виникає протирiччя мiж нечiткими знаннями i чiткими методами
логiчного виведення. Розв’язати це протирiччя можна шляхом використання спецi-
альних методiв подання й обробки нечiтких знань.

Метою даної роботи є розроблення моделi подання оцiнок показникiв об’єкта еко-
номiчного господарювання, враховуючи рiзнi характеристики, що оцiнюються за кiль-
кiсними показниками, i на основi рiзних нечiтких моделей представлення знань у вiд-
повiднiй предметнiй областi.

Ключовi слова: фiнансова безпека, нечiтка модель, функцiя належностi, показники
ефективностi.

1. Вступ. Застосування комп’ютерних технологiй у рiзних сферах людської
дiяльностi супроводжується розробкою iнтелектуальних систем, якi використо-
вують зв’язок знань у загальному випадку з навколишнiм свiтом. Постановка i
розв’язання будь-якої задачi зв’язана з конкретними предметними областями,
якi, як звичайно, є погано або слабко структурованими.
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Нечiтке математичне моделювання являється одним iз найбiльш перспе-
ктивних i активних напрямiв прикладних дослiджень в областi управлiння i
прийняття рiшень у слабко структурованих системах. З кожним роком дiапа-
зон застосування нечiтких моделей та методiв розширюється, охоплюючи рiзнi
новi областi. Суть нечiткого математичного моделювання полягає в тому, що
елементами дослiдження являються не числа, а деякi нечiткi множини або їх
поєднання. В основi такого пiдходу лежить не традицiйна логiка, а логiка з
нечiткою iстиннiстю, нечiткими зв’язками i нечiткими правилами виводу.

Значна кiлькiсть важливих проблем пiдтримки прийняття управлiнських
рiшень, що виникають у рiзних сферах людської дiяльностi, зводиться до задач
оцiнки рiзного роду явищ i процесiв. При проектуваннi i управлiннi складною
соцiо-економiчною системою виникає проблема, коли людина не здатна дати
точнi i саме тодi практичнi значення суджень про їх поведiнку.

2. Постановка проблеми. На сьогоднiшнiй день вiдсутнє єдине унiвер-
сальне визначення сутностi та структури економiчної безпеки. Категорiя «без-
пека» характеризується як одна з невiд’ємних рис стабiльного функцiонуван-
ня соцiо-економiчної системи в цiлому її життєдiяльностi, стабiльного розви-
тку та стiйкостi до зовнiшнiх i внутрiшнiх подразникiв. Фiнансова безпека – це
складова економiчної безпеки, яка являє собою такий стан пiдприємства, що:
дозволяє забезпечити фiнансову стiйкiсть, платоспроможнiсть, лiквiднiсть i до-
статню фiнансову незалежнiсть пiдприємства в довгостроковому перiодi; забез-
печує оптимальне залучення та ефективне використання фiнансових ресурсiв
пiдприємства; дозволяє iдентифiкувати небезпеки i загрози стану пiдприємства
та розробляти заходи для їх вчасного усунення; дозволяє самостiйно розробля-
ти та впроваджувати фiнансову стратегiю; має бути оцiнена кiлькiсними та
якiсними показниками, якi мають граничнi значення[1].

Проблема забезпечення фiнансової безпеки є актуальною для будь-якого су-
б’єкта господарювання, оскiльки вiн постiйно перебуває в станi впливу великої
кiлькостi та рiзноманiтностi загроз, що здатнi зруйнувати стабiльне функцiо-
нування пiдприємства через порушення фiнансової безпеки. Так, безладне по-
зичання коштiв рано чи пiзно призведе до того, що обсяг позикових засобiв пе-
ревищить реальнi можливостi пiдприємства розраховуватись iз кредиторами.
Це означає втрату фiнансової стiйкостi, що може бути виявлено за балансом
компанiї.

Останнiм часом увага вчених все бiльше зосереджується саме на проблемi
забезпечення фiнансової безпеки пiдприємства. Це, передусiм, зумовлено тим,
що саме пiдприємства здiйснюють безпосереднiй вплив на формування бiльшої
частини валового внутрiшнього продукту держави, а також створюють матерi-
альне пiдґрунтя для її розвитку, забезпечуючи формування доходної частини
бюджетiв через податкову систему. Фiнансова безпека компанiї є iнтегральною
характеристикою здатностi пiдприємства протистояти iснуючим i виникаючим
внутрiшнiм й зовнiшнiм небезпекам i загрозам, спроможностi системи управлi-
ння забезпечувати й пiдтримувати фiнансову рiвновагу, стiйкiсть, платоспро-
можнiсть та лiквiднiсть в поточному i перспективному перiодах.

Покращення показникiв економiчної дiяльностi суб’єктiв господарювання
залежить вiд складових якiсного i кiлькiсного характеру та функцiональних
складових економiчної безпеки. Функцiональними складовими вважаються фi-
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нансова, iнтелектуальна, кадрова, технiко-технологiчна, полiтико-правова, iн-
формацiйна, соцiальна безпеки. Кожна функцiональна складова несе в собi вла-
сний змiст, систему критерiїв оцiнювання та методи забезпечення своєї мети.

Головним завданням формування структури економiчної безпеки є розро-
блення планiв на майбутнє та монiторинг їх реалiзацiї. Для цього необхiдно
розробити методику аналiтичного прогнозування всiх функцiональних складо-
вих економiчної безпеки i зокрема фiнансової безпеки об’єкта економiчного го-
сподарювання.

Для визначення фактичного рiвня фiнансової економiчної безпеки викори-
стовується аналiтична iнформацiя функцiонування пiдприємства, яка дозволяє
побачити стан як на даний момент часу, так i в перспективi.

Загальна постановка проблеми (завдання) може бути представлена на-
ступним чином. Нехай для певного суб’єкта економiчного господарювання вi-
дома множина кiлькiсних i якiсних показникiв його функцiонування, а також
вiдома iсторiя цих показникiв за певнi перiоди часу. Виникає завдання перед-
бачити оцiнку рiвня економiчної безпеки даного суб’єкта господарювання.

Для вирiшення даної проблеми потрiбно вирiшити низку задач (завдань).
Пропонується наступна схема вирiшення проблеми, яка складається iз суку-
пностi послiдовних етапiв, на кожному iз яких розв’язується конкретний клас
задач.

На першому етапi розв’язується клас задач передбачення. Тобто, на основi
iсторiї показникiв за певнi перiоди часу прогнозуються значення цих показникiв
на майбутнi перiоди з використанням моделей та методiв регресiйного аналiзу
i машинного навчання [2].

На другому етапi розв’язується задача фазифiкацiї показникiв (критерiїв)
ефективностi за допомогою апарату нечiткої математики [3].

Третiй етап включає агрегацiю показникiв представлених у виглядi нечiтких
чисел у певнi групи (кластери). Тут використовуються моделi та методи вибору
вагових коефiцiєнтiв i згорток.

На наступному етапi за допомогою методiв логiчного виведення визначає-
ться нечiтка оцiнка, яка є iнтегрованим показником.

На кiнцевому етапi отримана нечiтка оцiнка дефазифiкується у чiтке значе-
ння i визначається її рiвень.

У данiй роботi пропонується пiдхiд розв’язання задачi фазифiкацiї показни-
кiв (критерiїв) ефективностi господарювання пiдприємства за допомогою теорiї
нечiтких множин.

3. Огляд лiтератури. Зараз, пiд час пандемiї коронавiрусної iнфекцiї
(COVID-19), проблема оцiнки рiвня фiнансової безпеки пiдприємства є однi-
єю з найбiльш актуальних. Серед вчених, котрi дослiджують фiнансовий стан
та безпеку пiдприємств, можна вiдмiтити: К.С. Горячеву [4], А.В. Матвiйчука
[5,6], Т. О. Мелiхову [7], А.О. Недосєкiна [8], Н.Н. Пойда-Носик [9,10], О.П. Ро-
тштейн [11], В.Г. Чернов [12], якi у своїх дослiдженнях використовують i теорiю
нечiтких множин.

4. Методи i матерiали. Сформулюємо постановку задачi оцiнювання на-
ступним чином. Нехай на входi маємо деякий об’єкт дослiдження O, який оцi-
нюється за багатьма показниками K = (K1, K2, . . . , Km). Показники K можуть
представляти собою цiлу систему критерiїв та моделей. Кожен показник є кiль-
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кiсною оцiнкою, отримання якої можливо, наприклад, за допомогою моделей
фiнансової звiтностi.

Представимо пiдхiд щодо моделювання показникiв визначення фiнансової
безпеки пiдприємства на основi iнструменту нечiткої математики [13.14] i побу-
дови їх функцiй належностi. Розглядається випадок, коли iснують як кiлькiснi,
так i якiснi критерiї оцiнок. У такому разi, пропонується методика формалi-
зацiї критерiїв оцiнки за допомогою функцiй належностi. Приведемо найбiльш
вживанi види функцiї належностi, якi можуть задавати множину критерiїв для
розглядуваної задачi. Розiб’ємо множину критерiїв на групи вiдносно описан-
ня тим чи iншим видом функцiї належностi. Розробимо iнтегральну модель,
на основi функцiй належностi, яка буде визначати рiвень економiчної безпеки
пiдприємства.

Вхiдними даними, якi закладенi в методику, являється система якiсних та
кiлькiсних показникiв акцiонерних товариств [10], що були ретельно вiдiбранi
на основi нормативних документiв та праць вiтчизняних i зарубiжних авторiв,
а також на основi опитування керiвникiв пiдприємств. Всi критерiї несуть у собi
певний суб’єктивiзм, невизначенiсть даних та iнформацiї i виникає необхiднiсть
об’єднання кiлькiсної та якiсної iнформацiї. В результатi цього, стає можливим
використовувати апарат нечiткої математики для розкриття невизначеностi i
формалiзацiї якiсної iнформацiї [13]. Такий пiдхiд до побудови функцiй нале-
жностi для кожного критерiю дасть можливiсть бiльш адекватно пiдiйти до
проблеми оцiнювання. Пропонується роздiлити критерiї оцiнок за групами ви-
дiв функцiй належностi наступним чином.
I. Група критерiїв, яку можна представити за допомогою функцiї належно-
стi, яка включає в себе трикутну, трапецiєподiбну та дзвiноподiбну функцiї.
У нашому випадку кожна з розглядуваних функцiй належностi буде задаватися
на iнтервалi значень тих чи iнших коефiцiєнтiв. Загальний вигляд такої функцiї
задається наступною формулою:

µ1 (K; a; a1; b; α; β) =



0, якщо K ≤ a;
K−a
b−a , якщо a < K < a1;

1, якщо a1 ≤ K ≤ b;
1

1+( b−Kα )
2×β , якщо K > b.

де a, a1, b – числовi параметри, що можуть приймати критерiї оцiнки i впоряд-
кованi спiввiдношенням: a ≤ a1≤ b, а параметри α i β впливають на форму
кривої.
Критерiї, якi можна представити у виглядi вищевказаної функцiї належностi:
1) Показники фiнансової стiйкостi: коефiцiєнт фiнансової незалежностi;

коефiцiєнт фiнансової стабiльностi; коефiцiєнт фiнансового левериджу; кое-
фiцiєнт забезпечення власними коштами; коефiцiєнт покриття необоротних
активiв власним капiталом.

2) Показники лiквiдностi: коефiцiєнт покриття; коефiцiєнт швидкої (про-
мiжної) лiквiдностi; коефiцiєнт абсолютної лiквiдностi.
II. Група критерiїв, яку можна представити за допомогою лiнiйної S-подiб-

ної функцiї належностi.
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Лiнiйну S -подiбну функцiю належностi задаємо наступним аналiтичним ви-
разом:

µ3 (K; a; b) =


0, якщо K ≤ a;

K−a
b−a , якщо a < K < b;

1, якщо K ≥ b.
,

де a, b – числовi параметри, що можуть приймати критерiї оцiнки i впорядкованi
спiввiдношенням: a < b.

Критерiї, якi можна представити у виглядi лiнiйної S -подiбної функцiї на-
лежностi:
1) Показники дiлової активностi: середня тривалiсть одного обороту акти-

вiв; середня тривалiсть одного обороту запасiв; коефiцiєнт оборотностi де-
бiторської заборгованостi; середнiй перiод погашення кредиторської забор-
гованостi.

2) Показники рентабельностi: коефiцiєнт рентабельностi продажу за фi-
нансовими результатами вiд операцiйної дiяльностi (EBIT); рiвень рента-
бельностi продукцiї; чистий дохiд вiд реалiзацiї (в динамiцi); фiнансовий
результат вiд операцiйної дiяльностi (в динамiцi); фiнансовий результат вiд
звичайної дiяльностi (в динамiцi); чистий прибуток (в динамiцi); операцiй-
ний Cash-flow (в динамiцi); активи (в динамiцi); власний капiтал (в динамi-
цi).

3) Ринковi показники: ринкова цiна акцiй; free-float; дивiдендна дохiднiсть.
III. Група критерiїв, яку можна представити за допомогою лiнiйної Z-

подiбної функцiї належностi.
Лiнiйну Z -подiбну функцiю належностi подамо наступним аналiтичним ви-

разом:

µ4 (K; a; b) =


1, якщо K ≤ a;

b−K
b−a , якщо a < K < b;

0, якщо K ≥ b.
,

де a, b – числовi параметри, що можуть приймати критерiї оцiнки i впорядко-
ванi спiввiдношенням: a < b.

Критерiї, якi можна представити у виглядi лiнiйної Z -подiбної функцiї на-
лежностi:
1) Показники дiлової активностi: коефiцiєнт оборотностi активiв; коефi-

цiєнт оборотностi оборотних активiв; коефiцiєнт оборотностi запасiв; сере-
днiй перiод погашення дебiторської заборгованостi; коефiцiєнт оборотностi
позикового капiталу за фiнансовими результатами вiд звичайної дiяльностi
(EBITDA).

2) Показники рентабельностi: рiвень рентабельностi продажу (реалiза-
цiї); коефiцiєнт рентабельностi продажу за фiнансовими результатами вiд
звичайної дiяльностi (EBITDA); рiвень рентабельностi активiв; рiвень рен-
табельностi власного капiталу.
5. Експерименти. Наведемо приклади подання функцiй належностi для

деяких критерiїв на основi статистичних даних за 2008-2018 роки компанiї ПАТ
«Мотор Сiч».
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1) Коефiцiєнт фiнансової незалежностi характеризує ступiнь незалежностi
пiдприємства вiд зовнiшнiх запозичень [15]. Визначається як вiдношення за-
гальної суми власного капiталу до пiдсумку балансу. Цей коефiцiєнт характе-
ризує частку власного капiталу в загальнiй сумi засобiв, авансованих у його
дiяльнiсть. Чим вище значення коефiцiєнта фiнансової автономiї, тим бiльш
фiнансово стiйким i незалежним вiд зовнiшнiх кредиторiв є пiдприємство.

Коефiцiєнт фiнансової незалежностi обчислюється за допомогою формули:
K11 = Власний капiтал/Валюта балансу. Функцiю належностi для величини
K11 можемо записати:

µ (K11; 0; 0, 5; 0, 6; 3; 3) =


0, якщо K11 ≤ 0;

2K11, якщо 0 < K11 < 0, 5;
1, якщо 0, 5 ≤ K11 ≤ 0, 6;

1

1+( 0,6−K11
3 )

2×3 , якщо K11 > 0, 6.

2) Коефiцiєнт покриття необоротних активiв власним капiталом характе-
ризує рiвень фiнансування необоротних активiв за рахунок власного капiталу
пiдприємства.

Коефiцiєнт покриття необоротних активiв власним капiталом обчислюється
за допомогою формули: K15 = Власний капiтал/Необоротнi активи. Функцiю
належностi для величини K15 можемо записати:

µ (K15; 0; 1; 1, 6; 3; 3) =


0, якщо K15 ≤ 0;

K15, якщо 0 < K15 < 1;
1, якщо 1 ≤ K15 ≤ 1, 6;

1

1+( 1,6−K15
3 )

2×3 , якщо K15 > 1, 6.

3) Коефiцiєнт фiнансового левериджу. Ефект фiнансового левериджу – це
збiльшення рентабельностi власних коштiв внаслiдок використання кредиту,
незважаючи на платнiсть останнього [15]. Цей коефiцiєнт показує, скiльки оди-
ниць власних коштiв приходиться на кожну одиницю запозичених.

Коефiцiєнт фiнансового левериджу обчислюється згiдно рiвностi:K13 =Дов-
гостроковi зобов’язання/Власний капiтал.

Для коефiцiєнта фiнансового левериджу побудуємо таку функцiї належно-
стi:

µ (K13; 0; 1; 2; 3; 3) =


0, якщо K13 ≤ 0;

K13, якщо 0 < K13 < 1;
1, якщо 1 ≤ K13 ≤ 2;
1

1+( 2−K13
3 )

2×3 , якщо K13 > 2.

6. Висновки. Для ефективного забезпечення фiнансово-економiчної безпе-
ки на пiдприємствi необхiдно розробити та успiшно iмплементувати вiдповiдний
механiзм, який повинен включати в себе iнструменти, методи i важелi форму-
вання фiнансової безпеки пiдприємства та систему iнформацiйно-аналiтичної
складової такої безпеки, функцiонуючу на основi сучасних iнформацiйних те-
хнологiй.
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In today’s globalized world, the existence of any state depends on its economic security,
which is one of the important components of national security as a whole. One of the main
segments of economic security, which significantly affects its level, is the financial segment,
the set of financial indicators of the economic entity, which are combined into a global
indicator. Forecasting this indicator is a complex analytical and computational process
and requires a detailed study of development trends and prediction of the impact of the
components of the studied factor on the level of economic security of the state.
Determining the level of economic security of the state as a whole is inconceivable without
the use of computer technology based on data mining. The development of appropriate
models and methods of information processing is directly related to the knowledge of
the specific subject area for which the intelligent system is created, are rarely complete
and completely reliable. Even quantitative data obtained by accurate experiments have
statistical estimates of probability, reliability, significance, inaccuracy, etc. Along with
quantitative characteristics, qualitative indicators, heuristic rules, textual knowledge, etc.
should be stored in the knowledge bases of intelligent systems. When processing knowledge

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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using the mechanisms of formal logic, there is a contradiction between fuzzy knowledge and
clear methods of inference. This contradiction can be resolved by using special methods of
presenting and processing fuzzy knowledge.

The purpose of this work is to develop a model for presenting estimates of indicators
of the object of economic management, taking into account the different characteristics
that are assessed by quantitative indicators, and on the basis of various fuzzy models of
knowledge in the relevant subject area.

Keywords: financial security, fuzzy model, efficiency indicators.
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