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ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ НАДНАПIВГРУП
НАПIВГРУПИ, ПОРОДЖЕНОЇ ДВОМА ВЗАЄМНО

АНУЛЬОВНИМИ IДЕМПОТЕНТАМИ

Матричнi зображення скiнченних напiвгруп над полями вивченi не в такiй мiрi,
як зображення груп. Зображення скiнченних груп над полями вивченi достатньо до-
бре; зокрема, повнiстю визначено зображувальний тип для довiльного поля. Якщо
характеристика p поля K не дiлить порядок групи (класичний випадок), група має, з
точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число нерозкладних зображень; така група на-
зивається групою скiнченного зображувального типу над K. Якщо ж характеристика
p дiлить порядок групи (модулярний випадок), група має скiнченний зображувальний
тип лише тодi, коли її силовська p-пiдгрупа циклiчна. В цьому випадку для бiльшостi
скiнченних груп задача про опис їх зображень включає в себе задачу про класифiка-
цiю пар матриць з точнiстю до подiбностi. Такi групи називаються дикими, а групи,
що допускають явний опис зображень, — ручними. Ручнi та дикi групи в модулярному
випадку повнiстю описав перший автор разом з Ю. А. Дроздом.

В теорiї зображень напiвгруп найбiльша кiлькiсть робiт присвячена незвiдним
зображенням. Серед старих результатiв є лише окремi результати про напiвгрупи
скiнченного зображувального типу, а саме для скiнченної цiлком простої напiвгру-
пи (I. С. Понiзовський) та деяких напiвгруп всiх перетворень скiнченної множини
(I. С. Понiзовський, К. Рiнгель). Щодо випадкiв, коли число нерозкладних зобра-
жень нескiнченне, то найбiльш вiдомими є результати з теорiї зображень алгебр, якi
можна переформулювати в термiнах зображень напiвгруп: опис зображень алгебри
< a, b | ab = ba = 0 > (I. М. Гельфанд, В. А. Пономарьов i Л. О. Назарова, А. В. Рой-
тер, В. В. Сергейчук, В. М. Бондаренко) та алгебри < a, b | a2 = b2 = 0 > (В. М.
Бондаренко i К. Рiнгель).

Якщо ж говорити не про окремi напiвгрупи, а про класи напiвгруп, то слiд вiдзна-
чити роботи про зображення напiвгруп, породжених iдемпотентами з частковим ну-
льовим множенням (В. М. Бондаренко, О. М. Тертична), зображення напiвгруп Рiса
(С. М. Дяченко), напiвгруп, породжених потентними елементами (В. М. Бондаренко,
О. В. Зубарук) i зображення прямих добуткiв симетричної напiвгрупи другого степе-
ня (В. М. Бондаренко, Е. М. Костишин). Такi напiвгрупи можуть мати як скiченне,
так i нескiнченне число нерозкладних зображень.

В. М. Бондаренко i Я. В. Зацiха описали зображувальнi типи напiвгруп третього
порядку над полем i вказали канонiчну форму матричних зображень для довiльної
напiвгрупи скiнченного зображувального типу. Ця стаття присвячена дослiдженню
аналогiчних задач для наднапiвгруп комутативних напiвгруп.

Ключовi слова: поле, наднапiвгрупа, визначальнi спiввiдношення, матричнi зобра-
ження, ручна i дика напiвгрупа, напiвгрупа скiнченного i нескiнченного типiв, кано-
нiчна форма.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700



8 В. М. БОНДАРЕНКО, О. В. ЗУБАРУК

1. Вступ. Ця робота присвячена матричним зображенням напiвгруп спе-
цiального вигляду, якi будуються по заданiй напiвгрупi.

Найпростiшими напiвгрупами є напiвгрупи порядку n = 2, 3. Напiвгрупи
порядку 2 (а їх чотири) природним чином вкладаються в напiвгрупи третього
порядку (шляхом зовнiшнього приєднання нульового чи одиничного елемента)
i тому нами не розглядаються.

Напiвгрупи третього порядку вперше описав Т. Тамура в 1953 р. [1].
Г. Е. Форсайт в 1955 р. [2] отримав аналогiчний результат за допомогою комп’ю-
терної програми. В обох статтях опис отримано в термiнах таблиць Келi. Пiзнi-
ше вони вивчалися, зокрема, в [3]– [6]. Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi
визначальнi спiввiдношення для всiх напiвгруп третього порядку (з точнiстю
до iзоморфiзму i дуальностi) вказанi в роботi [6].

Напiвгрупу назвемо майже циклiчною, якщо вона отримується iз деякої
циклiчної напiвгрупи (тобто, яка задається одним твiрним елементом i одним
визначальним спiввiдношенням) шляхом зовнiшнього приєднання нульового чи
одиничного елемента. Такi напiвгрупи, як i циклiчнi, не цiкавi з точки зору
теорiї зображень (по сутi її матричне зображення задається однiєю матрицею).
Згiдно роботи [6] комутативнi напiвгрупи третього порядку, що не є нi циклiч-
ними, нi майже циклiчними, вичерпуються такими напiвгрупами:

a) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;
b) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = 0;
c) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = 0, cb = 0;
d) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = c, cb = c.
Всi виписанi системи твiрних є мiнiмальними. В круглих дужках вказано

всi елементи напiвгрупи, а в кутових дужках вказано мiнiмальну систему твiр-
них. Тривiальнi визначальнi спiввiдношення для одиничного i нульового твiр-
них (якщо вони є) не виписуються.

Згiдно [6, Теорема 1] напiвгрупи b)−d) є напiвгрупами скiнченного зображу-
вального типу над довiльним полем K (тобто мають, з точнiстю до еквiвалент-
ностi, скiнченне число нерозкладних зображень), а напiвгрупа a) — ручною
напiвгрупою нескiнченного зображувального типу. Нагадаємо, що напiвгрупа
називається ручною (вiдповiдно дикою), якщо задача про опис її зображень є
ручною (вiдповiдно дикою); вiдносно означення ручних та диких матричних
задач див. роботу Ю. А. Дрозда [7].

У цiй статтi розглядається напiвгрупа c), породжена двома взаємно анульов-
ними iдемпотентами, яку позначимо через T .

Позначимо визначальнi спiввiдношення b2 = b, c2 = c, bc = 0, cb = 0 вiдпо-
вiдно через (b), (c), (bc), (cb) i введемо наступнi напiвгрупи:

T (b) := T \ (b) := (0, b, c) = 〈b, c〉: c2 = c, bc = 0, cb = 0;

T (c) := T \ (c) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, bc = 0, cb = 0;

T (bc) := T \ (bc) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = 0;

T (cb) := T \ (cb) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = 0.

Покладемо

Роздiл 1: Математика i статистика
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T (x,y) := T \ {(x), (y)} для x, y ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x 6= y;

T (x,y,z) := T \{(x), (y), (z)} для x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x 6= y, x 6= z, y 6= z;

Очевидно, що при перестановцi x, y, z напiвгрупи T (x,y) i T (x,y,z) не змiню-
ються. Кожна iз введених напiвгруп має фактор-напiвгрупу, iзоморфну напiв-
групi T , тобто є наднапiвгрупою напiвгрупи T .

Сформулюємо тепер основний результат цiєї статтi.
Всi матричнi зображення розглядаються над довiльним фiксованим полем

K.

Теорема 1. Для довiльного поля K мають мiсце наступнi твердження.

1) T (x) — напiвгрупа скiнченного зображувального типу для
x ∈ {(bc), (cb)};

2) T (x) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
x ∈ {(b), (c)};

3) T (x,y) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
x, y ∈ {(b), (c)} або x, y ∈ {(bc), (cb)};

4) T (x,y) — дика напiвгрупа для x ∈ {(b), (c)}, y ∈ {(bc), (cb)} або
x ∈ {(bc), (cb)}, y ∈ {(b), (c)};

5) T (x,y,z) — дика напiвгрупа для довiльних x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}.
2. Доведення твердження 1) теореми 1. Завжди вважаємо (див. у

зв’язку з цим [8]), що матриця зображення, яка вiдповiдає нульовому (вiдповiд-
но одиничному) елементу напiвгрупи, якщо вiн є, — нульова (вiдповiдно одини-
чна). Матриця зображення, що вiдповiдає твiрному елементу b, c позначається
вiдповiдно через B,C. E позначає одиничну матрицю будь-якого розмiру n× n
(n ≥ 0).

Твердження 1) теореми 1 випливає iз наступного твердження.

Теорема 2. Канонiчна форма для матричних зображень напiвгруп T (x) при
x ∈ {(bc), (cb)} така:

2.1) T (bc) := T \ (bc) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = 0;

B =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , C =


0 0 E 0 0
0 0 0 0 0
0 0 E 0 0
0 0 0 E 0
0 0 0 0 0

 ;

2.2) T (cb) := T \ (bc) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = 0;

B =


0 0 E 0 0
0 0 0 0 0
0 0 E 0 0
0 0 0 E 0
0 0 0 0 0

 , C =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Доведення. Розглянемо спочатку випадок 2.1.
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Матрицi B,C можна приводити одночасними перетвореннями подiбностi
(саме такi перетворення вiдповiдають еквiвалентним зображенням). За допомо-
гою вказаних перетворень приведемо матрицю B до нормальної форми Жор-
дана в такому виглядi:

B =

(
E 0
0 0

)
.

Зауважимо, що матрицю C, яка при цьому якимось чином змiниться, будемо
знову позначати через C, щоб не нагромаджувати iндекси (i цим принципом
будемо користуватися завжди). Тодi, пiсля розбиття матрицi C на блоки (такого
ж розмiру, як i блоки матрицi B), вона має вигляд

C =

(
C1 C2

C3 C4

)
,

де C1, C2, C3, C4 – деякi матрицi. Використаємо рiвнiсть CB = 0 (яка вiдповiдає
визначальному спiввiдношенню cb = 0):(

C1 C2

C3 C4

)(
E 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Iз цих рiвностей отримуємо, що C має вигляд

C =

(
0 C2

0 C4

)
.

Оскiльки C2 = C, то маємо, що C4C2 = C2 i C2
4 = C4. Перетвореннями подiбнос-

тi можна привести матрицю C4 до нормальної форми Жордана у виглядi

C4 =

(
E 0
0 0

)
(яка переставно подiбна прямiй сумi вiдповiдних клiтин Жордана).

Розiб’ємо матрицю C на новi блоки:

C =

0 C12 C13

0 E 0
0 0 0

 .

З спiввiдношення C2 = C маємо, що C13 = 0.
Далi з’ясуємо, коли матричне зображення R = {B,C} еквiвалентне матрич-

ному зображенню R = {B,C} такого ж вигляду, а саме

B =

 E 0 0
0 0 0
0 0 0

 , C =

 0 C12 0
0 E 0
0 0 0

 .

Нехай X — оборотна матриця, така що B = XBX−1, C = XCX−1, що еквi-
валентно BX = XB,CX = XC. Зрозумiло, що з подiбностi матриць B i B
випливає їх рiвнiсть.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Спочатку використаємо рiвнiсть BX = XB (де матриця X розбита на блоки
у вiдповiдностi з розбиттям матриць B i C): E 0 0

0 0 0
0 0 0

 X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33

 =

 X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33

 E 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Як наслiдок, отримуємо: X11 X12 X13

0 0 0
0 0 0

 =

 X11 0 0
X21 0 0
X31 0 0

 .

Прирiвнявши блоки обох матриць, маємо: X12 = 0, X13 = 0, X21 = 0, X31 = 0, а
отже,

X =

 X11 0 0
0 X22 X23

0 X32 X33

 .

Далi розглянемо рiвнiсть CX = XC: 0 C12 0
0 E 0
0 0 0

 X11 0 0
0 X22 X23

0 X32 X33

 =

 X11 0 0
0 X22 X23

0 X32 X33

 0 C12 0
0 E 0
0 0 0

 .

Це означає, що 0 C12X22 C12X23

0 X22 X23

0 0 0

 =

 0 X11C12 0
0 X22 0
0 X32 0

 .

Внаслiдок цiєї рiвностi одержуємо, що X23 = 0, X32 = 0,

C12X22 = X11C12,

тобто (в еквiвалентнiй формi)

C12 = X11C12X
−1
22 .

З вище сказаного

C12 =

(
E 0
0 0

)
.

При цьому треба розбити додатково матрицю B на новi блоки, вiдповiдно
до розбиття матрицi C.

B =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , C =


0 0 E 0 0
0 0 0 0 0
0 0 E 0 0
0 0 0 E 0
0 0 0 0 0

 .

Випадок 2.2 випливає iз випадку 2.1 в силу симетрiї напiвгрупи T (b↔ c).
Теорема доведена.
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3. Доведення тверджень 2) i 3) теореми 1. В силу симетрiї напiв-
групи T для доведення твердження 2) достатньо розглянути випадок x = (b).
Доведення проводимо за тiєю ж схемою, що i для твердження 1).

Матрицi B,C можна приводити одночасними перетвореннями подiбностi. За
допомогою вказаних перетворень приведемо матрицю C до нормальної форми
Жордана в такому виглядi:

C =

(
E 0
0 0

)
.

Тодi, пiсля розбиття матрицi B на блоки (такого ж розмiру, як i блоки матрицi
C), вона має вигляд

B =

(
B1 B2

B3 B4

)
,

де B1, B2, B3, B4 – деякi матрицi. Використаємо рiвнiсть BC = 0 (яка вiдповiдає
визначальному спiввiдношенню bc = 0):(

B1 B2

B3 B4

)(
E 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Iз цих рiвностей отримуємо, що B має вигляд

B =

(
0 B2

0 B4

)
.

Використаємо рiвнiсть CB = 0 (яка вiдповiдає визначальному спiввiдношенню
cb = 0): (

E 0
0 0

)(
0 B2

0 B4

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Iз цих рiвностей отримуємо, що B має вигляд

B =

(
0 0
0 B4

)
.

Далi з’ясуємо, коли матричне зображення R = {B,C} еквiвалентне матрич-
ному зображенню R = {B,C} такого ж вигляду, а саме

B =

(
0 0
0 B4

)
, C =

(
E 0
0 0

)
.

Нехай X — оборотна матриця, така що B = XBX−1, C = XCX−1, що еквi-
валентно BX = XB,CX = XC. Зрозумiло, що з подiбностi матриць C i C
випливає їх рiвнiсть.

Спочатку використаємо рiвнiсть CX = XC (де матриця X розбита на блоки
у вiдповiдностi з розбиттям матриць B i C):(

E 0
0 0

)(
X11 X12

X21 X22

)
=

(
X11 X12

X21 X22

)(
E 0
0 0

)
.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Як наслiдок, отримуємо:(
X11 X12

0 0

)
=

(
X11 0
X21 0

)
.

Прирiвнявши блоки обох матриць, маємо: X12 = 0, X21 = 0, а отже,

X =

(
X11 0
0 X22

)
.

Далi розглянемо рiвнiсть BX = XB:(
0 0
0 B4

)(
X11 0
0 X22

)
=

(
X11 0
0 X22

)(
0 0
0 B4

)
.

Це означає, що (
0 0
0 B4X22

)
=

(
0 0
0 X22B4

)
.

Внаслiдок цiєї рiвностi одержуємо, що B4X22 = X22B4, тобто (в еквiвалентнiй
формi)

B4 = X22B4X
−1
22 .

Отже, задача про еквiвалентнiсть зображень напiвгрупи T (b) еквiвалентна
задачi про подiбнiсть однiєї матрицi (без спiввiдношень), а значить є ручною
нескiнченного зображувального типу.

Твердження 3) при x, y ∈ {(b), (c)} випливає iз результатiв роботи [9], а при
x, y ∈ {(bc), (cb)} — iз результатiв роботи [10] (див. 3.6).

4. Доведення тверджень 4) i 5) теореми 1.
В силу симетрiї напiвгрупи T для доведення твердження 4) достатньо роз-

глянути випадок x = (b), y = (bc). Доведення таке ж, як i доведення твердження
2 (при x = (b)). Якщо в ньому iгнорувати спiввiдношення bc = 0, то матриця B
матиме вигляд

B =

(
0 0
B3 B4

)
,

а матриця X не змiниться.
Отже, задача про еквiвалентнiсть зображень напiвгрупи T (b,bc) еквiвалентна

задачi про еквiвалентнiсть зображень сагайдака, що має вершини 1, 2 i стрiл-
ки (2, 1), (2, 2) (першiй стрiлцi вiдповiдає матриця B3, а другiй — B4), а цей
сагайдак є диким згiдно робiт [11], [12].

Твердження 5) випливає iз твердження 4).

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В роботi вив-
чаються матричнi зображення наднапiвгруп спецiального вигляду напiвгрупи
третього порядку, яка породжена двома взаємно анульовними iдемпотентами.
Описано їх зображувальний тип над довiльним полем, а у випадку наднапiвгруп
скiнченного зображувального типу вказана канонiчна форма їхнiх матричних
зображень.

Отриманi результати (разом з вiдповiдними методами дослiджень) знайдуть
застосування при вивченнi зображень iнших напiвгруп.
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Bondarenko V. M., Zubaruk O. V. On matrix representations of oversemigroups
of semigroups generated by two mutually annihilating idempotents.

Matrix representations of finite semigroups over fields are studied not so well as for
finite groups. Representations of finite groups over fields are studied sufficiently well; in
particular, the criterions of representation type are fully defined for an arbitrary field. If
the characteristic p of a field K does not divide the order of a group (classical case), then
the group has, up to equivalence, finite number of non-decomposable representations; such
group is called a group of finite representation type. If the characteristic p divides the
order of a group (modular case), then the group has finite representation type only if its
Sylow p-subgroup is cyclic. In this case for most finite groups the problems of describing
their representations includes the problem on classification, up to similarity, of the pairs
of matrices. Such groups are called wild, and groups that allow explicit descriptions of
representations are called tame. The tame and wild groups in modular case are fully
described by the first author together with Yu. A. Drozd.

In the theory of representations of semigroups, the largest number of works are de-
voted to irreducible representations. Among the old results, there are only some results
on semigroups of finite representation type, namely, for a finite quite simple semigroup
(I. S. Ponizovsky) and some semigroups of all transformations of a finite set (I. S. Poni-
zovsky, C. Ringel). In cases, when the numbers of non-decomposable representations is
infinite, the most famous are the results from the theory of representations of algebras
that can be reformulated in terms of representations of semigroups: the description of
representations of the algebra < a, b | ab = ba = 0 > (I. M. Gelfand, V. A. Ponomarev and
L. O. Nazarova, A. V. Roiter, V. V. Sergeichuk, V. M. Bondarenko) and the algebra
< a, b | a2 = b2 = 0 > (V. M. Bondarenko and C. Ringel).

If we are not talking about individual semigroups, but about semigroup classes, then
it should be noted works about on representations of the semigroups generated by idem-
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potents with partial zero multiplication (V. M. Bondarenko, O. M. Tertychna), represen-
tations of the Rees semigroups (S. M. Dyachenko), semigroups generated by the potential
elements (V. M. Bondarenko, O. V. Zubaruk) and representations of direct products of
the symmetric second-order semigroup (V. M. Bondarenko, E. M. Kostyshyn). Such semi-
groups can have both a finite and infinite representation type.

V. M. Bondarenko and Ja. V. Zatsikha described representation types of the third-order
semigroups over a field, and indicate the canonical form of the matrix representations for
any semigroup of finite representation type. This article is devoted to the study of similar
problems for oversemigroups of commutative semigroups.

Keywords: field, oversemigroup, defining relations, matrix representations, tame and wild
semigroup, semigroup of finite and infinite types, canonical form.
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ЗОБРАЖЕННЯ ФОРМАЛЬНИМИ МАТРИЦЯМИ ЕЛЕМЕНТIВ
МАТРИЧНИХ ГРУП НАД АСОЦIАТИВНИМИ КIЛЬЦЯМИ

В роботi обґрунтовується зображення формальними матрицями деяких елемен-
тiв лiнiйних груп над асоцiативними кiльцями шляхом використання властивостей
лишкових i нерухомих модулiв. Показано вигляд образiв елементiв лiнiйних груп вiд-
носно їх гомоморфiзмiв у групу автоморфiзмiв модулiв над асоцiативними кiльцями
з 1, в яких елементи 2 або 3 є оборотними.

За допомогою даного пiдходу авторами були описанi гомоморфiзми з умовою (*)
матричних груп над асоцiативними кiльцями з 1. Зокрема, iзоморфiзми матричних
груп над асоцiативними кiльцями є гомоморфiзмами з умовою (*).

Ключовi слова: нерухомi та лишковi модулi, розклад модулiв, iдемпотенти, фор-
мальнi матрицi, трансвекцiї, комутатори, гомоморфiзми лiнiйних груп над кiльцями.

1. Вступ. Використання зображень елементiв лiнiйних груп формальними
матрицями до опису гомоморфiзмiв матричних груп вперше було застосовано
одним з авторiв в [1].

Зображення автоморфiзмiв модулiв над асоцiативними кiльцями формаль-
ними матрицями у загальному випадку є теоретично вiдомим i описаним у кла-
сичнiй лiтературi, зокрема, в [2].

У данiй статтi обґрунтовується зображення формальними матрицями де-
яких елементiв лiнiйних груп над асоцiативними кiльцями шляхом використа-
ння властивостей лишкових i нерухомих модулiв. Показано вигляд образiв еле-
ментiв лiнiйних груп вiдносно їх гомоморфiзмiв у групу автоморфiзмiв модулiв
над асоцiативними кiльцями з 1, в яких елементи 2 або 3 є оборотними, а також
поглиблюються i розширюються окремi твердження [3 – 4].

За допомогою даного пiдходу авторами були описанi гомоморфiзми з умовою
(*) матричних груп над асоцiативними кiльцями [3 – 4]. Як вiдомо, iзоморфi-
зми матричних груп над асоцiативними кiльцями є гомоморфiзмами з умовою
(*) i були описанi в [5].
Можливостi опису гомоморфiзмiв шляхом використання зображення елемен-

тiв формальними матрицями далеко не вичерпанi. Тому розвиток технiки, яка
дозволяє вивчати гомоморфiзми матричних груп над асоцiативними кiльцями
є актуальним.

Iншi пiдходи до вивчення матричних груп можна знайти в [6 – 8].

Роздiл 1: Математика i статистика
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2. Нерухомi та лишковi модулi. Нехай V – довiльний R-модуль над
асоцiативним кiльцем R з 1, σ –довiльний ендоморфiзм модуля V .

Нерухомими та лишковими пiдмодулями модуля V ендоморфiзма σ : V → V
будемо називати пiдмодулi R (σ) = (σ − 1)V i P (σ) = ker (σ − 1) вiдповiдно.

Тодi
R (σ) = {(σ − 1) v | v ∈ V } i P (σ) = {v ∈ V | σv = v} ,

а також R (1− σ) = σV i P (1− σ) = ker σ.
Якщо σ – автоморфiзм модуля V, то iз рiвностi σ−1 − 1 = (σ − 1) (−σ−1)

випливає, що

R
(
σ−1
)

= R (σ) i P
(
σ−1
)

= P (σ) .

Якщо W – пiдмодуль модуля V, то

σW = (σ − 1 + 1)W ⊆ R (σ) +W, σ−1W ⊆ R
(
σ−1
)

+W = R (σ) +W.

Зокрема, якщо R (σ) ⊆ W , то σ±1W ⊆ W i, як наслiдок, σW = W .
Якщо g – довiльний ендоморфiзм модуля V такий, що має мiсце один з

випадкiв gσ = σ±1g, то вiдповiдно g (σ − 1) = (σ±1 − 1) g i (σ − 1) g = g(σ±1−1).
Тому

gR (σ) ⊆ R
(
σ±1
)

= R (σ) i gP (σ) ⊆ P
(
σ±1
)

= P (σ) .

Зокрема, якщо g – автоморфiзм модуля V такий, що gσg−1 = σ±1, то

gR (σ) = R (σ) i gP (σ) = P (σ) .

Цей же результат слiдує також iз загальних формул

gR (σ) = R
(
gσg−1

)
i gP (σ) = P

(
gσg−1

)
,

якi iз-за рiвностi gσg−1− 1 = g (σ − 1) g−1 вiрнi для будь-якого ендоморфiзма σ
i будь-якого автоморфiзма g модуля V.

Мають мiсце включення

R (σ1σ2) ⊆ R (σ1) +R (σ2) , P (σ1σ2) ⊇ P (σ1) ∩ P (σ2) ,

якi випливають iз рiвностей σ1σ2− 1 = (σ1 − 1)σ2 +σ2− 1 = σ1 (σ2 − 1) +σ1− 1.
Очевидно, що σ1 i σ2 комутують тодi i тiльки тодi, коли комутують σ1 − 1

i σ2 − 1. Бiльше того, (σ1 − 1) (σ2 − 1) = (σ2 − 1) (σ1 − 1) = 0 тодi i тiльки тодi,
коли має мiсце система {

R (σ1) ⊆ P (σ2),
R (σ2) ⊆ P (σ1).

Зрозумiло, що iз даної системи включень випливає комутативнiсть σ1 i σ2.
Навпаки не завжди вiрно.

Виявляється, що нерухомi i лишковi пiдмодулi елементiв скiнченного поряд-
ку, який є оборотним в кiльцi, спiвпадають з пiрсовим розкладом iдемпотентiв,
якi вони визначають.
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Лема 1. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, V – лiвий R-модуль (не обо-
в’язково вiльний), σ ∈ GL (V ), σm = 1, m ∈ R∗, e = (1 + σ + · · ·+ σm−1)m−1.
Тодi e2 = e – iдемпотент i V = R (σ)⊕ P (σ), де

P (σ) = {v ∈ V |(σ − 1) v = 0} = eV i

R (σ) =
{
v ∈ V

∣∣(1 + σ + · · ·+ σm−1
)
v = 0

}
= (1− e)V.

Доведення. Оскiльки eσi = σie = e для всiх i ≥ 0, то
e2 = e (1 + σ + · · ·+ σm−1)m−1 = e – iдемпотент i має мiсце пiрсовий розклад

V = eV ⊕ (1− e)V, де v = ev + (1− e) v, v ∈ V.

З цього розкладу випливає, що

eV = {v ∈ V |(1− e) v = 0} = ker (1− e) i (1− e)V = {v ∈ V |ev = 0} = ker e.

Оскiльки e (1− σ) = (1− σ) e = 0 i 1 − e = (1− σ) t, де t ∈ EndV i σt = tσ,
то

eV ⊆ P (σ) ⊆ ker (1− e) ⊆ eV i (1− e)V ⊆ R (σ) ⊆ ker e ⊆ (1− e)V.

Тим самим доведено, що

P (σ) = eV = ker (1− e) = {v ∈ V |(σ − 1) v = 0} ,

R (σ) = (1− e)V = ker e =
{
v ∈ V

∣∣(1 + σ + · · ·+ σm−1
)
v = 0

}
.

Лема 2. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, m ∈ K∗, a, b ∈ EndV , am =
bm = 1, ab = ba. Тодi

P (a) ∩ P (ab) = P (a) ∩ P (b) = P (b) ∩ P (ab) , P (a) ∩R (ab) = P (a) ∩R (b) ,

P (b) ∩R (ab) = P (b) ∩R (a) , R (a) ∩ P (ab) ⊆ R (a) ∩R (b) ,

R (b) ∩ P (ab) ⊆ R (b) ∩R (a) .

Зокрема, якщо m = 2 ∈ K∗, то R (a)∩R (b) = R (a)∩P (ab) = R (b)∩P (ab).
Якщо m = 3 ∈ K∗, то b = a на R (a) ∩ R (b) ∩ R (ab) i b = a2 на R (a) ∩ R (b) ∩
∩ P (ab).

Доведення. З властивостей нерухомих i лишкових пiдмодулiв елементiв
скiнченного порядку випливають рiвностi{

P (a) ∩ P (ab) = P (a) ∩ P (b)
P (b) ∩ P (ab) = P (a) ∩ P (b)

,

{
P (a) ∩R (ab) = P (a) ∩R (b)
P (b) ∩R (ab) = P (b) ∩R (a)

.

Нехай v ∈ P (ab). Тодi abv = v i av = b−1v , bv = a−1v . За iндукцiєю
alv = b−lv, blv = a−lv для всiх l ≥ 0. Тому R (a) ∩ P (ab) ⊆ R (a) ∩ R (b), R (b) ∩
P (ab) ⊆ R (b) ∩R (a).

Якщо m = 2 ∈ K∗, то включення леми перетворюються в рiвностi. Адже, в
цьому випадку

R (a) ∩R (b) = {v ∈ V |av = −v, bv = −v} ⊆ {v ∈ V |abv = v} ⊆ P (ab) .

Роздiл 1: Математика i статистика
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Тому R (a) ∩R (b) = R (a) ∩ P (ab) = R (b) ∩ P (ab). Зокрема,

R (a) ∩R (b) ∩R (ab) = 0, R (a) ∩R (b) ∩ P (ab) = R (a) ∩R (b) .

У випадку m = 3 ∈ K∗ виявляється, що bv = av, якщо v ∈ R(a)∩R(b)∩R(ab)
i bv = a2v, якщо v ∈ R(a) ∩R(b) ∩ P (ab).

Дiйсно, якщо v ∈ R(a) ∩R(b) ∩R(ab), то(
a2 + a+ 1

)
v = (b2 + b+ 1)v =

(
(ab)2 + ab+ 1

)
v = 0.

В такому разi(
a2 + ab+ a

)
(a− b) v = a (a+ b+ 1) (a− b) v = a

(
a2 − b2 + a− b

)
v = 0.

З отриманих рiвностей випливає, що (ab− 1)(a− b) v = 0. Оскiльки 0 =(
(ab)2 + ab+ 1

)
(a− b) v = 3 (a− b) v, то bv = av. Якщо v ∈ R(a) ∩ R(b) ∩ P (ab),

то abv = v i bv = a2v.
3. Зображення ендоморфiзмiв формальними матрицями (загаль-

ний випадок). Нехай V = V1⊕ . . .⊕ Vn – розклад лiвого R-модуля V в пряму
суму своїх пiдмодулiв V1, . . . , Vn. Це означає, що будь-який елемент v ∈ V одно-
значно зображається у виглядi суми v = v1 + . . .+vn, де vi ∈ Vi. Iз однозначностi
розкладу модуля V випливає, що iснує вiдображення ei модуля V на модуль
Vi, яке кожному елементу v модуля V ставить у вiдповiднiсть його i-ту компо-
ненту розкладу vi. Отже, vi = eiv. Насправдi ei – ендоморфiзм модуля V , який
називають проектором модуля V на пiдмодуль Vi.

Адже, якщо v = v1 + . . .+ vn i v′ = v′1 + . . .+ v′n – довiльнi елементи модуля
V , а r ∈ R, то v + v′ = v1 + v′1 + . . .+ vn + v′n, rv = rv1 + . . .+ rvn.

Тому мають мiсце рiвностi

ei (v + v′) = vi + v′i = eiv + eiv
′, ei (rv) = rvi = r (eiv) .

Бiльше того, eivj = δijvi, eiejv = eivj = δijvj = δijejv.
Накiнець, (e1 + . . .+ en) v = v для всiх v ∈ V .
Таким чином виконуються спiввiдношення

eiej = δijej, 1 = e1 + . . .+ en,

де δij – символ Кронекера.
Тим самим доведено, що елементи e1, . . . , en утворюють повну систему iдем-

потентiв кiльця EndV . В такому разi виникає розклад

EndV = ⊕
i,j
eiEndV ej.

Цей розклад називається пiрсовим розкладом кiльця EndV . Компоненти
пiрсового розкладу взагалi-то уже не є нi правими, нi лiвими iдеалами. Але
цей розклад дає зручну iнтерпретацiю кiльця ендоморфiзмв EndV модуля V
у виглядi формальних матриць. Дiйсно, нехай σ – довiльний елемент EndV .
Позначимо через Aσ = (σij) формальну матрицю, де σij = eiσej – гомоморфiзми
Vj → Vi.
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Якщо σ i σ′ – довiльнi елементи кiльця EndV , то

Aσ+σ′ = (ei (σ + σ′) ej) =Aσ+Aσ′ ,

Aσσ′ = (ei (σσ
′) ej) = (eiσ1 · 1σ′ej) = (

∑
k

eiσek · ekσ′ej) = AσAσ′ .

Якщо V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn, ei : V → Vi, то 1 = e1 + · · · + en, eiej = δijej
i вiдображення σ → Aσ є кiльцевим гомоморфiзмом кiльця EndV у кiльце
формальних n× n матриць iз елементами σij = eiσej.

Дiю ендоморфiзма σ : V → V на пiдмодулях V1, . . . , Vn можна визначити
матрицею (aij) де aij – гомоморфiзми Vj → Vi за правилом:

σvi =
∑
k

aki (vi), viεVi, aki ∈ Hom(Vi, Vk).

Тодi σijvj = eiσejvj = eiσvj = ei(
∑

k akj(vj)) = aij(vj), σij = aij.
Це означає, що Aσ є формальною матрицею елемента σ на пiдмодулях

V1, . . . , Vn. Матриця Aσ будується аналогiчно до того, як будуються матрицi ен-
доморфiзмiв у фiксованiй базi шляхом запису у стовпцi коефiцiєнтiв розкладу
образiв елементiв бази вiдносно ендоморфiзма σ. Таким чином, можна вважа-
ти, що пiдмодулi V1, . . . , Vn виконують роль своєрiдних базисних елементiв, а
елементами формальної матрицi Aσ є гомоморфiзми мiж ними.

Зокрема, якщо V1, . . . , Vn вiльнi одномiрнi пiдмодулi, то елементи формаль-
ної матрицi Aσ ототожнюються з елементами кiльця R. У цьому випадку фор-
мальнi матрицi є звичайними матрицями над кiльцем R.

Якщо V1 = · · · = Vn=V0, то EndV ≡ (EndV0)n, GL(V ) ≡ GL(n,EndV0).
Це означає, що кiльце EndV можна ототожнювати з кiльцем n×n матриць,

а GL(V ) з повною лiнiйною (матричною) групою над кiльцем EndV0 шляхом
ототожнення σ з Aσ. При цьому тотожнi гомоморфiзми зручно позначати 1, а
нульовi 0.

Якщо модулi V1, . . . , Vn R-iзоморфнi з деяким лiвим R−модулем L i

g : V1 ⊕ · · · ⊕ Vn → L⊕ · · · ⊕ L(n раз)

вiдповiдний iзоморфiзм, то має мiсце внутрiшнiй iзоморфiзм

ig : EndV →M(n,EndL) за правилом ig : σ → gσg−1,

який дає можливiсть кiльце ендоморфiзмiв EndV модуля V ототожнювати з
кiльцем квадратних n × n матриць M(n,EndL) ≡ (EndL)n, а групу GL(V ) з
групою GL(n,EndL) над кiльцем ендоморфiзмiв EndL.

Зокрема, якщо V = L⊕ σL, де σ ∈ GL(V ), то iзоморфiзми

g : L⊕ σL→ L⊕ L i g−1 : L⊕ L→ L⊕ σL

задаються за правилом: g (l1 + σl2) = l1 + l2 (витирання σ), g−1 (l1 + l2) = l1 +
σl2 (дописування σ), де l1, l2 елементи L. Тому ig : GL(V )→ GL(L⊕ L),

igσl1 = gσg−1 (l1 + 0) = gσ (l1 + 0) = g (σl1 + 0) = g (0 + σl1) = 0 · l1 + 1 · l1.
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Це означає, що igσ =

(
0 ∗
1 ∗

)
.

Нехай eij – стандартна матрична одиниця у якої на мiсцi (i, j) знаходиться
1, а на рештi мiсць знаходяться нулi. Матрицi tij (r) = 1 + reij, де 0 6= r ∈ R
будемо називати елементарними трансвекцiями,

tij = tij (−1) tji (1) tij (−1) = tji(1)tij(−1)tji(1).

У довiльнiй групi G елемент [g1, g2] = g1g2g
−1
1 g−1

2 будемо називати комута-
тором елементiв g1, g2, а елемент [g1, . . . , gt] = [[g1, . . . , gt−1] , gt] – комутатором
довжини t елементiв g1, . . . , gt групи G, де t > 2.

Мають мiсце матричнi комутаторнi формули

[tik (r1) , tlj (r2)] = tij (δklr1r2) ,

де 1 ≤ k 6= i, i 6= j, l 6= j ≤ n – довiльнi числа, δkl – символ Кронекера, r1, r2 –
довiльнi елементи кiльця R. Зокрема, [tik (r) , tkj (1)] = tij (r), де 1 ≤ i, j, k ≤ n
– попарно рiзнi довiльнi числа, r ∈ R.

4. Зображення ендоморфiзмiв формальними матрицями (випадок,
коли 2 – оборотний елемент). Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, W – лiвий
K -модуль, EndW – кiльце ендоморфiзмiв модуля W , GL (W ) = EndW ∗– група
автоморфiзмом модуля W .

Скористаємося розкладом модуля W у суму пiдмодулiв, якi породженi не-
рухомими i лишковими пiдмодулями.

Лема 3. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, 2 ∈ K∗, W – лiвий K – модуль,
a, b, c, d – елементи групи GL(W ) такi, що a2 = b2 = 1, ab = ba, ca = ac,
cbc−1 = ab, db = bd, dad−1 = ab, a 6= 1. Тодi iснують лiвi K – модулi L i
P та iзоморфiзм модулiв g : W → Wg, Wg = L ⊕ L ⊕ L ⊕ P , який iндукує
iзоморфiзм Λg : GL(W ) → GL(Wg) такий, що елементи Λga, Λgb, Λgc, Λgd
можна зобразити формальними матрицями

Λga = diag(−1,−1, 1, 1),Λgb = diag(1,−1,−1, 1), Λgc = diag(

(
0 α
1 0

)
, β, γ),

Λgd = diag(β1,

(
0 α1

1 0

)
, γ1)

де α, β, α1, β1 ∈ EndL, γ, γ1 ∈ EndP .

Доведення. За умовою R (a) 6= 0, bR (a) = R (a), bP (a) = P (a). Тому має
мiсце розклад

W = R (a)⊕ P (a) = R(a) ∩R(b)⊕R(a) ∩ P (b)⊕ P (a) ∩R(b)⊕ P (a) ∩ P (b).

Позначимо L = R (a) ∩ P (b) , P = P (a) ∩ P (b). Тодi cL = R (a) ∩ P (ab) =
R(a) ∩R(b) i dcL = R (ab) ∩R (b) = P (a) ∩R(b).

Оскiльки R (a) = L ⊕ cL 6= 0, то L 6= 0 i W = L ⊕ cL ⊕ dcL ⊕ P , де Wg =
L ⊕ L ⊕ L ⊕ P . Розглянемо iзоморфiзм модулiв g : W → Wg, який визначений
за правилом g (l1 + cl2 + dcl3 + p) = l1 + l2 + l3 + p, де li ∈ L, 1 ≤ i ≤ 3, p ∈ P
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i iндукований ним внутрiшнiй iзоморфiзм Λg : GL(W ) → GL(Wg), де Λgσ =
= gσg−1 для всiх σ ∈ GL(W ).

Будемо зображати елементи кiльця End(Wg) формальними 4×4 матрицями,
записуючи дiю елементiв кiльця End(Wg) на модулi Wg у стовпчики. Зокрема
отримаємо, що

Λga = diag(−1,−1, 1, 1),Λgb = diag(1,−1,−1, 1),

де 1 – одиниця кiльця EndL або кiльця EndP вiдповiдно.
Адже, дiя Λga на довiльнi елементи l1, l2, l3 модуля L i довiльний елемент

p модуля P визначається рiвностями (Λga)l1 = gag−1l1 = gal1 = g(−l1) = −l1,
(Λga)l2 = gag−1l2 = gacl2 = g (−cl2) = −l2, (Λga)l3 = gadcl3 = gdcl3 = l3,
(Λga)p = gap = gp = p.

Аналогiчно визначається дiя Λgb на довiльнi елементи l1, l2, l3 модуля L i
довiльний елемент p модуля P

(Λgb)l1 = gbg−1l1 = gbl1 = gl1 = l1, (Λgb)l2 = gbcl2 = g (−cl2) = −l2,

(Λgb)l3 = gbg−1l3 = gbdcl3 = g(−dcl3) = −l3, (Λgb)p = gbp = gp = p.

Окрiм цього, c2L = cR (a) ∩ R (b) = R (a) ∩ R (ab) = L, cdcL = cdR (a) ∩ R (b) =
P (a) ∩R (ab) = dcL, cP = P (a) ∩ P (ab) = P, (Λgc)l1 = gcl1 = l1. Тому

Λgc = diag(

(
0 α
1 0

)
, β, γ),

де α, β ∈ EndL, γ ∈ EndP .
Аналогiчно доводиться, що dcL = cL, d2L = L, dP = P, (Λgd)l2 = gdcl2 = l2,

Λgd = diag(β1

(
0 α1

1 0

)
, γ1),

де α1, β1 ∈ EndL, γ1 ∈ EndP .
Зокрема, якщо c2 = a, то α = −1, β2 = 1, γ2 = 1. Якщо c2 = 1, то α = 1, β2 =

1, γ2 = 1.
В якостi елементiв a, b, c, d, якi визначенi у лемi 3, можна вибрати образи

iнволюцiй i елементiв четвертого порядку.

Теорема 1. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W−лiвий K−модуль, гомоморфiзм Λ : G→ GL (W )− довiль-
ний неодиничний гомоморфiзм групи E(n,R). Тодi в групi GL (W ) в якостi
елементiв a, b, c, d, якi визначенi у лемi 3, за умови Λt2ij 6= 1 можна вибрати

a = Λdiag(−1,−1, 1, . . . , 1), b = Λdiag(1,−1,−1, 1, . . . , 1),

c = Λdiag(

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1), d = Λdiag(1,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1).

При цьому c2 = a, d2 = b.
Якщо Λt2ij = 1 для деяких, а значить i для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ n, то в якостi

елементiв a, b, c, d, можуть бути вибранi елементи

a = Λt12 (1) , b = Λt13 (1) , c = Λt32 (−1) , d = Λt23(−1).

При цьому c2 = 1, d2 = 1.
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Доведення. Нехай Λt2ij 6= 1. Безпосередньою перевiркою встановлюється,
що елементи a, b, c, d, якi заданi в умовi теореми, задовольняють спiввiдношення
леми 3 a2 = b2 = 1 ,ab = ba, ca = ac, cbc−1 = ab, db = bd, dad−1 = ab, a =
Λdiag (−1,−1, 1, . . . , 1) = Λt212 6= 1.

Якщо Λt2ij = 1, то з рiвностi [tij (1) , t2ik] = tij (2) для рiзних чисел 1 ≤ i, j, k ≤
n випливає, що Λtij (2) = 1 i елементи a, b, c, d, якi заданi в умовi теореми,
також задовольняють спiввiдношення леми 3 a2 = b2 = 1, ab = ba, ca = ac,
cbc−1 = ab, db = bd, dad−1 = ab. Якщо при цьому a = Λtij (1) = 1, то з рiвностi
[tij (1) , tjk (r)] = tik (r) для рiзних чисел 1 ≤ i, j, k ≤ n , r ∈ R випливає, що
Λ : G → GL (W )− одиничний гомоморфiзм на групi E(n,R). Це протирiчить
припущенню. Тому a = Λtij (1) 6= 1.

Вiдмiтимо, що якщо Λ – гомоморфiзм з умовою (*), то в теоремi 1 другий
випадок не має мiсця.

5. Зображення ендоморфiзмiв формальними матрицями (випадок,
коли 3 – оборотний елемент). У довiльному асоцiативному кiльцi з 1 ма-
ють мiсце спiввiдношення, використання яких у матричних кiльцях дозволяє
зображати ендоморфмiзми модулiв формальними матрицями.

Лема 4. Нехай a, b – елементи деякого асоцiативного кiльця K з 1, 3 ∈ K∗,
такi, що b2 = 1, a2 + a + 1 = 0, bab−1 = a2, e = (1− a) (1 − b)3−1, e1 = e − ab.
Тодi e2 = e, eae = (1− e) a2 (1− e) = 0 i e2 = e1, e1ae1 = (1− e1) a2 (1− e1) = 0,
(a− b) e1 = 0.

Доведення. За умовою мають мiсце рiвностi b (1− b) = −(1− b),

(1− b)2 = 2(1− b),

(1− b) a (1− b) =
(
a− a2b

)
(1− b) =

(
a+ a2

)
(1− b) = −(1− b),

(1− b) a2 (1− b) =
(
a2 − ab

)
(1− b) =

(
a2 + a

)
(1− b) = −(1− b).

Безпосередньою перевiркою отримуємо, що e2 = e. Адже,

9e2 = (3e)2 = (1− a) (1− b) (1− a) (1− b) = (1− a)
(
(1− b)2 + 1− b

)
= 9e.

Також eae = 0. Адже,

9eae = (1− a) (1− b) a (1− a) (1− b) = (1− a) (1− b)
(
a− a2

)
(1− b) =

= (1− a) (−1 + 1) = 0.

Тому ea2e = −e2 − eae = −e.
З другого боку, виконуються рiвностi

ab+ ba = ab+ a2b = −b, a2b+ ba2 = a2b+ ab = −b.

Неважко перевiрити, що мають мiсце рiвностi

3 (ea+ ae) = (1− a) ((1− b) a+ a (1− b)) = (1− a)(2a+ b),

3
(
ea2 + a2e

)
= (1− a)

(
(1− b) a2 + a2 (1− b)

)
= (1− a)(2a2 + b),

3 (eab+ abe) = (1− a) (1− b) ab+ ab (1− a) (1− b) =
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= (1− a− b+ ab) ab+ ab (1− a− b+ ab) =

= ab− a2b− a2 + 1 + ab− b− a+ 1 = 3 (1 + ab) .

З останньої рiвностi випливає, що eab+ abe = 1 + ab.
Як i вище доводиться, що (1− e) a2 (1− e) = 0. Адже,

3 (1− e) a2 (1− e) = 3
(
a2 −

(
ea2 + a2e

)
+ ea2e

)
=

= 3a2 − (1− a)
(
2a2 + b

)
− 3e = a2 − b+ 2 + ab− 3e =

= 1− a− b+ ab− 3e = 3e− 3e = 0.

Нехай e1 = e− ab. З вищеотриманих рiвностей слiдує, що

e1
2 = (e− ab)2 = e− (eab+ abe) + abab = e− (1 + ab) + 1 = e− ab = e1.

Окрiм цього, має мiсце рiвнiсть e1ae1 = 0. Дiйсно,

3e1ae1 = 3 (e− ab) a (e− ab) = 3 (ea− b) (e− ab) = 3
(
−ea2b− be+ a2

)
=

= − (1− a− b+ ab) a2b− b((1− a− b+ ab) + 3a2 =

= −a2b+ b+ a− a2 − b+ a2b+ 1− a2 + 3a2 = a2 + a+ 1 = 0.

Аналогiчно доводиться, що (1− e1)a2(1− e1) = 0, (a− b) e1 = 0.
З леми 4 випливає, що ae = (1− e) ae, a2 (1− e) = ea2 (1− e), ae1 = (1− e1) ·

· ae1 i a2 (1− e1) = e1a
2 (1− e1) .

Лема 5. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, 3 ∈ K∗, W – лiвий K− модуль,
a, b – елементи GL(W ) такi, що a3 = b2 = 1, bab−1 = a−1, a 6= 1. Тодi iснує
iзоморфiзм модулiв g : W → Wg,Wg = L ⊕ L ⊕ P , i iзоморфiзм Λg такi, що
елементи Λga, Λgb можна зобразити формальними матрицями

Λga =

 0 −1 0
1 −1 0
0 0 1

 , Λgb =

 0 1 0
1 0 0
0 0 γ

 ,

де γ ∈ EndP, γ2 = 1.
Зокрема, якщо W = R(a), то

Λga =

(
0 −1
1 −1

)
, Λgb =

(
0 1
1 0

)
.

Доведення. Нехай R (a) = (a− 1)W i P (a) = ker (a− 1). Оскiльки елемен-
ти a i b комутують, то пiдмодулi R (a) i P (a) є iнварiантними вiдносно a i b. Як
було зазначено вище

R (a) =
{
v ∈ W

∣∣ (a2 + a+ 1
)
v = 0

}
, P (a) = {v ∈ W | av = v} ,W = R(a)⊕P (a).

Тому a2 + a+ 1 = 0 на пiдмодулi R (a) i a = 1 на пiдмодулi P (a).
Нехай e = (1− a)(1− b)3−1, e1 = e− ab, де 1 означає одиницю групи GL(W ).
ПiдмодулiR (a) i P (a) є iнварiантними вiдносно e, e1, eP (a) ⊆ (1− a)P (a) =

= 0. Згiдно з лемою 4 e, e1 – iдемпотенти на R (a) i e = 0 на P (a).
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Iдемпотент e1 кiльця EndW визначає розклад модуля W .

W = R (a)⊕ P (a) = e1R (a)⊕ (1− e1)R (a)⊕ P (a),

де R (a) = e1R (a)⊕ (1− e1)R (a).
Позначимо L = e1R (a), P = P (a). Оскiльки a 6= 1, то R (a) 6= 0. Вiдповiдно

до леми 4 ae1R (a) ⊆ (1 − e1)R (a) i a2(1 − e1)R (a) ⊆ e1R (a), (1 − e1)R (a) ⊆
ae1R (a). Отже, (1− e1)R (a) = ae1R (a) = aL.

Тим самим, доведено, що R (a) = L⊕ aL, L 6= 0, W = L⊕ aL⊕ P .
Нехай Wg = L⊕L⊕P i g : W → Wg− iзоморфiзм модулiв, який визначений

за правилом g (l1 + al2 + p) = l1 + l2 + p, де li ∈ L, 1 ≤ i ≤ 2, p ∈ P , а
Λg : GL (W )→ GL (Wg)− iндукований g груповий iзоморфiзм.

Це означає, що елементи кiльця End (Wg) можна зобразити формальними
3× 3 матрицями

Λga =

 0 a1 0
1 a2 0
0 0 1

 , Λgb =

 0 b1 0
1 b2 0
0 0 γ

 .

Враховуючи рiвнiсть (1 + a+ a2)R (a) = 0 отримаємо, що a1 = a2 = −1. З
рiвностi b2 = 1 отримаємо, що b1 = 1, b2 = 0.

В якостi елементiв a, b якi визначенi у лемi 5, можна вибрати образи iнво-
люцiй i елементiв третього порядку.

Теорема 2. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 3 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W− лiвий K− модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W )− до-
вiльний неодиничний гомоморфiзм групи E(n,R). Тодi в групi GL (W ) в якостi
елементiв a, b якi визначенi у лемi 5, можна вибрати

a = Λdiag(

(
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1), b = Λdiag(

(
0 1
1 0

)
,−1, 1 . . . , 1), при n ≥ 3

або у випадку n ≥ 4

a = Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1

)
, b = Λdiag(

(
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, 1 . . . , 1),

або у випадку n ≥ 5

a = Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1

)
, b = Λdiag(

(
0 1
1 0

)
, 1, 1,−1, . . . , 1).

Доведення. Безпосередньою перевiркою встановлюється, що мають мiсце
спiввiдношення a3 = b2 = 1, bab−1 = a−1.

З формули [tijtij (−1) , tjk (1) , tji(r)] = tik (−r), де 1 ≤ i, j, k ≤ n попарно рiзнi
числа i Λ : G → GL (W )− неодиничний гомоморфiзм групи E(n,R) випливає,
що має мiсце нерiвнiсть a 6= 1.

Згiдно з теоремою 2 неодиничний елемент a групи GL (W ) , що задовольняє
рiвнiсть a2 +a+1 = 0, при iснуваннi елемента b, b2 = 1, bab−1 = a2, з точнiстю до

iзоморфiзма Λg, можна зобразити формальною матрицею diag

((
0 −1
1 −1

)
, E

)
.

Лема 6. Нехай K− асоцiативне кiльце з 1, 3 ∈ K∗, W− лiвий K− модуль,
a, b – елементи GL (W ) такi, що a, b ∈ GL (W ) , a3 = b3 = 1, ab = ba. Тодi
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iснує розклад модуля W в пряму суму пiдмодулiв, iзоморфiзм модулiв g : W →
Wg,Wg = W i iзоморфiзм Λg такий, що елементи Λga,Λgb можна зобразити
формальними матрицями

Λga = diag (z, E, x, y, E) , Λgb = diag
(
E, z1, x, y

2, E
)
,

де x2 + x+ 1 = 0, y2 + y + 1 = 0, z2 + z + 1 = 0, z2
1 + z1 + 1 = 0.

Доведення. Пiдмодулi R (a), R (b), P (a), P (b) є iнварiантними вiдносно
елементiв a i b i мають мiсце розклади W = R (a)⊕P (a), R (a) = R (a)∩R (b)⊕
R (a)∩ P (b) , P (a) = P (a)∩R (b)⊕ P (a)∩ P (b). Оскiльки (ab)3 = 1, то також
має мiсце розклад

R (a) ∩R (b) = R (a) ∩R (b) ∩R (ab)⊕R (a) ∩R (b) ∩ P (ab) .

Це означає, що має мiсце розклад модуля W в пряму суму пiдмодулiв (деякi з
яких можуть бути нульовими)

W = R (a) ∩ P (b)⊕ P (a) ∩R (b)⊕R (a) ∩R (b) ∩R (ab)⊕R (a) ∩R (b)∩

∩P (ab)⊕ P (a) ∩ P (b) .

Тим самим доведено, що елементи a i b мають вигляд вказаний в лемi 6.
Вiдмiтимо, що оскiльки (x− 1) (x+ 2) = −3 = (x2−1)(x+1), то x−1, x2−1

i аналогiчно y− 1, y2− 1, z− 1, z2− 1, z1− 1, z2
1 − 1 є оборотними на вiдповiдних

ненульових пiдмодулях.

Лема 7. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, 3 ∈ K∗, W− лiвий K− мо-
дуль, a, b, c, d – елементи групи GL (W ) такi, що a3 = b3 = 1, ab = ba, cac−1 =
a−1, cbc−1 = b−1, c2 = 1, dad−1 = b, d2 = 1, dc = cd.

Якщо R(a) ∩ P (b) 6= 0, то iснують лiвi K− модулi L i P та iзоморфiзм
модулiв g : W → Wg,Wg = L⊕L⊕L⊕L⊕P , який iндукує iзоморфiзм групи Λg :
GL (W ) → GL (Wg) такий, що елементи Λga,Λgb,Λgc,Λgd можна зобразити
формальними матрицями

Λga = diag(

(
0 −1
1 −1

)
, 1, 1, α), Λgb = diag

(
1, 1,

(
0 −1
1 −1

)
, β

)
,

Λgc = diag(

(
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, γ),Λgd = diag(

(
0 E
E 0

)
, δ),

де α, β, γ, δ ∈ EndP, α2 = β2 = 1, γ2 = δ2 = 1, αβ = βα, γα = α2γ, γβ =
β2γ, δα = βδ, E = diag(1, 1), 1− одиниця EndL або EndP .

Якщо R (a) ∩ P (b) = 0, то iснує iзоморфiзм групи Λg : GL (W ) → GL (Wg)
такий, що елементи Λga,Λgb,Λgc можна зобразити формальними матриця-
ми

Λga = diag(

(
0 −1
1 −1

)
, E), Λgb = diag

((
α −1− 2α

1 + 2α −1− α

)
, E

)
,

Λgc = diag(

(
0 1
1 0

)
, γ), Λgd = diag

((
β γ
γ β

)
, δ

)
,

де α, β, γ ∈ EndL, α + α2 = 0, l, δ ∈ EndP, l2 = δ 2 = 1, αβ = (α + 1) γ = 0,
β2 + γ2 = 1, α = −γ2, βγ = γβ = 0, 1 – одиниця EndL, E – одиниця EndP .
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Доведення. НехайR(a)∩P (b) 6= 0. Як i в лемi 5 позначимо e = (1− a) (1− c)·
· 3−1 − ac, f = (1− b) (1− c) 3−1 − bc. Тодi e2 = e, eae = 0, f 2 = f , fbf = 0,
ded−1 = f , dfd−1 = e.

W = R (a) ∩ P (b)⊕R (b) ∩ P (a)⊕R (a) ∩R (b)⊕ P (a) ∩ P (b) ,

R (a) = eR (a)⊕ (1− e)R (a) , R (b) = fR (b)⊕ (1− f)R (b) .

Як i в лемi 5 eR (a) = (1− e)R (a) , cfR (b) = (1− f)R (b) . За умовою dR (a)∩
P (b) = R (b) ∩ P (a).

Позначимо L = eR (a) ∩ P (b), P = R (a) ∩ R (b) ⊕ P (a) ∩ P (b). Тодi R (a) ∩
P (b) = L⊕ cL, L 6= 0 , dL = fR (b)∩ P (a) R (b)∩ P (a) = dL⊕ dcL . Тим самим
доведенo, що W = L⊕ cL⊕ dL⊕ dcL⊕ P .

Нехай Wg = L ⊕ L ⊕ L ⊕ L ⊕ P, g : W → Wg− iзоморфiзм модулiв, який
визначений за правилом g (l1 + cl2 + dl3 + dcl4 + p) = l1 + l2 + l3 + l4 + p, де
li ∈ L, 1 ≤ i ≤ 4, p ∈ P , i Λg : GL (W )→ GL (Wg)− iндукований ним груповий
гомоморфiзм.

Зобразимо елементи кiльця End (Wg) формальними 5× 5 матрицями

Λga = diag(

(
0 −1
1 −1

)
, 1, 1, α), Λgb = diag

(
1, 1,

(
0 −1
1 −1

)
, β

)
,

Λgc = diag(

(
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, γ),Λgd = diag

((
0 A−1

A 0

)
, δ

)
,

де α, β, γ, δ ∈ EndP i A ∈ (EndL)2− формальна 2 × 2 матриця, яка комутує

з формальними 2 × 2 матрицями
(

0 −1
1 −1

)
i
(

0 1
1 0

)
, 1 ∈ EndL. Тому, з

точнiстю до спряження, формальною матрицею diag(A, 1, 1) можна вважати,
що A = 1.

Якщо R (a) ∩ P (b) = 0, то R (b) ∩ P (a) = d(R(a) ∩ P (b)) = 0. Тому W =
R (a) ∩R (b)⊕ P (a) ∩ P (b) . Як наслiдок,

W = R (a) ∩R (b) ∩R (ab)⊕R (a) ∩R (b) ∩ P (ab)⊕ P (a) ∩ P (b) .

Формули [tijtij (−1) , tjk (1) , tji(r)] = tik(−r), де 1 ≤ i, j, k ≤ n попарно рiзнi
числа, показують, що має мiсце нерiвнiсть b 6= a2 i, як наслiдок, виконується
нерiвнiсть R (a) ∩R (b) ∩R (ab) 6= 0.

Зауважимо, що згiдно з теоремою 2 можна вважати, що x =

(
0 −1
1 −1

)
.

Зобразимо елементи a i b формальними матрицями a = diag (x, y, E), b =
diag (x, y2, E), ab = diag (x2, E, E), ab2 = diag(E, y2, E), де x2 + x + 1 = 0, y2 +
y + 1 = 0.

Неважко бачити, що R (a) = R (b) i P (a) = P (b). За лемою 5 iснує iзомор-
фiзм групи Λg : GL (W ) → GL (Wg) такий, що елементи Λga,Λgb,Λgc можна
зобразити формальними матрицями

Λga = diag(

(
0 −1
1 −1

)
, E),Λgc = diag(

(
0 1
1 0

)
, l).
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Оскiльки ab = ba, cbc−1 = b−1, b2 + b+ 1 = 0 на R (b) = R (a), то

Λgb = diag

((
α −1− 2α

1 + 2α −1− α

)
, E

)
, Λgd = diag

((
β γ
γ β

)
, δ

)
,

де α, β, γ ∈ EndL, α + α2 = 0, l, δ ∈ EndP, l2 = δ 2 = 1, αβ = (α + 1) γ = 0,
β2 + γ2 = 1, α = −γ2, βγ = γβ = 0, 1 – одиниця EndL, E – одиниця EndP .

Вiдмiтимо, що якщо Λ – гомоморфiзм з умовою (*), то в лемi 7 другий
випадок не має мiсця.

В якостi елементiв a, b, c, d якi визначенi у лемi 7, можна вибрати образи
iнволюцiй i елементiв третього порядку.

Теорема 3. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 3 ∈ K∗, E (n,R) ⊆
G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3, W− лiвий K− модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W )−
довiльний неодиничний гомоморфiзм групи E(n,R). Тодi в якостi елементiв
a, b, c, d якi визначенi у лемi 6, можна вибрати

a = Λdiag(

(
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1), b = Λdiag(

(
0 1
1 0

)
,−1, 1 . . . , 1), при n ≥ 3

або у випадку n ≥ 4

a = Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1

)
, b = Λdiag(1, 1,

(
0 −1
1 −1

)
, 1 . . . , 1),

c = Λdiag

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, 1, . . . , 1

)
, d = Λdiag

((
0 E
E 0

)
, 1, . . . , 1

)
,

де E = diag (1, 1)− одинична 2× 2 матриця.

Доведення. Безпосередньою перевiркою встановлюється, що мають мiсце
спiввiдношення a3 = b3 = 1, ab = ba, cac−1 = a−1, cbc−1 = b−1, c2 = 1, dad−1 =
b, d2 = 1, dc = cd . Тому до перерахованих в теоремi 3 елементiв можна застосо-
вувати лему 7.

6. Висновки. У данiй статтi знайдено вигляд образiв деяких елементiв
матричних груп над асоцiативними кiльцями вiдносно неодиничних гомомор-
фiзмiв у групу автоморфiзмiв модулiв над асоцiативними кiльцями в яких еле-
менти 2 або 3 є оборотними елементами шляхом зображення їх формальними
матрицями.

7. Перспективи подальших дослiджень. Знаходження умов, подiбних
до умови (*) при яких гомоморфiзми матричних груп над кiльцями допускають
стандартний опис.
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ОЦIНКИ КОРЕЛЯЦIЙНОЇ ФУНКЦIЇ ГАУССОВОГО
СТАЦIОНАРНОГО ПРОЦЕСУ, КОЛИ ВIДОМI ЙОГО
ЗНАЧЕННЯ У СКIНЧЕННIЙ МНОЖИНI ТОЧОК

На практицi зазвичай значення процесу спостерiгаються в певнi моменти часу. I на
основi цих даних потрiбно робити висновки про поведiнку процесу, за яким веде-
ться спостереження. Саме тому, першочерговою метою роботи є оцiнка коварiацiйної
функцiї такого процесу. Для цього в данiй роботi розглянуто гауссовий стацiонарний
випадковий процес X iз невiдомим середнiм, коли вiдомi його значення у скiнченнiй
множинi точок та поставлено завдання оцiнити коварiацiйну функцiю такого випад-
кового процесу.
Однiєю з особливостей оцiнки кореляцiйної функцiї випадкового процесу при невiдо-
мому середньому значеннi є те, що використання корелограмм в якостi оцiнки не є
можливим, оскiльки корелограмма в цьому випадку є змiщеною оцiнкою кореляцiй-
ної функцiї. Тому для доведення теорем потрiбно було побудувати статистику, яка б
була незмiщеною оцiнкою коварiацiйної функцiї гауссового стацiонарного випадково-
го процесу. Крiм цього, як показано в деяких наших попереднiх роботах, так i в цiй
роботi, що при оцiнцi вiдхилень кореляцiйної функцiї гауссового стацiонарного випад-
кого процесу вiд корелограмми в Lp-метрицi ми маємо справу вже не з гауссовими
випадковими процесами, а з квадратично-гауссовивми. Тому для доведення цiєї оцiн-
ки використано теорiю квадратично-гауссових випадкових процесiв. За допомогою
цiєї теорiї отримано оцiнки вiдхилень кореляцiйної функцiї гауссового стацiонарного
випадкового процесу iз невiдомим середнiм, коли вiдомi його значення у скiнченнiй
множинi точок цього процесу вiд її оцiнки в Lp-метрицi.
В роботi також побудовано критерiй для перевiрки гiпотези про вигляд кореляцiйної
функцiї такого випадкового процесу. Цей критерiй вдалося сформулювати завдяки
отриманим оцiнкам.

Ключовi слова: статистика, гiпотеза, критерiй, квадратично-гауссовий процес, Lp-
метрика.

1. Вступ. Оцiнювання спектральних i кореляцiйних функцiй випадкових про-
цесiв та побудова критерiїв для iдентифiкацiї цих характеристик є актуальним
напрямком в теорiї випадкових процесiв. Iнтерес до вивчення цих проблем зу-
мовлений широким використанням отриманих результатiв, зокрема при розв’я-
заннi рiзноманiтних задач геологiї та метеорологiї.
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Актуальнiсть даної тематики зумовлює наявнiсть багатьох робiт в цьому на-
прямку. Зокрема, в роботах [1], [3], [4], [5], [6] та книзi [11] були отриманi певнi
оцiнки коварiацiйних функцiй iз заданою точнiстю в рiвномiрнiй метрицi. В
роботах [10] i [12] Ю. В. Козаченко та Т. В. Федорянич побудували критерiї
для перевiрки гiпотез про вигляд коварiацiйної функцiї гауссового стацiонар-
ного процесу iз заданою надiйнiстю та точнiстю у просторi L2[0, A]. У данiй
роботi для побудови критерiю було використано оцiнки норми квадратично-
гауссових випадкових процесiв в просторi Lp[0, A], p ≥ 1, якi були отриманi
в роботi Ю. В. Козаченка та В. Б. Трошкi [8]. Бiльш детальну iнформацiю
з теорiї квадратично-гауссових випадкових величин можна знайти в книзi [2]
та статтi [7]. Зокрема, в цих роботах було дослiджено властивостi простору
квадратично-гауссових випадкових величин та встановлено їх зв’язок з iншими
просторами випадкових величин.

Основною метою даної статтi є побудова критерiю для перевiрки гiпотези
про вигляд коварiацiйної функцiї гауссового стацiонарного процесу у випадку,
коли вiдомi його значення у скiнченнiй множинi точок. Ми також припукає-
мо, що середнє значеня цього процесу є невiдомим. По сутi, це продовження
дослiджень, розпочатих у статтi [8] та [9]. Iстотною вiдмiннiстю даної робо-
ти вiд роботи [9] є те, що тут ми розгядаємо гауссовий стацiонарний випад-
ковий процес X з невiдомим середнiм значенням, коли вiдомi його значення
у скiнченнiй множинi точок. За оцiнку кореляцiйної функцiї цього процесу
ρ(τ) = E(X(t+ τ)−m)(X(t)−m) ми вибираємо статистику

ρ̂T,n(τ) =
1

n

n−1∑
i=0

(
X

(
iT

n
+ τ

)
− âτ

)(
X

(
iT

n

)
− â
)
, (1)

де X
(
iT
n

+ τ
)
та X

(
iT
n

)
– незалежнi, вiдомi значення випадкового процесу,

âτ =
1

n

n−1∑
i=0

X

(
iT

n
+ τ

)
(2)

та

â =
1

n

n−1∑
i=0

X

(
iT

n

)
. (3)

В роботi також отримано оцiнки ймовiрностi вiдхиленнь ρ̂T,n(τ) вiд ρ(τ) в
нормi простору Lp[0, A], p ≥ 1.

Робота має таку структуру. Другий роздiл присвячений вiдомостям з теорiї
квад-ратично-гауссових випадкових процесiв. У третьому роздiлi розглянуто га-
уссовий стацiонарний процес iз невiдомим середнiм, коли вiдомi його значення
у скiнченнiй множинi точок та отримано оцiнки вiдхилень кореляцiйної фун-
кцiї цього процесу вiд її оцiнки в Lp-метрицi. На основi побудованих оцiнок у
роздiлi 4 побудовано критерiй для перевiрки гiпотези про вигляд кореляцiйної
функцiї такого процесу. В останьому роздiлi проаналiзовано результати роботи
та зроблено висновки.

2. Вiдомостi з теорiї квадратично-гауссових випадкових величин.

Означення 1. ( [2], [7]) Нехай T– деяка параметрична множина, Ξ =
{ξt, t ∈ T}– сiм’я сумiсно гауссових випадкових величин, Eξt = 0 (напри-
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клад, ξt– гауссiв випадковий процес). Простiр SGΞ(Ω) називається просто-
ром квадратично-гауссових випадкових величин, якщо випадковi величини ζ ∈
SGΞ(Ω) можна зобразити у виглядi

ζ = ξ̄TAξ̄ − Eξ̄TAξ̄,
де:
• ξ̄ = (ξ1, ..., ξN)T– гауссовий випадковий вектор iз N ≥ 1,Eξ̄ = 0;

• випадковi величини ξi, i = 1, ..., N належать Ξ;

• A– довiльна симетрична матриця,
або випадковi величини з SGΞ(Ω) – це границi в середньому квадратичному
послiдовностей випадкових величин ζn = ξ̄TnAnξ̄n−Eξ̄TnAnξ̄n, n ≥ 1. Зображення
для ζn такi ж як i зображення ζ.

Означення 2. ( [2]). Випадковий процес Y називається квадратично-гауссовим
випадковим процесом, якщо для кожного t ∈ T випадкова величина Y (t) нале-
жить простору SGΞ(Ω) та sup

t∈T
Y 2(t) <∞.

Приклади квадратично гауссових випадкових процесiв:
1) Нехай ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t), t ∈ T – це сiм’я сумiсно гауссових випадкових

процесiв, i Eξi(t) = 0 при i = 1, 2, . . . , n. Нехай для кожного t ∈ T матриця
A(t) симетрична i позначимо ξT (t) = (ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t)). Тодi випадко-
вий процес ζ(t) = ξ

T
(t)A(t)ξ(t) − Eξ

T
(t)A(t)ξ(t) є квадратично-гауссовим

випадковим процесом.

2) Нехай ξn(t) – центрований гауссовий векторний процес i An(t) симетрична
матриця для кожного t ∈ T. Тодi границя в середньому квадратичному по-
слiдовностi випадкових процесiв ζn(t) = ξ

T

n (t)An(t)ξn(t)−Eξ
T

n (t)An(t)ξn(t)
є квадратично- гауссовим випадковим процесом.

Наступна лема була сформульована та доведена в шостому роздiлi книги [2].
Лема 1. Нехай ξ = {ξ(t), t ∈ T} – центрований стацiонарний гауссовий

процес i ρ(τ) = Eξ(t+ τ)ξ(t). Розглянемо при T > 0 корелограму

ρ̂(τ) =
1

T

T∫
0

ξ(t+ τ)ξ(t)dt.

Тодi ρ̂(τ)− ρ(τ) є квадратично-гауссовим процесом.
Теорема 1. ( [8]). Нехай Y = {Y (t), t ∈ X} – це квадратично-гауссiв процес,

де {X,A, µ} – це вимiрний простiр. Припустимо, що Y (t) вимiрний процес на
X. Якщо iснує iнтеграл Лебега Cp(X) =

∫
X

(EY 2(t))
p
2dµ(t), p ≥ 1, то з iмовiрнi-

стю 1 iснує
∫
X
|Y (t)|pdµ(t) та для ε ≥

(
p√
2

+
√

(p
2

+ 1)p
)p
Cp(X) справджується

нерiвнiсть

P


∫
X

|Y (t)|p dµ(t) > ε

 ≤ 2

√√√√1 +
ε1/p
√

2

C
1
p
p (X)

exp

− ε
1
p

√
2C

1
p
p (X)

 .

Роздiл 1: Математика i статистика



ОЦIНКИ КОРЕЛЯЦIЙНОЇ ФУНКЦIЇ. . . 33

3. Оцiнки кореляцiйної функцiї гауссового стацiонарного процесу.
Розглянемо неперервний дiйсний стацiонарний гауссовий випадковий процес

X, який визначений на ймовiрнiсному просторi {Ω,B, P},

X = {X(t), t ∈ T = [0, T + A], 0 < A < T <∞}

та EX(t) = m. Припустимо, що значення цього процесу в моменти ti = iT
n
,

i = 0, 1, . . . , n, n ∈ N та ti + τ є вiдомi.
Позначимо через

ρ(τ) = E(X(t+ τ)−m)(X(t)−m), 0 ≤ τ ≤ A (4)

кореляцiйну функцiю цього процеса, яку будемо розглядати на [0;A].
Введемо позначення

r(τ) = r(n, τ) =
1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

X

(
(i− j)T

n
− τ
)
. (5)

Виберемо за оцiнку кореляцiйної функцiї ρ(τ) статистику ρ̂T,n(τ) визначену
у (1)

Зауваження 1. Оскiльки X
(
iT
n

+ τ
)
та X

(
iT
n

)
– незалежнi, тому справе-

дливими є наступнi перетворення:

Eρ̂T,n(τ) =
1

n

n−1∑
i=0

E

(
X

(
iT

n
+ τ

)
X

(
iT

n

)
− âX

(
iT

n
+ τ

)
− âτX

(
iT

n

)
+

+ ââτ ) =
1

n

n−1∑
i=0

(
EX

(
iT

n
+ τ

)
X

(
iT

n

)
− EâX

(
iT

n
+ τ

)
− EâτX

(
iT

n

)
+

+ Eââτ ) = ρ(τ) +m2 − 1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

EX

(
jT

n

)
X

(
iT

n
+ τ

)
−

− 1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

EX

(
jT

n
+ τ

)
X

(
iT

n
+ τ

)
+

1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

EX

(
jT

n
+ τ

)
X

(
iT

n

)
=

= ρ(τ)+m2− 1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)
−m2− 1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)
−m2+

+
1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)

+m2 = ρ(τ)− 1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)

=

= ρ(τ)− r(τ).

А це означає, що ρ̂T,n(τ) є змiщеною на величину r(τ) оцiнкою для ρ(τ). Однак
величина ρ̃T,n(τ) = ρ̂T,n(τ) + r(τ) буде незмiщеною оцiнкою. Бiльше того, дис-
персiї оцiнок ρ̂T,n(τ) та ρ̃T,n(τ) однаковi.

Теорема 2. Нехай X(t) вимiрний стацiонарний гауссовий процес iз EX(t) =
m та кореляцiйною функцiєю ρ(τ). I нехай при 0 < A < ∞ виконується, що
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C(p, n) <∞, де

C(p, n) =

A∫
0

[ 1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ρ

(
(i− j)T

n

)]2

+

[
1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ρ

(
(i− j)T

n
+ τ

)]2

+

+
2T

n2

n−1∑
j=0

(
1− j

n

)[
ρ2

(
jT

n

)
+ ρ

(
jT

n
+ τ

)
ρ

(
jT

n
− τ
)]
−

− 1

n3

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

[
ρ

(
(i− j)T

n
+ τ

)
ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

)
+

+ 2ρ

(
(i− j)T

n

)
ρ

(
(j − k)T

n

)
+ ρ

(
(i− j)T

n
− τ
)
ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)]) p

2

dτ.

(6)

Тодi при

ε ≥

 A∫
0

|r(τ)|pdτ

1/p

+

(
p√
2

+

√(p
2

+ 1
)
p

)
C1/p(p, n),

де r(τ) визначена у (5), справджується нерiвнiсть

P


 A∫

0

|ρ̂T,n(τ)− ρ(τ)|pdτ

1/p

> ε

 ≤

≤ 2

1 +

(
ε−

(
A∫
0

|r(τ)|pdτ
)1/p

)
√

2

C
1
p (p, n)


1/2

exp

−
ε−

(
A∫
0

|r(τ)|pdτ
)1/p

√
2C

1
p (p, n)

 . (7)

Доведення. Спочатку обчислимо

Dρ̂T,n(τ) = Eρ̂2
T,n(τ)− (ρ(τ)− r(τ))2. (8)

Для цього розглянемо Eρ̂2
T,n(τ):

Eρ̂2
T,n(τ) = E

(
1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
k=0

(
X

(
iT

n
+ τ

)
− âτ

)(
X

(
iT

n

)
− â
)
×

×
(
X

(
kT

n
+ τ

)
− âτ

)(
X

(
kT

n

)
− â
))

=

=
1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
k=0

[
E

(
X

(
iT

n
+ τ

)
− âτ

)(
X

(
iT

n

)
− â
)
×

×E

(
X

(
kT

n
+ τ

)
− âτ

)(
X

(
kT

n

)
− â
)

+ E

(
X

(
iT

n
+ τ

)
− âτ

)
×
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×
(
X

(
kT

n
+ τ

)
− âτ

)
E

(
X

(
iT

n

)
− â
)(

X

(
kT

n

)
− â
)

+

+ E

(
X

(
iT

n
+ τ

)
− âτ

)(
X

(
kT

n

)
− â
)

E

(
X

(
iT

n

)
− â
)
×

×
(
X

(
kT

n
+ τ

)
− âτ

)]
=

1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
k=0

[S1 + S2 + S3] .

Розглнемо кожен iз доданкiв окремо. Тодi для S1 отримаємо:

S1 = E

(
X

(
iT

n
+ τ

)
− âτ

)(
X

(
iT

n

)
− â
)

E

(
X

(
kT

n
+ τ

)
− âτ

)
×

×
(
X

(
kT

n

)
− â
)

=

(
EX

(
iT

n
+ τ

)
X

(
iT

n

)
− EâX

(
iT

n
+ τ

)
−

− EâτX

(
iT

n

)
+ Eââτ

)(
EX

(
kT

n
+ τ

)
X

(
kT

n

)
− EâX

(
kT

n
+ τ

)
−

− EâτX

(
kT

n

)
+ Eââτ

))
=

[
(ρ(τ) + r(τ))−

(
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)

+

+
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
+ τ

))][
(ρ(τ) + r(τ))−

(
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)

+

+
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

))]
= (ρ(τ) + r(τ))2 − (ρ(τ) + r(τ))×

×

(
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)

+
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
+ τ

)
+

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)

+

+
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

))
+

(
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)

+

+
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

)
+

+
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
+ τ

)
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)

+

+
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
+ τ

)
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

))
.

З аналогiчних мiркувань отримаємо, що

S2 =

(
ρ

(
(i− k)T

n

)
+ r(0)

)2

− 2ρ

(
(i− k)T

n

)(
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n

)
+ −

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n

))
− 2r(0)

(
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n

)
+

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n

))
+
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+

( 1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n

))2

+
2

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n

)
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n

)
+

+

(
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n

))2
 .

та

S3 = ρ

(
(i− k)T

n
+ τ

)
ρ

(
(i− k)T

n
− τ
)
− ρ

(
(i− k)T

n
+ τ

)
×

× 1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
+ τ

)
− ρ

(
(i− k)T

n
+ τ

)
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)

+

+ ρ

(
(i− k)T

n
+ τ

)
r(τ)− ρ

(
(i− k)T

n
− τ
)

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)

+

+
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
+ τ

)
+

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)
×

× 1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)
− r(τ)

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
− τ
)
− ρ

(
(i− k)T

n
− τ
)
×

× 1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

)
+

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

)
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
+ τ

)
+

+
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

)
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)
−r(τ)

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

)
+

+ r(τ)ρ

(
(i− k)T

n
− τ
)
− r(τ)

1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − i)T

n
+ τ

)
−

− r(τ)
1

n

n−1∑
j=0

ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)

+ r2(τ).

Пiдставивши отриманi значення S1, S2, S3 в Eρ̂2(τ) отримаємо, що

Eρ̂2(τ) = (ρ(τ)− r(τ))2 + r2(0) + r2(τ)+

+
1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
k=0

[
ρ2

(
(i− k)T

n

)
+ ρ

(
(i− k)T

n
+ τ

)
ρ

(
(i− k)T

n
− τ
)]
−

− 1

n3

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

[
2ρ

(
(j − i)T

n

)
ρ

(
(i− k)T

n

)
+ ρ

(
(i− k)T

n
− τ
)
×

× ρ
(

(i− k)T

n
+ τ

)
+ ρ

(
(i− j)T

n
+ τ

)
ρ

(
(i− k)T

n
− τ
)
− ρ

(
(i− j)T

n
+ τ

)
×
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× ρ
(

(i− k)T

n
+ τ

)
+ ρ

(
(i− k)T

n
+ τ

)
ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)

+

+ ρ

(
(i− k)T

n
− τ
)
ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

)
− ρ

(
(i− k)T

n
− τ
)
ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

)]
=

=
1

n4

[
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ρ

(
(i− j)T

n

)]2

+
1

n4

[
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ρ

(
(i− j)T

n
+ τ

)]2

+

+
T

n2

n−1∑
j=0

(
1− j

n

)
[ρ2

(
j

n

)
+ ρ

(
j

n
+ τ

)
ρ

(
j

n
− τ
)

]−

− 1

n3

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

[
ρ

(
(i− j)T

n
+ τ

)
ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

)
+ 2ρ

(
(i− j)T

n

)
×

× ρ

(
(j − k)T

n

)
+ ρ

(
(i− j)T

n
− τ
)
ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)]

+ (ρ(τ)− r(τ))2 .

Тодi з (8) випливає, що

Dρ̂(τ) =

[
1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ρ

(
(i− j)T

n

)]2

+

[
1

n2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ρ

(
(i− j)T

n
+ τ

)]2

+

+
2T

n2

n−1∑
j=0

(
1− j

n

)[
ρ2

(
jT

n

)
+ ρ

(
jT

n
+ τ

)
ρ

(
jT

n
− τ
)]
−

− 1

n3

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

[
ρ

(
(i− j)T

n
+ τ

)
ρ

(
(j − k)T

n
+ τ

)
+

+ 2ρ

(
(i− j)T

n

)
ρ

(
(j − k)T

n

)
+ ρ

(
(i− j)T

n
− τ
)
ρ

(
(j − k)T

n
− τ
)]

(9)

З означення 1 та леми 1 випливає, що для кожного τ ≥ 0, ρ̂T,n(τ)−Eρ̂T,n(τ)
є квадратично-гауссовою випадковою величиною. Це означає, що для цiєї вели-
чини справджуються умови теореми 1, що разом з теоремою 3.2 роботи ( [9])
дає справедливiсть оцiнки (7) при 0 < A < ∞. З теореми 1 та формули (9)
випливає формула (6) для C(p, n)

4. Побудова критерiю для перевiрки гiпотези.
Нехай H – гiпотеза, яка полягає в тому, що при 0 ≤ τ ≤ A кореляцiйна фун-

кцiя дiйсного вимiрного стацiонарного гауссового процесу X з невiдомим мате-
матичним сподiваннямi дорiвнює ρ(τ). Припустимо, що значення цього процесу
вiдомi в моменти часу ti = iT

n
, i = 0, 1, . . . , n, n ∈ N. За оцiнку ρ(τ) виберемо

величину ρ̂T,n(τ).
Позначимо

g(ε) = 2

1 +

(
ε−

(
A∫
0

|r(τ)|pdτ
)1/p

)
√

2

C
1
p (p, n)


1/2

exp

−
ε−

(
A∫
0

|r(τ)|pdτ
)1/p

√
2C

1
p (p, T )

 .
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Тодi з теореми 2 випливає, що якщо

ε ≥ zp :=

 A∫
0

|r(τ)|pdτ

1/p

+

(
p√
2

+

√(p
2

+ 1
)
p

)
C1/p(p, n),

то

P


 A∫

0

|ρ̂T,n(τ)− ρ(τ)|pdτ

1/p

> ε

 ≤ g (ε) .

Нехай εδ – це розв’язок рiвняння g (ε) = δ, де 0 < δ < 1.
Виберемо Sδ = max{εδ, zp}. Тодi очевидно, що g(Sδ) ≤ δ та

P


 A∫

0

|ρ̂T,n(τ)− ρ(τ)|pdτ

1/p

> Sδ

 ≤ δ. (10)

А це означає, що для перевiрки гiпотези H можна використати наступний
критерiй.

Критерiй 1. Для заданого рiвня довiри δ гiпотеза H приймається, якщо A∫
0

|ρ̂T,n(τ)− ρ(τ)|pdτ

1/p

≤ Sδ

i вiдкидається в протилежному випадку.
5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. На практицi

зазвичай значення процесу спостерiгаються в певнi моменти часу. I на основi
цих даних потрiбно робити висновки про поведiнку процесу, за яким ведеться
спостереження. Саме тому, у роботi розглянуто гауссовий стацiонарний процес
з невiдомим середнiм, коли вiдомi його значення у скiнченнiй множинi точок.
Оцiнено вiдхилення кореляцiйної функцiї цього процесу вiд її оцiнки та побу-
довано критерiй для перевiрки гiпотези про вигляд кореляцiйної функцiї гаус-
сового стацiонарного процесу з невiдомим середнiм, коли вiдомi його значення
у скiнченнiй множинi точок. В наступних роботах планується побудувати кри-
терiї для перевiрки гiпотез про вигляд кореляцiйної функцiї гауссового процесу
за наявної конкретної альтернативної гiпотези.
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Troshki V. B., Troshki N. V., Tovt P. P. Estimates of the correlation function
of a Gaussian stationary process when its values are known in a finite set of points.

In practice, process values are usually observed at certain points in time. And based on this
data, we need to draw conclusions about the behavior of the process that is being monitored.
That is why the primary purpose of the paper is to evaluate the covariance function of such a
process. For this purpose, in this paper, we consider a Gaussian stationary random process
X with unknown mean, when its values are known in a finite set of points and the task is
to estimate the covariance function of such a random process. One feature of estimating
the correlation function of a random process with an unknown mean is that the use of
correlograms as an estimator is not possible, since the correlogram in this case is a biased
estimation of the correlation function. Therefore, to prove the theorems, it was necessary
to construct a statistics that would be an unbiased estimate of the covariance function
of a Gaussian stationary random process. In addition, as shown in some of our previous
papers and in this work, we are dealing with quadratic-Gaussian processes when estimating
the deviations of the correlation function of a Gaussian stationary random process from
a correlogram in the Lp-metric. Therefore, to prove this estimate was used the theory
of quadratic-Gaussian random processes. Using this theory, we obtain estimates of the
deviations of the correlation function of a Gaussian stationary random process with an
unknown mean, when its values in the finite set of points of this process from its estimate
in Lp-metric are known.
The paper also builds a criterion for testing the hypothesis of the appearance of the corre-
lation function of such a random process. This criterion was formulated using the obtained
estimates.

Keywords: statistics, hypothesis, criterion, quadratic-Gaussian process, Lp-metric.
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IСНУВАННЯ L-ГО МОМЕНТУ РОЗВ’ЯЗКУ СТОХАСТИЧНИХ
ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ IТО-СКОРОХОДА ВИПАДКОВОЇ

СТРУКТУРИ З ЗОВНIШНIМИ ЗБУРЕННЯМИ ТА
НЕСКIНЧЕННОЮ ПIСЛЯДIЄЮ

В статтi дано означення сильного розв’язку стохастичної динамiчної системи Iто-
Скорохода випадкової структури з зовнiшнiми збуреннями i всiєю передiсторiєю, до-
веденi основнi нерiвностi, використання яких необхiдне для встановлення умов iснува-
ння i єдиностi розв’язку. Доведена глобальна теорема iснування та єдиностi розв’язку
таких динамiчних систем.

Ключовi слова: iнтеграл за вiнеровим процесом, iнтеграл за пуассоновою мiрою,
стохастичнi динамiчнi системи Iто-Скорокода, стохастична динамiчна система випад-
кової структури, марковськi перемикання.

1. Постановка задачi.
Нехай Rn – n-вимiрний дiйсний евклiдовий простiр i 1 ≤ p <∞. X є просто-

ром iсторiї, тобто простiр Rn×Dp
ρ, де Dp

ρ – простiр Скорохода локально обмеже-
них неперервних справа, що мають лiвостороннi границi, функцiй ϕ : R+ → Rn

таких, що

‖ϕ‖pρ ≡
∞∫

0

|ϕ(s)|pρ(s)ds <∞.

Норма в просторi X вводиться наступним чином

‖ϕ‖X ≡
(
|ϕ(0)|p + ‖ϕ‖pρ

)1/p

, ‖ϕ‖pρ <∞, 1 ≤ p <∞.

Означення 1. Функцiя ρ : R+ → R+ називаєтья функцiєю iз згладжуючою
властивiстю, якщо вона задовольняє таким умовам [2]:

1. ρ – сумовна в R+;
2. для ∀z ≥ 0 справедливi нерiвностi

K̄(z) ≡ ess sup
s∈R+

ρ(s+ z)

ρ(s)
≤ ¯̄K <∞;

K(z) ≡ ess sup
s∈R+

ρ(s)

ρ(s+ z)
<∞;

(1)
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3. ρ – обмежена в R+;
4. ρ > 0 – строго додатня на s ∈ (0,∞);
5. sρ(s)→ 0 коли s→∞.

Наприклад, в якостi ρ(s) можна розглянути функцiю e−s.
Нехай (Ω,F,F ≡ {Ft ⊂ F, t ≥ 0} ,P) – ймовiрнiсний базис [1]; {ξ(t), t ≥ 0} –

марковський процес iз значеннями в метричному просторi Y = {y1, .., yn} з пере-
хiдною ймовiрнiстю P(s, y, A), A ∈ BY ; {ηk, k ≥ 0} – ланцюг Маркова в метри-
чному просторi з перехiдною ймовiрнiстю на k-му кроцi Pk(h,G); {w(t), t ≥ 0}
– Rn-значний вiнерiв процес, узгоджений з потоком σ-алгебр {Ft, t ≥ 0}, а
{ν̃(dθ, dt) ≡ ν(dθ, dt)− tΠ(dθ)} незалежна вiд нього центрована пуассонова мiра
на (Θ×R+, Z×B+), для якої E {ν̃2(dθ × dt)} = Π(dθ)dt, де Π – деяка σ-скiнченна
мiра на Z.

Розглянемо стохастичну динамiчну систему випадкової структури iз зовнi-
шнiми збуреннями та усiєю передiсторiєю

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt, ξ(t))dt+ f2(γ2)b(t, xt, ξ(t))dw(t)+

+f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ, ξ(t))ν̃(dθ, dt), ∀t ≥ t0; (2)

з марковськими перемиканнями

∆x|t=tk = x(tk)− x(tk−) = g
(
tk−, xtk−, ξ(tk), ηk

)
, (3)

tk ∈ S ≡ {tn ↑, n ∈ N} , lim
n→∞

tn = +∞

i початковими умовами

ξ(t0) = y ∈ Y, xt0 = ϕ ∈ X, ηk0 = h. (4)

Тут γ1, γ2 – випадковi величини, з функцiями розподiлу Fγ1(·), Fγ2(·) вiдпо-
вiдно, незалежнi вiд ξ(t) i приростiв {w(s)− w(t0), s ≥ t0}, {ν̃(s, A)− ν̃(t0, A),
s ≥ t0, A ∈ Z}; f1(·), f2(·) – деякi борелевi функцiї; векторнозначний функцiонал
{a(t, ϕ, y)} : R×X×Y → Rn, матричнозначний функцiонал {b(t, ϕ, y)} : R×X×
Y →Mn

n (Rn) та векторнозначний функцiонал {c(t, ϕ, θ, y)} : R×X×Θ×Y → Rn

– вимiрнi за сукупнiстю змiнних i при кожному ϕ ∈ X локально обмеженi по t,
а процес xt = (x(t), xtρ), де

xtρ(s) ≡
{
x(t− s), t0 ≤ s ≤ t;
ϕ(s− t), s > t.

Крiм того, ϕt0 ∈ X з ймовiрнiстю 1 i ϕ(t) не залежить вiд приростiв вiнерового
процесу {w(s)− w(t), s ≥ t ≥ t0}, центрованої пуассонової мiри {ν̃(s, A)− ν̃(t0, A),
s ≥ t0, A ∈ Z} при кожному t та випадкових величин γ1, γ2.

Означення 2. Стохастичний процес {x(t) ≡ x(t, ω), t ∈ (−∞, T ]} назвемо
сильним розв’язком задачi (2)-(4), якщо x(t) прогресивно вимiрний вiдносно
Ft при t ≤ T , вiдрiзки траєкторiй процесу xt ∈ X при t ∈ [t0, T ], xt0 = ϕ з
ймовiрнiстю 1 i рiвнiсть

x(t) = x(s) + f1(γ1)
t∫
s

a(s, xs, ξ(t))ds+ f2(γ2)
t∫
s

b(s, xs, ξ(t))dw(s)+

+f3(γ3)
t∫
s

∫
Θ

c(s, xs, θ, ξ(t))ν̃(dθ, ds)

(5)
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виконується з ймовiрнiстю 1 для всiх s ∈ [tk, tk+1), t ∈ (s, tk+1) i при tk ≥ t0:

x(tk) = x(tk−) + g(tk−, xtk , ξ(tk), ηk). (6)

Для спрощення викладок вважатимемо, що ξ(t) – однорiдний ланцюг Мар-
кова зi скiнченною кiлькiстю станiв. Згiдно [1] {xt(s), ξ(t)} є марковським про-
цесом, в якому випадкова складова x(t) ∈ X характеризує змiни вектора стану
системи, а ξ(t) – випадковi змiни її структури з врахуванням ланцюга Маркова
{ηk, k ≥ 0}, що входить як аргумент у функцiю вiдображення g(·, ·, ·, ηk). Цим i
пояснюється означення системи (2) як системи випадкової структури.

2. Основнi твердження для сильного розв’язку стохастичних дина-
мiчних систем без врахування марковських збурень.

Спочатку розглянемо бiльш просту динамiчну систему, що не мiстить мар-
ковських збурень, а саме:

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt)dt+ f2(γ2)b(t, xt)dw(t)+

+f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ)ν̃(dθ, dt), ∀t ≥ t0; (7)

xt0 = ϕ ∈ X. (8)

Встановимо достатнi умови iснування i єдиностi сильного розв’язку споча-
тку для задачi (7)-(8).

Введемо позначення

|x(·)|∗t0 (t) ≡ sup
t0≤s≤t

|x(s)| .

(iнодi t0 не будемо писати, коли це не суттєво)
При доведеннi теореми iснування та єдиностi сильного розв’язку будемо ви-

користовувати нерiвностi Буркхольдера [2], [9]: для довiльного l > 1 iснують
сталi cl1, cl2 такi, що

E

∣∣∣∣∣∣
•∫

t0

ψ1(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t) ≤ cl1E

 t∫
t0

|ψ1(s)|2 ds

l/2

; (9)

E

∣∣∣∣∣∣
•∫

t0

∫
Θ

ψ2(θ, s)ν̃(dθ, ds)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t) ≤ cl2E

 t∫
t0

∫
Θ

|ψ2(θ, s)|2 Π(dθ)ds

l/2

;

для будь-яких Ft-узгоджених процесiв ψ1(t, ω) i ψ2(θ, t, ω), таких, що

t∫
0

ψ2
1(t)dt <∞;

t∫
0

∫
Θ

ψ2
2(θ, t)Π(dθ)dt <∞

майже напевне.
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Також будемо використовувати сталi, що з’являються в таких елементарних
нерiвностях ∣∣∣∣∣

m∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣
l

≤ k
(m)
l

m∑
i=1

|ai|l, l ≥ 0, (10)

{ai} ⊂ R, m = 1, 2, 3, 4; k
(m)
l = ml−1 ∨ 1.

Позначимо

R(t, x) ≡ f1(γ1)

t∫
t0

a(s, xs)ds+f2(γ2)

t∫
t0

b(s, xs)dw(s)+f3(γ3)

t∫
t0

∫
Θ

c(t, xs, θ)ν̃(dθ, dt),

δ(t) ≡ x(t)− y(t).

Лема 1. Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω,F,F,P) задано стохастичне
функцiонально-диференцiальне рiвняння (7) з початковою умовою (8). Припу-
стимо, що

1) вимiрнi функцiонали a, b, c, визначенi вiдповiдно на R ×X, R ×X, R ×
X × Z задовольянють умову Лiпшица, а саме, iснує стала L, така, що

|a(s, x)− a(s, y)|+ |b(s, x)− b(s, y)|+

+

∫
Θ

|c(s, x, θ)− c(s, y, θ)|Π(dθ) ≤ L‖x− y‖X (11)

для довiльних x, y ∈ X;
2) f1(·), f2(·) – деякi борелевi функцiї такi, що iснують E (f1(γ1))l, E (f2(γ2))l,

E (f3(γ3))l ≤ c < ∞, l > 1, де γ1, γ2, γ3 – незалежнi в сукупностi випадковi
величини;

3) x, y ⊂ X – Ft-прогресивно вимiрнi випадковi процеси, без розривiв другого
роду, для яких xt0 , yt0 ∈ X.

Тодi для ∀l > 1 справедлива нерiвнiсть

E
{
|R(·, x)−R(·, y)|∗lt0 (t)

}
≤ K1E

{∥∥δt0∥∥l
X

}
+

+K2E


t∫

t0

|δ(s)|lds+

t∫
t0

 u∫
t0

|δ(v)|pρ(s− v)dv

l/p

du

+

+K3E


 t∫
t0

|δ(s)|2ds

l/2

+

 t∫
t0

 u∫
t0

|δ(v)|pρ(s− v)dv

2/p

ds


l/2
 , (12)

де K1, K2, K3 залежать лише вiд l, p, L, (t − t0) i обмеженi при t ∈ [t0, T ].
Також K1 є нескiнченно малою o(1) при t→ t0.

Роздiл 1: Математика i статистика



IСНУВАННЯ l-ГО МОМЕНТУ РОЗВ’ЯЗКУ. . . 45

Доведення. Використовуючи нерiвностi (9), а також елементарнi нерiвностi
(10) матимемо

|R(·, x)−R(·, y)|∗lt0 (t) ≤ kl|f1(γ1)|l
∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

(a(s, xs)− a(s, ys))ds

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t)+

+kl|f2(γ2)|l
∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

(b(s, xs)− b(s, ys))dw(s)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t)+

+kl|f3(γ3)|l
∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

∫
Θ

(c(s, xs, θ)− c(s, ys, θ))ν̃(dθ, ds)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t);

E
{
|R(·, x)−R(·, y)|∗lt0 (t)

}
≤ cklE

(t− t0)l−1

t∫
t0

|(a(s, xs)− a(s, ys))|lds+

+ccl1

 t∫
t0

|(b(s, xs)− b(s, ys))|2 ds

l/2

+

+ccl2

 t∫
t0

∫
Θ

|c(s, xs, θ)− c(s, ys, θ)|2 Π(dθ)ds

l/2
 ≤

≤ cklL
lE

(t− t0)l−1

t∫
t0

‖δs‖l ds+ (cl1 + cl2)

 t∫
t0

‖δs‖2 ds

l/2
 . (13)

Оскiльки [2] ‖δs‖pX = |δ(s)|p + ‖δs‖pρ i

‖δs‖pρ =

∞∫
0

|δ(s− v)|p ρ(v)dv =

∞∫
s−t0

|δ(s− v)|p ρ(v)dv +

s−t0∫
0

|δ(s− v)|p ρ(v)dv =

=

∞∫
0

|δ(t0 − v)|p ρ(v)
ρ(v + s− t0)

ρ(v)
dv +

s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv ≤

≤ ¯̄K
∥∥δt0∥∥p

ρ
+

s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv,

де ¯̄K визначене формулою (1).
Позначимо λ = l/p; τ = 2/p. Тодi, одержимо

‖δs‖l = (‖δs‖p)λ ≤ kλ

|δ(s)|l + ¯̄Kλ
∥∥δt0∥∥l

ρ
+

 s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv

λ
 ;
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‖δs‖2 = (‖δs‖p)λ ≤ kτ

|δ(s)|2 + ¯̄Kτ
∥∥δt0∥∥2

ρ
+

 s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv

τ .
Iнтегруючи, матимемо

t∫
t0

‖δs‖l ds ≤ kλ

 t∫
t0

|δ(s)|l ds+ ¯̄Kλ(t− t0)
∥∥δt0∥∥l

ρ
+

t∫
t0

 s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv

λ

ds

 ;

 t∫
t0

‖δs‖2 ds

l/2

≤ kl/2τ kl/2×

×


 t∫
t0

|δ(s)|2 ds

l/2

+ ¯̄Kλ(t− t0)l/2
∥∥δt0∥∥l

ρ
+

 t∫
t0

 s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv

τ

ds

l/2
 .

Пiдставивши останнi двi оцiнки в (13), одержимо (12), причому

K1 ≡ cklL
l ¯̄Kλ(kλ(t− t0)l + c(cl1 + cl2)kl/2k

l/2
τ (t− t0)l/2);

K2 = cklkλL
l(t− t0)l−1; K3 = c(cl1 + cl2)Llklkl/2k

l/2
λ .

Лема 1 доведена.
Надалi будемо користуватися наступним наслiдком з леми 1.

Наслiдок 1. При виконаннi умов леми 1 справедлива така нерiвнiсть:

E
{
|R(·, x)−R(·, y)|∗t0 (t)

}
≤ K1E

{∥∥δt0∥∥l
X

}
+M t

t0
E
{
|δ(·)|∗lt0 (t)

}
, (14)

де K1 – те саме, що i вище, а M залежить вiд (t − t0), K2, K3 i M t
t0

= O(1)
при t ↓ t0.

Доведення. Зауважимо, що
t∫

t0

 s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv

 ds ≤ ‖ρ‖L1

t∫
t0

|δ(v)|p dv.

Пiдставивши |δ(s)| ≤ |δ|∗t0 (t) при t0 ≤ s ≤ t в нерiвнiсть (12), ми одержимо (14)

M t
t0

= K2

(t− t0) +

t∫
t0

 s∫
t0

ρ(s− v)dv

l/p

ds

+

+K3


 t∫
t0

ds

l/2

+

 t∫
t0

 s∫
t0

ρ(s− v)dv

2/p

ds


l/2
 ≤

≤ K2(t− t0)(1 + ‖ρ‖l/pL1
) +K3(t− t0)l/2(1 + ‖ρ‖l/pL1

) = o(1) при t→ t0,

що i доводить наслiдок.
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Доведення теореми iснування та єдиностi розв’язку СДФР∞ базується на
методi послiдовних наближень Пiкара, як i увипадку класичних стохастичних
рiвнянь.

Але, враховуючи норму в просторi X, доведення вiдрiзняється вiд доведе-
ння в класичному розумiннi тим, що, взагалi кажучи, оцiнки Гронуолла не
виконуються. В процесi доведення використовується [5] Лема 2 i можливiсть
продовжити розв’язок, оскiльки M t

t0
залежить вiд (t− t0) i не залежить вiд t0.

Теорема 1. Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω,F, F,P) задано стохастичне
рiвняння (7) з початковою умовою (8). Припустимо, що

1) функцiонали a : R × X → Rn, b : R × X → Mn
n (Rn), c : R × X × Θ → Rn

вимiрнi за сукупнiстю змiнних;
2) iснує стала L > 0 така, що

|a(t, x)− a(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)|+
∫
Θ

|c(t, x, θ)− c(t, y, θ)|Π(dθ) ≤ L ‖x− y‖X

для ∀x, y ∈ X;
3) |a(t, x)|+ |b(t, x)|+

∫
Θ

|c(t, x, θ)|Π(dθ) ≤ L(1+‖x‖X) для ∀t ∈ [t0, T ] i ∀x, y ∈

X;
4) f1(·), f2(·), f3(·) – деякi борелевi функцiї такi, що iснують E (f1(γ1))l,

E (f2(γ2))l, E (f3(γ3))l ≤ c < ∞, l > 1, де γ1, γ2, γ3 – незалежнi в сукупностi
випадковi величини;

5) ∃l > 1 i x− – випадковий процес x− ∈ Xt0 такий, що

E
∥∥xt0−∥∥lX <∞.

Тодi
1) iснує єдиний сильний розв’язок {x(t), t ∈ [t0, T ]} рiвняння (7) такий, що

xt0 = xt0− ; (15)

2) для ∀t ∈ [t0, T ] i l > 1 iснує l момент розв’язку (7)

E |x(·)|∗lt0 (t) <∞. (16)

Тут через Xt0 позначено простiр вимiрних випадкових процесiв ϕ(t), t ≤
t0, таких, що ϕt0 ∈ X з ймовiрнiстю 1, i таких, що при кожному t, ϕ(t) не
залежить вiд приростiв вiнерового процесу {w(s)− w(t0), s ≥ t0}, пуассонової
мiри {ν̃(s, A)− ν̃(t0, A), s ≥ t0, A ∈ Z} та випадкових величин γ1, γ2, γ3.

Доведення. Iснування. Визначимо послiдовнiсть {xn(t), n ≥ 0} таким чи-
ном:

xn(t) = x−(t) при t ≤ t0 для всiх n ≥ 0,

x0(t) = x−(t0) при t ≥ t0.

При n ≥ 1, t ≥ t0

xn(t) = x−(t0) +

t∫
t0

a(s, xsn−1)ds+

t∫
t0

b(s, xsn−1)dw(s) +

t∫
t0

∫
Θ

c(s, xsn−1, θ)ν̃(dθ, ds).

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700



48 В. К. ЯСИНСЬКИЙ, С. В. АНТОНЮК

З цього визначення, умов на коефiцiєнти випливає [5], що функцiї xn(t),
t ≥ t0 є прогресивно-вимiрнi вiдносно Ft, без розривiв другого роду i xtn ∈ X
при t ≥ t0.

Спочатку покажемо за iндукцiєю, що

E
{
‖x•n‖

∗l
t0

(t)
}
<∞, t0 ≤ t ≤ T.

Для n = 0 маємо xt00 ∈ X i за вище заданою побудовою для t0 ≤ t ≤ T∥∥xt0∥∥ =
∥∥T t−t0xt00 ∥∥ ≤ ¯̄c

∥∥xt00 ∥∥ = ¯̄c
∥∥xt0−∥∥ ,

¯̄c – стала, що залежить вiд ¯̄K. Тому E
{
‖x0(·)‖∗lt0 (T )

}
≤ const, E

{∥∥xt0−∥∥lX} <∞.

Припустимо, що E
{∥∥x•n−1

∥∥∗l
t0

(t)
}
< ∞, t0 ≤ t ≤ T . Використовуючи Лему

1, нерiвностi Букхольдера (9), елементарнi нерiвностi (10) та умову 3) теореми,
одержимо для ∀t0 ≤ t ≤ T

E
{
‖x•n‖

∗l
t0

(t)
}
≤ ck

(4)
l E

|x−(t0)|l + (t− t0)l−1

t∫
t0

∣∣a(s, xsn−1)
∣∣l ds+

+

 t∫
t0

∣∣b(s, xsn−1)
∣∣ dw(s)

l

+

 t∫
t0

∫
Θ

∣∣c(s, xsn−1, θ)
∣∣ ν̃(dθ, ds)

l
 ≤

≤ ck
(4)
l E

|x−(t0)|l + (t− t0)l−1

t∫
t0

∣∣a (s, xsn−1

)∣∣l ds+
+cl1

 t∫
t0

∣∣b(s, xsn−1)
∣∣2 ds

l/2

+ cl2

 t∫
t0

∫
Θ

∣∣c(s, xsn−1, θ)
∣∣2 Π(dθ)ds

l/2
 ≤

≤ k
(4)
l E

|x−(t0)|l + (t− t0)l−1Ll
t∫

t0

(
1 +

∥∥xsn−1

∥∥)l ds+Llcl1

 t∫
t0

(
1 +

∥∥xsn−1

∥∥)2
ds

l/2

+

+Llcl2

 t∫
t0

(
1 +

∥∥xsn−1

∥∥)2
ds

l/2
 ≤ ck

(4)
l E

{
|x−(t0)|l + Ll(T − t0)l + Ll(T − t0)l/2×

×(cl1 + cl2)β(1 +
∥∥x·n−1

∥∥∗
t0

(t))l
}
≤ ck

(4)
l E

{
|x−(t0)|l + Ll(T − t0)l + Ll(T − t0)l/2×

×(cl1 + cl2)β(1 +
∥∥x·n−1

∥∥∗l
t0

(T ))
}
<∞.

Далi, використовуючи Лему 1 i наслiдок 1, матимемо

E
{
|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0 (t)

}
= E

{
|R(·, xn−1)−R(·, xn−2)|∗lt0 (t)

}
≤
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≤M t
t0

E
{
|xn−1(·)− xn−2(·)|∗lt0 (t)

}
.

Згiдно того ж наслiдку, можемо обрати t1 > 0 таке, що M t
t0
< 1/2 для

t ∈ [t0, t0 + t1], де t1 не залежить вiд t0.
Якщо покласти

K ≡ E
{
|x1(·)− x0(·)|∗lt0

}
<∞

матимемо E
{
|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0 (T )

}
≤ K

2n
, t ∈ [t0, t0 + t1].

Враховуючи нерiвнiсть Чебишева, одержимо збiжний ряд

∞∑
n=1

P

{
|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0 (t) >

1

n2

}
≤

∞∑
n=1

n2lE
{
|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0 (t)

}
≤

≤ K
∞∑
n=1

n2l

2n
<∞.

Отже, за лемою Бореля-Кантеллi iснує рiвномiрна збiжнiсть майже напевне

на [t0, t0 + t1] суми xn(t) ≡ x−(t0) +
n−1∑
k=1

|xk(t)− xk−1(t)|.

Тому границя x(t) = lim
n→∞

xn(t) iснує на [t0, t0 + t1].
Покажемо, що {x(t), t ≤ t1} – розв’язок рiвняння (7). Проведемо оцiнки, ви-

користовуючи наслiдок 1:

E


∣∣∣∣∣∣x(·)− x−(t0)− f1(γ1)

·∫
t0

a(s, xs)ds− f2(γ2)

·∫
t0

b(s, xs)dw(s)−

−f3(γ3)

·∫
t0

∫
Θ

c(s, xs, θ)ν̃(dθ, ds)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t)

 =

= E

∣∣∣∣∣∣(x(·)− xn(·))−
·∫

t0

f1(γ1)
[
a(s, xs)− a(s, xsn−1)

]
ds−

−
·∫

t0

f2(γ2)
[
b(s, xs)− b(s, xsn−1)

]
dw(s)−

−
·∫

t0

∫
Θ

f3(γ3)
[
c(s, xs, θ)− c(s, xsn−1, θ)

]
ν̃(dθ, ds)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

≤ k
(2)
l E |x(·)− xn(·)|∗lt0 (t)+

+ck
(2)
l E |R(·, x)−R(·, xn−1)|∗lt0 (t) ≤ k

(2)
l E |x(·)− xn(·)|∗lt0 (t)+

+ck
(2)
l E |x(·)− xn−1(·)|∗lt0 (t),

нагадаємо, що при t ≤ t1 M
t
t0
< 1/2.
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Залишилось довести, що lim
n→∞

E |x(·)− xn(·)|∗l (t) = 0.

Нехай bi = i−2/l′ , l′ =
l

l − 1
. Тодi з нерiвностi Гельдера (при l > 1)

E |xn(·)− xn + k(·)|∗l (t) ≤ E

(
n+k−1∑
i=n

|xi(·)− xi+k(·)|∗ (t)

)l

=

= E

(
n+k−1∑
i=n

|xi(·)− xi+k(·)|∗ (t)bib
−1
i

)l

≤

≤ E

(
n+k−1∑
i=n

|xi(·)− xi+1(·)|∗ (t)b−li

)(
n+k−1∑
i=n

bl
′

i

)l/l′

≤

(
∞∑
i=1

Kb−li
2i

)(
∞∑
i=n

bl
′

i

)l−1

i
|x(·)− xn(·)|∗l (t) ≤ lim inf

k
|x(·)− xn+k(·)|∗l (t),

за лемою Фату

E |x(·)− xn(·)|∗l (t) ≤ K

(
∞∑
i=1

b−li
2i

)(
∞∑
i=n

bl
′

i

)l−1

→ 0 коли n→∞.

Таким чином, доведено iснування розв’язку (7) для t ∈ [t0, t0 + t1]. Про-
довжимо цей розв’язок за t0 + t1. Для цього досить шукати розв’язок (7) для
t ≥ t0 + t1 з початковими даними

ϕ1(t) =

{
x−(t), t ≤ t0;
x(t), t ∈ [t0, t0 + t1].

Очевидно, що ϕ1 ∈ Xt0+t1 . Повторюючи вищеописанi викладки, одержимо
розв’язок x(t), t0 + t1 ≤ t ≤ t0 + 2t1, i для такого t

x(t) = ϕ1(t0 + t1) + f1 (γ1)

t∫
t0+t1

a(s, xs)ds+ f2 (γ2)

t∫
t0+t1

b(s, xs)dw(s)+

+f3 (γ3)

t∫
t0+t1

∫
Θ

c(s, xs, θ)ν̃(dθ, ds) =

= x−(t0) + f1 (γ1)

t0+t1∫
t0

a(s, xs)ds+ f2 (γ2)

t0+t1∫
t0

b(s, xs)dw(s)+

+f3 (γ3)

t0+t1∫
t0

∫
Θ

c(s, xs, θ)ν̃(dθ, ds)+

+f1 (γ1)

t∫
t0+t1

a(s, xs)ds+ f2 (γ2)

t∫
t0+t1

b(s, xs)dw(s)+

Роздiл 1: Математика i статистика



IСНУВАННЯ l-ГО МОМЕНТУ РОЗВ’ЯЗКУ. . . 51

+f3 (γ3)

t∫
t0+t1

∫
Θ

c(s, xs, θ)ν̃(dθ, ds) =

= x−(t0) + f1 (γ1)

t∫
t0

a(s, xs)ds+ f2 (γ2)

t∫
t0

b(s, xs)dw(s)+

+f3 (γ3)

t∫
t0

∫
Θ

c(s, xs, θ)ν̃(dθ, ds)

i тому x(t), t0 + t1 ≤ t ≤ t0 + 2t1 є розв’язком (7) з початковими умовами (15).
Аналогiчно, припускаючи, що побудовано розв’язок x(t), t0 + t1 ≤ t ≤ t0 + kt1,
k ≥ 1, будується розв’язок x(t), t0 + t1 ≤ t ≤ t0 + (k+ 1)t1 з початковою iсторiєю
до t0 + kt1, заданою процесом

ϕ1(t) =

{
x−(t), t ≤ t0;
x(t), t ∈ [t0, t0 + kt1]

∈ Xt0+kt1 .

Далi, рухаючись аналогiчно до t0+kt1 ≥ T , одержимо Ft-вимiрний розв’язок
{x(t), t0 ≤ t ≤ T}, що задовольняє (15).

Єдинiсть. Нехай {x1(t), t ∈ [t0, T ]} i {x2(t), t ∈ [t0, T ]} – два розв’язки рiв-
няння (7), що задовольняють (15) i (16). Позначимо δ(t) ≡ x1(t) − x2(t), тодi з
наслiдку випливає (тут δ∗t0(t) = |δ(·)|∗t0 (t))

Eδ∗lt0(t) ≤M t
t0

Eδ∗t0(t).

Нехай t̄ ≤ T − t0 є таким, що M t
t0
≤ α < 1 для t0 ≤ t ≤ t̄+ t0. Тодi,

Eδ∗lt0(t) = 0 для t0 ≤ t ≤ t̄+ t0.

Таким чином,

P ({x1(t) = x2(t), t0 ≤ t ≤ t0 + t̄ ≡ θ1}) = 1.

Рухаючись далi, одержимо Eδ∗lt0(t) = 0 для t ∈ [θ1, θ2], θ2 ≡ θ1 + t̄2 i пiсля
скiнченної кiлькостi крокiв P ({x1(t) = x2(t), t0 ≤ t ≤ T}) = 1.

Доведено єдинiсть сильного розв’язку, що задовольняє лише (15). НехайN >
0, i для t0 ≤ t ≤ T, IN є iндикатором такої множини

Ωn =
{
ω : |x1(·)|∗t0 (t) ≤ N, |x2(·)|∗t0 (t) ≤ N

}
.

Оскiльки IN(t) = IN(t)Is(t), s ≤ t, то, повторюючи доведення леми 1 та її на-
слiдку, одержимо нерiвнiсть E |IN(·)δ (·)|∗lt0 (t) ≤ M t

t0
E |IN(·)δ (·)|∗lt0 (t), i, викори-

стовуючи тi ж роздуми, що й ранiше, матимемо E |IN(·)δ (·)|∗lt0 (t) = 0, t0 ≤ t ≤ T .
Звiдси випливає, що

P {δ(t) 6= 0} ≤ P
{
|x1(·)|∗lt0 (t) > N

}
+ P

{
|x2(·)|∗lt0 (t) > N

}
,

але x1, x2 – локально обмеженi, а отже, ймовiрностi в правiй частинi нерiвностi
прямують до нуля при N →∞ i, отже, δ(t) = 0 при t ∈ [t0, T ].
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3. Теорема iснування i єдиностi розв’язку стохастичної динамiчної
системи Iто-Скорохода випадкової структури з зовнiшнiми збурення-
ми i всiєю передiсторiєю.

Опишемо як можна адаптувати теорему 1 для системи (2)-(4) [6].
Припустимо, що зовнiшнi перемикання типу (3) вiдсутнi. Тодi на iнтервалi

t ∈ [t0, t1), де ξ(t) = y1 ∈ Y, розглянемо систему

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt, y1)dt+ f2(γ2)b(t, xt, y1)dw(t) + f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ, y1)ν̃(dθ, dt)

з початковими умовами

ξ(t0) = y ∈ Y, xt0 = ϕ ∈ X.

На основi теореми 1 можна стверджувати, що дана задача має єдиний розв’язок
на промiжку t ∈ [t0, t1).

Далi, розглянемо iнтервал t ∈ [t1, t2). Тут ξ(t) = y2 ∈ Y, а рух вiдбувається
в силу системи

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt, y2)dt+ f2(γ2)b(t, xt, y2)dw(t) + f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ, y2)ν̃(dθ, dt)

з початковою умовою ξ(t1) = y1, а в якостi початкової функцiї ϕ(θ) слiд роз-
глянути вiдрiзок траєкторiї x(t), t ∈ [−∞, t1]. Очевидно, що i тут має мiсце
твердження про iснування єдиного розв’язку.

Таким чином, теорема 1, має мiсце на вiдрiзку [0, T ] ⊃
n−1⋃
k=0

[tk, tt+1) (0 = t0 <

t1 < t2 < ... < tn = T ).
Розглянемо випадок, коли зовнiшнi перемикання типу (3) вiдбуваються в

моменти часу t∗1 < t∗2 < ... < t∗n, t∗1 > t0, а значення ξ(t) = y залишається
незмiнним.

Тодi замiсть системи (2) слiд розглядати систему

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt, y)dt+ f2(γ2)b(t, xt, y)dw(t)+

+f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ, y)ν̃(dθ, dt), ∀t ≥ t0; (17)

з початковою умовою
xt0 = ϕ ∈ X, ηk0 = h0, (18)

для iнтервалу t ∈ [t0, t
∗
1); i початковою умовою

xt
∗
1 = xt

∗
1− + g(t∗1−, y, h1, x(t∗1−)), ηk1 = h1, (19)

для t ∈ [t0, t
∗
1).

Аналогiчно для iнтервалу t∗k ≤ t ≤ t∗k+1 слiд розглядати систему (17) з поча-
тковою умовою

xt
∗
k = xt

∗
k− + g(t∗k−, y, hk, x(t∗k−)). (20)
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Для початкових умов (20), k ≥ 2 значення початкової функцiї в точцi tk слiд
розумiти як границю злiва.

Враховуючи теорему 1 можна стверджувати, що система (17), (20) має єди-
ний розв’язок на iнтервалi [t∗k−1, t

∗
k) при всiх k ≥ 1.

Отже, на пiдставi вищесказаного, має мiсце наступна теорема.

Теорема 2. Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω,F, F,P) задана стохастична
динамiчна система (2)-(4). Припустимо, що

1) функцiонали a : R ×X → Rn, b : R ×X → Mn
n (Rn), c : R ×X × Θ → Rn

вимiрнi за сукупнiстю змiнних;
2) iснує стала L > 0 така, що

|a(t, ϕ1, y)− a(t, ϕ2, y)|+ |b(t, ϕ1, y)− b(t, ϕ2, y)|+

+

∫
Θ

|c(t, ϕ1, θ, y)− c(t, ϕ2, θ, y)|Π(dθ)+|g(t, ϕ1, y, h)− g(t, ϕ2, y, h)| ≤ L‖ϕ1 − ϕ2‖X

для ∀ϕ1, ϕ2 ∈ X, ∀t ∈ [t0, T ], y ∈ Y, h ∈ H;
3) виконується нерiвнiсть

|a(t, ϕ, y)|+ |b(t, ϕ, y)|+
∫
Θ

|c(t, ϕ, θ, y)|Π(dθ) + |g(t, ϕ, y, h)| ≤ L(1 + ‖ϕ‖X)

для ∀t ∈ [t0, T ], y ∈ Y, h ∈ H; ϕ ∈ X.
4) f1(·), f2(·), f3(·) – деякi борелевi функцiї такi, що iснують E (f1(γ1))l,

E (f2(γ2))l, E (f3(γ3))l ≤ c < ∞, l > 1, де γ1, γ2, γ3 – незалежнi в сукупностi
випадковi величини;

5) ∃l > 1 i x− – випадковий процес x− ∈ Xt0 такий, що

E
∥∥xt0−∥∥lX <∞.

Тодi
1) iснує єдиний сильний розв’язок {x(t), t ∈ [t0, T ]} рiвняння (2) такий, що

xt0 = xt0− ;

2) для ∀t ∈ [t0, T ] i l > 1 iснує l момент розв’язку (2)

E |x(·)|∗lt0 (t) <∞.
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СТIЙКIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ СТОХАСТИЧНИХ ДИНАМIЧНИХ
СИСТЕМ ВИПАДКОВОЇ СТРУКТУРИ IЗ ЗОВНIШНIМИ
ЗБУРЕННЯМИ, ПУАССОНОВИМИ ПЕРЕМИКАННЯМИ I

ВСIЄЮ ПЕРЕДIСТОРIЄЮ

В данiй роботi розглядається стохастична динамiчна система Iто-Скорохода з зовнi-
шнiми випадковими збуреннями, з марковськими перемиканнями та всiєю передiсто-
рiєю. Наведенi основнi означення стiйкостi сильного розв’язку для такої системи та
одержанi достатнi умови асимптотичної стiйкостi за ймовiрнiстю в цiлому та асимпто-
тичної стiйкостi в середньому квадратичному в цiлому.

Ключовi слова: стохастичнi динамiчнi системи з нескiнченною пiслядiєю, марков-
ськi перемикання, зовнiшнi збурення, оператор Ляпунова-Красовського, стiйкiсть за
ймовiрнiстю, стiйкiсть в середньому квадратичному.

Нехай Rn – n-вимiрний дiйсний евклiдовий простiр i 1 ≤ p <∞. X є просто-
ром iсторiї, тобто простiр Rn×Dp

ρ, де Dp
ρ – простiр Скорохода локально обмеже-

них неперервних справа, що мають лiвостороннi границi, функцiй ϕ : R+ → Rn

таких, що
∞∫

0

|ϕ(s)|p ρ(s)ds <∞.

Норма в просторi X вводиться наступним чином

‖ϕ‖X ≡

|ϕ(0)|p +

∞∫
0

|ϕ(s)|p ρ(s)ds

1/p

≡
(
|ϕ(0)|p + ‖ϕ‖pρ

)1/p

,

‖ϕ‖pρ <∞, 1 ≤ p <∞.
Означення 1. Функцiя ρ : R+ → R+ називаєтья функцiєю iз згладжуючою

властивiстю, якщо вона задовольняє таким умовам [4]:
1. ρ – сумовна в R+;
2. для ∀z ≥ 0 справедливi нерiвностi

K(z) ≡ ess sup
s∈R+

ρ(s+ z)

ρ(s)
≤ K <∞;

K(z) ≡ ess sup
s∈R+

ρ(s)

ρ(s+ z)
<∞;

(1)
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3. ρ – обмежена в R+;
4. ρ > 0 – строго додатня на s ∈ (0,∞);
5. sρ(s)→ 0 коли s→∞.

Нехай (Ω,F,F ≡ {Ft ⊂ F, t ≥ 0} ,P) – ймовiрнiсний базис [1]; {ξ(t), t ≥ 0} –
марковський процес iз значеннями в метричному просторi Y = {y1, .., yn} з пере-
хiдною ймовiрнiстю P(s, y, A), A ⊂ BY ; {ηk, k ≥ 0} – ланцюг Маркова в метри-
чному просторi H з перехiдною ймовiрнiстю на k-му кроцi Pk(h,G); {w(t), t ≥ 0}
– Rn-значний вiнерiв процес, узгоджений з потоком σ-алгебр {Ft, t ≥ 0}, а
{ν̃(dθ, dt) ≡ ν(dθ, dt)− tΠ(dθ)} незалежна вiд нього центрована пуассонова мiра
на (Θ×R+, Z×B+), для якої E {ν̃2(dθ × dt)} = Π(dθ)dt, де Π – деяка σ-скiнченна
мiра на Z.

Розглянемо стохастичну динамiчну систему випадкової структури iз зовнi-
шнiми збуреннями та усiєю передiсторiєю

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt, ξ(t))dt+ f2(γ2)b(t, xt, ξ(t))dw(t)+

+f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ, ξ(t))ν̃(dθ, dt), ∀t ≥ t0; (2)

з марковськими перемиканнями

∆x |t=tk = x(tk)− x(tk−) = g
(
tk−, xtk−, ξ(tk), ηk

)
, (3)

tk ∈ S ≡ {tn ↑, n ∈ N} , lim
n→∞

tn = +∞

i початковими умовами

ξ(t0) = y ∈ Y, xt0 = ϕ ∈ X, ηk0 = h. (4)

Тут γ1, γ2 – випадковi величини, з функцiями розподiлу Fγ1(·), Fγ2(·) вiдповiдно,
незалежнi вiд ξ(t) i приростiв {w(s)− w(t0), s ≥ t0}, {ν̃(s, A)− ν̃(t0, A), s ≥ t0,
A ∈ Z}; f1(·), f2(·) – деякi борелевi функцiї; векторнозначний функцiонал
{a(t, ϕ, y)} : R×X×Y → Rn, матричнозначний функцiонал {b(t, ϕ, y)} : R×X×
Y →Mn

n (Rn) та векторнозначний функцiонал {c(t, ϕ, θ, y)} : R×X×Θ×Y → Rn

– вимiрнi за сукупнiстю змiнних i при кожному ϕ ∈ X локально обмеженi по t,
а процес xt = (x(t), xtρ)

xtρ(s) ≡
{
x(t− s), t0 ≤ s ≤ t;
ϕ(s− t), s > t.

Крiм того, ϕt0 ∈ X з ймовiрнiстю 1 i ϕ(t) не залежить вiд приростiв вiнерово-
го процесу {w(s)− w(t), s ≥ t ≥ t0} та центрованої пуассонової мiри {ν̃(s, A)−
−ν̃(t0, A), s ≥ t0, A ∈ Z} при кожному t.

Означення 2. Стохастичний процес {x(t) ≡ x(t, ω), t ∈ (−∞, T ]} називає-
ться сильним розв’язком задачi (2)-(4), якщо x(t) прогресивно вимiрний вiд-
носно Ft при t ≤ T , вiдрiзки траєкторiй процесу xt ∈ X при t ∈ [t0, T ], xt0 = ϕ
з ймовiрнiстю 1 i рiвнiсть

x(t) = x(s) + f1(γ1)

t∫
s

a(s, xs, ξ(t))ds+ f2(γ2)

t∫
s

b(s, xs, ξ(t))dw(s)+
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+f3(γ3)

t∫
s

∫
Θ

c(s, xs, θ, ξ(t))ν̃(dθ, ds) (5)

виконується з ймовiрнiстю 1 для всiх s ∈ [tk, tk+1), t ∈ (s, tk+1) i при tk ≥ t0:

x (tk) = x(tk−) + g(tk−, xtk , ξ(tk), ηk). (6)

Для спрощення викладок вважатимемо, що ξ(t) – однорiдний ланцюг Мар-
кова зi скiнченною кiлькiстю станiв. Згiдно [3] {xt(s), ξ(t)} є марковським про-
цесом, в якому випадкова складова x(t) ∈ X характеризує змiни вектора стану
системи, а ξ(t) – випадковi змiни її структури з врахуванням ланцюга Маркова
{ηk, k ≥ 0}, що входить як аргумент у функцiю вiдображення g(·, ·, ·, ηk). Цим i
пояснюється означення системи (2) як системи випадкової структури.

В роботi [6] встановленi наступнi умови iснування i єдиностi сильного розв’яз-
ку задачi (2)-(4):

1) функцiонали a : R ×X → Rn, b : R ×X → Mn
n (Rn), c : R ×X × Θ → Rn

вимiрнi за сукупнiстю змiнних;
2) iснує стала L > 0 така, що

|a(t, ϕ1, y)− a(t, ϕ2, y)|+ |b(t, ϕ1, y)− b(t, ϕ2, y)|+

+

∫
Θ

|c(t, ϕ1, θ, y)− c(t, ϕ2, θ, y)|Π(dθ)+|g(t, ϕ1, y, h)− g(t, ϕ2, y, h)| ≤ L‖ϕ1 − ϕ2‖X

для ∀ϕ1, ϕ2 ∈ X, ∀t ∈ [t0, T ], y ∈ Y, h ∈ H;
3) iснує стала C > 0 така, що

|a(t, ϕ, y)|+ |b(t, ϕ, y)|+
∫
Θ

|c(t, ϕ, θ, y)|Π(dθ) + |g(t, ϕ, y, h)| ≤ C(1 + ‖ϕ‖X)

для ∀t ∈ [t0, T ], y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.
4) f1(·), f2(·), f3(·) – деякi борелевi функцiї,

∃E (f1(γ1))l , E (f2(γ2))l , E (f3(γ3))l ≤ c <∞, l > 1.

Позначимо через Pk ((y, h) , A×B) перехiдну ймовiрнiсть ланцюга Маркова
{ξ (tk) , ηk} на k-кроцi:

Pk ((y, h) , A×B) ≡ P {ξ (tk+1) ∈ A, η (tk+1) ∈ B |ξ (tk) = y, η (tk) = h} ,

для всiх tk ≥ t0, (y, h) ∈ Y ×H.
Введемо у розгляд наступну функцiю

Pk ((x, y, h) , X × A×B) ≡

≡ P
{
xtk+1(tk, ϕ, y0, h0) ∈ X1, ξ (tk+1) ∈ A, η (tk+1) ∈ B

∣∣∣∣xtk(tk−1, ϕ, y0, h0) = x, ξ (tk) = y, η (tk) = h
}

при всiх tk ∈ S ∪ {t0}, k ∈ N ∪ {0}, ϕ ∈ X, A ∈ BY, B ∈ BH.
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Означення 3. Дискретний оператор Ляпунова-Красовського (lvk) (x, y, h)
на послiдовностi вимiрних скалярних функцiй vk(x, y, h) : X × Y × H → R,
k ∈ N ∪ {0} для динамiчної системи (5) визначимо рiвнiстю

(lvk) (x, y, h) ≡
∫

X×Y×H

Pk(x, y, h)(dl × du× dz)vk(l, u, z)− vk(x, y, h).

Означення 4. Якщо tk = kβ для всiх k ∈ N i при деякому β > 0 вiд-
ображення a, b, g не залежать вiд t, процес ξ(t) i ланцюг Маркова {ηk, k ≥ 0}
однорiднi, тодi систему (5)-(6) називатимемо автономною.

У випадку автономної системи можна нехтувати iндексом k у функцiї
P ((x, y, h) , X × A×B) i дискретний оператор Ляпунова-Красовського можна
записати у виглядi

(lv) (x, y, h) ≡
∫

X×Y×H

Pk(x, y, h)(dl × du× dz)vk(l, u, z)− vk(x, y, h).

Означення 5. Функцiоналом Ляпунова-Красовського для системи (5) на-
звемо послiдовнiсть невiд’ємних функцiй vk(ϕ, y, h), k ≥ 0, для яких виконую-
ться умови:

1) при всiх k ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X визначений дискретний оператор
Ляпунова-Красовського (lvk) (ϕ, y, h);

2) при r →∞
v̄(r) ≡ inf

k∈N,y∈Y,
h∈H,‖ϕ‖X≥r

v(ϕ, y, h)→ +∞;

3) при r → 0
v(r) ≡ sup

k∈N,y∈Y,
h∈H,‖ϕ‖X≥r

v(ϕ, y, h)→ 0,

причому v̄(r) i v(r) – неперервнi i монотоннi.

Дослiдимо стiйкiсть тривiального розв’язку динамiчної системи (2)-(4).

Означення 6. Розв’язок задачi (2)-(4) назвемо:
– стiйким за ймовiрнiстю, якщо для ∀ε1 > 0, ε2 > 0 можна вказати таке

δ > 0, що з ‖ϕ‖X < δ випливає, що P

{
sup
T≥t
‖xt‖X > ε1

}
< ε2 при всiх y ∈ Y,

h ∈ H;
– асимптотично стiйким за ймовiрнiстю, якщо для ∀ε > 0 можна вказа-

ти таке δ > 0, що з ‖ϕ‖X < δ випливає, що lim
T→∞

P

{
sup
T≥t
‖xt‖X > ε

}
= 0;

– p-стiйким (p > 0), якщо для ∀ε > 0 можна вказати таке δ > 0, що з
‖ϕ‖X < δ випливає, що E ‖xt‖px < ε;

– асимптотично p-стiйким, якщо для ∀ε > 0 можна вказати таке δ > 0,
що з ‖ϕ‖X < δ випливає, що lim

t→∞
E ‖xt‖px = 0.

При p = 2 будемо мати стiйкiсть в середньому квадратичному i асимпто-
тичну стiйкiсть в середньому квадратичному. Якщо в попереднiх означеннях
покласти δ = +∞, то до вiдповiдних означень додається термiн ”в цiлому”.
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Введемо позначення

|x(·)|∗t0 (t) ≡ sup
t0≤s≤t

|x(s)| .

Одержимо спочатку оцiнки розв’язку задачi (2)-(4) на iнтервалах [tk, tk+1)
по значенням розв’язку в точках tk, k ≥ 0.

При доведеннi будемо використовувати сталi, що виникають в наступних
нерiвностях теореми iснування та єдиностi сильного розв’язку, будемо викори-
стовувати нерiвнiсть Буркхольдера [4]: для довiльного l > 1 iснують сталi cl
такi, що

E

∣∣∣∣∣∣
•∫

t0

ψ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t) ≤ clE

 t∫
t0

|ψ(s)|2 ds

l/2

(7)

для будь-яких Ft-узгоджених процесiв ψ(t, ω), таких, що
T∫

0

ψ2(t)dt <∞ майже

напевне.
Також будемо використовувати сталi, що з’являються в таких елементарних

нерiвностях ∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣
l

≤ k
(m)
l

m∑
i=1

|ai|l , l ≥ 0, (8)

{ai} ⊂ R, m = 1, 2, 3, 4; k
(m)
l = ml−1 ∨ 1.

Лема 1. Нехай для системи (2)-(4) виконуються умови iснування та єди-
ностi розв’язку. Тодi при всiх k ≥ 0 для сильного розв’язку має мiсце нерiв-
нiсть:

E
{
|x(·)|2tk (tk+1)

}
≤ 15c2(1 + 2L2)

[
E |x(·)|2t0 (tk) + 2C2(tk+1 − tk)

]
×

× exp
{

5L2((tk+1 − tk)2 + 4)(tk+1 − tk)
}
. (9)

Доведення. При всiх t ∈ [tk, tk+1), tk > t0 з (5) легко одержати нерiвнiсть

|x(t)| ≤ |x(tk)|+ c

 t∫
tk

|a (τ, xτ , ξ(τ))− a (τ, 0, ξ(τ))| dτ+

+

t∫
tk

|a (τ, 0, ξ(τ))|dτ +

∣∣∣∣∣∣
t∫

tk

(b (τ, xτ , ξ(τ))− b (τ, 0, ξ(τ))) dw(τ)

∣∣∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∣∣
t∫

tk

b (τ, 0, ξ(τ)) dw(τ)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

tk

∫
Θ

(c(τ, xτ , θ, ξ(τ))− c(τ, 0, θ, ξ(τ))) ν̃(dθ, dτ)

∣∣∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∣∣
t∫

tk

∫
Θ

c(τ, 0, θ, ξ(τ))ν̃(dθ, dτ)

∣∣∣∣∣∣
 .

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700



60 В. К. ЯСИНСЬКИЙ, С. В. АНТОНЮК

Пiднесемо до квадрату обидвi частини цiєї нерiвностi, обчислимо sup вiд
одержаного виразу, та вiзьмемо математичне сподiвання. Використовуючи не-
рiвностi (7), (8) та умови iснування та єдиностi розв’язку, матимемо

E
{
|x(·)|∗2tk (tk+1)

}
≤ 5c2

[
E
∥∥xtk∥∥2

X
+ 2C2(tk+1 − tk) + L2

(
(tk+1 − tk)2 + 4

)
×

×
t∫

tk

E
{∣∣|x(·)|∗2tk (τ)

∣∣ /Ftk} dτ. (10)

Використовуючи нерiвнiсть Гронуолла легко побачити, що

E
{∣∣|x(·)|∗2tk (τ)

∣∣ /Ftk} ≤ 5c2
[
E
{∥∥xtk∥∥2

X
/Ftk

}
+ 2C2(tk+1 − tk) ×

× exp
{

5L2
(
(tk+1 − tk)2 + 4

)
(tk+1 − tk)

}
. (11)

При t = tk+1 сильний розв’язок задачi (2)-(4)

x(tk+1) = x(tk+1−) + g(tk+1−, xtk+1−, ξ(tk+1), ηk+1)

задовольняє нерiвнiсть

E
{
|x(tk+1)|2 /Ftk

}
≤ 3 [E

{
|x(tk+1−)|2 /Ftk

}
+ E

{∣∣g(tk+1−, xtk+1−, ξ(tk+1), ηk+1 −

−g (tk+1−, 0, ξ(tk+1), ηk+1)|2 /Ftk
}

+ E
{
|g (tk+1−, 0, ξ(tk+1), ηk+1)|2 /Ftk

}]
≤

≤ 3c2
[(

1 + 2L2
)

E
{
|x(·)|∗2tk (tk+1)/Ftk

}
+ C2

]
. (12)

Оскiльки випадкова величина |x(·)|∗tk (tk+1) не залежить вiд σ-алгебри Ftk ,
то

E
{
|x(·)|∗2tk (tk+1)/Ftk

}
= E

{
|x(·)|∗2tk (tk+1)

}
.

Пiдставляючи (11) в (12), одержимо (9). Лема доведена.
Позначимо через

k0 =

{
sup {k ∈ N : tk ≤ t} , t ≥ t1,
0, t ∈ [0, t1) .

Теорема 1. Нехай
1) виконуються умови iснування i єдиностi сильного розв’язку задачi (2)-

(4);
2) iснують функцiонали Ляпунова-Красовського такi, що в силу системи

(5) виконується нерiвнiсть

(lvk) (ϕ, y, h) ≤ −ak(ϕ, y, h), k ≥ 0, ϕ ∈ X, y ∈ Y, h ∈ H; (13)

3) довжина iнтервалiв [tk, tk+1) не перевищує ∆ > 0, ∀k ≥ 0.
Тодi розв’язок задачi (2)-(4) асимптотично стiйкий за ймовiрнiстю в цi-

лому.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Доведення. Позначимо через Ftk мiнiмальну σ-алгебру, вiдносно якої ви-
мiрнi ξ(t) при всiх t ∈ [t0, tk) i ηn, n ≤ k. Тодi умовне математичне сподiвання
обчислимо за формулою

E
{
vk+1(xtk+1 , ξ(tk+1), ηk+1)/Ftk

}
=

=

∫
X×Y×H

Pk ((ϕ, y, h) (dl × du× dz) vk+1(l, u, z))|ϕ=xtk ,y=ξ(tk),h=ηk
. (14)

Далi за означенням дискретного оператора Ляпунова-Красовського одержи-
мо

E
{
vk+1(xtk+1 , ξ(tk+1), ηk+1)/Ftk

}
=

= vk
(
xtk , ξ(tk), ηk

)
+ (lvk)

(
xtk , ξ(tk), ηk

)
≤ v̄

(∥∥xtk∥∥
X

)
. (15)

Використовуючи (15), запишемо дискретний оператор Ляпунова-Красовського

(lvk)
(
xtk , ξ(tk), ηk

)
= E

{
vk+1(xtk+1 , ξ(tk+1), ηk+1)/Ftk

}
−

−vk
(
xtk , ξ(tk), ηk

)
≤ −ak

(
xtk , ξ(tk), ηk

)
≤ 0. (16)

Тодi при k ≥ 0 має мiсце

E
{
vk+1

(
xtk+1 , ξ(tk+1), ηk+1

)
/Ftk

}
≤ vk

(
xtk , ξ(tk), ηk

)
.

А це означає, що послiдовнiсть випадкових величин {vk (xtk , ξ(tk), ηk)} пред-
ставляє собою супермартингал вiдносно Ftk [3].

Далi, взявши математичне сподiвання вiд обох частин нерiвностi (16), про-
сумувавши по k вiд n ≥ k0 до N , матимемо

E
{
vN+1(xtN+1 , ξ(tN+1), ηN+1)

}
− E

{
vn
(
xtn , ξ(tn), ηn

)}
=

=
N∑
k=n

E
{

(lvk)
(
xtk , ξ(tk), ηk

)}
≤ −

N∑
k=n

E
{
ak
(
xtk , ξ(tk), ηk

)}
≤ 0. (17)

Далi легко побачити, що

P

{
sup
t≥t0

∥∥xt (t0, ϕ, y, h)
∥∥
X
> ε1

}
= P

{
sup
n∈N

sup
tk0+n−1≤t≤tk0+n

∥∥xt (t0, ϕ, y, h)
∥∥
X
> ε1

}
≤

≤ P

{
sup
n∈N

xtk0+n−1 (t0, ϕ, y, h) > ε1

}
≤

≤ P

{
sup
n∈N

vk0+n−1x
tk0+n−1

(
xtk0+n−1 , ξ (tk0+n−1) , ηk0+n−1

)
> v̄ (ε1)

}
. (18)

Якщо ‖xtk‖X ≥ r, то

sup
k≥k0,‖xtk‖≥r

vk
(
xtk , ξ (tk) , ηk

)
≥ inf

k≥k0,y∈Y,
h∈H,‖ϕ‖X≥r

vk (ϕ, y, h) = v̄(r).
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Використовуючи нерiвнiсть для невiд’ємних супермартингалiв [3] для оцiнки
правої частини (18), матимемо

P

{
sup
n∈N

vk0+n−1x
tk0+n−1

(
xtk0+n−1 , ξ (tk0+n−1) , ηk0+n−1

)
> v̄ (ε1)

}
≤

≤ 1

v̄ (ε1)
vk0 (ϕ, y, h) ≤ v̄ (xt)

v̄ (ε1)
. (19)

З врахуванням (19) нерiвнiсть (18) дає можливiсть гарантувати виконання
означення стiйкостi за ймовiрнiстю в цiлому.

З (17) випливає оцiнка

E
{
vN+1(xtN+1 , ξ(tN+1), ηN+1)

}
≤ vk0 (ϕ, y, h)−

−
N∑

k=k0

E
{
ak
(
xtk , ξ (tk) , ηk

)}
≤ vk0 (ϕ, y, h) (20)

при всiх N ≥ k0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.
Зауважимо, що послiдовнiсть {ak, k ≥ 0} представляє собою функцiонали

Ляпунова-Красовського. А, отже, iснують [1] неперервнi строго монотоннi фун-
кцiї a(r) i ā(r) рiвнi нулю при r = 0 i такi, що

a (‖ϕ‖X) ≤ ak (ϕ, y, h) ≤ ā (‖ϕ‖X) .

При k ∈ N, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.
Таким чином iз збiжностi ряду в лiвiй частинi (20) випливає збiжнiсть ряду

N∑
k=k0

E
{
ak
(
xtk , ξ (tk) , ηk

)}
при всiх t0 ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.

Тодi, з врахуванням a(r) i рiвностi a(0) = 0, одержимо

lim
k→∞

∥∥xtk (t0, ϕ, y, h)
∥∥
X

= 0.

Звiдси випливає прямування до нуля за ймовiрнiстю послiдовностi
v̄ (‖xtk (t0, ϕ, y, h)‖X) при k →∞ для всiх t0 ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.

Таким чином з властивостей функцiонала Ляпунова-Красовського невiд’єм-
ний супермарнтингал v (xtk , ξ(tk), ηk) при k →∞ прямує до нуля за ймовiрнiстю
при всiх реалiзацiях процесу ξ(t) i послiдовностi ηk.

Як вiдомо [3], невiд’ємний i обмежений зверху супермартингал має границю
з ймовiрнiстю 1. Використовуючи лему 1, одержимо асимптотичну стiйкiсть за
ймовiрнiстю в цiлому розв’язку задачi (2)-(4). Теорема 1 доведена.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1, причому функцiонали
Ляпунова-Красовського {vk, k ≥ 0} , {ak, k ≥ 0} задовольняють нерiвностi

c1 |ϕ (0)|2 ≤ vk (ϕ, y, h) ≤ c2 ‖ϕ‖2
X ,

c3 |ϕ (0)|2 ≤ ak (ϕ, y, h) ≤ c4 ‖ϕ‖2
X .

(21)

При деякий ci > 0, i = 1, 4 для всiх k ∈ N, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.
Тодi розв’язок задачi (2)-(4) асимптотично стiйкий в середньому квадра-

тичному в цiлому.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Доведення. Використовуючи (17) для n = k0 в силу (21) очевидними є
наступнi нерiвностi

E
{∥∥xtN+1

∥∥2

X

}
≤ 1

c1

E
{
vN+1

(
xtN+1 , ξ (tN+1) , ηN+1

)}
≤

≤ 1

c1

E {vk0 (ϕ, ξ (tk00) , ηk0)} ≤
c2

c1

‖ϕ‖2
X

для всiхN > k0, ϕ ∈ X i початкових розподiлах випадкового вектора {ξ (tk0) , ηk0}.
Звiдси i випливає стiйкiсть в середньому квадратичному розв’язку задачi

(2)-(4).
Використовуючи (17) i другу iз нерiвностей (21), матимемо

E
{∥∥xtN+1

∥∥2

X

}
≤ 1

c3

N∑
k=k0

E {ak (ϕ, ξ (tk) , ηk)} ≤

≤ 1

c3

E {vk0 (ϕ, ξ (tk0) , ηk0)} ≤
c2

c3

‖ϕ‖2
X .

Ця нерiвнiсть гарантує збiжнiсть ряду, членами якого виступають E
{
‖xtN+1‖2

X

}
для будь-яких початкових даних xtk0 = ϕ i початкових розподiлах випадкового
вектора {ξ (tk0) , ηk0}.

Таким чином,
lim
k→∞

E
{∥∥xtk∥∥2

X

}
= 0

при всiх t0 ≥ 0, що i завершує доведення теореми 3.
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РОЗШИРЕНI БIНАРНI КОДИ ГОЛЕЯ ЗА ГРУПОВОЮ
АЛГЕБРОЮ ОДНIЄЇ ГРУПИ

Розширенi бiнарнi коди Голея є прикладом екстремальних бiнарних самодуальних
кодiв типу II (лiнiйних бiнарних самодуальних кодiв з вiдстаню Хемiнга мiж довiль-
ними кодовими словами кратною 4, що має найбiльшу можливу мiнiмальну вiдстань
Хемiнга серед таких кодiв з фiксованою розмiрнiстю простору кодових слiв та їх дов-
жиною). Такi коди вивчалися довгий перiод i було встановлено багато рiзних констру-
кцiй для побудови цих кодiв. Крiм того, розширенi бiнарнi коди Голея можна легко
одержати з бiнарних кодiв Голея i навпаки. А останнi є досконалими i разом з бiнарни-
ми кодами Хемiнга дають всi можливi параметри нетривiальних бiнарних досконалих
кодiв.

У статтi розглядається конструкцiя лiнiйних бiнарних кодiв, зокрема, розширених
бiнарних кодiв Голея за груповою алгеброю F2G скiнченної групи G = (C6×C2) o C2

порядку n = 24 над полем з двох елементiв F2. Розширений бiнарний код Голея визна-
чається як будь-який бiнарний лiнiйний код, для якого довжина кодових слiв рiвна
24, розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв – 12, а мiнiмальна вiдстань Хемiнга коду –
8, тобто будь-який лiнiйний бiнарний [24,12,8]-код. При дослiдженнi даних кодiв за-
стосовуємо елементи теорiї зображень, зокрема розглядаємо регулярне зображення
v → σ(v) алгебри F2G. Для даного елемента v визначаємо бiнарний код C(v), як пiд-
простiр простору Fn

2 породжений рядками матрицi σ(v). Було використано критерiя
самодуальних кодiв C(v) для довiльної скiнченної групи G порядку 24 та знайдено
легко вивiрюванi необхiднi умови самодуальностi бiнарного коду C(v) для елементiв v
групової алгеброю F2G групи G = (C6 ×C2) o C2. В результатi числових обчислень,
що передбачає перевiрку знайдених необхiдних умов, отримаємо кiлькiсть елементiв
v ∈ F2G, що C(v) є самодуальним кодом. Кiлькiснi результати поданi для порiвняння
з кiлькiстю тих же елементiв при умовi v = v∗. Ранiше в такому виглядi розширенi
бiнарнi коди Голея були знайденi тiльки для елементiв v, що v = v∗. При обчисле-
ннях отримано всi 27 648 елементiв v групової алгебри F2G, що C(v) є розширеним
бiнарним кодом Голея.

Ключовi слова: групова алгебра, розширенi бiнарнi коди, коди Голея, самодуальнi
коди, коди над полями.

1. Вступ. Розглянемо конструкцiю лiнiйних бiнарних кодiв запропоновану
Т. Харлi в [1]. Метод реалiзовує пiонерський пiдхiд С. Д. Бермана [2] (див.
також [11]), що розглядає одностороннi iдеали в групових алгебрах скiнченних
груп над скiнченними полями, як коди над тими ж полями.

Нехай F2 — поле з двох елементiв, G = {g1, g2, . . . , gn} — скiнченна група
порядку n. Нехай v = αg1g1 + αg2g2 + . . . + αgngn ∈ F2G (αi ∈ F2). Визначимо
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матрицю σ(v) ∈M(n,F2) вигляду

σ(v) =


αg−1

1 g1
αg−1

1 g2
. . . αg−1

1 gn

αg−1
2 g1

αg−1
2 g2

. . . αg−1
2 gn

...
... . . . ...

αg−1
n g1

αg−1
n g2

. . . αg−1
n gn

 .

Вiдображення v → σ(v) розглядається в теорiї зображень скiнченних груп над
полями, як регулярне зображення алгебри F2G, що вiдповiдає такому порядку
g−1

1 , g−1
2 , . . . , g−1

n елементiв групи G. Для заданого елемента v ∈ F2G визначаємо
бiнарний код: C(v), як пiдпростiр простору Fn2 породжений рядками матрицi
σ(v). В просторi Fn2 вводиться скалярний добуток [(v1, . . . , v1), (w1, . . . , w1)] =∑n

i=1 viwi i вiдповiдне ортогональне доповнення C⊥ = {v ∈ Fn2 |[v, w] = 0, w ∈
C}. Бiнарний код C називається самоортогональним, якщо C ⊂ C⊥ i самоду-
альним — якщо C = C⊥. Зрозумiло, що код C(v) самоортогональний, якщо
σ(v)σ(v)T = 0. Для елемента v = αg1g1 + αg2g2 + . . . + αgngn ∈ F2G позначимо
v∗ = αg1g

−1
1 + αg2g

−1
2 + . . .+ αgng

−1
n ∈ F2G. Легко бачити, що σ(v)T = σ(v∗).

Розглядаючи лiнiйний код над полем з двох елементiв, використовуватиме-
мо термiн [n, k, d]-код для позначення лiнiйних бiнарних кодiв, де n — довжи-
на кодових слiв, k — розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв i d — мiнiмальна
вiдстань Хемiнга коду. Легко бачити, що вiдстань Хемiнга мiж довiльними ко-
довими словами бiнарного самодуального коду парна. Бiнарний самодуальний
код, для якого вiдстань Хемiнга мiж довiльними кодовими словами кратна 4
називається бiнарним самодуальним кодом типу II, а в iншому випадку бiнар-
ним самодуальним кодом типу I. Верхня межа мiнiмальної вiдстанi бiнарних
самодуальних кодiв була знайдена в [3].

Теорема 1. Нехай dI(n) i dII(n) мiнiмальна вiдстань бiнарного коду дов-
жини n типу I i II, вiдповiдно. Тодi

dII(n) ≤ 4
[ n

24

]
+ 4

i
dI(n) ≤

{
4
[
n
24

]
+ 4 if n 6≡ 22 (mod 24),

4
[
n
24

]
+ 6 if n ≡ 22 (mod 24).

Тут [x] позначає цiлу частину числа x.

Бiнарний самодуальний код типу I i II, мiнiмальна вiдстань якого досягає
вказаних в теоремi крайнiх значень, називається екстремальним. Прикладами
екстремальних бiнарних самодуальних кодiв типу II є розширенi бiнарнi коди
Голея (див. [8]), якi вперше було розглянуто Марселем Дж. E. Голеєм в статтi [4]
в 1949 роцi. З тих пiр такi коди вивчали багато разiв i були встановленi багато
рiзних конструкцiй для побудови цих кодiв в [5–7]. Розширений бiнарний код
Голея визначається, як будь-який бiнарний лiнiйний [24,12,8]-код.

У [9] розширений бiнарний код Голея було побудовано у виглядi C(v) для
деякого елемента v з групової алгебри F2S4, де S4 — симетрична група порядку
24. У [7] аналогiчний результат одержано для групи D24 дiедра порядку 24. При
побудовi використовувалася таке твердження.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Теорема 2 ( [7]). Нехай G скiнченна група порядку 24 з елементом v гру-
пової алгебри F2G. Якщо

1) v = v∗,

2) v2 = 0,

3) rank(σ(v)) = 12,

тодi код C(v) самодуальний.

У [10] встановлено, що з 15 неiзоморфних груп 24-го порядку таким способом
можна побудувати код також для груп (C6×C2)oC2, C3×D8, C2×A4. Теоре-
ма 2 дає достатню умову, щоб код C(v) був розширеним бiнарним кодом Голея
для елемента v групової алгебри F2G групи G порядку 24. В [10] показано, що
для решти груп 24-го порядку розширений бiнарний код Голея за теоремою 2
побудувати не можна. Скористаємося таким очевидним критерiєм.

Теорема 3. Нехай G скiнченна група порядку 24 з елементом v групової
алгебри F2G. Код C(v) самодуальний тодi i тiльки тодi, коли

1) vv∗ = 0,

2) rank(σ(v)) = 12.

В статтi знаходяться всi елементи v групової алгебри F2((C6×C2)oC2), що
C(v) є розширеним бiнарним кодом Голея.

2. Побудова кодiв за групою G = (C6 × C2) o C2.

Лема 1. Нехай G = (C6 × C2) o C2 = 〈x, y, z |x3 = 1, y4 = 1, z2 = 1, yz =
zy3, xy = yx2, xz = zx〉,

v =
3∑
i=0

(αi+1 + αi+5x+ αi+9x
2)yi + (αi+13 + αi+17x+ αi+21x

2)yiz.

Якщо код C(v) самодуальний, тодi
∑24

i=1 αi = 0,

(α1 + α3 + α5 + α7 + α9 + α11)(α2 + α4 + α6 + α8 + α10 + α12)+

(α13 + α15 + α17 + α19 + α21 + α23)(α14 + α16 + α18 + α20 + α22 + α24) = 0,

(α1 +α3 +α5 +α7)(α13 +α15 +α21 +α23)+(α1 +α3 +α9 +α11)(α13 +α15 +α17 +α19)+

(α2+α4+α6+α8)(α14+α16+α22+α24)+(α2+α4+α10+α12)(α14+α16+α18+α20) = 0.

(α1+α5)(α23+α15)+(α1+α9)(α15+α19)+(α2+α6)(α22+α14)+(α2+α10)(α14+α18)+

(α3 + α7)(α21 + α13) + (α3 + α11)(α13 + α17) + (α4 + α8)(α24 + α16)+

(α4 + α12)(α16 + α20) = 0,

α1 + (α1 +α5)(α1 +α9) +α2 + (α2 +α6)(α2 +α10) +α3 + (α3 +α7)(α3 +α11) +α4+

(α4 +α8)(α4 +α12)+α13 +(α13 +α17)(α13 +α21)+α14 +(α14 +α18)(α14 +α22)+α15+

(α15 + α19)(α15 + α23) + α16 + (α16 + α20)(α16 + α24) = 0.
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Доведення. Обчислення в групi G = (C6×C2)oC2 показують, що σ(v) має
вигляд:

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14 α15 α16 α17 α18 α19 α20 α21 α22 α23 α24
α4 α1 α2 α3 α12 α9 α10 α11 α8 α5 α6 α7 α16 α13 α14 α15 α24 α21 α22 α23 α20 α17 α18 α19
α3 α4 α1 α2 α7 α8 α5 α6 α11 α12 α9 α10 α15 α16 α13 α14 α19 α20 α17 α18 α23 α24 α21 α22
α2 α3 α4 α1 α10 α11 α12 α9 α6 α7 α8 α5 α14 α15 α16 α13 α22 α23 α24 α21 α18 α19 α20 α17
α9 α10 α11 α12 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α21 α22 α23 α24 α13 α14 α15 α16 α17 α18 α19 α20
α8 α5 α6 α7 α4 α1 α2 α3 α12 α9 α10 α11 α20 α17 α18 α19 α16 α13 α14 α15 α24 α21 α22 α23
α11 α12 α9 α10 α3 α4 α1 α2 α7 α8 α5 α6 α23 α24 α21 α22 α15 α16 α13 α14 α19 α20 α17 α18
α6 α7 α8 α5 α2 α3 α4 α1 α10 α11 α12 α9 α18 α19 α20 α17 α14 α15 α16 α13 α22 α23 α24 α21
α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α1 α2 α3 α4 α17 α18 α19 α20 α21 α22 α23 α24 α13 α14 α15 α16
α12 α9 α10 α11 α8 α5 α6 α7 α4 α1 α2 α3 α24 α21 α22 α23 α20 α17 α18 α19 α16 α13 α14 α15
α7 α8 α5 α6 α11 α12 α9 α10 α3 α4 α1 α2 α19 α20 α17 α18 α23 α24 α21 α22 α15 α16 α13 α14
α10 α11 α12 α9 α6 α7 α8 α5 α2 α3 α4 α1 α22 α23 α24 α21 α18 α19 α20 α17 α14 α15 α16 α13
α13 α16 α15 α14 α17 α20 α19 α18 α21 α24 α23 α22 α1 α4 α3 α2 α5 α8 α7 α6 α9 α12 α11 α10
α14 α13 α16 α15 α22 α21 α24 α23 α18 α17 α20 α19 α2 α1 α4 α3 α10 α9 α12 α11 α6 α5 α8 α7
α15 α14 α13 α16 α19 α18 α17 α20 α23 α22 α21 α24 α3 α2 α1 α4 α7 α6 α5 α8 α11 α10 α9 α12
α16 α15 α14 α13 α24 α23 α22 α21 α20 α19 α18 α17 α4 α3 α2 α1 α12 α11 α10 α9 α8 α7 α6 α5
α21 α24 α23 α22 α13 α16 α15 α14 α17 α20 α19 α18 α9 α12 α11 α10 α1 α4 α3 α2 α5 α8 α7 α6
α18 α17 α20 α19 α14 α13 α16 α15 α22 α21 α24 α23 α6 α5 α8 α7 α2 α1 α4 α3 α10 α9 α12 α11
α23 α22 α21 α24 α15 α14 α13 α16 α19 α18 α17 α20 α11 α10 α9 α12 α3 α2 α1 α4 α7 α6 α5 α8
α20 α19 α18 α17 α16 α15 α14 α13 α24 α23 α22 α21 α8 α7 α6 α5 α4 α3 α2 α1 α12 α11 α10 α9
α17 α20 α19 α18 α21 α24 α23 α22 α13 α16 α15 α14 α5 α8 α7 α6 α9 α12 α11 α10 α1 α4 α3 α2
α22 α21 α24 α23 α18 α17 α20 α19 α14 α13 α16 α15 α10 α9 α12 α11 α6 α5 α8 α7 α2 α1 α4 α3
α19 α18 α17 α20 α23 α22 α21 α24 α15 α14 α13 α16 α7 α6 α5 α8 α11 α10 α9 α12 α3 α2 α1 α4
α24 α23 α22 α21 α20 α19 α18 α17 α16 α15 α14 α13 α12 α11 α10 α9 α8 α7 α6 α5 α4 α3 α2 α1


.

Безпосереднi обчислення показують, що матриця σ(v)σ(v)T = σ(vv∗) набуває
вигляду: 

γ1 γ2 0 γ2 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ6 γ5 γ6 0 0 0 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0
γ2 γ1 γ2 0 γ6 γ3 γ6 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 0 0 0 0 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8
0 γ2 γ1 γ2 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ6 γ3 γ6 0 0 0 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0
γ2 0 γ2 γ1 γ6 γ5 γ6 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 0 0 0 0 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7
γ3 γ6 γ5 γ6 γ1 γ2 0 γ2 γ3 γ4 γ5 γ4 γ7 0 γ8 0 0 0 0 0 γ7 0 γ8 0
γ4 γ3 γ4 γ5 γ2 γ1 γ2 0 γ6 γ3 γ6 γ5 0 γ5 0 γ8 0 0 0 0 0 γ7 0 γ8
γ5 γ6 γ3 γ6 0 γ2 γ1 γ2 γ5 γ4 γ3 γ4 γ8 0 γ7 0 0 0 0 0 γ8 0 γ7 0
γ4 γ5 γ4 γ3 γ2 0 γ2 γ1 γ6 γ5 γ6 γ3 0 γ6 0 γ7 0 0 0 0 0 γ8 0 γ7
γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ6 γ5 γ6 γ1 γ2 0 γ2 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 0 0 0 0
γ6 γ3 γ6 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ2 γ1 γ2 0 0 γ5 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 0 0 0
γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ6 γ3 γ6 0 γ2 γ1 γ2 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 0 0 0 0
γ6 γ5 γ6 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ2 0 γ2 γ1 0 γ6 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 0 0 0
0 0 0 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ1 γ2 0 γ2 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ6 γ5 γ6
0 0 0 0 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 γ2 γ1 γ2 0 γ6 γ3 γ6 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5
0 0 0 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 0 γ2 γ1 γ2 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ6 γ3 γ6
0 0 0 0 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 γ2 0 γ2 γ1 γ6 γ5 γ6 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3
γ7 0 γ8 0 0 0 0 0 γ7 0 γ8 0 γ3 γ6 γ5 γ6 γ1 γ2 0 γ2 γ3 γ4 γ5 γ4
0 γ7 0 γ8 0 0 0 0 0 γ7 0 γ8 γ4 γ3 γ4 γ5 γ2 γ1 γ2 0 γ6 γ3 γ6 γ5
γ8 0 γ7 0 0 0 0 0 γ8 0 γ7 0 γ5 γ6 γ3 γ6 0 γ2 γ1 γ2 γ5 γ4 γ3 γ4
0 γ8 0 γ7 0 0 0 0 0 γ8 0 γ7 γ4 γ5 γ4 γ3 γ2 0 γ2 γ1 γ6 γ5 γ6 γ3
γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 0 0 0 0 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ6 γ1 γ2 0 γ2
0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 0 0 0 γ6 γ3 γ6 γ5 γ4 γ8 γ4 γ5 γ2 γ1 γ2 0
γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 0 0 0 0 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ6 0 γ2 γ1 γ2
0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 0 0 0 γ6 γ5 γ6 γ3 γ4 γ7 γ4 γ3 γ2 0 γ2 γ1



,

де γ1 = α1 + α2 + α3 + α4 + α5 + α6 + α7 + α8 + α9 + α10 + α11 + α12 + α13 + α14 +
+ α15 + α16 + α17 + α18 + α19 + α20 + α21 + α22 + α23 + α24;
γ2 = (α1 +α3)(α4 +α2)+(α5 +α7)(α12 +α10)+(α6 +α8)(α9 +α11)+(α13 +α15)(α16 +
+ α14) + (α17 + α19)(α24 + α22) + (α18 + α20)(α21 + α23);
γ3 = α1 + (α1 +α5)(α1 +α9) +α2 + (α2 +α6)(α2 +α10) +α3 + (α3 +α7)(α3 +α11) +
+ α4 + (α4 + α8)(α4 + α12) + α13 + (α13 + α17)(α13 + α21) + α14 + (α14 + α18)(α14 +
+ α22) + α15 + (α15 + α19)(α15 + α23) + α16 + (α16 + α20)(α16 + α24);
γ4 = (α1 +α3)(α8 +α6)+(α2 +α4)(α5 +α7)+(α9 +α11)(α12 +α10)+(α13 +α15)(α20 +
+ α18) + (α14 + α16)(α17 + α19) + (α21 + α23)(α24 + α22);
γ5 = (α1 +α5)(α11 +α3) + (α1 +α9)(α3 +α7) + (α2 +α6)(α12 +α4) + (α2 +α10)(α4 +
+α8)+(α13 +α17)(α23 +α15)+(α13 +α21)(α15 +α19)+(α14 +α18)(α24 +α16)+(α14 +
+ α22)(α16 + α20);
γ6 = (α1 +α3)(α12 +α10)+(α2 +α4)(α9 +α11)+(α5 +α7)(α8 +α6)+(α13 +α15)(α24 +
+ α22) + (α14 + α16)(α21 + α23) + (α17 + α19)(α20 + α18);
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γ7 = (α1 + α5)(α21 + α13) + (α1 + α9)(α13 + α17) + (α2 + α6)(α24 + α16) + (α2 +
+ α10)(α16 + α20) + (α3 + α7)(α23 + α15) + (α3 + α11)(α15 + α19) + (α4 + α8)(α22 +
+ α14) + (α4 + α12)(α14 + α18);
γ8 = (α1 + α5)(α23 + α15) + (α1 + α9)(α15 + α19) + (α2 + α6)(α22 + α14) + (α2 +
+ α10)(α14 + α18) + (α3 + α7)(α21 + α13) + (α3 + α11)(α13 + α17) + (α4 + α8)(α24 +
+ α16) + (α4 + α12)(α16 + α20).

Звiдси отримаємо,
γ2 + γ4 + γ6 = (α1 +α3 +α5 +α7 +α9 +α11)(α2 +α4 +α6 +α8 +α10 +α12) + (α13 +
+ α15 + α17 + α19 + α21 + α23)(α14 + α16 + α18 + α20 + α22 + α24);

γ7 + γ8 = (α1 + α3 + α5 + α7)(α13 + α15 + α21 + α23) + (α1 + α3 + α9 + α11)(α13 +
+ α15 + α17 + α19) + (α2 + α4 + α6 + α8)(α14 + α16 + α22 + α24) + (α2 + α4 + α10 +
+ α12)(α14 + α16 + α18 + α20).

Якщо код C(v) самодуальний, то за умовою 1 теореми 3 виконуються умови:
vv∗ = 0 i σ(v)σ(v)T = σ(vv∗) = 0 a, отже, γi = 0 (i = 1, . . . , 8). Тодi γ1 = 0,
γ2 + γ4 + γ6 = 0, γ7 + γ8 = 0, γ8 = 0, γ3 = 0. Звiдси отримуємо вiдповiдно
рiвняння наведенi у висновку леми.

Одним з знайдених елементiв є, наприклад, v = y2+x2+x2y2+yz+xz+xy3z+
x2y2z+ x2y3z. Для нього v∗ = y2 + x+ xy2 + yz+ x2z+ xy3z+ xy2z+ x2y3z 6= v∗.
В таблицi подано добутки всiх доданкiв з v на доданки з v∗.

Таблиця 1. Таблиця добуткiв доданкiв з v на доданки з v∗

y2 x xy2 yz x2z xy3z xy2z x2y3z
y2 1 xy2 x y3z x2y2z xyz xz x2yz
x2 x2y2 1 y2 x2yz xz y3z y2z xy3z
x2y2 x2 y2 1 x2y3z xy2z yz z xyz
yz y3z x2yz x2y3z 1 xy x2y2 x2y3 xy2

xz xy2z x2z x2y2z xy3 1 x2y x2y2 y
xy3z xyz y3z yz xy2 x2y3 1 y x2

x2y2z x2z y2z z x2y xy2 y3 1 xy3

x2y3z x2yz xy3z xyz x2y2 y3 x xy 1

Таким чином, vv∗ = 0. З вигляду v одержимо, що

σ(v) =



0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0


.

Звичайно важко дати теоретичне обґрунтування, але обчислення в GAP пока-
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зують, що rank(σ(v)) = 12, а мiнiмальна вiдстань Хемiнга коду C(v) рiвна 8.
Тобто C(v) є розширений бiнарний код Голея.

3. Числовi результати. Групова алгебра F2((C6 ×C2) oC2) складається,
очевидно, з 224 = 16 777 216 елементiв v. Зрозумiло vv∗ = 0 тодi i тiльки тодi,
коли σ(vv∗) = 0. Всi iншi стовпчики матрицi σ(vv∗) = 0 отримуються з першого
деякою змiною порядку його компонент, тому vv∗ = 0 тодi i тiльки тодi, коли
перший стовпчик σ(vv∗) = σ(v)σ(v∗) нульовий. Ми органiзовуємо наступний
порядок обчислень в GAP при переборi v з групової алгебри F2((C6×C2)oC2).

початок

v:=0, D:=∅

v задовольняє умови леми 1

перший стовпчик σ(v)σ(v∗) нульовий

rank(σ(v)) = 12

обчислюємо мiнiмальну
вiдстань Хемiнга коду
C(v) та заносимо в D

змiнюємо v на на-
ступне значення з
F2((C6 × C2) o C2)

v прийняв всi значення з F2((C6 × C2) o C2)

D

кiнець

так

нi

так

нi

так

нi

такнi

В результатi обчислень одержуємо кiлькiсть елементiв v ∈ F2((C6×C2)oC2),
що C(v) — самодуальний код. Подаємо цi результати для порiвняння з кiлькiстю
тих же елементiв при умовi v = v∗.

Таблиця 2. Кiлькiсть елементiв з групової алгебри F2((C6 × C2) o C2)

Мiнiмальна вiдстань Хемiнга C(v) 2 4 6 8
Кiлькiсть елементiв v, що v = v∗ 416 4 192 576 576

Кiлькiсть елементiв v 11 520 182 016 27 648 27 648

Таким чином, iснує рiвно 27 648 елементiв v ∈ F2((C6 × C2) o C2), що C(v) є
розширеним бiнарним кодом Голея.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Ця стаття при-
свячена дослiдженню конструкцiй розширених бiнарних кодiв Голея за гру-
повою алгеброю F2G групи G = (C6 × C2) o C2. Знайдено 27 648 елементiв
v ∈ F2((C6×C2)oC2), що C(v) є розширеним бiнарним кодом Голея. В подаль-
ших дослiдженнях можна буде розглянути iншi групи порядку 24 або групи
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вищих порядкiв для отримання кодiв бiльшої довжини.
Автори щиро вдячнi професору Бондаренку В. М. за кориснi поради та змi-

стовнi дискусiї при пiдготовцi роботи.
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Extended binary Golay codes are examples of extreme binary self-dual codes of Type II
(linear binary self-dual codes with Hamming distance between arbitrary codewords which
are multiples of 4 that has the highest possible minimum Hamming distance among such
codes with a fixed dimension of codeword space and their length). These codes have been
studied for a long time and many different constructions have been established to build
these codes. In addition, extended binary Golay codes are easy to obtain from binary
Golay codes and vice versa. The latter are perfect codes and together with binary codes
they give us all possible parameters of nontrivial binary perfect codes.

In the paper the construction of linear binary codes, in particular of binary Golay codes
extended by the group algebra F2G of finite group G = (C6×C2) o C2 of order n = 24 over
the field of two elements F2 has been considered. Extended binary Golay code is defined
as any binary linear code, for which the length of the codewords is 24, the dimension of the
subspase of the codewords is 12 and the minimum Hamming distance of the code is 8, that
is, any [24,12,8]-code. Considering these codes, we apply the elements of the presentation
theory, in particular regular presentations v → σ(v) of algebra F2G. For the element v we
define the binary code C(v) as the subspace of Fn

2 generated by the rows of the matrix
σ(v). The criterion of self-dual codes C(v) for an arbitrary finite group G of order 24 was
used and easily verified necessary conditions for binary code C(v) for elements v of group
algebra F2G of the group G = (C6 × C2) o C2 to be self-dual was found. As a result of
numerical calculations which involves verifying the found necessary conditions, we get the
number of elements v ∈ F2G that C(v) is self-dual. Quantitative results for comparison
with the number of the same elements when v = v∗ are presented. Previously, in this form,
extended binary Golay codes were found only for elements v that v = v∗. As a result of
calculations we obtained all 27 648 elements v of group algebra F2G that C(v) is extended
binary Golay code.

Keywords: group algebra, extended binary codes, Golay codes, self-dual codes, codes
over fields.
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ДО КЛАСИФIКАЦIЇ ЗАДАЧ МАРШРУТИЗАЦIЇ
ТРАНСПОРТНИХ ЗАСОБIВ

Суть розглянутих задач полягає у розробцi маршрутiв для групи гетерогенних
транспортних засобiв, якi базуються у певному мiсцi чи мiсцях (депо) i мають доста-
вити товари клiєнтам згiдно їх обсягами замовлень. Класична задача маршрутизацiї
транспортних засобiв вiдноситься до задач комбiнаторної оптимiзацiї, якi можна пода-
ти у виглядi графу, у якого множина вершин вiдображає як депо, так i точки доставки,
тобто клiєнтiв, а множина ребер вiдповiдає шляхам. У цiй задачi вважаються зада-
ними: матриця ваг ребер мiж вершинами, що визначаються вартостями/довжинами
шляхiв; кiлькiсть транспортних засобiв, задiяних у доставцi товару; обсяги товару, що
має постачатися клiєнтам у кожну точку доставки.

Актуальнiсть задачi маршрутизацiї транспортних засобiв спричинила появу бага-
точисельних її дослiджень, якi проводилися протягом останнiх десятилiть, та вiдпо-
вiдних публiкацiй. При формуваннi наведеного в статтi перелiку наукових публiкацiй
автори не ставили мету подати iсторичний ракурс дослiдження маршрутизацiї транс-
портних засобiв (вiн досить повно вiдображається в бiльшостi робiт), а надавали пе-
ревагу публiкацiям останнiх рокiв, якi дають картину актуальних нинi дослiджень.

У бiльшостi реальних задач маршрутизацiї транспортних засобiв присутнi дода-
тковi обмеження, що породжують цiлий спектр нових задач. У роботi наведено низку
класiв задач маршрутизацiї транспортних засобiв. Основним обмеженням є вантажо-
пiдйомнiсть, а критерiєм – загальна вартiсть перевезень. У задачах маршрутизацiї з
часовими обмеженнями або «часовими вiкнами» мiнiмiзацiя загальної вартостi переве-
зень поєднується з мiнiмiзацiєю кiлькостi задiяних транспортних засобiв та загально-
го часу очiкування клiєнтами транспортних засобiв. Мiнiмiзацiя вартостi перевезень i
розмiру парку залучених транспортних засобiв може вiдбуватися i у випадку, коли цi
транспортнi засоби вирушають iз декiлькох депо, причому як старт, так i завершення
маршруту може вiдбуватися не у фiксованих, а iз/в альтернативних, зокрема, дина-
мiчних депо. Розглядаються також проблеми маршрутизацiї за можливостi повернен-
ням i доставкою товарiв, маршрутизацiя з двовимiрними обмеженнями завантаження
транспортних засобiв, максимiзацiя заощаджень вiд перевезення товару, з рiзними ви-
дами транспорту, перiодична маршрутизацiя, з випадковими даними, з можливiстю
дозавантаження з дотриманням заданого термiну доставляння. Для кожного типу
задач наведено додатковi обмеження, що вiдрiзняють їх вiд класичної задачi.

Ключовi слова: оптимiзацiя маршрутiв, транспортнi засоби, логiстика, мультидепо,
математична модель, комбiнаторна оптимiзацiя.

1. Вступ. Економiка завжди була основним акцентом у плануваннi дiяль-
ностi будь-якої компанiї, фiрми чи пiдприємства. Логiстика не є винятком iз
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цього правила, що робить дослiдження її проблем одним iз найбiльш дослiджу-
ваних напрямiв. Оптимiзацiя в економiчних процесах є основою розвитку про-
мисловостi та економiки будь-якої країни. Ефективний розподiл i використання
транспортних засобiв та пов’язаних з цим витрат i експлуатацiйних обмежень
може забезпечити безпечне й стiйке майбутнє країни за рахунок економiї мате-
рiальних та людських ресурсiв.

Задачi маршрутизацiї транспорту є ключовими задачами в галузi транс-
портних перевезень. У багатьох сферах транспортної логiстики доставка товару
може збiльшувати його вартiсть на величину, порiвнювану з вартiстю самого
товару. Тому використання методiв оптимiзацiї доставки товару може суттєво
зекономити витрати на обслуговування користувачiв i, таким чином, зменшити
собiвартiсть товару. Однiєю з ключових функцiй систем пiдтримки прийняття
рiшень у галузi транспортної логiстики є можливiсть розрахунку й побудови
ефективних маршрутiв з точки зору вартостi об’їзду замовникiв транспортних
засобiв рiзного призначення з урахуванням потреб споживачiв послуги [1].

2. Формулювання проблеми. Суть дослiджуваних задач полягає у роз-
робцi маршрутiв для групи гетерогенних транспортних засобiв, якi базуються
у певному мiсцi чи мiсцях (депо) i мають доставити товари клiєнтам згiдно
їх обсягами замовлень та з урахуванням ряду обмежень. Задачi маршрутиза-
цiї транспортних засобiв (ЗМТЗ, Vehicle Routing Problem, VRP) – це загальна
назва великого класу задач комбiнаторної оптимiзацiї [1-3]. Мета: знайти мно-
жину маршрутiв для обслуговування клiєнтiв певною кiлькiстю транспортних
засобiв у заданому середовищi. Класична ЗМТЗ визначається набором клiєн-
тiв, яких потрiбно обслужити, мiсця їх розмiщення та їх вимоги, а також iншою
первинною iнформацiєю, такою як вiдстань мiж двома покупцями, вiдстань мiж
кожним клiєнтом та депо, кiлькiсть транспортних засобiв та їх вантажопiдйом-
нiсть.

Класична задача маршрутизацiї транспортних засобiв вiдноситься до задач
комбiнаторної оптимiзацiї [4], якi можна подати у виглядi графу G(V,E) , де

V = {v0, v1, ..., vn} – множина вершин (v0 – депо, v1, ..., vn – точки доставки,
клiєнти);

E – множина ребер {(vi, vj)|i 6= j}, що вiдповiдають шляхам;
C – матриця ваг ребер cij мiж вершинами. Ваги ребер – це вартостi шляхiв;
m – кiлькiсть транспортних засобiв, задiяних у доставцi товару;
Ri – маршрут i-го транспортного засобу (i = 1,m);
C(Ri) – вартiсть маршруту Ri;
qi – обсяг товару, що має постачатися в i-ту точку доставки.
Кожнiй вершинi vi ставиться у вiдповiднiсть деяка кiлькiсть товарiв, якi ма-

ють бути доставленi клiєнтам у вiдповiдну точку доставки. Задача маршрути-
зацiї полягає у визначеннi такої множини маршрутiв мiнiмальної вартостi (вiд-
повiдно до величини m – кiлькостi транспортних засобiв), щоб кожна вершина
була вiдвiдана транспортним засобом тiльки один раз. Крiм того, усi маршрути
повиннi починатися й закiнчуватися в депо v0.

Розв’язком задачi є розбиття множини V на пiдмножини (маршрути) i за-
давання порядку обходу вершин на кожнiй пiдмножинi (перестановка вершин
маршруту). Розв’язок задачi є допустимим, якщо всi маршрути задовольняють
додатковим обмеженням задачi. Цiльовою функцiєю є сумарна вартiсть пере-
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везень:

Fvrp =
m∑
i=1

∑
C(Ri),

де C(Ri) – сума вартостей шляхiв (вага ребер) маршруту Ri.
У класичному варiантi потрiбно знайти допустимий розв’язок з мiнiмаль-

ною такою вартiстю. Зазвичай у реальних ЗМТЗ виникає низка додаткових
обмежень, якi i породжують цiлий спектр таких задач. Розглянемо найбiльш
поширенi ЗМТЗ, доповнюючи наведенi, наприклад, у [1,5].

3. Маршрутизацiя з обмеженням по вантажопiдйомностi (Capaci-
tated VRP, CVRP) [6]. У задачах цього типу вводиться додаткове обмеже-
ння: маса товарiв на кожному маршрутi Ri не повинна перевищувати заданої
величини Qi (по сутi, це вантажопiдйомнiсть транспортних засобiв). Цiль зада-
чi: мiнiмiзувати загальну вартiсть перевезень.

Поширеною пiдходом до постановки задачi CVRP у мiськiй логiстицi є стра-
тегiя багатоешелонного розподiлу (2E-CVRP), у якiй вантажi доставляються
клiєнтам через промiжнi склади, а не використовують прямi поставки [7]. У
такiй задачi враховуються типи транспортних засобiв, пройдений шлях, швид-
кiсть руху транспортних засобiв, навантаження.

Для розв’язування задач типу CVRP запропоновано використовувати де-
кiлька алгоритмiв, серед яких алгоритм iнтелектуальних крапель (improved
intelligent water drops algorithm, IIWDA); алгоритм зозуль (advanced cuckoo
search algorithm, ACSA); гiбридний алгоритм локального пошуку (local search
hybrid algorithm, LSHA); гiбридний алгоритм з постоптимiзацiєю (post-optimiza-
tion hybrid algorithm, POHA) [8].

4. Маршрутизацiя з часовими обмеженнями або «часовими вiкна-
ми» (VRP with Time Windows, VRPTW) [9]. Ця задача є подiбною до
VRP з однiєю додатковою умовою: у точку vi можна доставити товар тiльки в
деякий заданий промiжок часу, визначений як iнтервал [ei, li].

У задачах даного типу додаються наступнi умови та обмеження:

1) розв’язок недопустимий, якщо товар був доставлений у точку доставки
пiсля верхньої часової границi;

2) транспортний засiб, що прибув ранiше нижньої часової границi, очiкує;

3) як варiант, при запiзненнi транспортного засобу, розв’язок залишається
допустимим, але накладаються деякi штрафнi санкцiї.

Цiль задачi: мiнiмiзувати загальну вартiсть перевезень, розмiр парку транс-
портних засобiв, загальний час очiкування транспортних засобiв.

Отримавши розв’язок VRPTW можна визначити час виїзду транспортних
засобiв з депо i, таким чином, уникнути їх простоїв.

Подальший розвиток для задачi VRPTW представлено вирiшенням задачi
маршрутизацiї транспортного засобу за допомогою зворотних передач та ча-
сових вiкон (VRP with Backhauls and Time Windows, VRPBTW). Ця задача
включає в себе вантажопiдйомнiсть, повернення товарiв, часовi вiкна та розв’я-
зується за допомогою гiбридного метаевристичного алгоритму. Метою є мiнiмi-
зацiя загальної вiдстанi перевезень [10].
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Ще однiєю задачею є VRP з м’якими часовими вiкнами для декiлькох ти-
пiв транспортних засобiв з контролем забруднення навколишнього середовища
вiд перевезень. Метою є дослiдження взаємозв’язку мiж вартiстю розподiлу,
задоволенiстю споживачiв та забрудненiстю навколишнього середовища. Для
вирiшення такої задачi розроблено гiбридний генетичний алгоритм, результати
якого показують, що швидкiсть транспортного засобу має сильну кореляцiю з
експлуатацiйними витратами та забрудненням навколишнього середовища, тодi
як вантажопiдйомнiсть впливає на експлуатацiйнi витрати, задоволенiсть спо-
живачiв та забруднення навколишнього середовища [11].

5. Маршрутизацiя з кiлькома депо (Multiple Depot VRP, MDVRP) .
[12-20]. Цiль задачi: мiнiмiзувати вартiсть перевезень i розмiр парку транспорт-
них засобiв. Обмеження: кожен маршрут повинен задовольняти стандартним
обмеженням VRP, а також починатись i закiнчуватись в одному i тому ж депо.
Вартiсть маршруту, зазвичай, розраховується як i в класичному варiантi VRP.

У деяких випадках може бути кiлька депо, якi обслуговують клiєнтiв. Якщо
клiєнти зосередженi бiля кожного депо, то задача може бути розбита на кiлька
незалежних задач. Проте, якщо клiєнти i депо розташованi довiльним чином,
то потрiбно шукати розв’язок задачi маршрутизацiї транспорту з кiлькома де-
по (MDVRP).

Ця задача потребує розподiлення клiєнтiв по рiзним депо. У кожному депо
є свiй парк транспортних засобiв. Кожен транспортний засiб виїжджає зi свого
депо, обслуговує клiєнтiв, що закрiпленi за депо, i потiм повертається назад [13,
14]. У [21] розглядається варiант задачi з депо рiзних типiв.

Найчастiше для розв’язування задач такого типу використовують генети-
чнi алгоритми [22], гiбриднi генетичнi алгоритми, наприклад, iз адаптивним
локальним пошуком за допомогою часових вiкон [23] та алгоритми пошуку мiн-
ливого сусiдства [24].

6. Маршрутизацiя з альтернативними динамiчними депо (VRP wi-
th Alternative Dynamic Depots, VRPADD). [25, 26]. Специфiка прикла-
дних задач, якi розв’язуються, може вносити корективи до тлумачення як тер-
мiну «вартiсть перевезень», так i «транспортний засiб». Зокрема, окремий на-
прям подiбних проблем, який бурхливо розвивається в останнi роки, є розробка
моделей та алгоритмiв розв’язування задач маршрутизацiї, де в якостi транс-
портних засобiв виступають безпiлотнi авiацiйнi чи iншi рухомi роботизованi
системи. Найновiшi розробки сприяють виникненню задач, у яких цi апарати
можуть стартувати iз рухомих депо та фiнiшувати в низцi рухомих депо [25,
27]. Такi задачi актуальнi, наприклад, у вiйськовiй сферi та сферi морської дi-
яльностi.

При оптимiзацiї маршрутiв у цьому випадку вантажопiдйомнiсть може не
грату ключову роль (наприклад, при аерофотознiманнi), але бiльш суттєве зна-
чення мають обмеження на ресурс системи – обсяг пального чи ємнiсть акуму-
лятора.

7. Маршрутизацiя з поверненням i доставкою товарiв (VRP with
Pick-Ups and Deliveries, VRPPD) . [28, 29]. Задача маршрутизацiї з можли-
вiстю повернення i доставки товарiв розширює стандартну VRP тим, що клiєн-
ти в точках доставки можуть повертати деяку кiлькiсть товару назад в депо.
Таким чином, потрiбно бути впевненим, що товари, якi хоче повернути клiєнт,
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не будуть перевантажувати транспортний засiб. Це обмеження робить плану-
вання задачi бiльш складним i може призвести до неефективного використання
транспорту, збiльшення вартостi маршрутiв i загальної кiлькостi транспортних
засобiв в депо.

Для простоти зазвичай розглядають задачi з додатковими обмеженнями.
Наприклад, доставка товарiв вiдбувається тiльки до точок доставки, а поверне-
ння – тiльки в депо, тобто немає обмiну товарами мiж точками доставки. Iнший
спосiб спрощення полягає у вiдмiнi обмеження, що всi точки доставки можуть
бути вiдвiданi лише один раз. Iснує також ще один спосiб – покласти, що транс-
портний засiб спочатку розвозить усi товари, а лише потiм починає забирати
товар з точок доставки (VRP with Backhauls, VRPB, що описана нижче).

Цiль задачi: мiнiмiзувати вартiсть перевезень i розмiр парку транспортних
засобiв. Обмеження: кiлькiсть товару, який потрiбно доставити до клiєнтiв, i
товару, який потрiбно забрати вiд клiєнтiв, не повинна перевищувати вантажо-
пiдйомнiсть транспортного засобу в жоднiй точцi маршруту.

Однiєю зi складних задач VRPPD є задача маршрутизацiї транспортних
засобiв з гетерогенним флотом, змiшаним поверненням та часовими вiкнами
(HVRPMBTW) [30]. Ця задача характеризується обмеженою кiлькiстю транс-
портних засобiв, рiзною мiсткiстю та витратами.

8. Маршрутизацiя з двовимiрними обмеженнями завантаження тра-
нспортних засобiв (VRP with Simultaneous Pick-ups, Deliveries and
Two-Dimensional Loading Constraints, 2L-SPD). 2L-SPD належить до кла-
су складних задач оптимiзацiї маршрутизацiї та упаковки.

Попит клiєнта в такiй задачi – це набiр двовимiрних, прямокутних, заван-
тажених елементiв. Мета полягає в розробцi маршрутного набору мiнiмальних
витрат для однорiдного парку транспортних засобiв, починаючи i закiнчуючи в
центральному депо, щоб обслуговувати всiх замовникiв. Усi товари, упакованi
в один транспортний засiб, повиннi задовольняти двовимiрним ортогональним
обмеженням упаковки [31].

Однiєю з таких геометричних задач є маршрутизацiя транспортних засобiв
iз одночасними поверненнями та доставками предметiв, що не складаються та
мають двовимiрнi обмеження на завантаження. Основним обмеженням на за-
вантаження є те, що для кожної дуги, пройденої в планi маршруту, повиннi
бути визначенi можливi схеми завантаження. Дослiджено, що одночасне обслу-
говування повернення та доставки може призвести до значних заощаджень [32].

9. Маршрутизацiя з поверненням товарiв (VRP with Backhauls,
VRPB) [33, 34]. Задачi маршрутизацiї з поверненням товарiв (VRPB) є роз-
ширенням VRP, в якому клiєнти можуть як замовити, так i повернути деякi то-
вари. В задачi з доставкою i поверненням (VRPPD) необхiдно враховувати, що
всi товари, якi повернуть клiєнти, повиннi помiститися в транспортному засобi.
Вiдмiннiсть вiд VRPPD полягає в тому, що всi товари повиннi бути доставленi
перш, нiж вiдбудеться будь-яке повернення товарiв. Передумовою виникнення
цiєї вимоги є факт, що бiльшiсть транспортних засобiв зазвичай завантажую-
ться ззаду або зверху, утворюючи стек. Тому перестановка вантажу пiд час
кожної доставки не є економiчно вигiдною та прийнятною. Кiлькiсть товару,
яку необхiдно доставити й прийняти, вiдома перед початком планування.

Цiль задачi: мiнiмiзувати вартостi перевезень. Обмеження: повернення вiд-

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700



78 Л. Ф. ГУЛЯНИЦЬКИЙ, А. А. КОТКОВА

бувається лише пiсля того, як була завершена доставка. Об’єм товарiв не по-
винен перевищувати вантажопiдйомностi транспортного засобу в жоднiй точцi
маршруту.

10. Маршрутизацiя з рiзним транспортом (Split Delivery VRP,
SDVRP) [35, 36]. Цей вид задачi розширює VRP, дозволяючи обслугову-
вати одну точку доставки рiзними транспортними засобами, якщо це зменшує
загальну вартiсть перевезень. Цей випадок є типовим для ситуацiї, коли об’єм
замовленого товару є великим, i порiвнюваним з вантажопiдйомнiстю транс-
портного засобу.

Цiль задачi: мiнiмiзувати вартiсть перевезень i розмiр парку транспортних
засобiв. Обмеження: на вiдмiну вiд класичної VRP, у задачах SDVRP знiмає-
ться обмеження, що клiєнт може обслуговуватись лише одним транспортним
засобом.

Розширенням SDVRP може бути задача маршрутизацiї транспортних засо-
бiв з роздвоєною доставкою, орiєнтована на клiєнта (CMVRPSD). Метою такої
задачi є мiнiмiзацiя загального часу очiкування клiєнтiв при розподiлi декiлькох
видiв товарiв кiлькома ємнiсними транспортними засобами. Передбачається, що
вимогу замовника може задовольнити бiльше, нiж один транспортний засiб. У
цiй задачi беруть участь два класи рiшень: маршрутизацiя транспортних засо-
бiв до клiєнтiв та кiлькiсна оцiнка товару для завантаження та вивантаження
[37].

11. Перiодична маршрутизацiя (Periodic VRP, PVRP) [38]. У класи-
чнiй задачi VRP звичайний перiод планування – один день. У задачах з перiоди-
чною маршрутизацiєю VRP узагальнюється розширенням перiоду планування
до кiлькох днiв.

Цiль задачi: мiнiмiзувати вартiсть перевезень i розмiр парку транспортних
засобiв. Обмеження: тi ж самi, що i для класичної VRP. Крiм того, транспорт-
ний засiб може повернутися в депо не в той же день, коли виїхав. За M -денний
перiод кожна точка доставки повинна бути вiдвiдана, як мiнiмум, один раз.

Запити кожного клiєнта повиннi бути виконанi за один вiзит одним транс-
портним засобом. Якщо перiод планування M = 1, то задача зводиться до
класичної VRP. Кожна точка доставки в задачi з перiодичною маршрутизацiєю
має бути вiдвiдана k раз, причому 1 ≤ k ≤ M . У класичному варiантi PVRP,
щоденне замовлення клiєнта завжди фiксоване. PVRP можна розглядати як
задачу компонування групи маршрутiв на кожен день, причому маршрути по-
виннi задовольняти обмеженням i загальна вартiсть усiх перевезень повинна
бути мiнiмальна.

12. Маршрутизацiя з випадковими даними (Stochastic VRP, SVRP)
[39, 40]. У цьому варiантi VRP один або декiлька компонентiв задачi можуть
мати випадкову поведiнку. Стохастичнiсть може проявлятися наступним чином:

1) випадковi клiєнти – кожна точка доставки iснує iз заданою iмовiрнiстю;

2) випадковi запити – кiлькiсть товарiв, яку треба доставити клiєнту, є ви-
падковою величиною;

3) вiдстань мiж точками доставки є випадковою величиною.
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Розв’язання SVRP вiдбувається за два пiдходи. Перший етап дає розв’я-
зок без урахування випадкових змiнних. На другому етапi, коли стають вiдомi
випадковi значення, вiдбувається корекцiя розв’язку, який отриманий ранiше.

Цiль задачi: мiнiмiзувати загальну вартiсть перевезень. Обмеження: коли
деякi точки доставки невiдомi, стає неможливим виконання всiх обмежень для
всiх випадкових змiнних. Таким чином, може бути необхiдним виконання де-
яких умов iз заданою ймовiрнiстю або побудова моделi корекцiї, що виконується
при порушеннi деяких обмежень.

Наприклад, у задачi SVRP з поверненням товарiв i обмеженню по вантажо-
пiдйомностi транспортних засобiв способами корекцiї будуть:

1) повернутися в депо, коли транспортний засiб перевантажений, розванта-
житися й повернутися на маршрут;

2) повернутися в депо, коли транспортний засiб перевантажений, а потiм
заново оптимiзувати залишок маршруту;

3) запланувати дострокове повернення в депо, навiть якщо транспортний за-
сiб завантажений не повнiстю. У такому випадку, рiшення може залежати
вiд кiлькостi зiбраного товару й вiдстанi до депо. Транспортний засiб може
повернутись до депо, якщо вiдомо, що забирання товару вiд наступного
клiєнта призведе до перевищення вантажопiдйомностi транспортного за-
собу.

13. Маршрутизацiя з можливiстю дозавантаження (VRP with Satellite
Facilities, VRPSF) [41]. У класичнiй задачi VRP кожен маршрут починає-
ться й закiнчується в депо. Однiєю з причин повернення в депо є обмежена
вантажопiдйомнiсть. Коли транспортний засiб розвезе всi товари, вiн повинен
повернутися в депо за новою порцiєю товарiв. Але в деяких випадках вигiдно
органiзувати дозавантаження на маршрутi (без повернення в депо) за допо-
могою додаткових транспортних засобiв. Типовим тут є випадок, коли велика
кiлькiсть клiєнтiв очiкують регулярних поставок вiд одного центрального по-
стачальника.

Цiль задачi: мiнiмiзувати витрати на перевезення, уклавшися в певний строк.
Можливо, що, враховуючи витрати на додатковi транспортнi засоби, загальна
вартiсть розв’язаннi задачi в короткостроковiй перспективi буде вище, нiж при
розв’язаннi класичної задачi VRP.

Розширенням класичної задачi маршрутизацiї є модельований пiдхiд iз то-
чним рiшенням на основi евристичного вiдпалу для вирiшення зеленої задачi
маршрутизацiї транспортного засобу (G-VRP), де розглядається обмежений дi-
апазон руху транспортних засобiв у поєднаннi з обмеженою iнфраструктурою
заправки. Особливо ця проблема виникає в компанiй та агентств, якi використо-
вують транспортнi засоби з альтернативними енергоносiями на транспортних
системах для мiських територiй або для розподiлу товарiв [42].

14. Висновки. Нинi проблема маршрутизацiї транспортних засобiв є ва-
жливою i актуальною задачею, оскiльки має широке застосування на практицi.
У деяких випадках, особливо при плануваннi великої кiлькостi перевезень, на-
вiть незначне покращення маршрутiв транспортних засобiв може дати значну
економiю ресурсiв.
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Для реальних ЗМТЗ точнi методи практично неможливо застосувати через
те, що при тiй розмiрностi задач, що iснує, та для таких задач, що зазвичай є на
практицi, такi алгоритми будуть працювати надзвичайно довго. Тому провiдну
роль тут вiдiграють прикладнi алгоритми.

Протягом останнього десятилiття було запропоновано досить велику кiль-
кiсть прикладних алгоритмiв для ЗМТЗ з часовими вiкнами. Але все ж при
цьому бiльшiсть методiв не в змозi забезпечити прийнятний компромiс мiж то-
чнiстю оптимального розв’язку й швидкiстю його знаходження. Особливо це
стосується задач великої розмiрностi. Удосконалення прикладних алгоритмiв
маршрутизацiї як з точки зору ефективностi, так i з точки зору швидкостi
роботи на даний момент є вiдкритою проблемою й обумовлює актуальнiсть до-
слiджень у цьому напрямi.
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The essence of the problems considered consists in developing routes for a group of
heterogeneous vehicles based in a specific place or places (depot) that have to deliver
goods to customers according to their volume of orders. The classic vehicle routing problem
belongs to combinatorial optimization problems, which can be represented as a graph with
the set of vertices representing both the depot and the delivery point, i.e. customers, and
the set of edges corresponding to the paths. In this problem, the following data are given:
matrix of edges weights between vertices, determined by the value/length of paths; the
number of vehicles involved in the delivery of the goods; volumes of goods to be delivered
to customers at each delivery point.

The topicality of the vehicle routing problem has led to the emergence of numerous
studies conducted over the last decades and relevant publications. While composing the
list of scientific publications cited in the article, the authors did not aim to provide a
historical perspective on the study of vehicle routing problem (it is quite fully reflected in
the majority of works), but preferred the publications of recent years that show the current
state of research.

Most real-world vehicle routing problems have additional constraints that give rise to a
whole range of new problem formulations. The paper presents a number of classes of vehicle
routing problems. The main limitation is the capacity, and the criterion is the total cost of
transportation. In routing problems with time constraints or “time windows”, minimizing
the total cost of transportation is combined with minimizing the number of vehicles involved
and the overall waiting time for vehicle customers. Minimizing the cost of transportation
and the size of the park of the involved vehicles can be required even if these vehicles leave
from several depots, and both the start and the end of the route may be located not in
fixed, but in alternative, in particular, dynamic depots. Beside the above mentioned the
following tasks are considered: routing problems for return and delivery of goods, routing
with two-dimensional restrictions on vehicle loading, maximization of savings on goods
transportation, routing with different modes of transport, periodic routing with random
data, routing with the possibility of loading, routing with predefined deadlines. For each
problem type additional restrictions that differ from the classical problem are introduced.

Keywords: route optimization, vehicles, logistics, depot, mathematical model, combina-
torial optimization..
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СТРУКТУРУВАННЯ КРИТЕРIАЛЬНОГО ПРОСТОРУ ЗА
КУТОВОЮ МIРОЮ ПОДIБНОСТI

Багатокритерiальнi задачi прийняття рiшень є особливо складним класом задач
для системи обробки iнформацiї людиною. Як правило, чим бiльше побудована мо-
дель задачi вiдображає реальну задачу-проблему, яка її спричинила, тим бiльше кри-
терiїв вона має враховувати. При такiй вимiрностi класичнi методи математичного
програмування виявляються малоефективними. Це зумовлює необхiднiсть розробки
спецiальних методiв та пiдходiв, призначених для структуризацiї критерiального про-
стору задач великої розмiрностi.

В данiй роботi описано нечiтке бiнарне вiдношення та його функцiю належностi, якi
визначають кутову мiру подiбностi критерiїв ефективностi. Вона характеризує ступiнь
схожостi вектор-градiєнтiв цiльових функцiй критерiїв ефективностi за кутом мiж ни-
ми. Модифiковано метод однорiвневої кластеризацiї, що заснований на нечiтких бiнар-
них вiдношеннях для використання кутової мiри подiбностi. Це дозволило проводити
кластеризацiю критерiального простору на конiчнi кластери за ознакою подiбностi –
несуперечливою сильною зв’язанiстю критерiїв ефективностi. Представлено компле-
ксний пiдхiд до структурування критерiального простору векторних задач лiнiйного
програмування. На основi запропонованого математичного апарату розроблено про-
грамне забезпечення, що реалiзує кластеризацiю конiчними кластерами. Проведення
практичних експериментiв показало його ефективнiсть при розв’язаннi певних класiв
прикладних задач.

Дана робота є розвитком напрямку структурування множини критерiїв ефективно-
стi для класу багатокритерiальних задач лiнiйного програмування iз критерiальним
простором великої розмiрностi в умовах коли утруднене або неможливе групуван-
ня, порiвняння чи впорядкування часткових критерiїв за перевагою для особи, що
приймає рiшення. Перспективнi дослiдження полягають у розвитку запропонованого
пiдходу кластеризацiї методом, що заснований на нечiтких бiнарних вiдношеннях за
кутовою мiрою подiбностi для розв’язання iнших класiв прикладних задач.

Ключовi слова: кластеризацiя, багатокритерiальна оптимiзацiя, структурування,
кутова мiра подiбностi, мiра подiбностi.

1. Вступ. Багатокритерiальнi задачi прийняття рiшень є особливо складним
класом задач для системи обробки iнформацiї людиною. Наявнiсть багатьох
критерiїв приводить до великого навантаження на короткочасну пам’ять, при-
мушуючи людину використовувати рiзнi евристики для того, щоб справитися
iз задачею при обмеженому об’ємi короткочасної пам’ятi.

В той же час в практичнiй дiяльностi людини багатокритерiальнi задачi
зустрiчаються все частiше, що викликане необхiднiстю враховувати одночасно
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багато рiзних чинникiв. Як правило, чим бiльше побудована модель задачi вiд-
ображає реальну задачу-проблему, яка її спричинила, тим бiльше критерiїв вона
має враховувати. Крiм того, вiдкидання або неврахування будь-якого iз крите-
рiїв може призвести до невiдповiдностi розв’язку задачi-моделi оптимальному
розв’язку реальної задачi. З iншого боку, чим бiльша розмiрнiсть критерiально-
го простору тим бiльше ускладнюється пошук оптимального розв’язку задачi
вибору.

Задачi у яких розмiрнiсть простору критерiїв перевищує 7 називаються за-
дачами великої критерiальної розмiрностi [1]. При такiй вимiрностi класичнi
методи математичного програмування виявляються малоефективними. Це зу-
мовлює необхiднiсть розробки спецiальних методiв, призначених для задач ве-
ликої розмiрностi критерiального простору.

Крiм того, в основi багатьох методiв оптимiзацiї застосовується пiдхiд, який
використовує призначення вагових коефiцiєнтiв критерiїв та їх ранжування осо-
бами, що приймають рiшення (ОПР). Як правило люди дають завищенi оцiнки
тим критерiям, якi порiвняно мало впливають на вибiр, i недооцiнюють най-
бiльш суттєвi. Тому, для точнiшого i обгрунтованiшого пiдбору ваг, проведення
ранжування критерiїв ефективностi за перевагою для ОПР доцiльно встано-
вити взаємозв’язки мiж критерiями та структурувати критерiальний простiр
задачi. Реалiзувати даний пiдхiд пропонується на основi кутової мiри подiбно-
стi, що визначає мiру схожостi вектор-градiєнтiв цiльових функцiй критерiїв
ефективностi за кутом мiж ними.

2. Постановка задачi. Надалi будемо розглядати багатокритерiальну за-
дачу лiнiйного програмування в наступнiй постановцi:

yi = fi(x) =
n∑
j=1

cijxj → extr, i = 1, m, (1)

x ∈ X ⊆ Rn, (2)

де X – множина допустимих розв’язкiв (альтернатив), яка визначається суку-
пнiстю лiнiйних рiвнянь та нерiвностей, yi = fi(x)– цiльовi функцiї, cij – ко-
ефiцiєнти. Тобто, є деяка сукупнiсть цiлей, якi вiдображенi критерiями fi(x),
i = 1, m, i потрiбно знайти таку точку x∗ ∈ X ⊆ Rn, яка в деякому розумiннi
мiнiмiзує або максимiзує кожен з критерiїв.

Для групування критерiїв ефективностi, що описуються цiльовими функцi-
ями fi(x), i = 1, m використаємо зв’язки мiж ними, якi описуються наступними
означеннями.

Означення 1 (див. [1]). Два критерiї назвемо суперечливими вiдносно де-
якої множини допустимих альтернатив X, якщо покращення оцiнки по одно-
му з критерiїв на множинi X супроводжується її погiршенню за iншим.

Означення 2 (див. [1]). Два критерiї назвемо сильно зв’язаними вiдносно
деякої множини допустимих альтернатив X, якщо їх оцiнки є близькими
на рiзних альтернативах множини X, або якщо покращення оцiнки за одним
критерiєм на множинi X приводить до її покращення за iншим критерiєм.

Оскiльки критерiї лiнiйнi, то напрямки до екстремуму спiвпадають з на-
прямками ± grad fi(x). Якщо сумiстити початок вектора grad fi(x) з початком
системи координат, то вiн спiвпаде з радiус-вектором OCi, де точка O – початок
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координат, а Ci (ci1, ci2, . . . , cin), i = 1, m. Тому роздiливши вектори OCi = ci
або точки Ci = (ci1, ci2, . . . , cin), i = 1, m на множини, тим самим роздiлимо i
критерiї, що їм вiдповiдають fi(x), i = 1, m.

При знаходженнi оптимальної точки в задачах виду (1)-(2), як зазначалось,
враховують тiльки напрямки grad fi(x), таким чином, ставиться задача прове-
дення структуризацiї критерiального простору, на основi групування критерiїв
ефективностi за ознакою подiбностi – несуперечливою сильною зв’язанiстю кри-
терiїв ефективностi.

3. Огляд лiтератури. В наш час все бiльше уваги придiляється задачi
багатоцiльової (векторної, багатокритерiальної) оптимiзацiї. Це зв’язано з тим,
що при дослiдженнi складних систем i об’єктiв використання скалярної задачi
оптимiзацiї приводить до математичної моделi, яка є неадекватна та невiдпо-
вiдна реальнiй задачi, бо нагальнi потреби практики управлiння, проектування,
планування потребують врахування i узгодження рiзних цiлей та потреб.

Слiд вiдзначити, що в рiзних областях людської дiяльностi неодноразово
виникали i по мiрi накопичення досвiду успiшно розв’язувались ситуацiї, в яких
прийнятi рiшення були багатоцiльовими [2-5].

Так, прикладами задач великої розмiрностi „критерiальної” можуть бути
задача оптимiзацiї планування роботи виробничої системи, задача складання
збалансованого рацiону (може враховувати 17 критерiїв) [2, 3], задача авто-
матизацiї управлiння сучасної бiблiотеки (враховує 20 критерiїв) [6], задача
рейтингування художникiв (використовує 18 критерiїв) [7], задача формування
комплексних цiльових соцiальних програм, якi пiдтримуються Мiжнародним
фондом „Вiдродження” (мiстить 238 критерiїв) [8] i т. д.

Тому характерною особливiстю багатьох практичних задач дослiдження є
їхня велика розмiрнiсть. При такiй вимiрностi класичнi методи математичного
програмування виявляються малоефективними [9].

Це зумовлює необхiднiсть розвитку спецiальних методiв та пiдходiв, призна-
чених для структуризацiї критерiального простору задач великої розмiрностi,
зокрема представлених в [1, 10].

4. Матерiали i методи. Очевидно, що поняття суперечливих та сильно
зв’язаних критерiїв тiсно пов’язане iз кутом мiж векторами градiєнтами цi-
льових функцiй критерiїв. Так, якщо цей кут рiвний 180о, то критерiї будуть
суперечливi при будь-якiй множинi допустимих альтернатив X, а якщо ж 0о,
то критерiї будуть сильно зв’язаними. Тому вид множини X може впливати
тiльки на мiру прояву цих ознак.

Для реалiзацiї процесу кластеризацiї обрано метод, що заснований на нечi-
тких бiнарних вiдношеннях, п. 6 в [11]. Вiн дає можливiсть проводити групува-
ння об’єктiв кластерами рiзних геометричних форм змiнюючи лише види мiр
подiбностi об’єктiв. Для визначення кiлькостi кластерiв задаються певнi вели-
чини – пороги кластеризацiї µ∗R, що характеризують ступiнь подiбностi об’єктiв
в серединi кластеру.

Подiбнiсть об’єктiв за деяким критерiєм характеризується нечiтким бiнар-
ним вiдношенням R на множинi векторних ознак C =

{
ci
∣∣i = 1,m

}
iз функцiєю

належностi µR (ci, cj), де µR : C2 → [0, 1].
«Кутове» нечiтке бiнарне вiдношення Rang характеризує кут мiж векторами

градiєнтiв ci та cj. Функцiя належностi даного вiдношення визначається фор-
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мулою (рис. 1):

µRang (ci, cj) = e−
1−

ci· cj
|ci|·|cj|

2 . (3)

Рис. 1. Графiчна iнтерпретацiя функцiї виду (3)

Аргументом експоненти є нормована величина, яка прямує до 0, коли кут
мiж векторами-градiєнтiв цiльових функцiй близький до 180◦ i наближається
до 1, коли кут прямує до 0◦. Нехай задана числова величина µ∗Rang ∈[0; 1] –
порiг кластеризацiї. Вiн характеризує необхiдну ступiнь подiбностi критерiїв
ефективностi в межах одного кластеру за ознаками несуперечливої сильної зв’я-
заностi. Якщо µ∗Rang = 0, то ступiнь подiбностi об’єктiв буде найслабшою, що
приведе до формування одного кластеру конiчного виду, куди увiйдуть всi кри-
терiї ефективностi. Якщо ж µ∗Rang = 1, тодi, навпаки, критерiї iз рiзним напря-
мом векторiв градiєнтiв сформують окремi кластери, бо їх ступiнь подiбностi
буде найвищою. Отже, ближчому значенню µ∗Rang до одиницi буде вiдповiдати
бiльша кiлькiсть сформованих кластерiв.

Крiм того «хороша» чутливiсть експоненти в околi свого граничного значен-
ня (supµRang=1) дозволяє проводити кластеризацiю об’єктiв для всiх можливих
порогових величин µ∗Rang промiжку [0; 1] iз певною точнiстю (наприклад, iз то-
чнiстю 0,01).

Проведемо модифiкацiю чiткого методу однорiвневої кластеризацiї п. 6 в [11]
для використання кутової мiри подiбностi. Проведення кластеризацiї об’єктiв iз
використанням кутового нечiткого бiнарного вiдношення вимагає визначення
векторiв-центроїдiв умовного кластеру U l крокiв 2 та 3 однорiвневого алгори-
тму [11]. Для двовимiрної задачi кластеризацiї поняття центроїда близьке до
поняття бiсектриси найбiльшого кута мiж векторами-градiєнтiв критерiїв ефе-
ктивностi в межах одного кластеру U l. Тому в цьому випадку центроїд можна
визначити за формулою:

c∗l =
ci∗ + cj∗

2
, (4)

де { i∗, j∗} ∈ arg min
i,j∈Il

(
ci
|ci| ·

cj
|cj |

)
та Il =

{
i
∣∣ci ∈ U l

}
.

Тобто, центроїд визначає бiсектрису найбiльшого кута мiж будь-якими ве-
кторами кластеру U l.
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Для задач бiльшої розмiрностi пропонується вектор-центроїд розраховувати,
як центр ваги точок, якi вiдповiдають ортам векторiв-градiєнтiв в межах одного
кластеру U l:

c∗l =

∑
ci∈U l

ci
|ci|

‖U l‖
. (5)

ВикористанняRang дає можливiсть проводити кластеризацiю конiчними кла-
стерами.

Отже, за чiтким однорiвневим методом п. 6 в [11], та описаними модифiка-
цiями проводиться кластеризацiя на чiткi кластери K1, K2, . . . , Kz, z ≤ m iз
вiдповiдними представниками c∗1, c∗2, . . . , c∗z знайденими за формулою (4, 5).

Якщо потрiбна iнформацiя не тiльки про розподiл критерiїв ефективностi
по кластерам, а й про ступiнь їх приналежностi кожному з них, то необхiдно
провести процедуру фазифiкацiї п. 8 [11].

5. Комплексний пiдхiд до структурування множини критерiїв ефе-
ктивностi.

Крок 1. Нормалiзацiя. Спочатку необхiдно провести нормалiзацiю частко-
вих критерiїв, оскiльки в рiзних моделях можуть використовуватись локальнi
критерiї оптимальностi, якi мають рiзнi одиницi вимiрювання (гривня, грам,
калорiї та iн.), i виникає проблема їх спiврозмiрностi. Для її усунення потрiбно
провести нормалiзацiю критерiїв до однiєї шкали, як правило безрозмiрної:

fi (x) =
fi (x)− fmin

i (x)

fmax
i (x)− fmin

i (x)
.

Крок 2. Кластеризацiя. Групуємо цiльовi функцiї за ознакою несуперечли-
вих сильно зв’язаних критерiїв. Використаємо метод кластеризацiї заснований
на нечiтких бiнарних вiдношеннях [11] та кутову мiру схожостi (3).

Крок 3. Зменшення потужностi критерiального простору. Надалi в ко-
жному iз утворених кластерiв представником кластера обираємо центроїди
c∗1, c

∗
2, . . . , c

∗
z знайденi за формулою (4, 5). Вони є лiнiйними згортками критерiїв

ефективностi, що входять до вiдповiдного кластеру, тому повнiстю забезпечу-
ють виконання умов Парето для оптимальної точки знайденої в подальшому.

6. Експерименти. Для проведення експериментiв була розроблена комп’ю-
терна програма, що реалiзує запропонований пiдхiд при кластеризацiї критерiїв
ефективностi за кутовою мiрою подiбностi (3) на кластери конiчної форми. Во-
на є доповненням до вже iснуючого програмного забезпечення для проведення
елiпсоїдної кластеризацiї [11] та кластеризацiї концентричними сферами [12].

Вхiдною iнформацiєю для проведення групування об’єктiв є числовi величи-
ни n,m, µ∗Rarg та координати векторiв ci. Далi для чiткої кластеризацiї застосову-
ється метод однорiвневої кластеризацiї iз п. 6 [11], адаптований до використання
кутової мiри подiбностi (3).

7. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Дана робота є
розвитком напрямку структурування множини критерiїв ефективностi для кла-
су багатокритерiальних задач лiнiйного програмування iз критерiальним про-
стором великої розмiрностi в умовах коли неможливе або утруднене групуван-
ня, порiвняння чи впорядкування часткових критерiїв ОПР.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає в тому, що описано нечiтке
бiнарне вiдношення та його функцiю належностi, якi характеризують кутову
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мiру подiбностi критерiїв ефективностi. Модифiковано метод однорiвневої кла-
стеризацiї [10] для використання кутової мiри подiбностi. Представлено ком-
плексний пiдхiд до структурування критерiального простору векторних задач
лiнiйного програмування.

Практичне значення отриманих результатiв полягає в розробленому про-
грамному забезпеченнi, що реалiзує кластеризацiю конiчними кластерами. Про-
ведення експериментiв показало його ефективнiсть при розв’язаннi певних кла-
сiв прикладних задач.

Перспективнi дослiдження полягають у розвитку пiдходу кластеризацiї ме-
тодом, що заснований на нечiтких бiнарних [11] за кутовою мiрою подiбностi
(3) для розв’язання iнших класiв прикладних задач.

Роботу виконано в рамках держбюджетної науково-дослiдної теми Ужгород-
ського нацiонального унiверситету «Розробка математичних моделей i методiв
для оброблення iнформацiї та iнтелектуального аналiзу даних» (номер держав-
ної реєстрацiї 0115U004630).
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Malyar M. M., Kondruk N. E. Structuring of the ctriterional space by an angle
similarity measure.

Multicriteria decision-making is a particularly hard complex of tasks for a person’s
information processing system. As a rule, the more the problem model is constructed and
reflects the real problem or task that caused it, the more criteria it has to take into account.
With this dimension, classical methods of mathematical programming are ineffective. This
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necessitates the development of specific methods and approaches designed to structure the
criterion space of large dimension problems.

This paper describes a fuzzy binary relation and its belonging function that determine
the angular measure of similarity of efficiency criteria. It characterizes the degree of similar-
ity between the vector gradients of the objective functions of the efficiency criteria between
them. The one-tier clustering method was modified based on fuzzy binary relations to use
the angular similarity measure. This allowed clustering of the criterion space into coni-
cal clusters on the basis of similarity - a consistent strong link between the performance
criteria.

The complex approach to structuring the criterion space of vector linear programming
problems is presented. On the basis of the proposed mathematical apparatus, software
was developed that implements clustering with conical clusters. Conducting hands-on
experiments has shown its effectiveness in solving certain classes of application tasks. This
work is an evolution of the direction of structuring the set of efficiency criteria for a class
of multicriteria linear programming problems with a large dimensional criterion space in
conditions where it is difficult or impossible to group, compare or order partial criteria,
preferably for the decision maker. Prospective research is to develop a proposed clustering
approach which is based on method of fuzzy binary angular similarity measures for solving
other classes of applied problems.

Keywords: clustering, multicriteria optimization, structuring, angular similarity measure,
similarity measure.
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МОДЕЛЮВАННЯ ОЦIНКИ РIВНЯ РИЗИКУ
ФУНКЦIОНУВАННЯ СОЦIО-ЕКОНОМIЧНИХ СИСТЕМ

Проведено дослiдження актуальної задачi розроблення технологiї оцiнювання рiв-
ня функцiонування системи для пiдтримки прийняття рiшень вiд штатного режиму
до катастрофи.

У дослiдженнi вперше представлено вхiднi данi оцiнювання функцiонування систе-
ми гiбридним чином, на основi досвiду, знань та мiркувань експертiв, а також iнте-
лектуальним аналiзом даних. Продемонстровано структурну схему оцiнювання рiвня
функцiонування системи для пiдтримки прийняття рiшень.

Вперше запропоновано нечiтку математичну модель оцiнювання рiвня функцiону-
вання системи для пiдтримки прийняття рiшень, згiдно покрокового алгоритму, що ба-
зується на експертних гiбридних даних, з використанням лiнгвiстичних та кiлькiсних
змiнних. При цьому, здiйснюється агрегування критерiальних оцiнок системи фун-
кцiонування з огляду на мiркування особи, що приймає рiшення (песимiстичний/ обе-
режний/ середнiй/ оптимiстичний сценарiї розгортання подiй). Згiдно порогу можли-
востi функцiонування системи вiдбувається оцiнювання ризикiв для якостi прийняття
рiшень у рiзних режимах. В результатi оцiнювання системи у рiзних режимах фун-
кцiонування, отримаємо кiлькiсну оцiнку ризику функцiонування системи вiдносно
сценарiю розгортання подiй, лiнгвiстичний рiвень функцiонування системи та рiвень
прийнятностi ризику функцiонування системи. Це все дозволяє розкривати невизна-
ченостi експертних мiркувань та отриманих даних, обґрунтовуючи ступiнь прийняття
рiшення та виводити адекватнi висновки, враховуючи режим функцiонування систе-
ми.

У рамках розробленого дослiдження сформульовано логiчне висловлювання прави-
ла належностi лiнгвiстичних оцiнок, матрицю та базу знань визначення прийнятностi
рiвня ризику функцiонування системи.

Достовiрнiсть отриманих результатiв забезпечується коректним використанням iн-
телектуального аналiзу знань, системного пiдходу, теорiї нечiтких множин та нечiткої
логiки, що пiдтверджується результатами дослiджень. Проведене дослiдження буде
корисним iнструментом для пiдтримки прийняття рiшень, щодо створення та мене-
джменту рiшень у рiзних режимах функцiонування системи.

Ключовi слова: нечiткi знання, режими функцiонування системи, COVID-19, рiвень
ризику, прийняття рiшень, iнтелектуальний аналiз.

1. Вступ. Сьогоднi iснує велика кiлькiсть методiв, моделей та засобiв для ана-
лiзу великих даних, видобування з них знань, прогнозування майбутнього i т.д.
Суспiльство, поступово переходить вiд iнформацiйних технологiй до iнтелекту-
ального аналiзу знань. Все частiше з’являються системи пiдтримки прийняття
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рiшень заснованi на iнтелектуальному аналiзу даних. Але бiльшiсть з них роз-
робленi для прийняття рiшень у безпечному режимi функцiонування систем.
Для умов, коли система швидко змiнює режими вiд безпечної роботи, надзви-
чайної ситуацiї до катастрофи, бiльшiсть моделей пiдтримки прийняття рiшень
не здатнi адекватно оцiнювати ситуацiю. Доказом цього є робота мунiципалi-
тету, регiону, держави в умовах, наприклад, пандемiї коронавiрусної iнфекцiї
(COVID-19). Все частiше спостерiгаємо ситуацiю, коли влада всього свiту при-
ймає рiшення для забезпечення життя та здоров’я громадян, що мають хао-
тичний, подекуди хибнi характери, хоча спираються на вiдому статистику та
теорiю системного аналiзу. Це стосується превентивних заходiв запобiгання по-
ширенню вiрусу COVID-19, а також заходiв пiсля пандемiчного перiоду для
виводу країн з карантину. Про це свiдчить рiзна послiдовнiсть крокiв та етапiв
виводу з карантину у рiзних країнах, навiть статистично схожих. Однозначно,
такi рiшення мають прийматись системно, враховуючи кожен елемент функцiо-
нування системи.

Кожен мунiципалiтет, регiон та країна, як окремi соцiо-економiчнi системи
мають свою специфiку функцiонування. I прийняття загальних рiшень, навiть
у межах держави призводить до неоптимального результату. Заходи для за-
безпечення безпеки громадян, що добре працюють у великих мiстах не оправ-
довуються для малих мiст, або навпаки. А переймання досвiду вiд iнших мiст
чи держав, без системної iмплементацiї, знову ж таки не дасть результату. Для
прийняття тих чи iнших рiшень, необхiдно адекватно оцiнити систему функцiо-
нування, наприклад мiста, враховуючи наявнi кiлькiснi показники та мiркува-
ння експертiв щодо їх об’єктивностi.

У штатному режимi функцiонування системи є необхiднiсть оцiнити рiвень
функцiонування системи, для пiдтримки прийняття рiшень з превентивних за-
ходiв та попередження позаштатного режиму. Коли оцiнюємо рiвень функцiо-
нування системи у позаштатному режимi, наприклад, пандемiї COVID-19, тодi
на основi такої оцiнки повинен бути прийнятий ефективний сценарiй (рiшен-
ня) спрямований на повернення системи у штатний режим функцiонування. I в
одному, та в iншому випадку – одна цiль: прийняти оптимальний (ефективний)
сценарiй для забезпечення високого рiвня функцiонування системи та недопу-
щення нижчого, iснуючого, режиму функцiонування, або повернення у штатний
режим.

В той момент, коли система переходить iз безпечного режиму функцiонува-
ння до катастрофи, ситуацiя швидко змiнюється, а вхiднi данi, що впливають
на прийняття рiшень менш якiснiшi i приймають все бiльше нечiткий характер.
На прийняття рiшення значну роль вiдiграють наступнi фактори: вхiднi данi;
особа, що приймає рiшення (ОПР); режим системи у якiй приймається рiшен-
ня; ризики, що супроводжують те чи iнше рiшення та впливають на сценарiї.
Всi цi фактори взаємозалежнi та позначаються на якiсть прийняття рiшення.
Будь-яка надзвичайна подiя (наприклад, пандемiя COVID-19) або катастрофа
є кiнцевим результатом послiдовного переходу штатного режиму функцiонува-
ння системи, вiдповiдно в надзвичайну або катастрофiчну ситуацiю [1].

Проблему сьогоднiшнiх iнтелектуальних систем, в умовах пандемiї COVID-
19, вбачаємо у пiдходi опрацювання даних. Правильне рiшення не можна прийня-
ти, коли отриманi кiлькiснi данi нечiткi, або зовсiм не вiдповiдають дiйсностi.
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Прогнозування ситуацiї, навiть на дуже швидких та адекватних алгоритмах
(нейро-нечiтких мереж, кореляцiйному аналiзi, добування знань та машинне
навчання), за режиму функцiонування системи в позаштатному режимi, не бу-
дуть давати адекватних результатiв. Крiм цього, не завжди такi iнтелектуальнi
системи враховують в опрацюваннi вхiдних даних думки, досвiд та знання екс-
пертiв, що можуть об’єктивно оцiнити ситуацiю. Часто за все, на кiнцевому
етапi вiдбуваєте врахування думок експертiв для прийняття рiшень.

В такому випадку, для адекватного оцiнювання функцiонування системи та
в подальшому якiсного прийняття рiшення, необхiдно наступне:

1) розкривати нечiткiсть у кiлькiсних вхiдних даних для прийняття рiшень;

2) для вхiдних показникiв оцiнювання враховувати мiркування, досвiд та
знання експертiв, що покращать якiсть вхiдних даних для подальшого
обчислення;

3) дати можливiсть особi, що приймає рiшення отримувати оцiнки вiдносно
сценарiю розгортання подiй;

4) проводити оцiнювання враховуючи режим функцiонування системи: вiд
безпечного режиму до катастрофи;

5) враховувати ризики прийнятого рiшення.

З огляду, на викладене вище, постає актуальна задача розробки техноло-
гiї оцiнювання функцiонування системи (об’єкту дослiджень) стосовно її рiвня
ризику, для пiдтримки прийняття якiсного рiшення вiд штатного режиму до
катастрофи.

2. Огляд лiтератури. Оцiнка ризику менеджменту будь-якої соцiо-еконо-
мiчної системи залежить вiд поглядiв керiвництва на поняття небезпеки, його
схильностi до ризику, емоцiйного стану та iн. Вибiр варiанту поведiнки – це
результат взаємодiї зовнiшнiх факторiв, особливостей та думок ОПР. Цей вибiр
має передумову в системi особистiсних якостей ОПР, до яких належать його свi-
тогляд, досвiд, знання, а також особливостi внутрiшньої системи морального i
соцiального контролю, зокрема i правосвiдомостi [2]. Тому при розглядi альтер-
нативних варiантах менеджменту рiшень, у будь-якiй системi функцiонування,
необхiдно розглядати, як мiнiмум оптимiстичний, обережний, середнiй та песи-
мiстичний сценарiї розгортання подiй. Отже, суб’єктивною причиною iснування
ризику є прийняття рiшення ОПР. Крiм цього, iснують деякi обставини, що пiд
час системи функцiонування приводять до нестандартних, ризикових ситуацiй
[1].

Ризик – категорiя соцiальна, оскiльки вiн виникає в процесi осмисленого
прийняття рiшення, що притаманне тiльки людинi. Ризик прямо залежить вiд
невизначеностi, а тому для зменшення ризику необхiдно мiнiмiзувати невизна-
ченостi. Для цього, у нашому дослiдженнi використовуємо теорiю нечiтких мно-
жин та нечiткої логiки. Неодноразово науково доведено [3], що дана теорiя може
адекватно розкривати невизначенiсть даних та знань, i найкраще пiдходить для
пiдтримки прийняття рiшень в умовах ризику.
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В перiод отримання та обробки iнтелектуальних знань, постає задача форма-
лiзацiї думок експертiв щодо об’єкту дослiдження. Вiдсутнi унiверсальнi спосо-
би перетворення дослiдних людських експертних знань у базу знань систем не-
чiткого виведення. Системи нечiткого виведення можуть використовувати люд-
ськi експертнi знання та виконувати нечiтке виведення для отримання вихiдної
оцiнки [4-5].

Крiм цього, у нашому дослiдженнi використовуються експертнi вiдомостi,
що вiдображають змiстовнi особливостi дослiджуваних систем функцiонування
i задаються на природнiй мовi. Опис у такому випадку носить нечiткий ха-
рактер, а для вiдображення знань про об’єкт дослiдження та для зменшення
ризику доцiльно використовувати теорiю нечiтких множин [6-7]. Для грамотно-
го оцiнювання ризику, необхiдно навчитися науково моделювати iнформацiйну
невизначенiсть, проводячи формально описанi межi мiж достовiрними знання-
ми, знаннями з певним рiвнем достовiрностi та тим чого не знаємо [8]. Для цього
з метою моделювання невизначеностi у роботi застосовується нечiтко-множиннi
описи та нечiткi логiчнi виводи [3]. Наприклад, у роботах [9-10] розглянутi за-
гальнi iдеї та переваги, на яких базуються сучаснi погляди щодо використан-
ня нечiткої логiки в системах пiдтримки прийняття рiшень. У працях [11-12]
представлено використання нечiткої логiки в рiзних сферах застосування, що
дає змогу визначення оптимальних параметрiв за умов невизначеностi вхiдних
даних. У роботi [13] чiтко окреслено i введено основи видобутку даних та у ро-
ботi [14] розглядаються питання видобуток даних з точки зору статистики. А у
роботах [1, 15] науково обґрунтовано переваги дослiдження складних об’єктiв
функцiонування в рiзних режимах та системного аналiзу.

Актуальнiсть даного дослiдження доводиться значними свiтовими дослiдже-
ннями, науковими публiкацiями та його необхiднiстю в умовах пандемiї COVID-
19. Наведене вище, аргументує та пiдтверджує актуальнiсть нашого дослiджен-
ня iз застосування iнтелектуального аналiзу, системного пiдходу, опрацювання
нечiтких даних та застосування нечiткого виведення для розроблення техноло-
гiї оцiнювання рiвня функцiонування системи для пiдтримки прийняття рiшень
вiд штатного режиму до катастрофи.

3. Матерiали та методи. Розглянемо для оцiнювання деяку систему
функцiонування S. На її основi потрiбно оцiнити рiвень функцiонування си-
стеми для якiсного прийняття рiшень в залежностi вiд режимiв C : штатний
режим, позаштатна ситуацiя, критична ситуацiя, надзвичайна ситуацiя (панде-
мiя COVID-19) [16-17], аварiйна ситуацiя, аварiя, катастрофiчна ситуацiя, ка-
тастрофа.

Нехай маємо множину критерiїв, згiдно яких будемо оцiнювати систему фун-
кцiонування S :K = (K1, K2, . . . , Km). Пропонується оцiнювання показникiв гi-
бридним чином, на основi досвiду експертiв для системи функцiонування та
методами iнтелектуального аналiзу кiлькiсних даних.

Кожен показник системи функцiонування оцiнюється деяким експертом за
допомогою лiнгвiстичної змiнної. Терм-множину лiнгвiстичних змiнних пред-
ставимо, як рiвень ситуацiї в системi функцiонування описану критерiєм K.
Пропонується наступна терм-множина T = {T1;T2;T3;T4;T5}, де: T1 – «низький
рiвень»; T2 – «рiвень нижче середнього»; T3 – «середнiй рiвень»; T4 – «рiвень
вище середнього»; T5 – «високий рiвень».

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700



96 В. В. ПОЛIЩУК, М. М. МАЛЯР

З iншого боку, для кожного критерiю отримуємо кiлькiсну оцiнку, в межах
аналiзу „Big data“. В залежностi вiд типу даних, їх структури, перiодичностi
отримання, суб’єктивiзму отримання та iнших характеристик, дослiджується
та будується функцiя належностi [18] окремо для кожного критерiю. Це дозво-
лить порiвнювати отриманi оцiнки, шляхом переведення у нормовану шкалу,
розкрити нечiткiсть та невизначенiсть отриманих даних, що пiдвищить якiсть
прийняття рiшень, зроблених з використанням iнтелектуального аналiзу таких
даних. В результатi, для кожного критерiю отримаємо кiлькiсну оцiнку ситуацiї
q з iнтервалу [0; 1], для прийняття рiшень.

Вхiднi данi, оцiнювання рiвня функцiонування системи для пiдтримки прий-
няття рiшень наступнi: ti – змiнна з терм-множини T для i-го критерiю; qi –
кiлькiсна оцiнка з iнтервалу [0; 1], i-го критерiю, i = 1,m.

Формально представимо нечiтку модель оцiнювання рiвня функцiонування
системи для пiдтримки прийняття рiшень вiдносно режимiв:

A(t; q;M ;C)→ R(µ;L;Y ), (1)

А – оператор, що ставить у вiдповiднiсть множину вихiдних значень R, при
вхiдних змiнних t;q;M;C. Вхiдними даними моделi є: t – експертний показник
рiвня ситуацiй в системi функцiонування; q - кiлькiсна оцiнка ситуацiї; M –
врахування мiркування ОПР щодо сценарiю розгортання подiй; C – режим
функцiонування системи. На виходi моделi оцiнювання маємо: µ – оцiнка ри-
зику для якостi прийняття рiшень ОПР; L – лiнгвiстичне трактування рiвня
функцiонування системи для пiдтримки прийняття рiшень; Y – прийнятний
рiвень ризику функцiонування системи Y = Z(L,M,C).

Рiвень функцiонування системи – тривалiсть перiоду функцiонування си-
стем у деякому режимi C, упродовж якого оцiнка ризику та рiвень функцiону-
вання системи внаслiдок можливого впливу факторiв ризику не перевищують
апрiорно заданий порiг можливостi функцiонування системи [1].

Модель отримання прийнятного рiвня функцiонування системи представимо
наступним чином. Оскiльки ризик, у загальному випадку, може бути прийня-
тний або неприйнятний, тодi вихiднi данi будуть формулювати логiчне вислов-
лювання в залежностi вiд рiвня функцiонування системи Y= {прийнятний;
неприйнятний}.

Нехай в моделi представлено лiнгвiстичне трактування п’яти рiвнiв фун-
кцiонування системи L = {vls; ls; as;hs; vhs}, де: vls – дуже низький рiвень
функцiонування системи; ls – низький рiвень функцiонування системи; as –
середнiй рiвень функцiонування системи; hs – високий рiвень функцiонування
системи; vhs – дуже високий рiвень функцiонування системи.

Пропонується, на основi мiркування ОПР, можливiсть отримувати оцiнки
вiдносно чотирьох сценарiїв розгортання подiй M = {M1;M2;M3;M4}, де: M1

– песимiстичний сценарiй розгортання подiй; M2 – обережний сценарiй розгор-
тання подiй; M3 – середнiй сценарiй розгортання подiй; M4 – оптимiстичний
сценарiй розгортання подiй.

Припустимо, що iснує вiсiм станiв функцiонування системи
C = (C1, C2, . . . , C8), де: C1 – штатний режим, C2 – позаштатна ситуацiя, C3

– критична ситуацiя, C4 – надзвичайна ситуацiя, C5 – аварiйна ситуацiя, C6 –
аварiя, C7 – катастрофiчна ситуацiя, C8 – катастрофа.
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Тодi аналiзується об’єкт iз трьома входами та одним виходом:

Y = Z(L,M,C), (2)

де Y – прийнятний рiвень ризику функцiонування системи, L,M,C – вхiднi
лiнгвiстичнi оцiнки. Z – оператор, що ставить у вiдповiднiсть вихiдну змiнну
Y, при вхiдних змiнних L,M,C (правило логiчного виводу).

Пропонується побудова матрицi знань наступним чином. Матриця знань [9]
прийнятного рiвня функцiонування системи — це матриця розмiрностi
160× 4 (160 = 5 ∗ 4 ∗ 8), де кожний рядок є певною комбiнацiєю значень вхiдних
змiнних, для якої, ОПР вказує одне iз можливих значень вихiдної змiнної. Ма-
триця знань визначає систему логiчних висловлювань – “Якщо, Тодi, Iнакше”,
якi пов’язують значення вхiдних змiнних L, M, C з одним iз можливих значень
рiвнем ризику функцiонування системи Y={прийнятний; неприйнятний}.

Далi експерт, чи група експертiв, для кожного рiвня прийнятного ризику
функцiонування системи Y будує правила належностi вхiдних лiнгвiстичних
оцiнок:

ЯКЩО у штатному режимi (C1) оцiнюваний рiвень функцiонування систе-
ми не нижче середнього (as) для всiх (M1,M2,M3,M4) мiркувань ОПР;

АБО у позаштатнiй ситуацiї (C2) оцiнюваний рiвень функцiонування систе-
ми не нижче високого (hs) для (M4) мiркувань ОПР, а для iнших (M1,M2,M3)
мiркувань ОПР не нижче середнього (as);

АБО у критичнiй ситуацiї (C3) оцiнюваний рiвень функцiонування системи
не нижче високого (hs) для (M3,M4) мiркувань ОПР, а для iнших (M1,M2)
мiркувань ОПР не нижче середнього (as);

АБО у надзвичайнiй ситуацiї (C4) оцiнюваний рiвень функцiонування си-
стеми не нижче високого (hs) для (M2,M3,M4) мiркувань ОПР, а для (M1)
мiркувань ОПР не нижче середнього (as);

АБО у аварiйнiй ситуацiї (C5) оцiнюваний рiвень функцiонування системи
не нижче високого (hs) для всiх (M1,M2,M3,M4) мiркувань ОПР;

АБО у аварiї (C6) оцiнюваний рiвень функцiонування системи не нижче ду-
же високого (vhs) для (M4) мiркувань ОПР, а для iнших (M1,M2,M3) мiркувань
ОПР не нижче високого (hs);

АБО у катастрофiчнiй ситуацiї (C7) оцiнюваний рiвень функцiонування си-
стеми не нижче дуже високого (vhs) для (M3,M4) мiркувань ОПР, а для iнших
(M1,M2) мiркувань ОПР не нижче високого (hs);

АБО у катастрофi (C8) оцiнюваний рiвень функцiонування системи не ниж-
че дуже високого (vhs) для (M2,M3,M4) мiркувань ОПР, а для (M1) мiркувань
ОПР не нижче високого (hs);

ТОДI рiвень ризику функцiонування системи Y={прийнятний};
IНАКШЕ рiвень ризику функцiонування системи Y={неприйнятний}.
База знань визначення прийнятностi рiвня ризику функцiонування системи

зображена на рис.1.
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Рис. 1. База знань визначення прийнятностi рiвня ризику функцiонування си-
стеми (позначення: 1 – прийнятний, 0 - неприйнятний).

Розв’язок даної задачi можемо наглядно продемонструвати у виглядi стру-
ктурної схеми оцiнювання рiвня функцiонування системи для пiдтримки прийня-
ття рiшень у рiзних режимах функцiонування (рис. 2.).

Рис. 2. Структурна схема оцiнювання рiвня функцiонування системи для пiд-
тримки прийняття рiшень.

Опишемо нечiтку математичну модель розв’язання задачi, згiдно наступного
алгоритму.

1 крок. Фазифiкацiя вхiдних гiбридних даних системи функцiонування.
На першому кроцi виконається операцiя фазифiкацiї вхiдних гiбридних да-

них. Для цього кожному вхiдному значенню (ti; qi) ставиться у вiдповiднiсть
значення функцiї належностi µ(ti). Необхiдно побудувати правила належностi,
щоб отримати нормовану оцiнку вхiдних даних.

Нехай терм-множина лiнгвiстичних змiнних T = {T1;T2;T3;T4;T5} представ-
лена на деякому числовому промiжку, для розмежування термiв [a1; a6], де
T1 ∈ [a1; a2], T2 ∈ [a2; a3], T3 ∈ [a3; a4], T4 ∈ [a4; a5], T5 ∈ [a5; a6]. Значення розбит-
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тя промiжкiв можуть налаштовуватись та змiнюватись, у процесi використання
реальних даних системи функцiонування.

Обчислюються критерiальнi оцiнки Oi , використовуючи лiнгвiстичнi змiннi
T, кiлькiснi оцiнки q та значення розбиття промiжкiв [a1; a6], за допомогою
наступної характеристичної функцiї:

Oi =


a2 · qi, якщо ti ∈ T1;
a3 · qi, якщо ti ∈ T2;
a4 · qi, якщо ti ∈ T3;
a5 · qi, якщо ti ∈ T4;
a6 · qi, якщо ti ∈ T5.

i = 1,m. (3)

Це дасть можливiсть об’єднати кiлькiснi оцiнки та думки експертiв. В ре-
зультатi, отримується об’єктивна оцiнка щодо функцiонування системи, а це
призведе до пiдвищення ступеня якостi прийняття рiшень.

Для порiвняння даних необхiдно нормувати отриманi оцiнки [6]. Не змен-
шуючи загальностi, представимо правило належностi за допомогою S-подiбної
функцiї належностi, або iншої подiбного типу [11]:

µ(Oi) =


0, Oi ≤ a1

2
(
Oi−a1
a6−a1

)2

, a1 < Oi ≤ a1+a6
2

1− 2
(
a6−Oi

a6−a1

)2

, a1+a6
2

< Oi < a6

1, Oi ≥ a6

 i = 1,m. (4)

Побудована у такий спосiб функцiя належностi говорить про те, що отрима-
не значення µ(Oi) буде прямувати до 1, у тому випадку, якщо високий рiвень
функцiонування системи i кiлькiсна оцiнка ситуацiї буде прямувати до 1.

Отже, на першому кроцi, розкривається суб’єктивнiсть експертних думок i
здiйснюється перехiд вiд нечiтких експертних лiнгвiстичних та кiлькiсних оцi-
нок, до нормованих i порiвнюваних.

2 крок. Агрегування оцiнки системи функцiонування з огляду на мiркува-
ння ОПР.

Нехай ОПР за кожним критерiєм системи функцiонування може задати ва-
говi коефiцiєнти vi, i = 1,m, з деякого iнтервалу [1; 10]. В iншому випадку,
критерiї можуть бути рiвно важливими i вiдповiдно нормованi ваговi коефiцi-
єнти визначаються [6]:

wi =
vi
m∑
i=1

vi

, i = 1,m. (5)

Далi будується функцiя належностi, як одна iз запропонованих згорток [3],
в залежностi вiд психосоматичного настрою ОПР, щодо розгортання подiй:

M1(S) =
1

m∑
i=1

wi

µ(Oi)

− песимiстичний сценарiй розгортання подiй; (6)

M2(S) =
m∏
i=1

(µ(Oi))
wi − обережний сценарiй розгортання подiй; (7)
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M3(S) =
m∑
i=1

wi · µ(Oi)− середнiй сценарiй розгортання подiй; (8)

M4(S) =

√√√√ m∑
i=1

wi(µ(Oi))2 − оптимiстичний сценарiй розгортання подiй. (9)

де wi(i = 1,m) нормованi ваговi коефiцiєнти для кожного критерiю.
Мiж ними iснує наступна субординацiя [3]: M1(S) ≤ M2(S) ≤ M3(S) ≤

M4(S).
3 крок. Проектування сценарiю розгортання подiй на «тренд ризику».
На цьому кроцi потрiбно побудувати функцiю належностi, що утворює на-

ступну залежнiсть: чим бiльша агрегована оцiнка системи функцiонування, тим
менший ризик. З огляду на це, розглянемо залежнiсть у виглядi лiнiйної Z-
подiбної функцiї належностi [7], яку назвемо «тренд ризику»:

Mg(S) =


1, Rg < a;

b−Rg

b−a , a ≤ Rg ≤ b;

0, Rg > b,

(10)

де a,b числовi значення. Оскiльки оцiнюємо ризик, тодi природньо розглядати
ризик у вiдсотковiй шкалi: a=0, b=100. Наприклад, коли йде мова про ризик у
100 % асоцiативно розумiється максимально критичний ризик. Так-як, значення
функцiї належностi Mg(S) (g = 1, 4) вiдомi та ризик розглядаємо у вiдсотковiй
шкалi, тодi виразимо Rg, з формули (10):

Rg = 100(1−Mg(S)), g = 1, 4. (11)

Отриманi значення Rg – це оцiнка проекцiї «тренду ризику» на агреговану
оцiнку системи функцiонування щодо пiдтримки прийняття якiсного рiшення,
з огляду на мiркування ОПР.

4 крок. Оцiнювання ризику у рiзних режимах функцiонування системи.
Нехай маємо режими функцiонування системи C = (C1, C2, ..., C8). З наро-

станням надзвичайної ситуацiї, швидко змiнюються величини, що впливають на
стiйкiсть функцiонування будь-якої системи. Це однозначно впливає на збiль-
шення ризику прийняття рiшень. Для цього введемо поняття деяких апрiорно
заданих допустимих значень – «порiг можливостi функцiонування системи».

Для того, щоб адекватно iнтерпретувати залежнiсть ризику для якостi прий-
няття рiшень вiдносно режимiв функцiонування системи, пропонується насту-
пна функцiя:

µ(Rg) = 1−


0, Rg < 0;(

Rg

100

)k
, 0 ≤ Rg ≤ 100;

1, Rg > 100,

(12)

де к – порiг можливостi функцiонування системи. Значення даного порогу змi-
нюється в залежностi вiд режимiв, в якому ОПР потрiбно приймати рiшення.
Експериментально поставимо: k = 11

9
для штатного режиму C1; k = 7

9
для

позаштатної ситуацiї C2; k = 2
3
для критичної ситуацiї C3; k = 5

9
для над-

звичайної ситуацiї C4; k = 4
9
для аварiйної ситуацiї C5; k = 1

3
для аварiї C6;
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k = 2
9
для катастрофiчної ситуацiї C7; k = 1

9
для катастрофи C8. Тодi за форму-

лою (12) отримаємо оцiнку ризику у рiзних режимах функцiонування системи
µC1(Rg), µC2(Rg), . . ., µC8(Rg), g = 1, 4.

Отже, отриманi значення – це оцiнки ризику функцiонування системи для
якостi прийняття рiшень за g-м мiркуванням ОПР щодо сценарiю розгортання
подiй у вiдповiдному режимi функцiонування системи.

5 крок. Визначення рiвня функцiонування системи та дефазифiкацiя даних
для отримання прийнятного рiвня ризику.

За отриманими значеннями оцiнки ризику µC(Rg), g = 1, 4 представимо лiн-
гвiстичне трактування рiвня функцiонування системи, з множини L для пiд-
тримки прийняття якiсного рiшення: µC(Rg) ∈ [0; 0, 2) – vls : дуже низький рi-
вень функцiонування системи; µC(Rg) ∈ [0, 2; 0, 4) – ls : низький рiвень фун-
кцiонування системи; µC(Rg) ∈ [0, 4; 0, 6) – as : середнiй рiвень функцiонуван-
ня системи; µC(Rg) ∈ [0, 6; 0, 8) – hs : високий рiвень функцiонування системи;
µC(Rg) ∈ [0, 8; 1] – vhs : дуже високий рiвень функцiонування системи.

Рiвень функцiонування системи отримується на основi оцiнки ризику, тому
це можемо розглядати, як розмiр збиткiв вiд небажаних наслiдкiв впливу будь-
яких факторiв та менеджменту прийняття рiшень у процесi функцiонування
системи.

Дефазифiкацiю даних здiйснимо на основi представленого правила нале-
жностi та матрицi знань прийнятного рiвня ризику функцiонування системи. В
результатi отримаємо Y – рiвень прийнятностi ризику функцiонування систе-
ми.

В процесi оцiнювання системи S у режимах функцiонування C =
= (C1, C2, . . . , C8) отримаємо: µC(Rg) – оцiнки ризику функцiонування систе-
ми вiдносно сценарiю розгортання подiй у рiзних режимах С ; L – рiвень ризи-
ку функцiонування системи; Y – рiвень прийнятностi ризику функцiонування
системи.

4. Обговорення. Для отримання максимально-корисної iнформацiї з оцi-
нювання, необхiдно створити iнтелектуальну систему обробки даних, побудов
функцiй належностi щодо змiсту, окремо для кожного критерiю. Таким чином,
для якiсного порiвняння даних, розмежування термiв необхiдно проводити для
кожного показника окремо, оскiльки рiзнi показники несуть у собi свiй число-
вий змiст. Крiм цього, не можна використовувати якусь абсолютну оцiнку, що
є абстрактним поняттям оскiльки це не дасть нiякого практичного результату.

Якщо система S складається iз множини пiдсистем S1, S2, . . . , Sn тодi оцi-
нюємо кожну пiдсистему окремо, а для агрегування результуючих даних може-
мо скористатись одним iз методiв [6, 12]. Для визначення компетентної групи
експертiв для якiсного оцiнювання вхiдних даних можна використати пiдходи
описанi в [19-20]. Для якiсного отримання вхiдних кiлькiсних оцiнок та iнте-
лектуального аналiзу даних (знань) з використанням теорiї нечiтких множин,
функцiй належностi та системного пiдходу можна використати моделi описанi
в [6-7].
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5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Проведено до-
слiдження актуальної задачi розроблення технологiї оцiнювання рiвня функцiо-
нування системи для пiдтримки прийняття рiшень вiд штатного режиму до
катастрофи.

Рацiональнiсть отриманих оцiнок ризику, рiвня функцiонування системи та
рiвня прийнятностi ризику, для якостi прийняття рiшень у рiзних режимах фун-
кцiонування, доводить переваги розробленої моделi. Достовiрнiсть отриманих
результатiв забезпечується коректним використанням iнтелектуального аналi-
зу знань, системного пiдходу, теорiї нечiтких множин та нечiткої логiки, що
пiдтверджується результатами дослiджень.

Подальше дослiдження проблематики вбачаємо: у розробленi iнформацiй-
них моделей представлення нечiтких знань iз застосування апарату нечiтких
множин та функцiй належностi для запропонованих прикладних задач. Про-
ведене дослiдження буде корисним iнструментом для пiдтримки прийняття рi-
шень, щодо створення та менеджменту рiшень у рiзних режимах функцiонува-
ння системи.
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Polishchuk V. V., Malyar M. M. Modeling of risk level of the socio-economic
systems functioning.

The research of the actual task of developing the technology of assessing the level of
functioning of the system to support decision making from the regular mode to the disaster.

For the first time, the study presents inputs for assessing the functioning of the system
in a hybrid manner, based on the experience, knowledge and expertise of experts, as well
as data mining. A block diagram of the assessment of the level of functioning of the system
to support decision making is demonstrated.

For the first time, a fuzzy mathematical model for evaluating the level of functioning
of a system to support decision-making is proposed, according to a step-by-step algorithm
based on expert hybrid data, using linguistic and quantitative variables. In doing so,
the criterion estimates of the functioning system are aggregated based on the decision
maker’s judgment (pessimistic / cautious / average / optimistic scenarios). According to
the threshold of possibility of functioning of system there is a risk assessment for quality of
decision-making in different modes. As a result of evaluating the system in different modes
of operation, we obtain a quantitative assessment of the risk of system functioning relative
to the scenario of the event deployment, the linguistic level of system functioning and the
level of risk acceptance of the system functioning. All this allows to reveal uncertainties of
expert opinions and data obtained, substantiate the degree of decision-making and draw
adequate conclusions, taking into account the mode of operation of the system.

Within the framework of the developed research, a logical statement of the rule of
belonging of linguistic assessments, matrix and knowledge base of determining the accept-
ability of the level of risk of functioning of the system is formulated.

The validity of the obtained results is ensured by the correct use of intellectual knowl-
edge analysis, systematic approach, fuzzy set theory and fuzzy logic, which is confirmed
by the research results. The research conducted will be a useful tool to support decision-
making, to create and manage decisions in different modes of system operation.

Keywords: fuzzy knowledge, operating modes of the system, COVID-19, risk level, deci-
sion making, intellectual analysis.

References

1. Zhurovskyy, M.Z., & Pankratova, N.D. (2007). Osnovy systemnoho analizu.Kiev: Vydavnycha
hrupa VNV. [in Ukrainian].

2. Kudryavtsev, V.N. (1978). Pravo i povedeniye. Moskva: Yuridicheskaya literatura. [in Russia].
3. Zaychenko, YU.P. (2008) Nechetkiye modeli i metody v intellektualnykh sistemakh: ucheb.

posobiye. Kiev: Slovo. [in Ukrainian].
4. Zade, L. (1976). Ponyatiye lingvisticheskoy peremennoy i yego primeneniye k prinyatiyu pri-

blizhennykh resheniy. Moscow: Mir. [in Russia].
5. Rotshteyn, O.P. (1999). Intelektualni tekhnolohiyi identyfikatsiyi: nechitki mnozhyny,

henetychni alhorytmy, neyronni merezhi. Vinnytsya: UNIVERSUM. [in Ukrainian].
6. Polishchuk, V.V., Malyar M.M., Voloshyn O.F. & Sharkadi M.M. (2018). Informatsiyne

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700



104 В. В. ПОЛIЩУК, М. М. МАЛЯР

modelyuvannya nechitkykh znan. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018/4.84-95.
DOI:10.15588/1607-3274-2018-4-8 [in Ukrainian].

7. Polishchuk, V., Voloshyn, O., Malyar, M., & Sharkadi, M. (2018). Fuzzy mathematical modeling
financial risks: IEEE Second International Conference on Data Stream Mining & Processing
(DSMP), 21-25 August 2018. (pp. 65-69). Lviv. DOI: 10.1109/DSMP.2018.8478604 [in English].

8. Polishchuk, V., Kelemen, M., & Kozuba J. (2019). Technology improving safety of crowdfundi-
ng platforms functioning in the context of the protection of the start-up investors in the fi-
nancial and transport sectors. KONBIN. 49 313–330. DOI: doi.org/10.2478/jok-2019-0016 [in
English].

9. Snityuk, V.Ye. (2015). Evolyutsionnyye tekhnologii prinyatiya resheniy v usloviyakh
neopredelennosti. Kiev: MP Lesya. [in Russia].

10. Kuts, A.M. (2015). Method of presentation of expert information by means of fuzzy logic and
obtaining the group assessment of expert opinions. Technol. Audit Prod. Reserv. 2. 17–21. [in
English].

11. Polishchuk, V., Kelemen, M., Gavurová, B., Varotsos, C., Andoga, R., Gera,
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COMPARATIVE EFFECTIVENESS OF METAHEURISTIC
METHODS

The essence of metaheuristic methods and conditions of their application are considered,
in particular, limited amount of knowledge and availability of some candidate for optimality.
The formal statement of the traveling salesman problem and its solution are presented with
4 algorithms: genetic, annealing, Lin-Kernigan and the method of jumping frogs.

The advantages and disadvantages of the annealing algorithm are analyzed. A parallel
is drawn between the annealing algorithm and the gradient methods. The set tasks of the
salesman in the parameters of the genetic algorithm. The principles of operation of the
jumping frog method and the Lin-Kernigan algorithm are given.

To perform the experiment, a database of random data was generated that formed a
1000 × 1000 dimension problem with a known exact solution. For the conclusions on the
effectiveness of the methods, the rate of convergence of the task was estimated with the
maximum approximation to the global extremum and the standard deviation from the exact
solution. The genetic algorithm was found to perform best under the given conditions. The
further application of the jumping frog algorithm for optimization problems, implemented
with a large number of iterations, is promising. One of the ways of using the jumping frog
algorithm is the task of placing production.

Keywords: discrete optimization, metaheuristics, genetic algorithm, jumping frog algo-
rithm, leap frog method, annealing method, Lin-Kernighan algorithm.

1. Introduction. The essence of metaheuristic methods is often difficult to
understand precisely because of the specifics of the term itself. Metaheurism is not
a heuristic for heuristics as it might seem due to the meta part, it is in some way
a black box optimization. Black box optimization is also close to the term “stochastic
optimization”. Algorithms use some degree of randomness when searching for the
most optimal solutions to complex problems.

In order for the metaheuristics method to be suitable for solving the problem,
several conditions must be met:
− knowledge about the task itself is very limited – it is not known in advance

what the optimal solution will look like, there is no specific solution method, there
is too little information to use heuristics;
− there is a certain “candidate for optimality” – a suitable option for solving

the problem.
In this case, the simple enumeration method does not work due to obvious short-

comings: cumbersomeness, significant time and resources. Gradient methods are not
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suitable due to similar reasons, in addition, they do not have the right to be applied
if it is a discrete problem.

2. The results of the study. There are many different types of metaheuris-
tics: combinatorial optimization algorithms (ant colony), parallel (island model),
multi-criteria and some others. However, all of them have the above-described prop-
erties, according to which they are referred to as metaheuristics.

Let us compare the effectiveness of 4 methods: the classical genetic algorithm
[1], the jumping (leap) frog method [1], the annealing method [1] and Lin-Kernighan
algorithm [2].

One of the one-state metaheuristic methods is also simulated annealing, which
also belongs to the group of Monte Carlo methods. The algorithm is based on a
simulation of a physical process that occurs during crystallization of a substance,
including during annealing of metals. The transition of an atom from one cell to
another occurs with some probability, and the probability decreases with decreasing
temperature.

The current state of the optimized system is modified according to the normal
law. The algorithm may remain at the current point, or may go into a new state.
The probability of a transition to a new state depends on the temperature and
the energy difference, that is, the value of the optimized function, in the current
and possible new state, and is calculated in accordance with some distribution, for
example, with the Gibbs distribution.

The Gibbs distribution is used classically, while the application of the Boltzmann
distribution gives the method a new name – “Boltzmann annealing”.

The simulated annealing algorithm is similar to gradient descent, but due to the
randomness of the choice of an intermediate point, it will have to fall into local
minima less often than gradient descent. Using the logarithmic law of lowering the
temperature, a global minimum can be guaranteed, with a probability tending to
unity, but in practice this requires too many iterations, so this approach is not used
directly.

Imagine a formal statement of the problem and its solution.
1. Choose the initial solution i0 Î I and put f* : = f (i0), k : = 0.
2. Until the stopping criterion is met, do the following:
2.1. Randomly select j < N (ik).
2.2. If f (j ) – f (ik) < tk then ik+1 : = j.
2.3. If f* > f (ik), then f* : = f (ik).
2.4. Put k : = k+1.
The following quantity is also introduced tk, k = 0, 1, 2,... – random variable

with mathematical expectation E (tk) = ck>0 – local search option when arbitrary
deterioration in the objective function is allowed, but the probability such a transi-
tion is inversely proportional to the magnitude of the deterioration, more precisely,
for any j ∈N (i)

Pij =

{
1, if f (j) ≤ f (i) ,

exp
(
f(i)−f(j)

ck

)
, if f(j) ≥ f(i).

The sequence {ck} plays an important role in the analysis. Sometimes the pa-
rameter ck is called the temperature.
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There are many heuristic ways to select the final sequence {ck} in order to
increase the probability of detecting a global optimum.

1. The initial value: c0= D fmax – the maximum difference between two adjacent
solutions.

2. Lowering the threshold: ck+1=a ck, k = 0, 1,. . . , K – 1, where a is a positive
constant, quite close to 1, for example, a ∈ [0.8; 0.99].

3. Final value: cK > 0 is determined either by the number of changes made, or
as the maximum ck, at which the algorithm does not change the current solution
within a given number of steps. For each value of ck, the algorithm performs the
order N (i) steps without changing the threshold value.

For example, the statement of the traveling salesman problem for a simulation
algorithm looks like as follows.

Each city is represented as a pair of coordinates with a corresponding index
(xi; yi) .

By condition, the solution is the route between all cities, which means that the
set of states S is all possible routes passing through each city. In other words, the
set of all ordered sequences of elements of C, in which every city occurs exactly once.
Obviously, the length of each such sequence |C|.

As we recall, in order to use the simulated annealing method, we must define two
functions that depend on each specific task. This is the energy function E (or the
“objective function” in conventional terminology) and the function F, generating a
new state.

Since we strive to minimize the distance, it will be “energy”. Therefore, our
objective function will look like this:

E (si) = Ei =

|C|−1∑
1

√
(xk+1 − xk)2 + (yk+1 − yk)2

+
√

(x|C| − x1)2 + (y|C| − y1)2

Consider a genetic algorithm – this is a heuristic search algorithm used to
solve optimization and modeling problems by sequentially selecting, combining and
varying the desired parameters using mechanisms reminiscent of biological evolu-
tion. It is a type of evolutionary computation. A distinctive feature of the genetic
algorithm is the emphasis on the use of the “crossing” operator, which performs the
operation of recombination of candidate solutions, whose role is similar to the role
of crossing in wildlife.

A simple and pure genetic algorithm can be defined in the following steps.
Step 1. Create an initial population of P chromosomes.
Step 2. Evaluate the fitness of each chromosome.
Step 3. Choose P/2 parents from the current population via proportional selec-

tion.
Step 4. Randomly select two parents to create offspring using crossover operator.
Step 5. Apply mutation operators for minor changes in the results.
Step 6. Repeat Steps 4 and 5 until all parents are selected and mated.
Step 7. Replace old population of chromosomes with new one.
Step 8. Evaluate the fitness of each chromosome in the new population.
Step 9. Terminate if the number of generations meets some upper bound; oth-

erwise go to Step 3.
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Let’s condifer also the Lin-Kernighan algorithm.
The Lin-Kernigan as 2-opt algorithm is a special case of the λ-opt algorithm,

where in each step λ links of the current tour are replaced by λ links in such a
way that a shorter tour is achieved. In other words, in each step a shorter tour is
obtained by deleting λ links and putting the resulting paths together in a new way,
possibly reversing one or more of them.

The λ-opt algorithm is based on the concept λ-optimality. A tour is said to be
λ-optimal (or simply λ-opt) if it is impossible to obtain a shorter tour by replacing
any λ of its links by any other set of λ links.

From this definition it is obvious that any λ-optimal tour is also λ-optimal for 1 ≤
λ’≤ λ. It is also easy to see that a tour containing n cities is optimal if and only if it is
n-optimal. In general, the larger the value of λ, the more likely it is that the final tour
is optimal. For fairly large λ it appears, at least intuitively, that a λ-optimal tour
should be optimal. Unfortunately, the number of operations to test all 1-exchanges
increases rapidly as the number of cities increases. In a naive implementation the
testing of a λ-exchange has a time complexity of O(nλ). Furthermore, there is no
nontrivial upper bound of the number of λ-exchanges. As a result, the values λ =
2 and λ = 3 are the most commonly used. In one study the values λ = 4 and λ =
5 were used. However, it is a drawback that λ must be specified in advance. It is
difficult to know what λ to use to achieve the best compromise between running time
and quality of solution. Lin and Kernighan removed this drawback by introducing a
powerful variable λ-opt algorithm. The algorithm changes the value of λ during its
execution, deciding at each iteration what the value of λ should be. At each iteration
step the algorithm examines, for ascending values of λ, whether an interchange of
λ links may result in a shorter tour. Given that the exchange of r links is being
considered, a series of tests is performed to determine whether r+1 link exchanges
should be considered. This continues until some stopping conditions are satisfied.
At each step the algorithm considers a growing set of potential exchanges (starting
with r = 2). These exchanges are chosen in such a way that a feasible tour may
be formed at any stage of the process. If the exploration succeeds in finding a new
shorter tour, then the actual tour is replaced with the new tour.

Consider the jumping (leap) frog method.
Its name is due to the social behavior of a group of frogs. In this process, unlike

evolutionary algorithms, genetic operators are not used, and the interaction of the
solutions found is considered taking into account the success of their neighbors in
the search space. The statement of the traveling salesman problem for solving it
by the jumping frog method, as well as a comparison of the effectiveness of this
algorithm with other methods, is described in [1] ( Skobtsov, 2008).

The detailed steps of jumping frog method are as follows.
Step 1 (swarm generation): Let xi denotes i-th frog’s position and fi is its fitness.

A frogs population X = {xi, fi, i = 1, . . . , F} is initialized with position within the
searching space and sorted in descending order of fitness values.

Step 2 (memeplexes partition): Partition the population into m memeplexes
{Y1, Y2, . . . , Ym}, each contains n frogs and

Yi =
[
(xj, fj)|xj = xi+m(j−1), fj = fi+m(j−1), j = 1, . . . , n

]
.

Step 3 (submemeplexs generation): The selection strategy of a submemeplex
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(including q frogs) in each memeplex is that the larger coefficients are distributed
to the frogs with better positions. A selection method is that the frogs with better
positions have bigger weights to be assigned to the submemeplex. The weights are
assigned with a triangular probability distribution as follows

pi = 2(n+ 1− i)/(n+ 1), i = 1, . . . , n.

Step 4 (submemeplexs evolution): Let xB denotes the best position and xW denotes
the worst position in submemeplex. Then, local search is started from the worst
frog to leap to the best frog in any memeplex. The worst frog in submemeplex leaps
towards to the best frog in the memeplex, and thus the new position is obtained by
a leaping step. A random position is generated to replace it, that is

xk+1
q = a+ Int[rk(b− a)].

where [a,b] is the boundary of frogs’ feasible location. Afterwards, the frogs are
sorted in a descending order according to their fitness. Repeat above steps and
evolve the submemeplexes with G1 generations.

Step 5 (memeplexs shuffle): After the local search of each memeplex is finished,
all memeplexs are shuffled in which the frogs are reorganized in descending order of
fitness. Repeatedly divide the population into memeplexs and carry out local search
process, until memetic evolution generation G2 is reached.

The following subsections show the general information about different meta-
heuristic methods, and their steps. For numerical experiments we used a single
randomly generated task with well-known exact solution and the dimension of the
1000 × 1000 problem. For each of the 4 algorithms 50 trials were performed with
different initial solutions. Several tests of the algorithm were carried out with 10,
15, 30 iterations. The result table (Table 1) included averages. Let’s compare their
effectiveness.

Table 1. The effectiveness of metaheuristic methods for travel salesman problem

Metaheuristic
Method

The number of
tests in which
the algorithm
found a global
extremum

The number of
iterations when
the global ex-
tremum was
found

Average algo-
rithm running
time

Standard
deviation
(%)

Annealing al-
gorithm

93% 15, 30 5 minutes 2,5

Genetic algo-
rithm

95% 10, 15, 30 4,5 minutes 1,3

Lin-
Kernighan
algorithm

90% 15,30 6,3 minutes 1,7

Jumping
(leap) frog
method

80% 15, 30 6,2 minutes 1,8

Also compare several tests of the jumping frog algorithm that were carried out
with different numbers of iterations: 10, 15, 30 (Fig. 1).
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Fig. 1. Comparison of the efficiency of the jumping frog algorithm with a different
number of iterations according to the convergence criterion

The best algorithm is considered, implemented with 15 iterations of local search.
With an increase in the number of iterations, in most cases the algorithm wins with
their maximum number (Fig. 2).

Fig. 2. Comparison of the efficiency of the jumping frog algorithm with a different
number of iterations according to the search criterion for the global maximum

Analysis Fig. 2 makes it possible to conclude that its principle of operation of the
jumping frog method is outwardly similar to the random search algorithm, which
emphasizes its belonging to the category of metaheuristics methods.

3. Conclusions. Promising is the further application of a simple hybrid
algorithm based on a combination of the jumping frog method and a fragmented
algorithm. It is also necessary to investigate methods for evaluating the effectiveness
of various metaheuristic algorithms.
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Сєлютiн, Є., Козiн, I. Порiвняльна ефективнiсть використання метаевристи-
чних методiв.

Розглянуто суть метаевристичних методiв та умови їх застосування, зокрема, обме-
жена кiлькiсть знань i наявнiсть деякого кандидата на оптимальнiсть. Наведена фор-
мальна постановка задачi комiвояжера i її рiшення 4 алгоритмами: генетичним, вiд-
палу, Лiн-Кернiгана i методом стрибаючих жаб.

Проаналiзовано переваги та недолiки алгоритму вiдпалу. Проведена паралель мiж
алгоритмом вiдпалу i градiєнтними методами. Заданi змiннi завдання комiвояжера в
параметрах генетичного алгоритму. Наведено принципи дiї методу стрибаючих жаб
та алгоритму Лiн-Кернiгана.

Для проведення експерименту була згенерована база випадкових даних, якi утво-
рили задачу розмiрностi 1000 × 1000 з наперед вiдомим точним розв’язком. Для ви-
сновкiв по результативностi методiв були оцiненi швидкiсть збiжностi завдання за
умови максимального наближення до глобального екстремуму i середньоквадрати-
чне вiдхилення вiд точного розв’язку. Виявлено, що генетичний алгоритм за заданих
умов демонструє найкращi результати. Перспективним є подальше застосування алго-
ритму стрибаючих жаб для задач оптимiзацiї, реалiзоване з великим числом iтерацiй.
Одним з напрямкiв використання алгоритму стрибаючих жаб є завдання розмiщення
виробництва.

Ключовi слова: дискретна оптимiзацiя, метаевристика, генетичний алгоритм, алго-
ритм стрибаючих жаб, метод вiдпалу, алгоритм Лiн-Кернiгана.

Список використаної лiтератури
1. Скобцов Ю.А., Федоров Е.Е. Основы эволюционных вычислений. Донецк: Изд-во «Ноу-

линдж». 2013. 426 с.
2. Lin S., Kernighan B. W. An Effective Heuristic Algorithm for the Traveling-Salesman Problem.

Operations Research. 1973. Vol. 21, No. 2. DOI: https://doi.org/10.1287/opre.21.2.498
3. Eusuff M.M. Optimization of water distribution network design using the shuffled frog

leaping algorithm. J. Water Resour. Planning Mgmt. 2003. Vol. 129. P. 210 – 225. DOI:
https://doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9496(2003)129:3(210)

4. Narimani M.R. A New Modified Shuffle Frog Leaping Algorithm for NonSmooth Economic
Dispath. World Applied Sciences Journal. 2011. Р. 803–814

5. Khumawala B.M. An Efficient Branch-Bound Algorithm for the Warehouse Location Problem.
Management Science. 1972. v18, P. 718-731. DOI: https://doi.org/10.1287/mnsc.18.12.B718

6. Krarup J., Pruzan P.M. The simple plant location problem: Survey and synthesis. European
Journal of Operational Research. 1983. v12. P. 36-81. DOI: https://doi.org/10.1016/0377-
2217(83)90181-9.

Recived 03.02.2020

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700



112 М. М. ШАРКАДI, М. В. РОБОТИШИН, М. М. МАЛЯР

УДК 004.85
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2020.1(36).112-122

М. М. Шаркадi1, М. В. Роботишин2, М. М. Маляр3

1 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет», Ужгород,
доцент кафедри кiбернетики i прикладної математики,
кандидат економiчних наук
marianna.sharkadi@uzhnu.edu.ua
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-1850-996X
2 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет», Ужгород,
магiстр прикладної математики
mykolaroboteshyn@gmail.com
ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6567-6974
3 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет», Ужгород,
професор кафедри кiбернетики i прикладної математики,
доктор технiчних наук
mykola.malyar@uzhnu.edu.ua
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-2544-1959

МОДЕЛI I МЕТОДИ МАШИННОГО НАВЧАННЯ ДЛЯ
ЗАВДАНЬ ПЕРЕДБАЧЕННЯ

В процесi еволюцiї людства змiнюється характер дiяльностi людини i необхiдний
«iнструментарiй» для вирiшення нових задач. Останнiм часом все бiльшу увагу заслу-
говують проблеми пов’язанi з прийняттям рiшень. Особливо актуальними є проблеми
пiдтримки рiшень у процесi управлiння соцiально-економiчними системами. Прийма-
ючи рiшення, як правило, стикаються з проблемами пошуку iнформацiї, невпевненi-
стю, невизначенiстю, а в деяких випадках i з конфлiктнiстю у процесi вироблення
рiшення. При цьому припускається, що реалiзацiя будь-якого з варiантiв рiшень пе-
редбачає настання певних наслiдкiв, аналiз та оцiнка яких повнiстю характеризує
обраний варiант. Для оцiнювання можливих наслiдкiв традицiйно використовуються
складнi аналiтичнi розрахунки, знання фахiвцiв-експертiв, засоби сучасних iнформа-
цiйних технологiй.

Проведений аналiз iснуючої практики управлiння соцiальними та економiчними
системи дає можливiсть запропонувати новi напрями її оптимiзацiї, котра, в свою
чергу, передбачає орiєнтацiю на запрограмованi показники розвитку як внутрiшнiх
системних характеристик, так i параметрiв зовнiшнього середовища з урахуванням
прогнозних значень ключових параметрiв об’єкта управлiння. Саме орiєнтацiя на про-
гнознi показники розвитку дозволяє розробляти та втiлювати в життя дiєвi стратегiї
управлiння процесами в соцiальних та економiчних системах. Важливiсть володiн-
ня iнструментарiєм та методиками розробки прогнозiв для економiста i управлiнця в
сучасних умовах є беззаперечною.

Мета даної роботи, на основi аналiзу лiтературних джерел зробити висновки щодо
особливостей, перспектив використання та можливостей розвитку iнтелектуального
аналiзу даних у сучасних умовах розвитку комп’ютерних технологiй.

У роботi розглянуто основнi методи машинного навчання i проаналiзовано особли-
востi та результати їх застосування до вирiшення проблем завдань передбачення. Для
вирiшення проблеми, що iснує потрiбно визначити, якi напрямки розвитку технологiй
потрiбно удосконалювати та дослiджувати науковцям.

Машинне навчання являється пiдроздiлом доволi широкої областi науки, яка ви-
вчає штучний iнтелект. Алгоритми, якi вiдносяться до даного напрямку, використо-
вуються для вирiшення завдань, для яких часто складно або неможливо придумати
явний алгоритм розв’язку.

Ключовi слова: передбачення, iнтелектуальний аналiз даних, алгоритми машинного
навчання.
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1. Вступ. Управлiння сучасним бiзнесом немислимо без передбачення, про-
гнозування та аналiзу даних. З кожним роком бiзнес компанiї збирають новi
данi i використовують їх для розв’язання задач, щоб збiльшувати власний при-
буток. Тенденцiя обробки великих обсягiв iнформацiї та їх аналiз неможлива
без використання методiв iнтелектуального аналiзу даних та їх подальшого ви-
користання у сферi життєдiяльностi людини. Вирiшення проблем обумовлених
великими обсягами даних (Big Data), якi пов’язанi з їх складнiстю, мереже-
вою природою, динамiкою i рiзноманiтнiстю iнформацiї привели до стрiмкого
зростання кiлькостi i потужностi моделей, методiв i засобiв iнтелектуального
аналiзу даних.

Iнтелектуальний аналiз даних (Data Mining) спрямований на виявлення при-
хованих закономiрностей у даних та передбачає безпосереднє виявлення знань
[1]. Тобто, на його основi можна отримати моделi, що дозволяють краще розу-
мiти данi i передбачати їх поведiнку.

Передбачення це рiзновиди технологiй одержання iнформацiї про майбутнє.
Технологiчне передбачення це обґрунтоване бачення стану можливої поведiнки
в майбутньому рiзного роду явищ, процесiв i об’єктiв, якi невiдомi в даний час,
але якi пiддаються виявленню [2]. Розрiзняються наукове i ненаукове перед-
бачення. Наукове передбачення базується на наукових методах дослiдження, а
ненаукове – ґрунтується на передчуттях, iнтуїцiї, мiфологiї, релiгiї i т. п. Основ-
ною формою наукового передбачення є прогнозування, як процес вироблення
прогнозiв, тобто iмовiрне судження про стан певного явища в майбутньому, яке
базується на статистичнiй iнформацiї, переважно у кiлькiсному видi. Техноло-
гiчне передбачення доцiльно використовувати у процесi прийняття управлiн-
ських рiшень складними соцiо-економiчними системами в основi яких лежить
людський фактор.

2. Постановка задач. Загальна постановка задачi передбачення може
бути сформульована наступним чином.

Вiдома деяка сукупнiсть об’єктiв (ситуацiй) i множина вiдповiдей (реакцiй,
вiдгукiв), а також множина у виглядi пар «об’єкт – вiдповiдь», яка називається
навчальною вибiркою. Iснує деяка залежнiсть мiж вiдповiдями i об’єктами, але
вона невiдома. Потрiбно, на основi цих даних вiдновити залежнiсть, тобто по-
будувати модель (алгоритм), яка здатна для довiльного об’єкта надати досить
точну вiдповiдь. Для вимiрювання точностi вiдповiдей вводиться визначеним
чином функцiонал якостi.

3. Мета роботи. Описати пiдходи, якi використовуються для вирiшення
проблеми передбачення у рiзних сферах суспiльного життя. Представити моделi
i методи машинного навчання для рiзних класiв завдань.

4. Огляд пiдходiв. Ефективне застосування моделей i методiв передбаче-
ння не можливе без широкого використання сучасних новiтнiх iнформацiйних
технологiй, яскравим представником яких є iнтелектуальний аналiз даних.

Iнтелектуальний аналiз даних (IАД) це iнформацiйна технологiя, яка дозво-
ляє видобувати кориснi знання за допомогою обробки iнформацiї та виявлення
в нiй закономiрностей та тенденцiй, якi, як правило, використовуються для пiд-
тримки прийняття управлiнських рiшень. Технологiя IАД базується на моделях
i методах виявлення знань у великих наборах даних.

Основою IАД є виявлення рiзних закономiрностей у «сирих», необроблених

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700



114 М. М. ШАРКАДI, М. В. РОБОТИШИН, М. М. МАЛЯР

даних. На сьогоднiшнiй день можна видiлити такi найбiльш поширенi завдання,
якi найчастiше розв’язуються методами IАД [1].

Класифiкацiя – це розподiл об’єктiв до одного iз заздалегiдь вiдомих на-
перед класiв. Вона дає можливiсть встановити функцiональну залежнiсть мiж
вхiдними даними i дискретними вихiдними змiнними, що вiдповiдають певним
класам. Класифiкацiя роздiляє об’єкти за визначеною заздалегiдь ознакою i
вважається самим популярним завданням у всьому машинному навчаннi.

Кластеризацiя – це групування об’єктiв за подiбнiстю, на основi певних,
наперед невiдомих, суттєвих властивостях (ознаках). Подiбнi об’єкти повиннi
бути вiднесенi до одного кластеру i вiдрiзнятись вiд об’єктiв з iншого кластеру.
При кластеризацiї класи об’єктiв наперед невiдомi на вiдмiну вiд класифiкацiї.
Точнiсть кластеризацiї визначається схожiстю об’єктiв у серединi кластера i
вiдмiнностями мiж кластерами.

Регресiя – це встановлення деякої форми функцiональної залежностi вхi-
дних змiнних вiд вихiдних. Вона безпосередньо пов’язана з прогнозуванням.
Регресiя показує або передбачає взаємозв’язок мiж процесом та тим, що цей
процес може спонукати.

Асоцiацiя – виявлення закономiрностей мiж пов’язаними подiями. До при-
кладу закономiрностi слугує правило, що iз подiї X випливає подiя Y . Якщо
подiї рознесенi в часi, тодi асоцiативнi правила задають послiдовнi шаблони,
тобто, це асоцiацiї, якi вказують на закономiрностi мiж пов’язаними в часi по-
дiями.

IАД безпосередньо зв’язаний з машинним навчанням (Machine Learning),
наукою про мислення (Cognitive Science), а великi обсяги даних (Big Data), в
свою чергу є пiдроздiлом науки про аналiз даних (Data Science). Основу IАД
складають методи машинного навчання. Крiм того, у пiдходах i до роботи з ве-
ликими даними використовується машинне навчання, для того, щоб комп’ютер
сам шукав результати опрацьованих даних. Натомiсть за допомогою Machine
learning алгоритмiв, комп’ютер сам аналiзує i видає результат з обробленої iн-
формацiї.

Машинне навчання (МН) – це пiдроздiл штучного iнтелекту, який розглядає
побудову алгоритмiв, якi можуть навчатися на наявних даних [3,4,5]. Навчання
– це рiч, знайома будь-якiй людинi, оскiльки люди навчаються щодня i пока-
зують у цьому процесi прекраснi результати. Спостерiгаючи закономiрностi в
змiнi середовища навколо, вони конструюють певну модель змiни цього сере-
довища i приймають тi чи iншi рiшення. Середовище певним чином реагує на
прийнятi рiшення i люди знову корегують модель свiту.

Машинне навчання дозволяє знаходити закономiрностi в iснуючих даних,
щоб потiм передбачати потрiбну iнформацiю для нових об’єктiв. Приблизно так
i працює машинне навчання, iдея якого дуже проста: знайти закономiрнiсть i
поширити її на новi данi. Машинне навчання – це спрощена версiя процесу
навчання, яке вiдбувається з людиною. Як правило, в машинному навчаннi
наявний певний набiр прикладiв, спостережень, реакцiй до цих спостережень.
Задача полягає у тому, щоб сконструювати такi моделi, якi будуть максимально
ефективно описувати наявнi данi i робити достовiрнi прогнози. Машинне навча-
ння є iндуктивним навчанням або «навчання за прецендентами» на основi пар
«об’єкт – вiдповiдь», оскiльки в основному вчимо машину вчитися на прикла-
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дах, спостерiгати велику кiлькiсть прикладiв iз реального життя, будувати на
них моделi, перевiряти та застосовувати їх на подальших прикладах.

Математична модель та методи машинного навчання. Завдання МН
виглядає так: уявiмо собi, що в нас є певний набiр об’єктiв-прикладiв i певний
набiр мiток, тобто, реакцiй, вiдповiдей. Мiж прикладами (спостереженнями) i
вiдповiдями (реакцiями) є певна прихована залежнiсть. Задача МН – знайти
цю приховану залежнiсть для прогнозування вiдповiдей на основi нових даних.
Математичне формулювання та модель такої задачi виглядає наступним чином:

Нехай X – деяка множина, елементи якої називаються об’єктами або при-
кладами, ситуацiями, входами (samples); а Y – множина, елементи якої нази-
ваються вiдповiдями або вiдгуками, мiтками, виходами (responses). Iснує деяка
залежнiсть (детермiнована i iмовiрнiсна), що дозволяє за елементами x ∈ X
передбачити y ∈ Y . Зокрема, якщо залежнiсть детермiнована, то iснує фун-
кцiя ϕ∗ : X → Y . Залежнiсть вiдома тiльки на об’єктах навчальної вибiрки
{(x(i), y(i)) : x(i) ∈ X, y(i) ∈ Y (i = 1, . . . , N)}, N – кiлькiсть об’єктiв у навчальнiй
виборцi. Упорядкована пара "об’єкт – вiдповiдь"{(x(i), y(i)) : x(i) ∈ X × Y } на-
зивається прецедентом. Потрiбно встановити залежнiсть мiж входом i виходом
на основi даних навчальної вибiрки.

Модель задачi машинного навчання за прецедентами.
Задано: множина об’єктiв X i множина вiдповiдей Y .
Вiдомо: навчальна вибiрка {x(i) ∈ X, (i = 1, . . . , N)} i вiдповiдно вiдповiдi

на цiй вибiрцi {y(i) = y(x(i)) : y ∈ Y (i = 1, . . . , N)}.
Знайти : алгоритм a : X → Y , тобто алгоритм побудови вирiшальної фун-

кцiї ϕ ∈ Φ, яка наближує, найбiльш точно, y ∈ Y не тiльки на навчальнiй
виборцi, а i на всiй множинi X.

Для рiзних типiв задач множина об’єктiв X i вiдповiдей Y може задаватись
по-рiзному. Наприклад, для задачi класифiкацiї: Y = {−1; +1} – класифiкацiя
на два класи; Y = {1, . . . ,M} – класифiкацiя наM класи, якi не перетинаються;
Y = {0; 1}M – класифiкацiя наM класи, якi перетинаються. Для задачi регресiї
: Y = R або Y = Rm; для задачi ранжування Y – скiнченна впорядкована
множина. Множина об’єктiв X, як правило, задається не самими об’єктами, а
їх описами. Найбiльш поширеним є ознаковий опис. Ознака (feature) f об’єкта
x ∈ X– це результат вимiрювання деякої характеристики об’єкта x. При такому
пiдходi об’єкт x ∈ X представляється як вектор x = (x1, x2, . . . , xk), k – кiлькiсть
ознак, а xj = fj(x) (j = 1, 2, . . . , k). Формально ознака це вiдображення f : X →
Dj, де Dj – множина допустимих значень ознаки.

У МН видiляються чотири види навчання [3-5]:

1) Контрольоване. Навчання з учителем (supervised learning) – найбiльш по-
ширений випадок. Кожен прецедент являє собою пару «об’єкт – вiдпо-
вiдь». Потрiбно знайти функцiональну залежнiсть вiдповiдей вiд описiв
об’єктiв i побудувати алгоритм, який бере на входi опис об’єкта i видає на
виходi вiдповiдь. Функцiонал якостi, зазвичай, визначається як середня
помилка вiдповiдей, виданих алгоритмом, за всiма об’єктами вибiрки. Як
правило, вирiшуються завдання класифiкацiї та регресiї.

2) Неконтрольоване. Навчання без вчителя (unsupervised learning) – тут вiд-
повiдi не задаються, а потрiбно шукати залежностi мiж об’єктами. Для

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700



116 М. М. ШАРКАДI, М. В. РОБОТИШИН, М. М. МАЛЯР

кожного претендента задається тiльки ситуацiя i потрiбно згрупувати об’-
єкти в кластери, використовуючи данi про парну схожiсть об’єктiв. Фун-
кцiонали якостi можуть визначатися по-рiзному, наприклад, як вiдноше-
ння середнiх мiжкластерних i внутрiшньокластерних вiдстаней.

3) Навчання з пiдкрiпленням (reinforcement learning). Навчання як окремий
випадок контрольованого навчання, але вчителем є певне «середовище»,
в якому є певний агент (машина), що контролюється комп’ютером. Агент
може вчиняти певнi дiї, якi приводять до позитивних чи негативних вiд-
кликiв «середовища» i тим самим надає агенту данi, якi дозволяють йому
реагувати на них i вчитися. Таким чином, агент i середовище утворюють
систему за зворотнiм зв’язком. Задача – максимiзувати позитивнi i мiнi-
мiзувати негативнi вiдклики.

4) Напiвавтоматичне навчання (semi-supervised learning) – евристичний спо-
сiб, в якому нерозмiченi данi (тi, якi не мають мiток) також використову-
ються в тренуваннi разом з розмiченими даними.

Процес та алгоритми машинного навчання. У процесi вирiшення зав-
дань МН можна видiлити наступнi етапи [6].

– Розумiння задачi i даних;

– Попередня обробка даних i винахiд (вибiр, пiдбiр) ознак;

– Побудова моделi;

– Зведення навчання до оптимiзацiї;

– Вирiшення проблеми оптимiзацiї перенавчання;

– Оцiнка якостi;

– Впровадження i експлуатацiя.

Кожний iз етапiв є сам по собi складним процесом, який потребує вiдповiд-
них знань i компетенцiї.

До типових задач машинного навчання належать: класифiкацiя (роздiляє
об’єкти за визначеною заздалегiдь ознакою), кластеризацiя (роздiляє об’єкти за
невiдомою ознакою), регресiя (показує або передбачає взаємозв’язок мiж про-
цесом та його чинниками), прогнозування (знаходить значення часового ряду
у майбутньому за попереднiми даними), зменшення розмiрностi ознак (збирає
конкретнi ознаки у абстракцiї бiльш високого рiвня), виявлення аномалiй (вияв-
лення вiдхилень вiд стандартних значень), пошук правил (шукає закономiрностi
в потоцi даних).

Результати МН у великiй мiрi залежать вiд рiвня пiдготовки даних. Попе-
редня обробка даних це очищення (видiлення iз загального масиву даних кори-
сну iнформацiю), консолiдацiя (об’єднання даних iз рiзних джерел iнформацiї)
i пiдготовка їх у зручний для аналiзу формат. Данi за рiзновиднiстю дiляться
на наступнi категорiї: статистичнi, структурованi, напiвструктурованi (слабо
структурованi), неструктурованi.
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Для представлення даних для МН найчастiше використовується метод озна-
кового описання об’єкту. Якiсть роботи систем МН досить сильно залежить вiд
множини ознак, якi обираються для описання вхiдних даних i яким чином во-
ни будуть описуватись. Виокремлення ознак означає перетворення початкових
«сирих» даних у придатне представлення на вхiд. Описання ознак, як правило,
проводиться у певних шкалах таких як: бiнарна, номiнальна, порядкова, кiль-
кiсна. Вiдповiдно, якщо D j = {0, 1} , тодi f бiнарна ознака, Dj – скiнченна
множина, тодi f – номiнальна ознака, Dj – скiнченна упорядкована множина,
тодi f – порядкова ознака, Dj = R, тодi f – кiлькiсна ознака. Пiдбiр правильних
ознак займає бiльше часу нiж все машинне навчання. Не правильнiсть пiдбору
ознак може приводити до продукування неправильних результатiв.

Пiд моделюванням розумiється використання алгоритму МН для пошуку
iнформацiї в iснуючих даних для конкретної прикладної задачi. Найбiльш по-
ширеними i вживаними у практичному використаннi вважаються наступнi ал-
горитми. Алгоритми побудованi на основi регресiйного аналiзу. Це лiнiйна, ба-
гатомiрна, логiстична та нелiнiйна моделi регресiї, якi, як правило, використо-
вуються для бiнарної класифiкацiї [7,8].

Лiнiйну модель регресiї задають у виглядi рiвняння прямої, яке найбiльш то-
чно показує взаємозв’язок мiж вхiдними i вихiдними змiнними. Для складання
такого рiвняння потрiбно знайти вiдповiднi коефiцiєнти для вхiдних змiнних.
Для ситуацiї, коли простiр ознак – лiнiйний, ознаки заданi певним звичайним
числом, простiр вiдповiдей (реакцiй) – не лiнiйний, заданий набором класiв (на-
приклад, промiжком), доцiльно використовувати логiстичну модель регресiї. У
нелiнiйнiй i логiстичнiй моделях регресiї вихiднi данi перетворюються за допо-
могою нелiнiйних або логiстичних функцiй. Математичний апарат, який вико-
ристовується у даних моделях – метод Нютона-Рафсона. Багатомiрна модель
регресiї побудована на основi матричного представлення та його сингулярного
розкладу.

Лiнiйний дискримiнатний аналiз базується на статистичних властивостях
даних розрахованих для кожного класу. Для кожної вхiдної змiнної це вклю-
чає: середнє значення для кожного класу та дисперсiю розраховану за всiма
класами. Цей алгоритм доцiльно застосовувати якщо класiв є бiльше як два, а
данi мають нормальний закон розподiлу.

Дерева рiшень належать до самих популярних i потужних iнструментiв, що
дозволяють ефективно вирiшувати задачi класифiкацiї. В основi роботи дерев
рiшень лежить процес рекурсивної розбивки вхiдної множини спостережень або
об’єктiв на пiдмножини, асоцiйованi iз класами [9,10]. Дерево рiшень будується
на основi навчальної вибiрки з використанням поняття iнформацiйної ентропiї.
Алгоритм «Дерева рiшень» можна представити у виглядi двiйкового дерева, де
кожний вузол є вхiдна змiнна i точка розщеплення для даної змiнної, при умовi,
що змiнна є число. Iснують рiзнi критерiї розщеплення. Найбiльш вiдомi – мiра
ентропiї й iндекс Gini в основi яких лежить нормований прирiст iнформацiї.
Листовi вузли це вихiдна змiнна, яка використовуються для передбачення, яке
проводиться шляхом проходу по дереву до листового вузла i виводу значення
класу в цьому вузлi.

Алгоритм «Наївний Байесовський класифiкатор» [9]. Суть даного алгори-
тму базується на припущеннi, що кожна вхiдна змiнна є незалежною у теоремi
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Байеса. Модель використовує два типи ймовiрностей – iмовiрнiсть кожного кла-
су i умовну iмовiрнiсть для кожного класу для всiх значень вхiдної змiнної, якi
розраховуються на тренувальних даних. Пiсля чого дану модель можна вико-
ристовувати для нових даних згiдно теореми Байеса.

Алгоритм «К – найближчих сусiдiв» [10]. Даний алгоритм базується на оцiн-
цi подiбностi об’єктiв. Оскiльки кожний об’єкт може характеризуватись рiзно-
рiдними ознаками, то основна проблема даного алгоритму у виборi метрики
вiдстанi мiж об’єктами. Проблему можна вирiшити шляхом вiдбору невели-
кої кiлькостi iнформативних ознак, для кожної з яких будується своя функцiя
близькостi i проводиться їх згортка.

Метод опорних векторiв [11,12]. У фокусi даного алгоритму лежить iдея ви-
користання поняття гiперплощини, тобто лiнiї, яка роздiляє простiр вхiдних
змiнних. По сутi, це означає провести двi прямi мiж категорiями так, щоб мiж
ними утворився найбiльший зазор. Найкращою гiперплощиною вважається лi-
нiя з найбiльшою вiдстанню мiж гiперплощиною i найближчими точками да-
них. Цi точки називаються опорними векторами i вiдiграють головну роль при
побудовi гiперплощини i класифiкатора. Для визначення коефiцiєнтiв гiперпло-
щини, якi максимiзують вiдстань, використовуються спецiальнi методи оптимi-
зацiї. Сьогоднi даний алгоритм є найефективним класичним класифiкатором i
самим популярним для спам-фiльтрiв.

На сьогоднiшнiй день широке застосування для класифiкацiї отримали ней-
роннi мережi [10,11,13], якi добре себе проявили у роботi зi складними даними,
типу картинок, вiдео та незрозумiлих бiгдат. Навчання нейронних мереж з по-
гляду математики це багато параметрична задача нелiнiйного програмування.

Останнiм часом дедалi бiльшого поширення набуває клас методiв глибинно-
го навчання [12]. Суть даного пiдходу полягає у навчаннi ознак, що дозволяє ав-
томатично вiдокремлювати особливостi iз вхiдних даних i застерiгає модель вiд
«перенавчання». Глибинне навчання характеризується, як клас алгоритмiв ма-
шинного навчання, який використовує багатошарову систему нелiнiйних фiль-
трiв для вилучення ознак з перетвореннями, де кожен наступний шар отримує
на входi вихiднi данi попереднього шару.

Для пiдвищення точностi моделi доцiльно застосовувати ансамблевi алго-
ритми [14-16]. Ансамбль або композицiя алгоритмiв – це об’єднання декiлькох
алгоритмiв у один. Кожний алгоритм може вивчити свої закономiрностi в да-
них, а якщо алгоритмiв багато, то вiдповiдно є багато закономiрностей i це
краще. Суть iдеї у тому, щоб навчити алгоритми, а потiм усереднити отрима-
нi вiд них вiдповiдi [17-19]. Головнi пiдходи до побудови ансамблевих моделей:
стекiнг (stacking); беггiнг (bagging/bootstrap aggregation); бустинг (boosting).

Стекiнг – спершу навчають кiлька алгоритмiв, потiм результати їх роботи
показують останньому алгоритму. Саме вiн i приймає остаточне рiшення. Сте-
кiнг – хороший, але найменш точний ансамбль серед iнших методiв.

Беггiнг – це тип навчання, коли багато разiв навчаємо ансамбль на випадко-
вих вибiрках даних. Тобто, тренувальнi данi розбиваються на множину вибiрок,
для кожної iз яких створюється модель. В кiнцевому пiдсумку усереднюється
вiдповiдь за кожною iз моделей. Це виглядає як голосування за найбiльш по-
пулярну вiдповiдь, де багато моделей працюють паралельно.

Бустинг – включає послiдовне навчання алгоритмiв. Тобто, спочатку навча-
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ємо перший алгоритм i вiдзначаємо мiсця, де вiн помилився. Потiм навчаємо
другий, особливу увагу придiляючи мiсцям на яких помилявся перший. I так
далi до необхiдного результату, тобто, добавляються моделi до тих пiр поки
тренувальнi данi не будуть iдеально передбачатись або не буде перевищена ма-
ксимальна кiлькiсть моделей.

Ключовим моментом у досягненнi бажаного результату в процесi навчан-
ня будь-якої системи машинного навчання є вибiр правильного функцiоналу
якостi. Функцiонал якостi – це певна функцiя, яка видає нам рiвень помилки,
яку робить система. В навчаннi моделi головна вимога – мiнiмiзувати помилку,
яку видає система. Система спочатку видає результати, якi дуже вiдрiзняю-
ться вiд того, що очiкується. Вiдповiдно по кожному iз прикладiв ми можемо
вирахувати помилку i скорегувати систему таким чином, щоб помилка була
меншою. В залежностi вiд того, яку функцiю втрат функцiоналу якостi ви-
брано, буде залежати яким чином буде навчатися система. Функцiонал якостi
вiдрiзняється у залежностi вiд задачi. Наприклад, для задачi регресiї досить
доцiльне використання так званої функцiї квадрат помилки, тобто квадрат рi-
зницi мiж очiкуваним результатом i результатом, який видала система. Для
задачi мультикласової класифiкацiї можна обрати абсолютну помилку, тобто
функцiєю помилки може бути – вiднесла система до правильного класу чи не
вiднесла.

Системи машинного навчання це представлення даних i функцiй оцiнки цих
даних на основi уявлення i узагальнення. Якщо система будує дуже узагальненi
або дуже частковi моделi i не генералiзує закономiрнiсть, то виникає проблема
її перенавчання. Явище при якому результат моделi на наборi даних для тесту-
вання сильно вiдрiзняється вiд актуальних даних називається перенавчанням.
Суть процесу перенавчання полягає у подiлi даних на данi для тренування i
данi для тестування моделi. Для навчання використовується лише набiр даних
для тренування. Тестовий набiр даних використовується для перевiрки роботи
алгоритму на ранiше невiдомих даних. Процес перенавчання системи залежить
вiд якостi тренувальної вибiрки.

На сьогоднiшнiй день данi стали таким самим важливим ресурсом у всiх
галузях виробництва як трудовi ресурси чи виробничi активи. За рахунок їх
використання компанiї можуть отримувати вiдчутнi конкурентнi переваги. На-
приклад, у промисловостi моделi та методи МН можуть бути використанi для
вирiшення наступних завдань: прогнозування ринкової ситуацiї, маркетинг i
оптимiзацiя продажiв, ухвалення управлiнських рiшень, ефективна логiстика,
монiторинг стану основних фондiв i т.д.

Методи машинного навчання використовуються у системах машинного зо-
ру, для аналiзу людської мови i текстiв, iдентифiкацiї об’єктiв на зображеннях,
веб-пошуку i фiльтрацiї контенту тощо [20]. Сфери їх застосування медична
дiагностика, бiоiнформатика, передбачення вiдтоку клiєнтiв, категоризацiя до-
кументiв, фiнансовий нагляд, технiчна дiагностика, кредитний скорiнг i т.д.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Машинне на-
вчання — це процес застосування алгоритмiв для автоматичного знаходження
закономiрностей у даних i використання їх для прийняття великої кiлькостi
однотипних рiшень. У результатi роботи алгоритмiв певний вiдсоток помилок
є допустимими. Методiв машинного навчання iснує дуже багато. Тому, набагато
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важливiше розумiти, коли використання тих чи iнших методiв буде найбiльш
доцiльним. З наукової точки зору машинне навчання – це процес моделювання,
настройки параметрiв, пiдготовки даних i оптимiзацiї компонент. Цiль машин-
ного навчання, як дослiдницького процесу, це пошук оптимальних вiдповiдей
та прогнозiв.

Перспективи подальших дослiджень полягають у розв’язаннi практичних
прикладних задач використовуючи методи машинного навчання.

Роботу виконано в рамках держбюджетної науково-дослiдної теми Ужгород-
ського нацiонального унiверситету «Розробка математичних моделей i методiв
для оброблення iнформацiї та iнтелектуального аналiзу даних» (номер держав-
ної реєстрацiї 0115U004630).
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Sharkadi, M. M., Robotyshyn, M. V., Malyar, M. M. Modeling of risk level
of the socio-economic systems functioning.

In the process of human evolution, the nature of human activity changes and it is
necessary ”tools” are available for solving new problems. Recently, problems related to
decision-making have become increasingly important. Particularly relevant are the prob-
lems of supporting decisions in the process of managing socio-economic systems. Decision-
makers are usually faced with issues of information retrieval, uncertainty, and in some cases,
conflict in the decision-making process. At the same time, it is assumed that the implemen-
tation of any of the variants of decisions implies the occurrence of certain consequences,
the analysis and evaluation of which fully characterizes the chosen variant. Traditionally,
complex analytical calculations, expert knowledge, modern information technology tools
are used to evaluate the possible consequences.

The analysis of the existing practice of managing social and economic systems makes it
possible to propose new directions of its optimization, which, in turn, provides an orienta-
tion to the programmed indicators of development of both internal system characteristics
and parameters of the external environment, taking into account the forecast values of key
parameters of the management object. It is the orientation to the projected development
indicators that allows you to develop and implement effective strategies for managing pro-
cesses in social and economic systems. The importance of owning the tools and techniques
of forecasting for the economist and manager in today’s context is undeniable.

The purpose of this work, based on the analysis of literature sources, is to draw con-
clusions about the features, perspectives of use and opportunities for the development of
data mining in the current environment of computer technology.

The basic methods of machine learning are considered in the paper and the peculiarities
and results of their application to solving problems of prediction problems are analyzed. In
order to solve the problem, there is a need to identify what areas of technology development
scientists need to improve and research.

Machine learning is a unit of a fairly broad field of science that studies artificial in-
telligence. Related algorithms are used to solve problems that often make it difficult or
impossible to come up with an explicit algorithm for solving them.

Keywords: prediction, data mining, machine learning algorithms.
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