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ON POSETS OF SIXTH ORDER HAVING
OVERSUPERCRITICAL MMMMMM-TYPE

Representations of posets (partially ordered sets) were introduced by L. A. Nazarova
and A. V. Roiter in 1972. In the same year M. M. Kleiner proved that a posets S is of
finite representation type if and only if it does not contain subposets of the form K1 =
(1, 1, 1, 1),K2 = (2, 2, 2),K3 = (1, 3, 3),K4 = (1, 2, 5) and K5 = (N, 4). These posets are
called critical posets relative to the finiteness of type (in the sense that they are minimal
posets with an infinite number, up to equivalence, of indecomposable representations) or
the Kleiner’s posets. In 1974 Yu. A. Drozd proved that a poset S has finite representation
type if and only if its Tits quadratic form

qS(z) =: z20 +
∑
i∈S

z2i +
∑

i<j,i,j∈S

zizj − z0
∑
i∈S

zi

is weakly positive (i.e., positive on the set of non-negative vectors). Consequently, the
Kleiner’s posets are critical relative to weak positivity of the Tits quadratic form, and
there are no (up to isomorphism) other such posets. In 2005 the authors proved that a
poset is critical relative to the positivity of the Tits quadratic form if and only if it is
minimax isomorphic to a Kleiner’s poset.

A similar situation takes place for posets of tame representation type. In 1975 L. A. Na-
zarova proved that a poset S is tame if and only if it does not contain subsets of the form
N1 = (1, 1, 1, 1, 1), N2 = (1, 1, 1, 2), N3 = (2, 2, 3), N4 = (1, 3, 4), N5 = (1, 2, 6) and (N, 5).
She called these posets supercritical; they are critical relative to weak non-negativity of the
Tits quadratic form and there are no other such posets. In 2009 the authors proved that
a poset is critical relative to non-negativity of the Tits quadratic form if and only if it is
minimax isomorphic to a supercritical poset.

The first author suggested to introduce posets (called oversupercritical), which differ
from supercritical sets in the same degree as the latter differ from critical ones. Among
these posets, there are four of the smallest order, namely 6. In this article, we describe
all posets that are minimax isomorphic to them and study some of their combinatorial
properties. The importance of studying minimax isomorphic posets is determined by the
fact that their Tits quadratic forms are Z-equivalent, and minimax isomorphism itself is a
fairly general constructively defined Z-equivalence of the Tits quadratic forms for posets.

Keywords: representation, critical and supercritical poset, oversupercritical poset, Tits
quadratic form, finite and tame representation type, positivity and weak positivity, non-
negativity and weak non-negativity.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Вип. 38, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



8 V. M. BONDARENKO, M. V. STYOPOCHKINA

1. Introduction. M. M. Kleiner [1] proved that a poset S is of finite repre-
sentation type (i.e. has only a finite number of equivalence classes of indecompo-
sable representations) if and only if it does not contain (full) subposets of the form
K1 = (1, 1, 1, 1), K2 = (2, 2, 2), K3 = (1, 3, 3), K4 = (1, 2, 5) and K5 = (N, 4), which
are called critical posets. Now they are called (critical) Kleiner’s posets. On the
other hand, Yu. A. Drozd [2] showed that a poset has finite representation type if
and only if its Tits quadratic form is weakly positive (i.e., positive on the set of
nonnegative vectors). Consequently, the critical posets are also critical relatively
to the weak positivity of the Tits quadratic form. In [3] the authors proved that a
poset is critical relatively to the positivity of the Tits quadratic form if and only if
it is minimax isomorphic to a Kleiner’s poset (such isomorphism was introduced by
the first author in [4]); in this paper all such posets are fully described (they are
named by the authors as P -critical).

A similar situation takes place for tame posets. A poset S is tame if and only
if it does not contain subsets of the form N1 = (1, 1, 1, 1, 1), N2 = (1, 1, 1, 2), N3 =
(2, 2, 3), N4 = (1, 3, 4), N5 = (1, 2, 6), (N, 5) [5], and this is equivalent to the weak
non-negativity of the Tits quadratic form of S; these posets are called supercritical.
In [6] the authors proved that a poset is critical relatively to the non-negativity of
the Tits quadratic form if and only if it is minimax isomorphic to a supercritical
poset. In [7] all such posets are fully described (they are named by the authors as
NP -critical).

The importance of studying minimax isomorphic posets (introduced in [4]) is de-
termined by the fact that their Tits quadratic forms are Z-equivalent, and minimax
isomorphism itself is a fairly general constructively defined Z-equivalence for posets.

In [8] were introduced 1-oversupercritical posets which differ from supercritical
sets in the same degree as the latter differ from critical ones; often, including in this
article, they are simply called oversupercritical. Among these posets, namely the
posets of the forms

1) (1, 1, 1, 1, 1, 1), 2) (1, 1, 1, 1, 2), 3) (1, 1, 2, 2),
4) (1, 1, 1, 3), 5) (2, 3, 3), 6) (2, 2, 4), 7) (1, 4, 4),
8) (1, 3, 5), 9) (1, 2, 7), 10) (N, 6),

here are four of the smallest order, which is equal to 6 (for posets X, Y , Z=(X,Y)
denotes their direct sum, i.e. Z = X ∪ Y and any elements x ∈ X and y ∈ Y are
incomparable; (m) denotes the linearly ordered set of order m). In this article, we
describe all posets that are minimax isomorphic to them and study some of their
combinatorial properties.

2. The main result. Throught the paper, all posets are finite.
Let S be a poset. For a minimal (resp. maximal) element a of S, denote by

T = S↑a (respect. T = S↓a) the following poset: T = S as usual sets, T \ a = S \ a
as posets, the element a is maximal (resp. minimal) in T , and a is comparable with
x in T if and only if they are incomparable in S. Two posets S and T are called
(min, max)-equivalent if there are posets S1, . . . , Sp (p ≥ 0) such that, if we put
S = S0 and T = Sp+1, then, for every i = 0, 1, . . . , p, either Si+1 = (Si)

↑
xi

or
Si+1 = (Si)

↓
yi

[4]. Obviously, any poset is (min, max)-equivalent to itself. Since
some time we also use the term minimax equivalence.

The notion of minimax equivalence can be naturally continued to the notion of

Роздiл 1: Математика i статистика



ON POSETS OF SIXTH ORDER HAVING OVERSUPERCRITICAL MM -TYPE 9

minimax isomorphism: posets S and S ′ are minimax isomorphic if there exists a
poset T , which is minimax equivalent to S and isomorphic to S ′.

Let P be a fix poset. A poset S is called of MM -type P if S is minimax
isomorphic to P [12]. In the case when the poset P is an oversupercritical one we
say that S is of oversupercritical MM-type. Posets of such type were studied in
many papers (see [8] – [14]). In particular, the work [8] describes all posets minimax
isomorphic to (1, 3, 5) and (1, 2, 7). The main result of this paper describes all posets
of oversupercritical MM -type in the case when P runs through all oversupercritical
posets of order 6, i.e. it has (up to isomorphism) one of the following forms A0–D0:

s s ss ss
A0

s s ss ss
B0

s s ss ss
C0

s ss s s s
D0

Recall that a poset T is called dual to a poset S and is denoted by Sop if T = S
as usual sets and x < y in T if and only if x > y in S.

Theorem 1. Up to isomorphism and duality, the complete set of posets minimax
isomorphic to A0,B0, C0, D0 consists, in addition to A0-D0 themselves, of the
posets indicated in the following table (Ai,Bj, Ck, Ds are, respectively, minimax
isomorphic to A0,B0, C0, D0):

s ss
s ss
�
�@
@

A1

s sss
s s
�
�@
@

A2

s
ss ss
s
A
A
A
A�

�
�
�

A3

s
ss ss
s
A
A
A
A�

�
�
�

@
@�

�

A4

sss ss s�
�@

@

A5

ss
s ss s@

@

�
�
�
�

�
�
�
�

A6

s
ss ss s

�
�
�
�
@

@

A7

s ss s�
�

s s
@

@
�
�
@
@

A8

s s sss
s
A
A
A
A�

�
�
�

A9

s s ss�
�
s s

@
@

�
�
@
@

A10

s sss

ss
�
�@
@

B1

s
ss ss
s
@
@�

�

B2
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s
ss ss
s
@
@�

�

@
@�

�

B3

s
ss ss
s
B
B
B
B
B
BB�

�
�
�
�
��

B4

s
ss ss s

�
�
�
�
@
@

B5

s ss s
s s

�
�

�
�
�
�

A
A
A
A

B6

s s sss
s
@
@�

�

B7

s s sss
s
@
@�

�

@
@�
�

B8

s s ssss
@
@�

�

B9

s ss s�
�

ss
�
��

�

�
�
@

@

C1 ss
s ss s@

@

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

C2

s ss s�
�
s s

��
��

@
@
�
�
@

@

C3

s s ssss
�
�
�

�
�
A
A
Q
Q

Q

C4

s s sss
s

�
�
�

�
�
A
A
Q

Q
Q

Q
Q
Q
A
A
�
�

�
�
�

C5

s s ss ss
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

C6

s s ss�
�
s s

@
@

�
�
HH

H
H

@
@

C7

s s ss ss
A
A

�
�
�

Q
Q

Q

�
�

C8

s ss s�
�
s s

��
�
�

@
@
�
�
HH

H
H

@
@

D1

s s ss�
�
s s

��
�
�

@
@

�
�
HH

H
H

@
@

D2

s s ss ss
��

�
�

@
@

�
�

HH
H
H

D3

3. Proof of Theorem 1. The definition of posets of the form T = S↑a can be
extended to posets of the form T = S↑A, where A is a lower subposet of S, i.e. x ∈ A
whenever x < y and y ∈ A. Namely, T = S↑A is defined as follows: T = S as usual
sets, partial orders on A and S \ A are the same as before, but comparability and
incomparability between elements of x ∈ A and y ∈ S \A are interchanged and the
new comparability can only be of the form x > y. In the special case, when A = {a}
is a one-element subposet, we identify A with a. Instead of (S↑A)↑B write write S↑↑AB.

Let S be a poset. For subposets X, Y of S, X < Y means that x < y for any
x ∈ X, y ∈ Y . We call subposets X and X ′ of S strongly isomorphic if there exists
an automorphism ϕ : S → S such that ϕ(X) = X ′ (as equality of subposets).
Similarly, pairs (Y,X) and (Y ′, X ′) of subposets of S are called strongly isomorphic
if there exists an automorphism ϕ : S → S such that ϕ(Y ) = Y ′ and ϕ(X) = X ′.

In [3], the authors propose the following algorithm for finding (up to isomorp-
hism) all posets that are minimax isomorphic to a given one.

I. Describe, up to strongly isomorphic, all lower subposets of P 6= S in S, and,
for every of them, build the poset S↑P (P = ∅ is not excluded).

Роздiл 1: Математика i статистика



ON POSETS OF SIXTH ORDER HAVING OVERSUPERCRITICAL MM -TYPE 11

II. Describe. up to strongly isomorphic, all pairs (Q,P ) consisting of a proper
lower subposet Q in S and a nonempty lower subposet P in Q such that P < S \Q;
for every such pair, build the poset S↑↑QP .

III. Among the posets obtained in I and II, choose one from each class of iso-
morphic posets.

For each poset A0,B0, C0, D0 (see the first table), we denote the partial order by
≺ and number the points with numbers 1, 2, 3, . . . in such a way that i < j whenever
i ≺ j or i is (in the picture) to the left of j. Then the posets A0,B0, C0, D0 consist
of the numbers 1, 2, 3, 4, 5, 6 and we have 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 for A0, 4 ≺ 5 ≺ 6 for B0,
5 ≺ 6 for C0, and the empty set of relations for D0.

Now we apply our algorithm to the proof of the theorem.
Step I. Describe (up to strongly isomorphic) all lower subposets. They are:
for A0 — X0 = ∅, X1 = {1}, X2 = {3}, X3 = {1, 2}, X4 = {1, 3}, X5 =

{3, 4}, X6 = {3, 5}, X7 = {1, 2, 3}, X8 = {1, 3, 4}, X9 = {1, 3, 5}, X10 = {3, 4, 5},
X11 = {1, 2, 3, 4}, X12 = {1, 2, 3, 5}, X13 = {1, 3, 4, 5}, X14 = {3, 4, 5, 6}, X15 =
{1, 2, 3, 4, 5}, X16 = {1, 3, 4, 5, 6};

for B0 — Y0 = ∅, Y1 = {1}, Y2 = {4}, Y3 = {1, 2}, Y4 = {1, 4}, Y5 = {4, 5},
Y6 = {1, 2, 3}, Y7 = {1, 2, 4}, Y8 = {1, 4, 5}, Y9 = {4, 5, 6}, Y10 = {1, 2, 3, 4},
Y11 = {1, 2, 4, 5}, Y12 = {1, 4, 5, 6}, Y13 = {1, 2, 3, 4, 5}, Y14 = {1, 2, 4, 5, 6};

for C0 — Z0 = ∅, Z1 = {1}, Z2 = {5}, Z3 = {1, 2}, Z4 = {1, 5}, Z5 = {5, 6},
Z6 = {1, 2, 3}, Z7 = {1, 2, 5}, Z8 = {1, 5, 6}, Z9 = {1, 2, 3, 4}, Z10 = {1, 2, 3, 5},
Z11 = {1, 2, 5, 6}, Z12 = {1, 2, 3, 4, 5}, Z13 = {1, 2, 3, 5, 6};

for D0 — T0 = ∅, T1 = {1}, T2 = {1, 2}, T3 = {1, 2, 3}, T4 = {1, 2, 3, 4},
T5 = {1, 2, 3, 4, 5}.

Denote by Ki,j the poset S↑V for i = 1, S = A0 and V = Xj, i = 2, S = B0 and
V = Yj, i = 3, S = C0 and V = Zj, i = 4, S = D0 and V = Tj. Then it is easy to
see that

K1,0
∼= A0, K1,1

∼= A5, K1,2
∼= A9, K1,3

∼= A2op, K1,4
∼= A6, K1,5

∼= A3,
K1,6

∼= A10, K1,7
∼= A7op, K1,8

∼= A1, K1,9
∼= A8, K1,10

∼= A7, K1,11
∼= A10op,

K1,12
∼= A3op, K1,13

∼= A6op, K1,14
∼= A2, K1,15

∼= A9op, K1,16
∼= A5op;

K2,0
∼= B0, K2,1

∼= B4, K2,2
∼= B9, K2,3

∼= B1op, K2,4
∼= B6, K2,5

∼= B7,
K2,6

∼= B2op, K2,7
∼= B5op, K2,8

∼= B5, K2,9
∼= B2, K2,10

∼= B7op, K2,11
∼= B6op,

K2,12
∼= B1, K2,13

∼= B9op, K2,14
∼= B4op;

K3,0
∼= C0, K3,1

∼= C6, K3,2
∼= C8, K3,3

∼= C2, K3,4
∼= C7, K3,5

∼= C4, K3,6
∼=

C1op, K3,7
∼= C3, K3,8

∼= C1, K3,9
∼= C4op, K3,10

∼= C7op, K3,11
∼= C2op, K3,12

∼=
C8op, K3,13

∼= C6op;
K4,0

∼= D0, K4,1
∼= D3, K4,2

∼= D2, K4,3
∼= D1, K4,4

∼= D2op, K4,5
∼= D3op.

Step II. Describe (up to strongly isomorphic) all pairs of lower subposets (see
the algorithm). They are:

for A0 — X ′1 = (X15, {5});
for B0 — Y ′1 = (Y10, {4}), Y ′2 = (Y13, {4}), Y ′3 = (Y13, {4, 5});
for C0 — Z ′1 = (Z12, {5});
for D0, there are no such pairs.
Denote by K ′i,j the poset (S↑V )↑W for i = 1, S = A0 and (V,W ) = X ′j, i = 2,

S = B0 and (V,W ) = Y ′j , i = 3 S = C0 and (V,W ) = Z ′j. Then it is easy to see
that K ′1,1 ∼= A4; K ′2,1 ∼= B3op, K ′2,2 ∼= B8, K ′2,3 ∼= B3; K ′3,1 ∼= C5.

Step III. It is easy to verify that in I and II each of the posets Ai,Bl, Ck,Ds,

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Вип. 38, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



12 V. M. BONDARENKO, M. V. STYOPOCHKINA

indicated in the condition of the theorem, and dual to them (in the non-dual cases)
occurs only once. And hence the theorem is proved.

4. Coefficientts of transitivity. Let S be a (finite) poset and S2
< :=

{(x, y) |x, y ∈ S, x < y}. If (x, y) ∈ S2
< and there is no z satisfying x < z < y, then

we say that x and y are neighboring. We put nw = nw(S) := |S2
<| and denote by

ne = ne(S) the number of pairs of neighboring elements. The ratio kt = kt(S) of the
numbers nw − ne and nw are called the coefficient of transitiveness of S; if nw = 0
(then ne = 0), we assume kt = 0 (the coefficient of transitivity is introduced in [15]).

In this part of the paper we calculate kt for the posets of MM -type to be
A0, B0, C0, D0.

Theorem 2. The following holds for posets Ai,Bj, Ck,Ds:

N ne nw kt
A0 2 2 0
B0 2 3 0,33333
C0 1 1 0
D0 0 0 0

N ne nw kt N ne nw kt N ne nw kt
A1 6 11 0,45455 B1 6 11 0,45455 C2 7 9 0,22222
A2 6 10 0,4 B2 5 12 0,58333 C3 8 8 0
A3 5 10 0,5 B3 7 12 0,41667 C4 5 9 0,44444
A4 7 10 0,3 B4 5 8 0,375 C5 8 9 0,11111
A5 5 7 0,28571 B5 6 8 0,25 C6 5 6 0,16667
A6 6 8 0,25 B6 6 7 0,14286 C7 7 7 0
A7 6 9 0,33333 B7 4 7 0,42857 C8 4 4 0
A8 7 7 0 B8 6 7 0,14286 D1 9 9 0
A9 4 5 0,2 B9 4 4 0 D2 8 8 0
A10 6 6 0 C1 7 10 0,3 D3 5 5 0

The transitivity coefficients are written out with an accuracy of five decimal places.
The value is exact if and only if the number of decimal places is less than five, and
two values equal to exactly five digits are equal at all.

The proof is carried out by direct calculations.
Recall that the greatest length among the lengths of all linear ordered subsets

of a poset S is called its height and the greatest number of pairwise incomparable
elements of S is called its weight, An element of a poset is called nodal, if it is
comparable with all the others elements. A subposet X of T is said to be dense if
there is not x1, x2 ∈ X, y ∈ T \X such that x1 < y < x2.

Note that a poset of MM -type A0–D0 can have at most three nodal elements.

Corollary 1. The coefficient kt(S) of a poset S is the largest among all the
posets of MM-type A0–D0 if and only if S contains a dense subposet with three
nodal elements.

Corollary 2. The coefficient kt(S) of a poset S is the smallest among all the
posets of MM-type A0–D0 if and only if S is a self-dual connected poset of height
two.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Corollary 3. For a posets S of MM-type A0–D0, the following conditions are
equivalent:

(a) kt(S) = 1
2
;

(b) S is a non-self-dual poset of width three with two nodal elements.

5. Conclusions. In this article we study combinatorial aspects of oversuper-
critical posets which differ from supercritical sets in the same degree as the latter
differ from critical ones. Namely, we describe, up to isomorphism, all the posets
that are minimax isomorphic to oversupercritical posets of the order 6.

The importance of studying minimax isomorphic posets is determined by the fact
that their Tits quadratic forms are Z-equivalent. This allowed the authors (earlier)

(1) to prove that a poset is critical relative to the positivity of the Tits quadratic
form if and only if it is minimax isomorphic to a Kleiner’s poset;

(2) to prove that a poset is critical relatively to the non-negativity of the Tits
quadratic form if and only if it is minimax isomorphic to a supercritical poset;

(3) to describe all the posets mentioned in (1) and (2),
and also to solve a number of other problems, which were not mentioned in this

article and, in particular,
(4) to describe, up to isomorphism, all posets with the Tits quadratic form to

be positive.
We also describe the transitivity coefficients for all posets minimax isomorphic

to oversupercritical posets of the order 6.
The obtained results (together with the corresponding research methods) will be

used in the study of combinatorial aspects of other classes of posets.
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Бондаренко В. М., Стьопочкiна М. В. Про частково впорядкованi множи-
ни шостого порядку, що мають надсуперкритичний MM -тип.

Зображення ч. в. множин (частково впорядкованих множин) ввели Л. А. Назарова
i А. В. Ройтер в 1972 р. В тому ж роцi М. М. Клейнер довiв, що ч. в. множина S має
скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли вони не мiстить ч. в. пiдмно-
жин вигляду K1 = (1, 1, 1, 1),K2 = (2, 2, 2),K3 = (1, 3, 3),K4 = (1, 2, 5) i K5 = (N, 4).
Цi ч. в. множин називаються критичними ч. в. множин щодо скiнченностстi типу
(в тому сенсi, що це мiнiмальнi ч. в. множин з нескiнченною кiлькiстю нерозкладних
зображень, з точнiстю до еквiвалентностi) або ч. в. множинами Клейнера. У 1974 роцi
Ю. А. Дрозд довiв, що ч. в. множина S має скiнченний зображувальний тип тодi i
лише тодi, коли її квадратична форма Тiтса

qS(z) =: z20 +
∑
i inS

z2i +
∑

i<j,i,j inS

zizj − z0
∑
i inS

zi

є слабко додатною (тобто додатною на множинi невiд’ємних векторiв). Отже, ч. в.
множини Клейнера є критичними щодо слабкої додатностi квадратичної форми Тiтса,
i iнших таких ч. в. множин немає (з точнiстю до iзоморфiзму). У 2005 роцi автори
довели що ч. в. множин є критичною щодо додатностi квадратичної форми Титса тодi
i лише тодi, коли вона є мiнiмаксно iзоморфна деякiй ч. в. множинi Клейнера.

Подiбну ситуацiю маємо з ч. в. множинами ручного зображувального типу. У 1975
р. Л. А. Назарова довела, що ч. в. множина S є ручною тодi i лише тодi, коли вона
не мiстить ч. в. пiдмножин вигляду N1 = (1, 1, 1, 1, 1), N2 = (1, 1, 1, 2), N3 = (2, 2, 3),
N4 = (1, 3, 4), N5 = (1, 2, 6) i (N, 5). Вона назвала цi ч. в. множини суперкритичними;
вони є критичними щодо слабкої невiд’ємностi квадратичної форми Тiтса, i iнших
таких ч. в. множин немає. У 2009 роцi автори довели, що ч. в. множина є критичною
щодо невiд’ємностi квадратичної форми Тiтса тодi i лише тодi, коли вона мiнiмаксно
iзоморфна деякiй суперкритичнiй ч. в. множинi.

Перший автор запропонував ввести ч. в. множини (названi надсуперкритичними),
якi вiдрiзняються вiд суперкритичних ч. в. множин в тiй самiй мiрi, що i останнi вiд-
рiзняються вiд критичних. Серед цих ч. в. множин є чотири найменшого порядку,
а саме 6. У цiй статтi ми описуємо всi ч. в. множини мiнiмаксно еквiвалентнi їм, i
вивчаємо деякi їхнi комбiнаторнi властивостi. Важливiсть вивчення мiнiмаксно iзо-
морфних ч. в. множин визначається тим фактом, що їх квадратичнi форми Тiтса
Z-еквiвалентнi, а сам мiнiмаксний iзоморфiзм є досить загальною конструктивно ви-
значеною Z-еквiвалентнiстю для квадратичних форм Тiтса ч. в. множин.

Ключовi слова: зображення, критична та суперкритична ч. в. множина, надсупер-
критична ч. в. множина, квадратична форма Тiтса, скiнченний i ручний зображу-
вальний тип, додатнiсть i слабка додатнiсть, негативнiсть i слабка негативнiсть.

Роздiл 1: Математика i статистика
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2-СПАДКОВА ЗВIДНIСТЬ ЦИКЛIЧНИХ МОНОМIАЛЬНИХ
МАТРИЦЬ IЗ ФIКСОВАНИМИ ВИЗНАЧАЛЬНИМИ

ПОСЛIДОВНОСТЯМИ НАД КОМУТАТИВНИМ ЛОКАЛЬНИМ
КIЛЬЦЕМ

Властивостi канонiчно циклiчних та ланцюгових мономiальних матриць над ко-
мутативними кiльцями вивчалися в багатьох роботах, зокрема їх звiднiсть та незвi-
днiсть, розкладнiсть i нерозкладнiсть. Вiдомi критерiї незвiдностi канонiчно циклi-
чних матриць малого порядку n над комутативним локальним кiльцем K з радикалом
R = tK 6= 0 (n < 7 для R 6= 0 i n < 5 для R2 6= 0), а також необхiдна умова незвiдно-
стi канонiчно циклiчних матриць довiльної ваги, в якiй основну роль вiдiграє зв’язок
мiж порядком та вагою матрицi. При дослiдженнi канонiчно циклiчних мономiальних
матриць порядку n розглядалися рiзнi типи звiдностi: (∗, 2)-звiднiсть, (∗, 3)-звiднiсть
та 2-спадкова звiднiсть. В роботi розглядається комутативне локальне кiльце K з не-
нульовим радикалом R = RadK i ненульовий нiльпотентний елемент t ∈ R такий,
що tm = 0, де m – степiнь нiльпотентностi елемента t. Для канонiчно циклiчних
матриць визначенi визначальнi та ваговi послiдовностi. Вивчаються достатнi умови
звiдностi канонiчно циклiчних матриць великої ваги над комутативним локальним
кiльцем K. Доведена 2-спадкова звiднiсть канонiчно (t, ∗)-циклiчних мономiальних
матриць великої ваги порядку n над комутативним локальним кiльцем у випадку, ко-
ли їх визначальнi послiдовностi мiстять в собi пiдпослiдовностi фiксованого вигляду.
Пiд пiдпослiдовнiстю послiдовностi завжди розумiється зв’язна (з точнiстю до циклi-
чної перестановки послiдовностi) пiдпослiдовнiсть. Основними методами дослiдження
є методи теорiї зображень та матричних задач, метод елементарних перетворень ма-
триць з комбiнаторними аспектами.

Ключовi слова: мономiальна матриця, канонiчно циклiчна матриця, комутативне
кiльце, визначальна послiдовнiсть, звiднiсть, спадкова звiднiсть.

1. Вступ. Матрицi малих розмiрiв та канонiчно циклiчнi матрицi над локаль-
ними кiльцями вивчалися в багатьох роботах (див., наприклад, [1]– [6]).

Нехай K — комутативне кiльце з одиницею. Пiд мономiальною матрицею
A = (aij) над K будемо розумiти матрицю порядку n (тобто, розмiру n × n), в
кожному рядку i в кожному стовпцi якої стоїть не бiльше одного ненульового
елемента.

Будь-яка циклiчна мономiальна матриця порядку n над кiльцем K пере-
ставно подiбна матрицi вигляду

A = Mt(a) =


0 . . . 0 an
a1 . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . an−1 0

 ,

де a = (a1, . . . , an−1, an). Така матриця A називається канонiчно циклiчною, а
послiдовнiсть a — її визначальною послiдовнiстю.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Вiдносно вищеприведених означень i позначень див., напр., [5].
Нехай K позначає комутативне локальне кiльце головних iдеалiв, що не є

полем. Групу оборотних елементiв кiльця K (вiдносно множення) позначатиме-
мо через K∗. Тодi єдиний максимальний iдеал (радикал) R кiльця K дорiвнює
tK 6= 0, де t визначається однозначно з точнiстю до оборотного множника, i
будь-який елемент x ∈ K має вигляд εts, де ε ∈ K∗ i s ≥ 0. Число s (яке
не залежить вiд вибору t) називаємо вагою елемента x. Якщо K — комута-
тивне локальне кiльце (не обов’язково головних iдеалiв) i t — елемент радика-
ла кiльця, то канонiчно циклiчну матрицю M з визначальною послiдовнiстю
a = (ε1t

s1 , . . . , εn−1t
sn−1 , εnt

sn) будемо називати канонiчно (t, ∗)-циклiчною.
2. Теореми про 2-спадкову звiднiсть. Канонiчно циклiчна матриця A

називається 2-спадково звiдною, якщо подiбна матрицi вигляду(
A11 A12

0 A22

)
,

де дiагональнi блоки A11 i A22 є також канонiчно циклiчними [6].
Далi вважатимемо, щоK — комутативне локальне кiльце з радикалом R 6= 0

i t — ненульовий елемент iз R такий, що tm = 0, tm−1 6= 0.
Пiд пiдпослiдовнiстю послiдовностi завжди розумiємо зв’язну (з точнiстю

до циклiчної перестановки послiдовностi) пiдпослiдовнiсть.
Введемо позначення для перетворень довiльної квадратної матрицi над кiль-

цем K. Pij(a) позначає додавання i-го рядка, помноженого на елемент a ∈ K,
до j-го рядка. Qij(a) позначає аналогiчне перетворення для стовпцiв. Через
[m

a→ s]+ позначимо перетворення подiбностi, яке полягає в тому, що спочатку
застосовується перетворення Pms(a), а потiм обернене до нього перетворення
Qsm(−a), а через [m

a→ s]− — перетворення подiбностi, яке полягає в тому, що
спочатку застосовується перетворення Qms(a), а потiм обернене до нього пере-
творення Psm(−a).

Теорема 1. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця 2-спадково звiдна над кiль-
цем K, якщо її визначальна послiдовнiсть мiстить пiдпослiдовностi (ti, tp+q, tj)
i (1), де i+ q ≥ m, j + p ≥ m.

Доведення. Застосувавши до звiдної матрицi (з канонiчно циклiчними дi-
агональними блоками)

N =



0 0 . . . 0 0 −tq 1 0 0 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
0 0 . . . 0 0 0 tp 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 tj 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0


Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Вип. 38, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)
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перетворення [r + 3
tq→ r + 2]−, маємо матрицю

N1 =



0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
0 0 . . . 0 0 tp+q tp 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 tj 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



.

Застосувавши до матрицi N1 перетворення [1
−tp→ r + 4]+, маємо матрицю

N2 =



0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
0 0 . . . 0 0 tp+q 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 tj 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



,

яка однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв може бути приведена до вигляду
M(1, α1, α2, . . . , αr, t

i, tp+q, tj, αr+1, αr+2, . . . , αs).

Теорема 2. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця 2-спадково звiдна над кiль-
цем K, якщо її визначальна послiдовнiсть мiстить пiдпослiдовностi
(ti, tu, tj, 1, tv) i (1, 1, 1), де i+ u ≥ m, j + v ≥ m.

Доведення. Якщо u = p + q i i + q ≥ m, j + p ≥ m, то звiднiсть матрицi
випливає з попередньої теореми. В iншому випадку доведення проводиться за
тiєю ж схемою, що i доведення теореми 1.

Застосувавши до звiдної матрицi (з канонiчно циклiчними дiагональними

Роздiл 1: Математика i статистика
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блоками)

N =



0 0 0 0 . . . 0 0 −tu 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tj 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 tv 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0


послiдовно перетворення [r+5

tu→ r+4]−, [1
−1→ r+6]+, [2

−tj→ r+7]+, [3
−tj→ r+8]−,

маємо матрицю

N1 =



0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
0 0 0 0 . . . 0 0 tu 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tj 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 tv 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



,

яка однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв може бути приведена до вигляду
M(1, 1, 1, α1, α2, . . . , αr, t

i, tu, tj, 1, tv, αr+1, αr+2, . . . , αs).
3. Висновки. У статтi розглядається комутативне локальне кiльце K з

ненульовим радикалом R = RadK i ненульовий нiльпотентний елемент t ∈ R
такий, що tm = 0, де m – степiнь нiльпотентностi елемента t. Вивчаються до-
статнi умови звiдностi канонiчно циклiчних матриць великої ваги над комута-
тивним локальним кiльцем K. Доведена 2-спадкова звiднiсть канонiчно (t, ∗)-
циклiчних мономiальних матриць великої ваги порядку n над комутативним
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локальним кiльцем у випадку, коли їх визначальнi послiдовностi мiстять в собi
пiдпослiдовностi фiксованого вигляду.
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Bortos M. Yu. 2-Hereditary reducibility of cyclic monomial matrices with fixed
determining sequences over a commutative local ring.

Properties of canonically cyclic monomial matrices over commutative rings were studied
in many works, in particular, their reducibility and irreducibility, properties of decompos-
able and indecomposable matrices. The criterion of the irreducibility of canonically cyclic
small-order matrices over a commutative local ring K with the radical R = tK 6= 0 (n < 7
for R 6= 0 and n < 5 for R2 6= 0) is known, as well as the necessary condition for the irre-
ducibility of canonically cyclic matrices of arbitrary weight in which a relation between the
order and weight of the matrix plays a major role. In the study of canonically cyclic matri-
ces we considered various types of the reducibilities: (∗, 2)-reducibility, (∗, 3)-reducibility
and 2-hereditary reducibility. In the paper we consider a commutative local ring with the
radical R = tK 6= 0 and nilpotent element t ∈ R such that tm = 0, where m is the de-
gree of nilpotency of the element t. For the canonically cyclic matrices the determining
and weight sequences are defined. We study sufficient conditions for the reducibility of
canonically cyclic matrices of larger weight over a commutative local ring K. It is proved
the 2-hereditary reducibility of canonically (t, ∗)-cyclic monomial matrices of order n over
a commutative local ring in the case when their defining sequences contain subsequences
of a fixed form. The subsequence of the determining sequence is a connected (according
to cyclic rearrangement of the sequences) subsequence. The main methods of research are
methods of the theory of images and the method of elementary transformations of matrices
with combinatorial aspects.

Keywords: monomial matrix, canonically cyclic matrix, commutative ring, determining
sequence, reducibility, hereditary reducibility.
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ОЦIНКА ШВИДКОСТI ЗБIЖНОСТI В ЦЕНТРАЛЬНIЙ
ГРАНИЧНIЙ ТЕОРЕМI ДЛЯ ПОСЛIДОВНОСТI СЕРIЙ

Граничнi теореми теорiї ймовiрностей мають широке застосування у рiзних галу-
зях науки i виробництва. Адже вони вивчають властивостi рiзних випадкових вели-
чин, що формуються пiд впливом значної кiлькостi випадкових чинникiв, кожен з
яких, в свою чергу, має незначний вплив на кiнцевий результат, але сумарний вплив
цих чинникiв є суттєвим. Задачi, якi розв’язуються в межах цiєї галузi, можна умов-
но роздiлити на два типи. Першi дослiджують сам факт збiжностi суми випадкових
доданкiв, а другi вивчають швидкiсть цiєї збiжностi. Дана робота присвячена якраз
другому питанню. Оцiнками швидкостi збiжностi у граничних теоремах займалося
чимало дослiдникiв. Щоправда, до середини минулого столiття цi оцiнки формулюва-
лися в термiнах абсолютних моментiв, що мало принаймнi два недолiки. Насамперед,
iснування абсолютних моментiв є досить жорсткою умовою, що суттєво звужує коло
випадкових величин, до яких можна застосувати данi оцiнки. I по-друге, оцiнки, що
виражаються через абсолютнi моменти, не враховують близькостi розподiлiв доданкiв
до граничного. Незважаючи на це, iснує велика кiлькiсть оцiнок, починаючи з нерiвно-
стi Беррi – Ессеена i закiнчуючи дослiдженнями сучасних вчених, що використовують
саме абсолютнi моменти. Способом, що дозволив уникнути обох недолiкiв оцiнок, ста-
ло використання псевдомоментiв. Псевдомомент – це числова характеристика, яка за
своєю структурою виражається через рiзницю функцiй розподiлу дослiджуваної та
граничної випадкових величин. Тому у випадку рiвностi цих розподiлiв псевдомомент
рiвний нулю, що дозволяє здiйснити бiльш точну оцiнку. Структура цих характери-
стик може бути дуже рiзноманiтною, що дозволяє використати псевдомомент такого
вигляду, який зручний саме для даної конкретної задачi. У статтi використано хара-
ктеристики, аналогiчнi до тих, що введенi В. М. Золотарьовим. З їх допомогою ви-
вчається швидкiсть збiжностi розподiлiв сум незалежних випадкових величин до нор-
мального закону в схемi серiй. Обмеження, якi при цьому накладаються на випадковi
доданки, є не надто суворими – вимагається рiвнiсть нулю математичного сподiвання
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i скiнченнiсть дисперсiй кожного доданка. Натомiсть одержано оцiнки швидкостi збi-
жностi, що виражаються через псевдомоменти рiзного виду. Також у роботi отримано
оцiнки для характеристичних функцiй, якi теж виражаються через вказанi характе-
ристики. Вони необхiднi для доведення основних результатiв, але мають i самостiйне
значення.

Ключовi слова: центральна гранична теорема, оцiнка швидкостi збiжностi, послi-
довнiсть серiй випадкових величин.

1. Вступ. Серед граничних теорем для розподiлiв сум випадкових величин
особливе мiсце займають теореми, у яких iде мова про точнiсть наближення
розподiлiв сум граничним розподiлом. У центральнiй граничнiй теоремi такими
результатами є вiдомi нерiвностi Ессеена i Беррi-Ессеена. Цi оцiнки не врахову-
ють фактора близькостi розподiлiв доданкiв у сумах до вiдповiдних компонент
граничного розподiлу. Наприклад, якщо доданки мають нормальний розподiл,
то лiва частина нерiвностi Беррi-Ессеена рiвна нулю, а права вiдмiнна вiд ну-
ля, бо виражається через абсолютнi моменти. Цей недолiк усувається вико-
ристанням характеристик, якi називають псевдомоментами. Вони враховують
близькiсть розподiлiв доданкiв у сумах до вiдповiдних компонент граничного
розподiлу. В оцiнках швидкостi збiжностi у граничних теоремах використовую-
ться псевдомоменти рiзного вигляду. У даний час iснує велика кiлькiсть робiт
у яких використовуються такi характеристики. У роботi [1] наведенi деякi iз
таких результатiв i детальний список лiтератури. Ми вiдзначимо важливу, у
цьому напрямку, роботу Золотарьова [2], у якiй одержано узагальнення нерiв-
ностi Беррi-Ессеена iз використанням рiзного вигляду псевдомоментiв. У робо-
тах [3] i [4] результати роботи [2] узагальненi для нормованих сум незалежних
рiзнорозподiлених випадкових величин, а у роботах [4] i [6] розглядаються рiзнi
пiдходи до узагальнення результатiв iз [2] для послiдовностi серiй незалежних в
кожнiй серiї не однаково розподiлених випадкових величин. Метою даної роботи
є вивчення аналогiчної до [4] i [6] задач, але використовуються псевдомоменти
iншої структури. У роботi наводяться оцiнки швидкостi збiжностi до нормаль-
ного закону розподiлiв сум випадкових величин в термiнах псевдомоментiв для
послiдовнiстi серiй незалежних в кожнiй серiї випадкових величин. Побудованi
нерiвностi для характеристичних функцiй.

2. Основний результат. Розглянемо послiдовнiсть серiй ξn1, . . . , ξnn не-
залежних в кожнiй серiї випадкових величин з математичними сподiваннями

Eξni = 0, дисперсiями Eξ2
ni = σ2

ni, σni > 0,
n∑
i=1

σ2
ni = 1. Позначимо: Fni(x) – фун-

кцiя розподiлу ξni, Sn = ξn1 + · · · + ξnn, Φn(x) – функцiя розподiлу Sn, Φ(x) –
функцiя розподiлу стандартного нормального закону, ρn = sup

x
|Φn(x)− Φ(x)|.

Введемо псевдомоменти вигляду

ν
(0)
ni =

+∞∫
−∞

max
(
1, |x|3

)
|d (Fni(xσni)− Φ(x))| , ν(0)

n = max
{
ν

(0)
n1 , . . . , ν

(0)
nn

}
,

κ
(0)
ni =

+∞∫
−∞

max
(
1, 3x2

)
|Fni(xσni)− Φ(x)| dx, κ(0)

n = max
{
κ

(0)
n1 , . . . , κ

(0)
nn

}
,
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κni =

+∞∫
−∞

3x2 |Fni(xσni)− Φ(x)| dx, κn = max {κn1, . . . , κnn} .

Теорема 1. Нехай σ̄n = max {σn1, . . . , σnn} i σ̄2
n ≤ 3

4
для n ≥ 2. Iснують

такi сталi C1, C2, C3, що для всiх n ≥ 1 справедливi нерiвностi

ρn ≤ C1 · σ̄n · ν(0)
n , (1)

ρn ≤ C2 · σ̄n ·max
{
κ(0)
n ;
(
κ(0)
n

) 1

σ̄2
n(n+1)

}
, (2)

ρn ≤ C3 · σ̄n ·max
{
κn; (κn)

1

σ̄2
n(3n+1)

}
. (3)

Нехай ξ1, ξ2, . . . , ξn – послiдовнiсть незалежних випадкових величин з ма-
тематичним сподiванням Eξi = 0, дисперсiєю Eξ2

i = σ2
i , B

2
n = σ2

1 + · · · + σ2
n.

Позначимо через Fk(x) функцiю розподiлу випадкової величини ξk i покладемо
ξk
Bn

= ξnk. Тодi Sn = ξ1+ξ2+···+ξn
Bn

, Fnk(x) = Fk(xBn).

ν
(0)
i =

+∞∫
−∞

max
(
1, |x|3

)
|d (Fi(xσi)− Φ(x))| , ν(0) = max

{
ν

(0)
1 , . . . , ν(0)

n

}
,

κ
(0)
i =

+∞∫
−∞

max
(
1, 3x2

)
|Fi(xσi)− Φ(x)| dx, κ(0) = max

{
κ

(0)
1 , . . . , κ(0)

n

}
,

κi =

+∞∫
−∞

3x2 |Fi(xσi)− Φ(x)| dx, κ = max {κ1, . . . , κn} .

Тодi будуть справедливi нерiвностi 1 – 3, де σ̄ = 1
Bn

max
1<k<n

σk.

Iз цих оцiнок випливають оцiнки Золотарьова [1].
3. Допомiжнi леми. Будемо використовувати наступнi леми.

Лема 1. Нехай fnk(t) – характеристична функцiя ξnk, ωnk(t)=

∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2
nk

2

∣∣∣∣.
Для всiх t ∈ R мають мiсце нерiвностi

ωnk(t) ≤ ν
(0)
nkmin

(
1,
|t|3σ3

nk

6

)
, (4)

ωnk(t) ≤ κ
(0)
nkmin

(
|t|σnk,

|t3|σ3
nk

6

)
, (5)

ωnk(t) ≤ κnk
|t3|σ3

nk

6
. (6)

Доведення. Враховуючи, що Eξnk = 0, Eξ2
nk = σ2

nk

ωnk(t) =

∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2
nk

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitxdFnk(x)−
+∞∫
−∞

eitxσnkdΦ(x)

∣∣∣∣∣∣ =
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+∞∫
−∞

eitxd

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

(
eitx − 1− itx− (itx)2

2

)
d

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ =

|t|

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitx
(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ =

|t|

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

(
eitx − 1− itx

)(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ . (7)

Iз нерiвностей (7)

ωnk(t) =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitxd

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ ≤
+∞∫
−∞

∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ ≤
+∞∫
−∞

max

(
1,
|x|3

σ3
nk

) ∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ =

+∞∫
−∞

max
(
1, |x|3

)
|d (Fnk(xσnk)− Φ (x))| = ν

(0)
nk . (8)

Використовуючи нерiвнiсть ( [1], с.372)∣∣∣∣∣eiz −
m∑
j=0

(iz)j

j!

∣∣∣∣∣ ≤ 21−γ|z|m+γ

m!(m+ 1)γ
0 ≤ γ ≤ 1, m = 0, 1, 2, . . . (9)

iз (7)

ωnk(t) =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

(
eitx − 1− itx− (itx)2

2

)
d

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ ≤
+∞∫
−∞

∣∣∣∣eitx − 1− itx− (itx)2

2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ ≤
+∞∫
−∞

|tx|3

6

∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ =
|t3|σ3

nk

6

+∞∫
−∞

|x|3

σ3
nk

∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ ≤
|t3|σ3

nk

6

+∞∫
−∞

max

(
1,
|x|3

σ3
nk

) ∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ = ν
(0)
nk

|t3|σ3
nk

6
. (10)
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Iз (8) i (10) одержуємо нерiвнiсть (4).
Iз нерiвностей (7)

ωnk(t) = |t|

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

(
eitx − 1− itx

)(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤

|t|
+∞∫
−∞

∣∣eitx − 1− itx
∣∣ ∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx ≤
|t|

+∞∫
−∞

(tx)2

2

∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx =
|t3|σ3

nk

6

+∞∫
−∞

3
x2

σ3
nk

∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx =

|t3|σ3
nk

6

+∞∫
−∞

3x2 |Fnk(xσnk)− Φ (x)| dx =
|t3|σ3

nk

6
κnk.

Нерiвнiсть (6) доведена. Iз попередньої нерiвностi

ωnk(t) ≤
|t3|σ3

nk

6

+∞∫
−∞

3x2 |Fnk(xσnk)− Φ (x)| dx ≤

|t3|σ3
nk

6

+∞∫
−∞

max
(
1, 3x2

)
|Fnk(xσnk)− Φ (x)| dx =

|t3|σ3
nk

6
κ

(0)
nk

i

ωnk(t) = |t|

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitx
(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
|t|

+∞∫
−∞

∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx = |t|σnk

+∞∫
−∞

|Fnk(xσnk)− Φ (x)| dx ≤ |t|σnkκ(0)
nk

одержимо нерiвнiсть (5).

Лема 2. Нехай c ∈ (0, e−nσ̄
2
n ] – довiльна стала i для деякого s ∈ [0, 3] iснує

величина θnk(s) така, що для всiх t ∈ R i k = 1, . . . , n мають мiсце нервностi

ωnk(t) =

∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2
nk

2

∣∣∣∣ ≤ θnk(s)min

(
|t|sσsnk;

|t3|σ3
nk

6

)
, (11)

θn(s) = max {θn1(s), . . . , θnn(s)} .

Якщо θn(s) ≤ c i |t| ≤ T
(1)
n = 1

σ̄n

√
−2 ln θn(s), то

|fnk(t)| ≤ e−c1t
2σ2
nk , (12)
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де c1 = 1
4
− 1

6

√
−2c · ln c, σ̄nT (1)

n >
√

2, а при θn(s) ≤ c i |t| > T
(1)
n

|fnk(t)| ≤
(
1 + 2−

s
2

)
tsσsnk (θn(s))

σ2
nk
σ̄2
n . (13)

Якщо θn(s) > c, |t| ≤ T
(2)
n = 1

σ̄n
· c
θn(s)

, тодi

|fnk(t)| ≤ e−c2t
2σ2
nk , (14)

де c2 = 1
2
− c
√
e

6
> 0.

Доведення.

|fnk(t)| =
∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2

nk
2 + e−

t2σ2
nk

2

∣∣∣∣ ≤ e−
t2σ2

nk
2 + ωnk(t). (15)

Нехай θn(s) ≤ c i |t| ≤ T
(1)
n . Iз умови (11) леми i (15)

|fnk(t)| ≤ e−
t2σ2

nk
4

(
1 + e

t2σ2
nk

4 · |t|
3σ3

nk

6
· θnk(s)

)
≤

e−
t2σ2

nk
4

(
1 + e

(T (1)
n )

2
σ2
nk

4 · T (1)
n ·

t2σ3
nk

6
· θnk(s)

)
≤

e−
t2σ2

nk
4

(
1 +

√
−2θn(s) ln θn(s) · t

2σ2
nk

6

)
.

Оскiльки функцiя x lnx є спадною при x ∈ (0; e−1] i c < e−1 то

|fnk(t)| ≤ e−
t2σ2

nk
4

(
1 +
√
−2c ln c · t

2σ2
nk

6

)
≤ e−c1t

2σ2
nk .

Нехай θn(s) ≤ c i |t| > T
(1)
n . Iз (15) i (11) отримаємо

|fnk(t)| ≤ e−
t2σ2

nk
2 + ωnk(t) ≤

e−
(T

(1)
n )2σ2

nk
2 + |t|sσsnkθnk(s) = (θn(s))

σ2
nk
σ̄2
n + |t|sσsnkθnk(s).

Оскiльки, θn(s) ≤ c ≤ e−1 i |t| > T
(1)
n , тодi

|t|σn > σnT
(1)
n =

√
−2 ln θn(s) ≥

√
−2 ln c ≥

√
2.

Тому |fnk(t)| ≤
(
1 + 2−

s
2

)
|t|sσsnk (θn(s))

σ2
nk
σ̄2
n .

Нехай θn(s) > c, |t| ≤ T
(2)
n

(
σ̄2
nT

(2)
n ≤ 1

)
. Iз (11) i (15) одержимо

|fnk(t)| ≤ e−
t2σ2

nk
2

(
1 + e

t2σ2
nk

2 ωn(t)

)
≤ e−

t2σ2
nk

2

(
1 + e

t2σ2
nk

2 · θnk(s) ·
|t|3σ3

nk

6

)
≤

e−
t2σ2

nk
2

(
1 + e

(T (2)
n )

2
σ2
nk

2 · θnk(s) ·
T

(2)
n t2σ3

nk

6

)
≤ e−

t2σ2
nk

2

(
1 + c

√
e · t

2σ2
nk

6

)
≤ e−c2t

2σnk .
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Лема 3. Нехай σ̄n = max {σn1, σn2, . . . , σnn} i σ̄2
n ≤ 3

4
для n ≥ 2. Якщо

виконуються умови леми 2, то iснують сталi C4, C5, що для всiх n ≥ 2
справедлива нерiвнiсть

ρn ≤ C4σ̄nmax {θn(s); (θn(s))p} , (16)

де p = min {1, σ̄−2
n (sn+ 1)−1} , θn(s) = max {θn1(s), . . . , θnn(s)}, а при s > 0

ρ1 ≤ C5

(
1 +

1

s

)
max

{
θ11(s); (θ11(s))

1
s+1

}
. (17)

Доведення. Використаємо нерiвнiсть ( [7], с.299)

|F (x)−G(x)| ≤ 2

π

T∫
0

|f(t)− g(t)| dt
t

+

24 sup
x
|G′(x)|

πT
.

Оскiльки ρn = sup
x
|Φn(x)− Φ(x)|, то у попереднiй нерiвностi покладемо F (x) =

Φn(x), G(x) = Φ(x), f(t) =
n∏
k=1

fnk(t), g(t) = e−
t2

2 . Тодi

ρn ≤
2

π

T∫
0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
t2

2

∣∣∣∣∣ dtt +
24

π
√

2πT
. (18)

Iз нерiвностi ∣∣∣∣∣
n∏
i=1

ai −
n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|ai − bi|

(
i−1∏
k=1

|bk|

)(
n∏

k=i+1

|ak|

)
випливає, що ∣∣∣∣∣

n∏
i=1

fni(t)− e−
t2

2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

fni(t)−
n∏
i=1

e−
t2σ2

ni
2

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

ωni(t)
i−1∏
k=1

e−
t2σ2

nk
2

n∏
k=i+1

|fnk(t)|.

Нехай n ≥ 2. Iз одержаної нерiвностi (11) леми 2 (нерiвностей (12) i (14) при
|t| ≤ T

(l)
n (l = 1 при θn(s) ≤ c i l = 2 при θn(s) > c)) отримаємо∣∣∣∣∣

n∏
i=1

fni(t)− e−
t2

2

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|t|3σ3
ni

6
θni(s)

i−1∏
k=1

e−
t2σ2

nk
2

n∏
k=i+1

e−clt
2σ2
nk ≤

|t|3

6
θn(s)σ̄n ·

n∑
i=1

σ2
nie
−clt2(1−σ2

ni) ≤ |t|
3

6
θn(s)σ̄ne

− clt
2

4 . (19)

Ми врахували, що cl ≤ 1
2
та умову σ̄2

n ≤ 3
4
.
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Нехай θn(s) > c. Покладемо у (18) T = T
(2)
n = 1

σ̄n
· c
θn(s)

. Тодi, врахувавши
(19), при n ≥ 2

ρn ≤ θn(s) · σ̄n ·
1

3π

T∫
0

t2e−
1
4
c2t2dt+

24

π
√

2πc
θn(s)σ̄n ≤

θn(s)σ̄n ·

(
2

3
√
πc

3
2
2

+
24

π
√

2πc

)
= C6θn(s)σ̄n. (20)

У випадку n ≥ 2, θn(s) > c нерiвнiсть (16) теореми доведена.
Нехай n ≥ 2 i θn(s) ≤ c. Покладемо у (18) T = 1

σ̄n
c5 (θn(s))−p, p = min {1;

σ̄−2
n (sn+ 1)−1} i T ′ = min{T ; T

(1)
n }. Тодi iнтеграл у (18)

I =
2

π

T∫
0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
t2

2

∣∣∣∣∣ dtt ≤
2

π

T ′∫
0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
t2

2

∣∣∣∣∣ dtt +
2

π

T∫
T ′

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)

∣∣∣∣∣ dtt +
2

π

T∫
T ′

e−
t2

2
dt

t
=

I1 + I2 + I3. (21)

Врахувавши, що T ′ ≤ T
(1)
n , аналогiчно до оцiнки iнтегралу у (20)

I1 ≤ θn(s) · σ̄n ·
1

3π

T ′∫
0

t2e−
1
4
c1t2dt ≤ θn(s) · σ̄n ·

2

3
√
πc

3
2
1

. (22)

Будемо вважати, що T ′ = T
(1)
n , бо iнакше I2 = 0 i I3 = 0 i справедливiсть

нерiвностi (16) випливає з (18), (21), (22). Iз (13) маємо

I2 =
2

π

T ′∫
T ′

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)

∣∣∣∣∣ dtt ≤ 2

π

T∫
T ′

n∏
k=1

(
2tsσsnk (θn(s))

σ2
nk
σ̄2
n

)
dt

t
=

2n+1

π
(θn(s))

1

σ̄2
n ·

(
n∏
k=1

σsnk

) T∫
T

(1)
n

tsn−1dt. (23)

Нехай s ≥ 1
6
. Оскiльки θn(s) ≤ c, nσ̄2

n ≥ 1 i n(1− sp) ≥ p, то

I2 ≤
2n+1

πsn
· (θn(s))

1

σ̄2
n · σ̄snn · T sn ≤

2n+1

πsn
· (θn(s))

1

σ̄2
n · σ̄snn ·

(
1

σ̄n
c3 (θn(s))

−p
nσ̄2
n

)sn
=

2n+1

πsn
· (θn(s))

1

σ̄2
n
− sp

σ̄2
n c3sn ≤ 12

πn
· (θn(s))

p

nσ̄2
n ·
(
2
√
c
)n ≤
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σ̄n · (θn(s))
p

nσ̄2
n · 24

√
2

π
c. (24)

Нехай s ≤ 1
6
i n ≥ 2, p = 1. Iз цих умов i для n ≥ 2 i σ̄2

n ≤ 3
4
випливає, що

1
σ̄2
n
(1− s)− 1

6nσ̄2
n
> 1. Тому, враховуючи, що σ̄nT

(1)
n >

√
2, ми отримуємо

I2 ≤
2n+1

π
· (θn(s))

1

σ̄2
n · σ̄snn

T∫
T

(1)
n

tsn−
8
9
− 1

9dt ≤

2n+1

π
· (θn(s))

1

σ̄2
n · σ̄snn ·

(
T (1)
n

)− 1
6 · T sn+ 1

6 · 1

sn+ 1
6

≤

2n+1 · 6
π

· (θn(s))
1

σ̄2
n · σ̄snn ·

(√
2

σ̄n

)− 1
6

·
(

1

σ̄n
· c3 · (θn(s))

−1

nσ̄2
n

)sn+ 1
6

≤

2n+ 11
12 · 6
π

· (θn(s))
1

σ̄2
n

(1−s)− 1

6nσ̄2
n · c3sn+ 1

2 ≤

σ̄n · θn(s) · 12

π
· c−

2
3 · 1

σ̄n

(
2nσ̄

2
nc
) 1

σ̄2
n ≤

σ̄n · θn(s) · 12

π
· c−

2
3 ·
√
n(2e−1)n ≤ σ̄n · θn(s) · 12

π
√
e
· c−

2
3 . (25)

Враховуючи, що θn(s) ≤ c i σ̄nT
(1)
n >

√
2 для n ≥ 2 a σ̄2

n ≤ 3
4
ми отримуємо

I3 =
2

π

T∫
T

(1)
n

e−
t2

2
dt

t
≤ 2

π
·
(
T (1)
n

)−2 · e−
1
2

(
T

(1)
n

)2

=
2

π
·
(
T (1)
n

)−2 · (θn(s))
1

σ̄2
n ≤

1

π
σ̄2
n · (θn(s))

1

σ̄2
n ≤ 1

π
σ̄2
n · (θn(s))

4
3 ≤ 1

π
σ̄2
n · θn(s) · c

1
3 . (26)

Якщо n ≥ 2, θn(s) ≤ c, то нерiвнiсть (16) теореми 1 виконується для (18), (21),
(22), (24) – (26).

Нехай n = 1. Тодi σ̄2
1 = 1. Якщо θn(s) > c, тодi ρ1 ≤ 1 < 1

c
θn(s).

У випадку θn(s) ≤ c i s > 0, p = 1
s+1

. Iз леми та визначення T маємо

ρ1 ≤
2

π

T∫
0

∣∣∣f11(t)− e−
1
2
t2
∣∣∣ dt
t

+
24

π
√

2πT
≤ θ11(s) · 2

π

T∫
0

ts−1dt+
24

π
√

2πT
=

θ11(s) · 2

πs
T s +

24

π
√

2πT
=

2c5s

πs
(θ11(s))1−sp +

24c−5

π
√

2π
· (θ11(s))p ≤

C7

(
1 +

1

s

)
(θ11(s))p .

Iз одержаних оцiнок для ρ1 випливає нерiвнiсть (17).
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4. Доведення теореми 1. Доведення. Iз леми 1 випливає, що в
лемах 2 i 3 можна покласти s = 0 i θnk(0) = ν

(0)
nk . Тодi з леми 3 отримаємо (1)

для n ≥ 2

ρ1 = sup
x
|Φ1(x)− Φ(x)| = sup

x
|F11(x)− Φ(x)| = sup

x

∣∣∣∣∣∣
x∫

−∞

d (F11(u)− Φ(u))

∣∣∣∣∣∣ ≤ −3mm

+∞∫
−∞

d |F11(u)− Φ(u)| ≤
+∞∫
−∞

max
(
1, |x|3

)
|(dF11(x)− Φ(x))| = ν

(0)
11 .

Якщо в лемах 2 i 3 покласти s = 1 i θnk(1) = κ
(0)
nk , то iз леми 1 та леми 3

одержимо (2). Якщо ж в лемах 2 i 3 покласти s = 3 i θnk(3) = κnk, то iз леми 1
i леми 3 одержимо (3).

У роботi одержано оцiнку швидкостi збiжностi у центральнiй граничнiй те-
оремi, що узагальнює результати роботи [2]. Використано метод, що вiдмiнний
вiд методу роботи [2]. Вiдзначимо окремо нерiвнiсть 16 iз леми 3, оскiльки вона
є самостiйним результатом.
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Bojarishcheva T. V., Kapustey M. M., Slyvka-Tylyshchak G. I., Slyusar-
chuk P. V. The estimate of rate of convergence in the central limit theorem for
the sequence of series.

Boundary theorems of probability theories are widely applicable in various fields of sci-
ence and manufacture. It is reasonable as they deal with properties of different random
values formed under the influence of a great deal of random factors each of which in its
turn has a minor influence on the final result but the total influence of these factors is
essential. Problems that are solved within this field may be conditionally divided into
two types. The first ones are concerned with the fact of the convergence of a sum of ran-
dom summands while the second ones deal with the rate of the convergence. The work is
devoted to the latter issue. A lot of researchers have studied estimations of convergence
rate in boundary theorems. But it should be mentioned that until the middle of the last
century the estimations were formed with the help of terms of absolute moments, and that
had at least two drawbacks. Firstly, the existence of absolute moments is rather a strict
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condition restricting an area of random values a lot to which the given estimations may
be applied. Secondly, the estimations that are expressed in terms of absolute moments do
not presuppose the proximity of boundary distribution of summands. In spite of it there
is a great quantity of estimations beginning from Berry–Esseen inequality and ending with
investigations of contemporary scientists using the very absolute moments. The usage of
pseudomoments has become the way of allowing to avoid both drawbacks of estimations.
A pseudomoment is a numerical characteristic which according to its structure is expressed
in terms of the difference of functions of distribution of observable and boundary random
values. So, in case of equivalency of these distributions the pseudomoment is equal to zero
and it makes possible to receive a more accurate estimation. The structure of the charac-
teristics may vary greatly and it enables to use a pseudomoment which is appropriate to a
certain specific problem. In the article we have used analogical characteristics introduced
by V.M. Zolotariov. By means of them the rate of convergence of distributions of sums
of independent random values to normal law in a series circuit. In this case restrictions
imposed on random summands are not too strict - mathematical expectation is to be equal
to zero and dispersion of each summand is to be finite. Meanwhile, we have obtained
estimations of convergence rate expressed in terms of pseudomoments of different types.
We have also received estimations of characteristic functions expressed also in terms of
mentioned characteristics. They are essential for proving major results but they are also
of independent importance.

Keywords: central limit theorem, the estimate of rate of convergence, sequence of series
of random variables.
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ЄДИНIСТЬ ЕНТРОПIЙНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ
ДЛЯ МОДЕЛЬНОГО РIВНЯННЯ З ВИРОДЖЕННЯМ

В роботi розглянуто задачу Дiрiхле для модельного нелiнiйного елiптичного рiв-
няння другого порядку з iзотропними та вироджуваними (за незалежними змiнними)
коефiцiєнтами, молодшим членом i L1-правою частиною. Вироджуванiсть за незале-
жними змiнними характеризується наявнiстю вагової функцiї в головнiй частинi рiв-
няння. Основним у данiй роботi є результат про єдинiсть ентропiйного розв’язку роз-
глянутої задачi. Його встановлено за мiнiмальних умов на залучену вагову функцiю.
Це – тi припущення вiдносно її iнтегровностi, якi потрiбнi для коректного введення
вiдповiдного енергетичного вагового iзотропного простору Соболєва.

Ключовi слова: вироджуванi елiптичнi рiвняння, L1-права частина, задача Дiрiхле,
ентропiйний розв’язок, єдинiсть розв’язку.

1. Вступ. Дослiдження, представлене у роботi, вiдноситься до одного з акту-
альних напрямiв сучасної теорiї нелiнiйних диференцiальних рiвнянь у частин-
них похiдних. Цей напрям включає в себе вивчення нелiнiйних рiвнянь i варi-
ацiйних нерiвностей з L1-правими частинами i мiрами в якостi правих частин.
Такого роду дослiдження активно проводяться з кiнця 80-х рокiв минулого сто-
лiття. У даний час в цiлому побудовано теорiю нелiнiйних iзотропних невиро-
джених (за незалежними змiнними) дивергентних елiптичних рiвнянь другого
порядку з L1-правими частинами або правими частинами-мiрами. В рамках цi-
єї теорiї введено поняття слабких, ентропiйних та ренормалiзованих розв’язкiв
дослiджуваних рiвнянь, доведено iснування та єдинiсть цих розв’язкiв i вста-
новлено їх належнiсть певним просторам Лебега та Соболєва. Суттєвий внесок
у розвиток даної теорiї належить Ф. Бенiлану, Л. Боккардо, Т. Галлуе, Р. Гарi-
пi, Ф. Мюра, М. П’єру, Ж.Л. Вазкезу, Ж.-М. Ракотосону, а також А. Альвiно,
В. Фероне, А. Меркальдо, Л. Орсiна, А. Порретта, С. Сегура де Леон, Г. Тром-
беттi, О.А. Ковалевському та iншим.

Основна складнiсть у вивченнi розв’язностi елiптичних рiвнянь з L1-правими
частинами полягає в тому, що така права частина не породжує лiнiйного непе-
рервного функцiоналу на вiдповiдному енергетичному соболєвському просторi.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Вип. 38, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



34 Ю. С. ГОРБАНЬ, Ю. А. АНДРЕЄВА, А. О. БЕЛIК

Внаслiдок цього безпосереднє застосування вiдомої теорiї монотонних операто-
рiв неможливе i, бiльше того, потрiбне уточнення самого поняття розв’язку та-
ких рiвнянь. Природним аналогом поняття узагальненого розв’язку, придатного
для випадку достатньо сумовної правої частини, є поняття слабкого розв’язку
(розв’язку з W 1,1 у сенсi iнтегральної тотожностi для гладких функцiй). Умови
iснування слабких роз’язкiв задачi Дiрiхле для нелiнiйних елiптичних рiвнянь
з L1 -правими частинами встановленi Л. Боккардо i Т. Галлуе (див., напри-
клад, [1], [2]).

Ефективний пiдхiд до дослiдження розв’язностi задачi Дiрiхле для нелiнiй-
них елiптичних рiвнянь другого порядку з L1-правими частинами було запропо-
новано Ф. Бенiланом, Л. Боккардо, Т. Галлуе, Р. Гарiпi, М. П’єром iЖ.Л. Вазке-
зом у роботi [3]. В рамках цього пiдходу введено поняття ентропiйного розв’язку
дослiджуваної задачi i розглянуто бiльш широкi, нiж вiдповiднi енергетичнi
соболєвськi простори, класи функцiй, яким такi розв’язки повиннi належати.
При цьому встановлено, що якщо коефiцiєнти рiвнянь задовольняють стандар-
тним умовам зростання, коерцитивностi i строгої монотонностi, то ентропiйний
розв’язок iснує та є єдиним для всього дiапазону значень параметра, який хара-
ктеризує зростання коефiцiєнтiв рiвнянь вiдносно похiдних невiдомої функцiї.
Вищезгаданi i пов’язанi з ними iншi дослiдження належать до L1-теорiї нелi-
нiйних рiвнянь з iзотропними i невироджуваними (за незалежними змiнними)
коефiцiєнтами. Що стосується нелiнiйних елiптичних рiвнянь другого порядку
з L1-правими частинами або правими частинами-мiрами у випадку анiзотро-
пiї або виродження (за незалежними змiнними) їх коефiцiєнтiв, то вiдзначимо
таке. Iснування слабкого розв’язку задачi Дiрiхле для модельного елiптичного
рiвняння з анiзотропними i невироджуваними (за незалежними змiнними) кое-
фiцiєнтами i мiрою в якостi правої частини встановлено Л. Боккардо, Т. Галлуе
та П. Марчеллiнi в роботi [4]. Iснування слабких розв’язкiв для деякого класу
рiвнянь з анiзотропними i невироджуваними (за незалежними змiнними) коефi-
цiєнтами i локально iнтегровними даними доведено М. Бендамане та К.Х. Карл-
сеном у [5]. Розв’язнiсть задачi Дiрiхле для елiптичних рiвнянь з iзотропни-
ми i вироджуваними (за незалежними змiнними) коефiцiєнтами та L1-правими
частинами або правими частинами-мiрами вивчалася в роботах Л. Ахаруша,
Е. Азрула i А. Бенкiране [6], Й. Атiка i Ж.-М. Ракотосона [7], А.К. Кавалей-
ро [8], Г.Р. Чiрмi [9], Ф.К. Лi [10].

Питання про iснування i властивостi розв’язкiв анiзотропних вироджуваних
(за незалежними змiнними) рiвнянь другого порядку без молодших членiв з L1-
правими частинами розглянуто О.А. Ковалевським i Ю.С. Горбань у [11], [12],
з молодшим членом - Ю.С. Горбань у [13], [14].

У данiй роботi розглянуто задачу Дiрiхле для модельного нелiнiйного елi-
птичного рiвняння другого порядку з iзотропними та вироджуваними (за неза-
лежними змiнними) коефiцiєнтами, молодшим членом i L1-правою частиною.
Вироджуванiсть за незалежними змiнними характеризується наявнiстю ваго-
вої функцiї в головнiй частинi рiвняння. Основним результатом є теорема про
єдинiсть ентропiйного розв’язку розглянутої задачi. Його встановлено за мi-
нiмальних умов на залучену вагову функцiю. Це – тi припущення вiдносно її
iнтегровностi, якi потрiбнi для коректного введення вiдповiдного енергетичного
вагового iзотропного простору Соболєва.

Роздiл 1: Математика i статистика
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2. Функцiйнi простори та множини. У цьому роздiлi розглянемо деякi
функцiйнi простори та множини, адаптованi до вироджуваних iзотропних рiв-
нянь, якi будуть використанi в роботi у подальшому. Вони вводяться аналогiчно
до вiдповiдних просторiв та множин для вироджуваних анiзотропних рiвнянь
(див. [15]).

Нехай n ∈ N, n > 2, Ω – обмежена область в Rn з межею ∂Ω. Нехай p ∈ (1, n).
Позначимо

p̂ =
n(p− 1)

(n− 1)p
.

Нехай ν – невiд’ємна функцiя на Ω така, що ν > 0 м.с. на Ω,

ν ∈ L1
loc(Ω), (1/ν)1/(p−1) ∈ L1(Ω). (1)

Через W 1,p(ν,Ω) позначимо множину всiх функцiй u ∈ L1(Ω) таких, що для
будь-якого i ∈ {1, . . . , n} iснує узагальнена похiдна Diu iз властивiстю ν|Diu|p ∈
L1(Ω).

Нехай ‖ · ‖1,p,ν вiдображення W 1,p(ν,Ω) в R таке, що для довiльної функцiї
u ∈ W 1,p(ν,Ω)

‖u‖1,p,ν =

∫
Ω

|u| dx+
n∑
i=1

(∫
Ω

ν|Diu|p dx
)1/p

.

Вiдображення ‖ · ‖1,p,ν є нормою в W 1,p(ν,Ω), i з огляду на друге включення
(1) множина W 1,p(ν,Ω) є банаховим простором вiдносно норми ‖ · ‖1,p,ν . Крiм
того, з огляду на перше включення (1) маємо C∞0 (Ω) ⊂ W 1,p(ν,Ω).

Через
◦
W 1,p(ν,Ω) позначимо замикання множини C∞0 (Ω) у просторiW 1,p(ν,Ω).

Очевидно, що множина
◦
W 1,p(ν,Ω) є банаховим простором вiдносно норми, iн-

дукованої нормою ‖ · ‖1,p,ν .
Покладемо

cp,ν = 1 + ‖1/ν‖ L1/(p−1)(Ω).

Твердження 1. Простiр
◦
W 1,p(ν,Ω) має такi властивостi:

(i)
◦
W 1,p(ν,Ω) ⊂

◦
W 1,1(Ω) i для довiльної функцiї u ∈ W 1,p(ν,Ω) маємо

‖u‖W 1,1(Ω) 6 cp,ν‖u‖1,p,ν ;

(ii) якщо uj → u слабко
◦
W 1,p(ν,Ω), то uj → u сильно в L1(Ω);

(iii)
◦
W 1,p(ν,Ω) – рефлексивний простiр.

Доведення. Нехай u ∈ W 1,p(ν,Ω). Значить, u ∈ L1(Ω). Зафiксуємо довiльне
i ∈ {1, . . . , n}. Використовуючи нерiвнiсть Юнга, отримаємо

|Diu| = (1/ν)1/pν1/p|Diu| 6 (1/ν)1/(p−1) + ν|Diu|p м. с. на Ω.

Звiдси, враховуючи друге включення (1) i сумовнiсть функцiї ν|Diu|p на Ω,
виводимо, що Diu ∈ L1(Ω). Тепер можна зробити висновок, що u ∈ W 1,1(Ω).

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Вип. 38, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



36 Ю. С. ГОРБАНЬ, Ю. А. АНДРЕЄВА, А. О. БЕЛIК

Крiм того, використовуючи нерiвнiсть Гельдера, встановлюємо

‖u‖W 1,1(Ω) =

∫
Ω

|u| dx+
n∑
i=1

∫
Ω

(1/ν)1/p ν1/p |Diu| dx 6
∫

Ω

|u| dx+

+
n∑
i=1

(∫
Ω

(1/ν)1/(p−1) dx

)(p−1)/p(∫
Ω

ν |Diu| dx
)1/p

6 cp,ν‖u‖1,p,ν .

Звiдси випливає справедливiсть (i). З цього факту i компактностi вкладен-

ня
◦
W 1,1(Ω) в L1(Ω) випливає справедливiсть (ii). Доведення (iii) для вагового

iзотропного простору
◦
W 1,p(ν,Ω) проводиться аналогiчно доведенню твердже-

ння 2.2 з [15] для вагових анiзотропних соболєвських просторiв. Твердження
доведено.

Далi, нехай для довiльного k > 0 Tk – функцiя на R така, що

Tk(s) =

{
s, якщо |s| 6 k,

k sign s, якщо |s| > k.

Аналогiчно вiдомим результатам для невагових просторiв Соболєва (див.,

наприклад, [16, гл.2]) маємо: якщо u ∈
◦
W 1,p(ν,Ω) i k > 0, то Tk(u) ∈

◦
W 1,p(ν,Ω)

i для будь-якого i ∈ {1, . . . , n}

DiTk(u) = Diu · 1{|u|<k} м. с. на Ω. (2)

Через
◦
T1,p(ν,Ω) позначимо множину всiх функцiй u : Ω → R таких, що для

будь-якого k > 0 маємо Tk(u) ∈
◦
W 1,p(ν,Ω).

Ясно, що
◦
W 1,p(ν,Ω) ⊂

◦
T1,p(ν,Ω). (3)

Для довiльних u : Ω→ R i x ∈ Ω покладемо

k(u, x) = min{l ∈ N : |u(x)| 6 l}.

Означення 1. Нехай u ∈
◦
T1,p(ν,Ω), i ∈ {1, . . . , n}. Тодi δiu – функцiя на Ω

така, що для будь-якого x ∈ Ω

δiu(x) = DiTk(u,x)(u) (x).

Означення 2. Якщо u ∈
◦
T1,p(ν,Ω), то δu – вiдображення Ω в Rn таке, що

для будь-якого x ∈ Ω δu(x)i = δi(x), i ∈ {1, . . . , n}.

Твердження 2. Нехай u ∈
◦
T1,p(ν,Ω). Тодi для довiльного k > 0 маємо

DiTk(u) = δiu · 1|u|<k м. с. на Ω, i = 1, . . . , n.

Доведення. Доведення цього твердження проводиться аналогiчно викла-
деному в [17] для невагового випадка.

З (2), (3) i твердження 2 випливає, що якщо u ∈
◦
W 1,p(ν,Ω), то δiu = Diu

м.с. на Ω, i = 1, . . . , n.
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Твердження 3. Нехай u ∈
◦
T1,p(ν,Ω) i v ∈

◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω). Тодi u− v ∈

◦
T1,p(ν,Ω) i для будь-якого k > 0 маємо

DiTk(u− v) = δiu−Div м.с. на {|u− v| < k}, i = 1, . . . , n.

Доведення. Доведення цього твердження проводиться аналогiчно викла-
деному в [15] для вагового анiзотропного випадка.

Твердження 4. Нехай u ∈
◦
T1,p(ν,Ω) i w ∈

◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω). Тодi для

будь-якого k > 0 маємо ν|δiu|p−2δiuDiTk(u− w) ∈ L1(Ω), i = 1, . . . , n.

Доведення. Перш за все вiдмiтимо, що iснує множина E ⊂ Ω мiри нуль
така, що

∀x ∈ Ω\E |w(x)| 6 ‖w‖L∞(Ω).

Зафiксуємо k > 0, i ∈ {1, . . . , n}. З означення зрiзаючої функцiї випливає,
що

ν|δiu|p−2δiuDiTk(u− w) = 0 м.с. на {|u− w| > k}. (4)

Покладемо k1 = k + ‖w‖L∞(Ω). Оскiльки {|u − w| < k}\E ⊂ {|u| < k1},
використовуючи твердження 2, виводимо

DiTk(u) = δiu м.с. на {|u− w| < k}.

З останньої рiвностi та твердження 3 випливає, що

ν|δiu|p−2δiuDiTk(u− w) = ν|DiTk1(u)|p−2DiTk1(u)(DiTk1(u)−Diw) =

= ν|DiTk1(u)|p − ν|DiTk1(u)|p−2DiTk1(u)Diw м.с. на {|u− w| < k},

звiдки

|ν|δiu|p−2δiuDiTk(u− w)| 6 ν|DiTk1(u)|p + ν|DiTk1(u)|p−1|Diw|
м.с. на {|u− w| < k}. (5)

Застосуємо для оцiнки другого доданку в правiй частинi (5) нерiвнiстьЮнга:

ν|DiTk1(u)|p−1|Diw| = ν1/pν(p−1)/p|DiTk1(u)|p−1|Diw| 6
6 ν|DiTk1(u)|p + ν|Diw|p м.с. на {|u− w| < k}. (6)

З (5) i (6), враховуючи сумовнiсть функцiй ν|DiTk1(u)|p та ν|Diw|p на Ω,
виводимо, що функцiя ν|δiu|p−2δiuDiTk(u−w) є сумовною м.с. на {|u−w| < k}.
Цей факт разом з (4) i означає потрiбне. Твердження доведено.

Твердження 5. Iснує додатна стала c0, яка залежить тiльки вiд n, p ma
‖1/ν‖L1/(p−1)(Ω), така, що для довiльної функцiї u ∈

◦
W 1,p(ν,Ω) маємо(∫

Ω

|u|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∏
i=1

(∫
Ω

ν|Diu|pdx
)1/np

.
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Доведення. Це твердження є безпосереднiм наслiдком теореми вкладення
для вагових анiзотропних соболєвських просторiв (див., наприклад, [15, твер-
дження 2.9]).

3. Єдинiсть ентропiйного розв’язку задачi Дiрiхле. В цьому роздiлi
сформулюємо i доведемо основний результат даної роботи.

Нехай g, f ∈ L1(Ω), g > 0 на Ω. Розглянемо таку задачу Дiрiхле:

−
n∑
i=1

Di(ν(x)|Diu|p−2Diu) + g(x)eu = f(x) в Ω, (7)

u = 0 на ∂Ω. (8)

Означення 3. Ентропiйним розв’язком задачi Дiрiхле (7), (8) називати-

мемо функцiю u ∈
◦
T1,p(ν,Ω) таку, що:

(i) geu ∈ L1(Ω);

(ii) для будь-яких w ∈
◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω), k > 1∫

Ω

{ n∑
i=1

ν|δiu|p−2δiuDiTk(u−w)

}
dx+

∫
Ω

geuTk(u−w) dx 6
∫

Ω

fTk(u−w) dx. (9)

Вiдмiтимо, що означення 3 коректне. Скiнченнiсть першого iнтеграла у лiвiй
частинi (9) випливає з твердження 4, другого — з (i) та обмеженостi Tk. Нарештi,
скiнченнiсть iнтеграла у правiй частинi (9) випливає зi включення f ∈ L1(Ω) й
обмеженостi Tk.

Дамо спочатку два допомiжних результата, якi будуть використовуватися у
доведеннi теореми про єдинiсть ентропiйного розв’язку задачi Дiрiхле (7), (8).

Лема 1. Нехай u – ентропiйний розв’язок задачi Дiрiхле (7), (8). Тодi iснує
невiд’ємне число M таке, що для будь-якого k > 1 справедлива нерiвнiсть

meas {|u| > k} 6Mk−p̂. (10)

Доведення. Зафiксуємо довiльну v ∈
◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω) i покладемо

M∗ = 2

{
(4n)n−1

∫
Ω

( n∑
i=1

ν|Div|p
)
dx+ (1 + ‖v‖L∞(Ω))

(∫
Ω

geu dx+ ‖f‖L1(Ω)

)}
,

M =
(
c0M

1/p
∗
)n/(n−1)

.

Нехай k > 1. Покладемо

k1 = k + ‖v‖L∞(Ω),

I =
n∑
i=1

∫
{|u−v|<k1}

ν|δiu|pdx, J =
n∑
i=1

∫
{|u−v|<k1}

ν|δiu|p−1|Div| dx.

В силу (9) маємо∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|δiu|p−2δiuDiTk1(u− v)

}
dx 6

∫
Ω

(f − geu)Tk1(u− v) dx.
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Звiдси, враховуючи твердження 2 та 3, отримуємо

I 6 k1

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
Ω

geudx

)
+ J.

В свою чергу, використовуючи нерiвнiсть Юнга, знаходимо, що

J 6
I

2
+ (4n)n−1

∫
Ω

( n∑
i=1

ν|Div|p
)
dx.

З двох останнiх оцiнок виводимо нерiвнiсть

I 6M∗k. (11)

Далi, оскiльки |Tk(u)| = k на {|u| > k}, маємо

kn/(n−1) meas {|u| > k} 6
∫

Ω

|Tk(u)|n/(n−1) dx, (12)

а так як Tk(u) ∈
◦
W 1,p(ν,Ω), з (11) i тверджень 5 та 2 одержуємо(∫

Ω

|Tk(u)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∏
i=1

(∫
Ω

ν|DiTk(u)|pdx

)1/np

=

= c0

n∏
i=1

(∫
{|u|<k}

ν|δiu|pdx

)1/np

6 c0

n∏
i=1

(∫
{|u−v|6k1}

ν|δiu|pdx

)1/np

6

6 c0I
1/p ≤ c0(M∗k)1/p.

Звiдси i з (12) виводимо нерiвнiсть (12). Лему доведено.

Лема 2. Нехай u – ентропiйний розв’язок задачi Дiрiхле (7), (8), i нехай

v ∈
◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω), k > 1, h > 1. Тодi∫
{h6|u−v|<h+k}

{ n∑
i=1

ν|δiu|p
}
dx 6 2k

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
{|u−v|>h}

geu dx

)
+

+ 2(4n)n−1

∫
{h6|u−v|<h+k}

{ n∑
i=1

ν|Div|p
}
dx. (13)

Доведення. Покладемо

w = v + Th(u− v), k1 = k + ‖w‖L∞(Ω).

З (9) i твердження 2 випливає, що∫
{|u−v|<k}

{ n∑
i=1

ν|DiTk1(u)|p−2DiTk1(u)DiTk1(u− w)

}
dx 6

6 k

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
{|u−v|>h}

geu dx

)
. (14)
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Покладемо

G1 = {h 6 |u− v| < h+ k}, G2 = {|u− v| < h}.

Вiдмiтимо, що
{|u− v| < k} = G1 ∪G2, G1 ∩G2 = ∅. (15)

Маємо

Tk(u− w) = Tk1(u)− v − Th(u− v) м.с. на G1, Tk(u− w) = 0 на G2.

Отже, для довiльного i ∈ {1, . . . , n},

Di Tk(u− w) = Di Tk1(u)−Div м.с. на G1, Di Tk(u− w) = 0 м.с. на G2.

Звiдси та з (14), (15) випливає, що∫
G1

{ n∑
i=1

ν|DiTk1(u)|p
}
dx 6

∫
G1

{ n∑
i=1

ν|DiTk1(u)|p−2DiTk1(u)Div

}
dx+

+k

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
{|u−v|>h}

geu dx

)
. (16)

Позначимо через I перший iнтеграл в правiй частинi нерiвностi (16). Тодi з (16)
виводимо∫

G1

{ n∑
i=1

ν|DiTk1(u)|p
}
dx 6 k

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
{|u−v|>h}

geu dx

)
+ I. (17)

Використовуючи нерiвнiсть Юнга, знаходимо, що

I 6
1

2

∫
G1

{ n∑
i=1

ν|DiTk1(u)|p
}
dx+ (4n)n−1

∫
G1

{ n∑
i=1

ν|Div|p
}
dx. (18)

Вiдмiтимо, що в силу твердження 2 для довiльного i ∈ {1, . . . , n} маємо
DiTk1(u) = δiu м.с.на G1. Враховуючи це, з (17) i (18) виводимо оцiнку (13).
Лему доведено.

Наступна теорема є основним результатом даної роботи.

Теорема 1. Нехай u1 та u2 – ентропiйнi розв’язки задачi Дiрiхле (7), (8).
Тодi u1 = u2 м.с. на Ω.

Доведення. Через ci, i = 1, 2, . . . , позначатимемо додатнi сталi, залежнi
тiльки вiд n.

Зафiксуємо довiльну функцiю v ∈
◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω) i покладемо

Φj =
n∑
i=1

ν|Div|p + |f |+ geuj , j = 1, 2.

З леми 2 випливає, що при k > 1, h > k + 1 маємо∫
{h−k6|uj−v|<h+k}

{ n∑
i=1

ν|δiu|p
}
dx 6 c1k

∫
{|uj−v|>h−k}

Φj dx, j = 1, 2. (19)
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Зафiксуємо довiльнi k > 1, h > k + 1. Покладемо

G = {|u1 − u2| < k, |u1 − v| < h, |u2 − v| < h},

G1 = {|u1 − v| < h, |u2 − v| < h}, G2 = {|u1 − v| > h} ∪ {|u2 − v| > h},

w = v + Th(u2 − v), l = k + ‖w‖L∞(Ω).

В силу означення 3 i твердження 2 маємо∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|δiu|p−2δiu1DiTk(u1 − w)

}
dx =

=

∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)DiTk(u1 − w)

}
dx 6

6
∫
G1

(f − geu1)Tk(u1 − u2) dx+ k

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
G2

geu1 dx

)
. (20)

Оцiнимо зверху лiву частину нерiвностi (20). Для цього введемо множини

E ′ = {|u1 − w| < k, |u2 − v| < h}, E ′′ = {|u1 − w| < k, |u2 − v| > h}.

Легко бачити, що
G ⊂ E ′. (21)

Крiм того, маємо

E ′ \G ⊂ {h 6 |u1 − v| < h+ k} ∩ {h− k 6 |u2 − v| < h}, (22)

E ′′ ⊂ {h− k 6 |u1 − v| < h+ k}. (23)

Дiйсно, нехай x ∈ E ′. Тодi |u1(x)−u2(x)| < k, |u2(x)−v(x)| < h, |u1(x)−v(x)| > h.
Значить,

h 6 |u1(x)− v(x)| 6 |u1(x)− u2(x)| − |u2(x)− v(x)| < k + |u2(x)− v(x)| < h+ k.

Звiдси випливає, що включення (20) справедливе.
Нехай тепер x ∈ E ′′. Отже,

|u1(x)− w(x)| < k, |u2(x)− v(x)| > h. (24)

В силу другої з цих нерiвностей i означення функцiї w робимо висновок, що
w(x) = v(x) + h · sign(u2(x)− v(x)). Тодi, враховуючи першу з нерiвностей (24),
одержуємо

|u1(x)− v(x)| 6 |u1(x)− w(x)|+ |w(x)− v(x)| < h+ k,

h = |v(x)− w(x)| 6 |u1(x)− v(x)|+ |u1(x)− w(x)| < |u1(x)− v(x)|+ k.

Значить, включення (23) справедливе.
Далi, оскiльки

Tk(u1 − w) = Tl(u1)− Tl(u2) м.с. на E ′,
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для будь-якого i ∈ {1, . . . , n} маємо

DiTk(u1 − w) = DiTl(u1)−DiTl(u2) м.с. на E ′. (25)

Аналогiчно,

Tk(u1 − w) = Tl(u1)− v − Th(u2 − v) м.с. на E ′′,

i, значить, для будь-якого i ∈ {1, . . . , n} маємо

DiTk(u1 − w) = DiTl(u1)−Div м.с. на E ′′. (26)

Враховуючи (25) i (26), одержуємо∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)DiTk(u1 − w)

}
dx =

=

∫
E′

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)[DiTl(u1)−DiTl(u2)]

}
dx+

+

∫
E′′

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)[DiTl(u1)−Div]

}
dx.

Звiдси, використовуючи (21), виводимо, що∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)DiTk(u1 − w)

}
dx >

>
∫
G

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)[DiTl(u1)−DiTl(u2)]

}
dx−

−
∫
E′\G

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−1|DiTl(u2)|
}
dx−

−
∫
E′′

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−1|Div|
}
dx. (27)

Позначимо через I ′ та I ′′ вiдповiдно другий i третiй iнтеграли в правiй ча-
стинi нерiвностi (27). Використовуючи нерiвнiсть Юнга, отримуємо

I ′ =

∫
E′\G

{ n∑
i=1

ν|Di Tl(u1)|p
}
dx+

∫
E′\G

{ n∑
i=1

ν|Di Tl(u2)|p
}
dx, (28)

I ′′ =

∫
E′′

{ n∑
i=1

ν|Di Tl(u1)|p
}
dx+

∫
E′′

{ n∑
i=1

ν|Div|p
}
dx. (29)

Зауважимо, що в силу твердження 2, включень (22) i (23) та нерiвностi (19)
маємо∫

(E′\G)∪E′′

{ n∑
i=1

ν|Di Tl(u1)|p
}
dx =

=

∫
(E′\G)∪E′′

{ n∑
i=1

ν|δiu1|p
}
dx 6 c1k

∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx, (30)
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E′\G

{ n∑
i=1

ν|Di Tl(u2)|p
}
dx =

=

∫
E′\G

{ n∑
i=1

ν|δiu2|p
}
dx 6 c1k

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx. (31)

З (28)–(31) i (22), (23) випливає, що

I ′ + I ′′ 6 c2k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
.

Звiдси i з (27) одержуємо∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)DiTk(u1 − w)

}
dx >

>
∫
G

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)[DiTl(u1)−DiTl(u2)]

}
dx−

− c2k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
. (32)

Враховуючи, що в силу твердження 2

∇Tl(uj) = δuj м.с. на G, j = 1, 2,

з (32) i (20) виводимо, що∫
G

{ n∑
i=1

ν|δiu1|p−2δiu1[δiu1 − δiu2]

}
dx 6

6
∫
G1

(f − geu1)Tk(u1 − u2) dx+ c3k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
.

Аналогiчно цьому маємо∫
G

{ n∑
i=1

ν|δiu2|p−2δiu2[δiu2 − δiu1]

}
dx 6

6
∫
G1

(f − geu2)Tk(u2 − u1) dx+ c3k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
.

Додаючи двi останнi нерiвностi, заключаємо, що для будь-яких k > 1, h > k+ 1
справедлива нерiвнiсть∫

{|u1−u2|<k,|u1−v|<h,|u2−v|<h}

{ n∑
i=1

ν[|δiu1|p−2δiu1−|δiu2|p−2δiu2][δiu1− δiu2]

}
dx 6

6
∫
{|u1−v|<h,|u2−v|<h}

g(eu2 − eu1)Tk(u1 − u2) dx+

+ c3k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
. (33)
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Очевидно, що

g(eu2 − eu1)Tk(u1 − u2) 6 0 м.с. на Ω. (34)

Зауважимо, що при k > 1 маємо meas {|uj − v| > h − k} → 0, h → +∞,
j = 1, 2. Цей факт є наслiдком леми 1. З нього, в свою чергу, випливає, що при
k > 1 ∫

{|uj−v|>h−k}
Φj dx→ 0, h→ +∞, j = 1, 2. (35)

Враховуючи (34), нерiвнiсть

n∑
i=1

ν[|δiu1|p−2δiu1 − |δiu2|p−2δiu2][δiu1 − δiu2] > 0 м.с. на Ω,

i використовуючи лему Фату, з (33) i (35) виводимо, що

δu1 = δu2 м. с. на Ω. (36)

Нехай знову k > 1, h > k + 1. Покладемо

z = Th(u1 − v)− Th(u2 − v).

Ясно, що z ∈
◦
W 1,p(ν,Ω). Отже, Tk(z) ∈

◦
W 1,p(ν,Ω). Тодi в силу твердження 5 i

нерiвностi Юнга маємо(∫
Ω

|Tk(z)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∑
i=1

(∫
Ω

ν|DiTk(z)|pdx

)1/p

. (37)

Введемо множини

H1 = {|z| < k, |u1 − v| < h, |u2 − v| < h},
H2 = {|z| < k, |u1 − v| < h, |u2 − v| > h},
H3 = {|z| < k, |u1 − v| > h, |u2 − v| < h},
H4 = {|z| < k, |u1 − v| > h, |u2 − v| > h}.

Очевидно, що

Hm ∩Hr = ∅, m 6= r, m, r = 1, . . . , 4, {|z| < k} =
4⋃

m=1

Hm. (38)

Зафiксуємо довiльне i ∈ {1, . . . , n}. Враховуючи (2) i (38), одержимо∫
Ω

ν|Di Tk(z)|p dx =
4∑

m=1

∫
Hm

ν|Diz|p dx. (39)

В силу твердження 3 i (36) маємо

Diz = 0 м.с. на H1. (40)
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Стосовно множин H2 i H3 в першу чергу зауважимо, що

H2 ⊂ {h− k < |u1 − v| < h}, H3 ⊂ {h− k < |u2 − v| < h}. (41)

Крiм того, в силу тверджень 2 i 3 маємо

Diz = δiu1 −Div м.с. на H2, (42)

Diz = Div − δiu2 м.с. на H3. (43)

Використовуючи (41)–(43) i (19), встановлюємо, що∫
H2

ν|Diz|p dx 6 2n(c1 + 1)k

∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx, (44)

∫
H3

ν|Diz|p dx 6 2n(c1 + 1)k

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx. (45)

Нарештi, в силу тверджень 2 i 3 маємо

Diw = 0 м.с. на H4. (46)

З (39), (40) i (44)–(46) випливає, що∫
Ω

ν|Di Tk(z)|p dx 6 2n(c1 + 1)k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
.

Звiдси i з (37) виводимо, що для будь-яких k > 1, h > k + 1 справедлива
нерiвнiсть(∫

{|u1−u2|<k,|u1−v|<h,|u2−v|<h}
|u1 − u2|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6

6 c0c4k
n∑
i=1

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}1/p

.

Отриманий результат i твердження (35) дозволяють зробити висновок, що для
будь-якого k > 1 ∫

{|u1−u2|<k}
|u1 − u2|n/(n−1)dx = 0.

Значить, u1 = u2 м.с. на Ω. Тим самим теорему доведено.
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ПРО АЛГЕБРУ АУСЛЕНДЕРА НАПIВГРУПИ, ПОРОДЖЕНОЇ
ДВОМА АНУЛЬОВНИМИ 2-НIЛЬПОТЕНТНИМ I

2-ПОТЕНТНИМ ЕЛЕМЕНТАМИ

Напiвгрупи третього порядку вперше описав у 1953 р. Т. Тамура, а згодом, у 1955 р.
(за допомогою комп’ютерної програми) Г. Е. Форсайт. В обох випадках опис отрима-
но в термiнах таблиць Келi з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму. Iснує 18
рiзних напiвгруп третього порядку (напiвгрупи S i T називаються антиiзоморфними,
якщо напiвгрупа S iзоморфна напiвгрупi T op, дуальнiй до напiвгрупи T ). Мiнiмальнi
системи твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiдношення для всiх таких напiвгруп
побудованi в працях В. М. Бондаренка i Я. В. Зацiхи. Зокрема, для комутативних
напiвгруп вони такi (в круглих дужках вказано всi елементи напiвгрупи, а в кутових
дужках вказано мiнiмальну систему твiрних; тривiальнi визначальнi спiввiдношення
для одиничного i нульового твiрних e i 0, якщо вони є, не виписуються):

1) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;

3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

4) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;

5) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

6) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

7) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

8) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

9) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

10) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

11) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

12) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e.

Вони ж описали зображувальний тип напiвгруп третього порядку над полем i вка-
зали канонiчну форму матричних зображень для напiвгруп скiнченного зображуваль-
ного типу (тобто таких, якi мають, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число не-
розкладних зображень). Автор, разом з В. М. Бондаренком, описали зображувальний
тип стандартних наднапiвгруп напiвгрупи, породженої двома взаємно анульовними 2-
нiльпотентним i 2-потентним елементами. У цiй статтi для єдиної такої (з точнiстю до
iзоморфiзму та антиiзоморфiзму) наднапiвгрупи скiнченного зображувального типу
описана їхня матрична алгебра Ауслендера як одна iз форм задання категорiї зобра-
жень.

Ключовi слова: поле, напiвгрупа i наднапiвгрупа, антиiзоморфiзм, визначальнi спiв-
вiдношення, матричнi зображення, зображувальний тип, канонiчна форма, алгебра
Ауслендера.
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1. Вступ. Згiдно з [1, Теорема 1] всi напiвгрупи третього порядку є ручними
(означення ручних та диких матричних задач приведено в роботi Ю. А. Дроз-
да [2]). Серед них, якщо не розглядати нi циклiчнi напiвгрупи, нi циклiчнi з
приєднаним одиничним чи нульовим елементом, є лише три комутативних на-
пiвгрупи скiнченного зображувального типу над довiльним полем K (тобто ма-
ють, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число нерозкладних зображень).
Однiєю iз таких напiвгруп є напiвгрупа, породжена двома взаємно анульовни-
ми 2-нiльпотентним i 2-потентним (iдемпотентним) елементами, матричнi зо-
браження якої вивчалися в роботi [1], а матричнi зображення її стандартних
(пов’язаних iз визначальними спiввiдношеннями вiдносно мiнiмальної системи
твiрних) наднапiвгруп – в роботi [3].

Ця робота присвячена опису алгебр Ауслендера для наднапiвгруп скiнчен-
ного зображувального типу.

2. Попереднi вiдомостi. Розглянемо напiвгрупу S, породжену двома вза-
ємно анульовними 2-нiльпотентним i 2-потентним елементами, тобто напiвгрупу
з елементами 0, b, c, (мiнiмальною) системою твiрних b, c i визначальними спiв-
вiдношеннями b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = 0, якi в подальшому позначимо
вiдповiдно через (b), (c), (bc), (cb).

Введемо такi напiвгрупи:

S(b) := S \ (b) := (0, b, c) = 〈b, c〉: c2 = c, bc = 0, cb = 0;

S(c) := S \ (c) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, bc = 0, cb = 0;

S(bc) := S \ (bc) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, cb = 0;

S(cb) := S \ (cb) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0.

Покладемо

S(x,y) := S \ {(x), (y)} для x, y ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x 6= y;

S(x,y,z) := S \{(x), (y), (z)} для x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x 6= y, x 6= z, y 6= z.

Очевидно, що при перестановцi x, y, z напiвгрупи S(x,y) i S(x,y,z) не змiнюю-
ться. Введенi таким чином напiвгрупи для напiвгрупи S мають фактор-напiв-
групу, iзоморфну S, тобто є наднапiвгрупами напiвгрупи S.

В роботi [3] доведена наступна теорема.

Теорема 1. Для довiльного поля K мають мiсце наступнi твердження.

1) S(x) — напiвгрупа скiнченного зображувального типу для
x ∈ {(bc), (cb)};

2) S(x) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
x ∈ {(b), (c)};

3) S(x,y) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
x, y ∈ {(b), (c)} або x, y ∈ {(bc), (cb)};

4) S(x,y) — дика напiвгрупа для x ∈ {(b), (c)}, y ∈ {(bc), (cb)} або
x ∈ {(bc), (cb)}, y ∈ {(b), (c)};

5) S(x,y,z) — дика напiвгрупа для довiльних x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}.

Враховуючи, що S(cb)op = S(bc), де S(cb)op — дуальна до S(cb) напiвгрупа (з
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операцiєю множення x ◦ y = yx), матричнi зображення якої отримуються iз
матричних зображень S(cb) транспонуванням всiх матриць, по сутi маємо ли-
ше одну наднапiвгрупу скiнченного зображувального типу – S(cb). В роботi [3]
отримана канонiчна форма її матричних зображень.

Теорема 2. Канонiчна форма для матричних зображень напiвгрупи
N = S(cb) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0 така:

B =



0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

C =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Тут через B,C позначається вiдповiдно матриця зображення, що вiдповiдає
твiрному елементу b, c. E позначає одиничну матрицю будь-якого розмiру n×n
(n ≥ 0).

Зауважимо, що матриця зображення, яка вiдповiдає нульовому елементу
напiвгрупи, завжди вважається нульовою.

3. Формулювання основного результату. Як i ранiше, всi зображення
розглядаються над полем K. Алгеброю Ауслендера алгебри скiнченного зобра-
жувального типу називається алгебра ендоморфiзмiв прямої суми всiх нероз-
кладних зображень (по одному представнику iз кожного класу еквiвалентностi).
Якщо зображення розглядати в матричному виглядi, то i алгебра Аусленде-
ра буде реалiзовуватись в матричному виглядi i в цьому випадку її природно
називати матричною алгеброю Ауслендера. Зауважимо, що матрична алгебра
Ауслендера не залежить вiд вибору представникiв у класах еквiвалентностi у
тому сенсi, що всi отриманi таким чином алгебри будуть спряженi як пiдалгебри
повної матричної алгебри вiдповiдного порядку, а отже, i iзоморфними.

Нагадаємо, що алгебра ендоморфiзмiв матричного зображення T деякої на-
пiвгрупи S — це множина всiх матриць X таких, що T (x)X = XT (x) для будь-
якого x ∈ T . Зрозумiло, що коли напiвгрупа задається твiрними i визначальни-
ми спiввiдношеннями, то рiвностi T (x)X = XT (x) достатньо розглядати лише
для твiрних елементiв.
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Теорема 3. Матрична алгебра Ауслендера A(N) напiвгрупи N над полем
K складається з усiх матриць вигляду

X =



x11 x12 x13 0 0 0 0 0 0
0 x22 x23 0 0 0 0 0 0
0 0 x33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x22 0 x46 x47 x48 x49

0 0 0 x54 x55 x56 x57 x58 x59

0 0 0 0 0 x22 0 0 0
0 0 0 0 0 x54 x55 0 0
0 0 0 0 0 x12 0 x11 0
0 0 0 0 0 x96 x97 x98 x99


,

де xij — елементи поля K.

4. Доведення теореми 3. Розглянемо матричне зображення напiвгрупи
N , яке є канонiчним з одиничними клiтинами порядку 1 (див. теорему 2):

B0 =



0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

C0 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Це зображення переставно подiбне прямiй сумi зображень

1) B1 = (0), C1 = (1);

2) B2 = (0), C2 = (0);

3) B3 =

(
0 1
0 0

)
, C3 =

(
1 0
0 0

)
;

4) B4 =

(
0 1
0 0

)
, C4 =

(
0 0
0 0

)
;
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5) B5 =

 0 0 1
0 0 1
0 0 0

 , C5 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

,

кожне з яких є, очевидно, нерозкладне.
Оскiльки довiльне зображення, що має канонiчний вигляд, не мiстить iнших

прямих нерозкладних доданкiв, окрiм 1)–5) (бо при наявностi клiтини E поряд-
ку s > 1 воно еквiвалентне прямiй сумi двох канонiчних зображень меншої роз-
мiрностi), то матрична алгебра Ауслендера задається рiвностями B0X = XB0,
C0X = XC0 як рiвняннями вiдносно матрицi X = (xij), 1 ≤ i, j ≤ 5.

Легко обчислити, що рiвнiсть C0X = XC0 еквiвалентна рiвностям xij = 0
для i = 1, 2, 3, j = 4, 5, 6, 7, 8, 9 i для i = 4, 5, 6, 7, 8, 9, j = 1, 2, 3 (див., напр., [4,
VIII, §2]).

Розглянемо тепер рiвнiсть B0X = XB0. Маємо:

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0





x11 x12 x13 0 0 0 0 0 0
x21 x22 x23 0 0 0 0 0 0
x31 x32 x33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x44 x45 x46 x47 x48 x49

0 0 0 x54 x55 x56 x57 x58 x59

0 0 0 x64 x65 x66 x67 x68 x69

0 0 0 x74 x75 x76 x77 x78 x79

0 0 0 x84 x85 x86 x87 x88 x89

0 0 0 x94 x95 x96 x97 x98 x99


=

=



x11 x12 x13 0 0 0 0 0 0
x21 x22 x23 0 0 0 0 0 0
x31 x32 x33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x44 x45 x46 x47 x48 x49

0 0 0 x54 x55 x56 x57 x58 x59

0 0 0 x64 x65 x66 x67 x68 x69

0 0 0 x74 x75 x76 x77 x78 x79

0 0 0 x84 x85 x86 x87 x88 x89

0 0 0 x94 x95 x96 x97 x98 x99





0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

тобто

0 0 0 x84 x85 x86 x87 x88 x89

0 0 0 x64 x65 x66 x67 x68 x69

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x64 x65 x66 x67 x68 x69

0 0 0 x74 x75 x76 x77 x78 x79

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


=



0 0 0 0 0 x12 0 x11 0
0 0 0 0 0 x22 0 x21 0
0 0 0 0 0 x32 0 x31 0
0 0 0 0 0 x44 x45 0 0
0 0 0 0 0 x54 x55 0 0
0 0 0 0 0 x64 x65 0 0
0 0 0 0 0 x74 x75 0 0
0 0 0 0 0 x84 x85 0 0
0 0 0 0 0 x94 x95 0 0


.
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Звiдси маємо, що

X =



x11 x12 x13 0 0 0 0 0 0
0 x22 x23 0 0 0 0 0 0
0 0 x33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x22 0 x46 x47 x48 x49

0 0 0 x54 x55 x56 x57 x58 x59

0 0 0 0 0 x22 0 0 0
0 0 0 0 0 x54 x55 0 0
0 0 0 0 0 x12 0 x11 0
0 0 0 0 0 x96 x97 x98 x99


.

Теорема 3 доведена.
5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi розгля-

даються матричнi зображення наднапiвгруп спецiального вигляду напiвгрупи
третього порядку, яка породжена двома взаємно анульовними 2-нiльпотентним
i 2-потентним (iдемпотентним) елементами. Описано явний вигляд алгебри Ау-
слендера для наднапiвгруп скiнченного зображувального типу цiєї напiвгрупи.

Отриманi результати (разом з вiдповiдними методами дослiджень) знайдуть
застосування при вивченнi зображень iнших напiвгруп.
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Zubaruk O. V. On the Auslander algebra of a semigroup generated by two anni-
hilating 2-nilpotent and 2-potent elements.

Semigroups of the third order were first described in 1953 by T. Tamura, and later,
in 1955 (with the help of a computer program) by G. E. Forsythe. In both cases, the
description is obtained in terms of Kelly tables, up to isomorphism and antiisomorphism.
There are 18 different semigroups of the third order (semigroups S and T are called anti-
isomorphic if the semigroup S is isomorphic to the semigroup T op dual to the semigroup
T ). The minimal systems of generators and the corresponding defining relations for all
such semigroups are constructed in the works of V. M. Bondarenko and Ya. V. Zaciha. In
particular, for commutative semigroups they are as follows (all elements of the semigroup
are indicated in parentheses, and the minimal system of generators is indicated in angle
brackets; trivial defining relations for unit and zero generators e and 0, if any, are not
written):

1) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;

3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

4) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;
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5) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

6) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

7) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

8) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

9) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

10) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

11) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

12) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e.

They also described the representation type of third-order semigroups above a field and
indicated the canonical form of matrix representations for semigroups of finite representa-
tion type (i.e., those that have, up to equivalence, a finite number of indecomposable rep-
resentations). The author, together with V. M. Bondarenko, described the representation
type of standard oversemigroups of the semigroup generated by two mutually annihilating
2-nilpotent and 2-potent elements. In this paper, for a single such (up to isomorphism
and antiisomorphism) oversemigroup of finite representation type, their Auslander matrix
algebra is described as one of the forms of specifying the category of representations.

Keywords: field, semigroup and oversemigroup, antiisomorphism, defining relations, ma-
trix representations, representation type, canonical form, Auslander algebra.
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ДОСЛIДЖЕННЯ ЗАДАЧI З НЕЛОКАЛЬНОЮ УМОВОЮ А.М.
НАХУШЕВА ДЛЯ ДИФРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

ПОШИРЕННЯ ВОЛОГИ

У роботi узагальнюються результати ранiше вiдомих наукових публiкацiй по до-
слiдженню та наближеному iнтегруванню нелiнiйного ДРЧП поширення вологи у по-
ристих середовищах.

У статтi дослiджується крайова задача з нелокальною умовою А.М. Нахушева для
диференцiального рiвняння поширення вологи. Побудовано одну модифiкацiю дво-
стороннього методу для наближеного розв’язання еквiвалентного до крайової задачi
iнтегро-диференцiального рiвняння. Визначено функцiї порiвняння до крайової зада-
чi. Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку розглядуваної задачi.

Доведено рiвномiрну збiжнiсть побудованих послiдовностей до єдиного роз’язку
розглядуваної задачi та виконання диференцiальних нерiвностей.

Ключовi слова: умова А.М. Нахушева, диференцiальнi рiвняння в частиних похi-
дних, iнтегро-диференцiальнi рiвняння, функцiї порiвняння, модифiкацiя двосторо-
нього методу.

1. Вступ. Як показано у роботах [1, 2] процеси фiльтрацiї рiдини в сере-
довищах з подвiйною пористiстю, передачi тепла в гетерогенному середовищi,
переносу вологи в грунтах описуються диференцiальними рiвняннями в частин-
них похiдних (ДРЧП) вигляду

m(t, x)D(1.2)U(t, x) + α(t, x)D(1.1)U(t, x) + d(t, x)D(1.0)U(t, x)+

+η(t, x)D(0.2)U(t, x) + a(t, x)D(0.1)U(t, x) + b(t, x)U(t, x) = g(t, x).
(1)

Питанням iснування та єдиностi розв’язку рiвняння (1) при рiзних вихiдних
даних присвяченi роботи [3, 4].

У випадку нелiнiйного ДРЧП третього порядку з нелокальними крайови-
ми умовами у роботi [5, 6] будується одна модифiкацiя двосторонього методу
дослiдження та наближеного розв’язання розглядуваної задачi.

У данiй статтi узагальнюються результати, одержанi у роботах [3–6].
2. Постановка задачi та допомiжнi твердження i означення. Нехай

у просторi функцiй C∗(D) := C(1.2)(D)∩C(D), D = {(t, x) | t ∈ (0, b), x ∈ (0, a)}
потрiбно знайти розв’язок нелiнiйного ДРЧП вигляду

D(1.2)U(t, x) + a1(t, x)D(0.2)U(t, x) + a2(t, x)D(1.1)U(t, x) =

= f(t, x, U(t, x)D(0.1)U(t, x)) := f [U(t, x)],
(2)
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який задовольняє крайовi умови

U(a, x) = T (x), x ∈ [0, a], D(0.1)U(t, a) = ψ(t), t ≥ 0,
a∫

x0

D(1.0)U(t, ξ)dξ = ω(t), t ∈ [0, b], 0 ≤ x0 ≤ x ≤ a,
(3)

де D(κ)U(t, x) : D → Dκ ⊂ R, κ = (κ1, κ2), f : B → R, B = D ×
∏
κ1,κ2

Dκ ⊂ R4,

κ1 = 0, κ2 = 0, 1.
Надалi будемо вважати, що T (x) ∈ C2[0, a], ψ(t) ∈ C1[0, b], a1(t, x) ∈ C(0.1)(D),

ω(t) ∈ C[0, b] i виконується умова узгодженностi

T ′(a) = ψ(0), (4)

a права частина рiвняння (2) f [U(t, x)] ∈ C(B).
Справедлива наступна

Лема 1. Якщо функцiя f [U(t, x)] ∈ C(B), T (x) ∈ C2[0, a], ψ(x) ∈ C1[0, b],
a1(t, x) ∈ C(0.1)(D), ω(t) ∈ C[0, b], то крайова задача (2)-(4) та iнтегро-диферен-
цiальне рiвняння вигляду

U(t, x) =

t∫
0

LF [U(η, ζ)]− 1

a− x0

a∫
x0

LF [U(η, ζ)]dx

 dη +Ω(t, x), (5)

де

Ω(t, x) :=
1

a− x0


t∫

0

ω(η)dη +

a∫
x0

[T (x)− Φ(t, x)]dx

+ Φ(t, x),

Φ(t, x) :=

x∫
0

T ′(ξ)exp

 t∫
0

a1(η, ξ)dη

 dξ+

+

x∫
a

t∫
0

[a1(η, a)ψ(η) + ψ′(η)]K(ξ, t; a, η)dηdξ,

K(x, t; ξ, η) := exp

 ξ∫
x

a2(η, τ)dτ +

η∫
t

a1(τ, x)dτ

 ,

F [U(t, x)] := f [U(t, x)] + [D(0.1)a1(t, x) + a1(t, x)a2(t, x)]D(0.1)U(t, x),

LF [U(η, ζ)] :=

a∫
x

a∫
ξ

K(ξ, t; ζ, η)F [U(η, ζ)]dζdξ

є еквiвалентними.

Неважко переконатись, що функцiя Ω(t, x) задовiльняє усi крайовi умови
(3) i Ω(t, x) ∈ C(2.1)(D) ∩ C(1.1)(D), а отже поклавши U(t, x) := U(t, x)− Ω(t, x)
ми зводимо крайовi умови (3) до однорiдних, тому не зменшуючи загальностi
подальших мiркувань будемо вважати, що T (x) = ψ(t) = ω(t) = 0.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Означення 1. Будемо говорити, що функцiя F [U(t, x)] ∈ C3(B), якщо вона
задовольняє наступнi умови:
1) F [U(t, x)] ∈ C(B);
2) у просторi функцiй C(B1), B1 ∈ R6, ΠpxOtB1 = D, iснуює така функцiя

H
(
t, x, U(t, x), D(0.1)U(t, x);V (t, x), D(0.1)V (t, x)

)
:=

= H[U(t, x);V (t, x)], що

(а) для довiльної з простору C(1.2)
1 (D) := C(1.2)(D)∩C(0,1)(D) пари функцiй

U(t, x), V (t, x) ∈ B1 якi задовольняють умови

D(0.κ2)[U(t, x)− V (t, x)] ≥ (≤)0, κ2 = 0(κ2 = 1), (t, x) ∈ D,

в областi B1 виконуються нерiвнiсть

H[U(t, x);V (t, x)] ≥ H[V (t, x);U(t, x)], (6)

(б) H[U(t, x);U(t, x)] ≡ F [U(t, x)];

3) функцiя H[U(t, x);V (t, x)] задовольняє умову Лiпшиця, тобто для всяких
з простору C

(1.2)
1 (D) функцiй Ur(t, x), Vr(t, x) ∈ B1, r = 1, 2, виконується

умова
|H[U1(t, x);U2(t, x)]−H[V1(t, x);V2(t, x)]| ≤

≤ L
2∑
r=1

(
|Wr(t, x)|+

∣∣D(0.1)Wr(t, x)
∣∣) ,

де Wr(t, x) = Ur(t, x)− Vr(t, x), r = 1, 2, L—стала Лiпшиця.

Очевидно, якщо функцiя F [U(t, x)] ∈ C(B) i має обмеженi частиннi похi-
днi першого порядку по всiм своїм аргументам, розпочинаючи iз третього, то
F [U(t, x)] ∈ C3(B). Зворотнє твердження не справедливе.

3. Побудова методу наближеного розв’язання iнтегро-диференцiаль-
ного рiвняння (5). Введемо позначення:

T1F [U(η, ζ)] :=

t∫
0

LF [U(η, ζ)]dη,

T2F [U(η, ζ)] :=
−1

a− x0

t∫
0

a∫
x0

LF [U(η, ζ)]dxdη,

H[Zp(t, x);Vp(t, x)] := fp(t, x), H[Vp(t, x);Zp(t, x)] := fp(t, x),

αp(t, x) := Zp(t, x)− T1f
p(η, ζ)− T2fp(η, ζ),

βp(t, x) := Vp(t, x)− T1fp(η, ζ)− T2f
p(η, ζ),

(7)

Rp(t, x) := T1f
p(η, ζ) + T2fp(η, ζ),

Rp(t, x) := T1fp(η, ζ) + T2f
p(η, ζ).

Побудуємо послiдовностi функцiй {Zp(t, x)}, {Vp(t, x)} згiдно формул

Zp+1(t, x) = Rp(t, x), Vp+1(t, x) = Rp(t, x), (8)
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де за нульове наближення Z0(t, x), V0(t, x) ∈ B1 вибираємо довiльнi з простору
C(1.1)(D) функцiї, якi задовольняють умови

D(0,κ2)W0(t, x) ≥ (≤)0, D(0,κ2)α0(t, x) ≥ (≤)0,

D(0,κ2)β0(t, x) ≤ (≥)0, κ2 = 0(κ2 = 1), (t, x) ∈ D.
(9)

Означення 2. Довiльнi iз простору C(1.1)(D) функцiї Z0(t, x), V0(t, x), якi в
областi B1 задовольняють нерiвностi (9), називаються функцiями порiвняння
крайової задачi (2), (3).

Iз (7), (8) маємо:

Wp+1(t, x) = Rp(t, x)−Rp(t, x) = (T1 − T2)(fp(η, ζ)− fp(η, ζ)), (10)

Zp(t, x)− Zp+1(t, x) = αp(t, x),

Vp(t, x)− Vp+1(t, x) = βp(t, x),
(11)

αp+1(t, x) = T1[fp(η, ζ)− fp+1(η, ζ)] + T2[fp(η, ζ)− fp+1(η, ζ)],

βp+1(t, x) = T1[fp(η, ζ)− fp+1(η, ζ)] + T2[fp(η, ζ)− fp+1(η, ζ)].
(12)

Iз (10)—(12), враховуючи нерiвностi (6), (9), при p = 0 маємо

D(0.κ2)W1(t, x) ≥ (≤)0, D(0,κ2)[Z0(t, x)− Z1(t, x)] ≥ (≤)0,

D(0.κ2)[V0(t, x)− V1(t, x)] ≤ (≥)0, D(0,κ2)α1(t, x) ≥ (≤)0,

D(0,κ2)β1(t, x) ≤ (≥)0, κ2 = 0(κ2 = 1), (t, x) ∈ D,

тобто мають мiсце нерiвностi

D(0.κ2)V0(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)V1(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Z1(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Z0(t, x),

а отже, якщоD(0.κ2)Z0(t, x), D(0.κ2)V0(t, x) ∈ B1, то iD(0.κ2)Z1(t, x),D(0.κ2)V1(t, x) ∈
B1. Методом математичної iндукцiї переконуємось у справедливостi в областi
B1 наступних нерiвностей

D(0.κ2)Vp(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Vp+1(t, x) ≤ (≥)

≤ (≥)D(0.κ2)Zp+1(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Zp(t, x)
(13)

для ∀p ∈ N, κ2 = 0 (κ2 = 1), (t, x) ∈ D.
Покажемо, що послiдовностi функцiй

{
D(0.κ2)Zp(t, x)

}
,
{
D(0.κ2)Vp(t, x)

}
побу-

дованi згiдно алгоритму (8), (9) збiгаються рiвномiрно при (t, x) ∈ D до єдиного
розв’язку рiвняння (5).

Дiйсно, нехай

max
D×D

K(x, t; ξ, η) ≤ 0, 25K,

max{sup
D

|W0(t, x)| , sup
D

∣∣D(0.1)W0(t, x)
∣∣} ≤ d.

Тодi методом математичної iндукцiї iз (10) одержимо оцiнки

Роздiл 1: Математика i статистика



ДОСЛIДЖЕННЯ ЗАДАЧI З НЕЛОКАЛЬНОЮ УМОВОЮ А.М. НАХУШЕВА 59

∣∣D(0,κ2)Wp(t, x)
∣∣ ≤ (KLqt)p

p!
d, (14)

де q = max
{
a, 2

3
(a− x0)2

}
, κ2 = 0, 1, (t, x) ∈ D.

Але тодi на пiдставi оцiнок (14) маємо

lim
p→∞

D(0,κ2)Wp(t, x) = 0,

тобто

lim
p→∞

D(0,κ2)Zp(t, x) = lim
p→∞

D(0,κ2)Vp(t, x) := D(0,κ2)U(t, x).

Щоб показати, що гранична функцiя U(t, x) є розв’язком iнтегро-диференцi-
ального рiвняння (5), достатньо у (8) перейти до границi, коли p→∞.

Має мiсце наступна

Теорема 1. Нехай права частина ДРЧП (2) f [U(t, x)] ∈ C3(B) та iснують
функцiї порiвняння задачi (2)-(4).

Тодi послiдовностi функцiй {Zp(t, x)}, {Vp(t, x)}, побудованi згiдно (8), (9):
1) збiгаються рiвномiрно до єдиного регулярного розв’язку U(t, x) ∈ C∗(D)

крайвої задачi (2)—(4),
2) мають мiсце оцiнки (14),
3) при (t, x) ∈ D справедливi нерiвностi

D(0.κ2)Vp(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Vp+1(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)U(t, x) ≤ (≥)

≤ (≥)D(0.κ2)Zp+1(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Zp(t, x),
(15)

для ∀p ∈ N, κ2 = 0 (κ2 = 1).
Доведення. Для повного доведення теореми залишилося довести справе-

дливiсть нерiвностей (15). Припустимо супротивне, нехай у деякiй точцi (t1, x1) ∈
D для деякого p ∈ N наприклад U(t1, x1) > Zp(t1, x1). Тодi згiдно (13) для всяко-
го n ∈ N Zp+n(t1, x1) ≤ Zp(t1, x1) < U(t1, x1). Але тодi послiдовнiсть Zp+n(t1, x1)
при n→∞ не збiгається у данiй точцi до розв’язку рiвняння (5), що суперечить
доведеному вище. Аналогiчно доводиться всi iншi нерiвностi в (15).

Єдинiсть розв’язку рiвняння (5) доводиться методом вiд супротивного.

Зауваження 1. Функцiї Zp(t, x), та Vp(t, x), задовольняють першi двi кра-
йовi умови в (3), а

a∫
x0

D(1.0)Zp(t, ξ)dξ = −
a∫

x0

D(1.0)Vp(t, ξ)dξ,

а тому за p-ве наближення береться функцiя Up(t, x) = 1
2
[Zp(t, x) + Vp(t, x)].

4. Висновки. Побудовано модифiкацiю двостороннього методу дослiджен-
ня задачi з нелокальною умовою А.М. Нахушева для дифренцiального рiвнян-
ня поширення вологи. Встановлено умови iснування i єдиностi розв’язку задачi
(2)-(4). Доведено збiжнiсть побудованого iтерацiйного процесу.
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Kohutych O. I. Investigation of the problem with the non-local condition A.M.
Nakhushev for the differential equation of moisture distribution.

The paper summarizes the results of previously known scientific publications on the
study and approximate integration of nonlinear PDE for moisture distribution in a porous
environment.

In the article researching the boundary value problem with non-local condition A.M.
Nakhusheva for the differential equation of moisture distribution.

One modification of the two-side method is constructed for the approximate solution
equivalent to the boundary value problem of the integral-differential equation. The compar-
ison functions for the boundary value problem are determined. The conditions of existence
and uniqueness of the solution to the investigated problem are established.

The uniform convergence of the constructed sequences to a single solution of the con-
sidered problem and fulfillment of differential inequalities is proved.

Keywords: condition’s A.M. Nakhusheva, differential equations in parts of derivatives,
integrodifferential equations, comparison functions, modification of the two-way method.
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ГОМОМОРФIЗМИ МАТРИЧНИХ ГРУП ТА КIЛЕЦЬ НАД
АСОЦIАТИВНИМИ КIЛЬЦЯМИ

У статтi з єдиних позицiй описанi груповi гомоморфiзми матричних груп i кiльцевi
гомоморфiзми матричних кiлець над асоцiативними кiльцями з 1.

Показано, що опис гомоморфiзмiв матричних груп E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), n ≥ 2
у групу автоморфiзмiв GL (W ) лiвого (необов’язково вiльного) K-модуля W над до-
вiльним асоцiативним кiльцем K з 1 зводиться до випадкiв, коли 2 або 3 – оборотнi
елементи в кiльцi K. Доведено, що вони допускають стандартний опис гомоморфiзмiв
групи елементарних трансвекцiй E (n,R), якщо такий опис допускають гомоморфiзми
матричних груп над кiльцями K, в яких 2 або 3 є оборотними елементами.

Також описано кiльцевi гомоморфiзми Λ : Rn → EndW , n ≥ 2 лiвого (необов’язково
вiльного) K-модуля W над довiльним асоцiативним кiльцем K з 1. Показано, що го-
моморфiзми Λ допускають стандартний опис на кiльцi Rn.

Ключовi слова: асоцiативнi кiльця з 1, груповi гомоморфiзми матричних груп, кiль-
цевi гомоморфiзми кiлець матриць, формальнi матрицi, стандартний опис.

1. Вступ. Стаття присвячена вивченню гомоморфiзмiв матричних груп та
кiлець над асоцiативними кiльцями з 1.

Вводиться поняття стандартного опису гомоморфiзмiв матричних груп над
асоцiативними кiльцями з 1. Розглядається гомоморфiзм Λ0 групи GL (n,R) у
групу автоморфiзмiв GL (W ) лiвого (необов’язково вiльного) K -модуля W над
довiльними асоцiативними кiльцями R i K з 1, який визначається за правилом

Λ0 (x) = g−1
[
δ (x) e+ ν(x)−1 (1− e) + e1

]
g, x ∈ GL (n,R) ,

де L i P – лiвi K-модулi, g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P – iзоморфiзм K -модулiв, δ

– кiльцевий гомоморфiзм i ν – кiльцевий антигомоморфiзм кiльця Rn, iндуко-
ванi кiльцевим гомоморфiзмом δ : R → EndL i кiльцевим антигомоморфiзмом
ν : R → EndL вiдповiдно в кiльце (EndL)n, 1 – одиниця i e – центральний
iдемпотент кiльця EndL, a e1 – одиниця кiльця EndP , яка ортогональна з еле-
ментами кiльця EndL.

За означенням гомоморфiзм Λ : G→ GL (W ) групи E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R)
допускає стандартний опис на групi E (n,R), якщо Λ збiгається з Λ0 на цiй гру-
пi.
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У статтi показано, що опис гомоморфiзмiв матричних груп E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R), n ≥ 2 у групу автоморфiзмiв GL (W ) над асоцiативним кiльцем K
зводиться до випадкiв, коли 2 або 3 – оборотнi елементи в кiльцiK. Доведено, що
вони допускають стандартний опис на групi елементарних трансвекцiй E (n,R),
якщо такий опис допускають гомоморфiзми матричних груп над кiльцями K,
в яких 2 або 3 є оборотними елементами.

В роботi також описуються кiльцевi гомоморфiзми Λ : Rn → EndW , n ≥ 2 у
кiльце EndW лiвого (необов’язково вiльного) K-модуля W над довiльним асоцi-
ативним кiльцем K з 1. Показано, що гомоморфiзми Λ допускають стандартний
опис на кiльцi Rn. Це означає, що гомоморфiзм Λ на кiльцi Rn спiвпадає з го-
моморфiзмом Λ0, який визначається за правилом

Λ0 (x) = g−1
[
δ (x) e+ e1

]
g, x ∈ Rn,

де L i P лiвi K-модулi, g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P – iзоморфiзм K -модулiв, δ

– кiльцевий гомоморфiзм кiльця Rn, iндукований кiльцевим гомоморфiзмом
δ : R → EndL в кiльце (EndL)n, 1 – одиниця i e – центральний iдемпотент
кiльця EndL, a e1 – нуль кiльця EndP , який ортогональний з елементами кiльця
EndL.

Опис групових i кiльцевих гомоморфiзмiв на одиничних трансвекцiях спи-
рається на спiввiдношення, якi iснують мiж елементами

(tij (1)− E) (E − tji (−1) ) , tij (1) tji (−1) tij (1) , tij (r) ,

r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n в кiльцi Rn i переносяться груповими i кiльцевими
гомоморфiзмами на спiввiдношення мiж формальними матрицями, якими вони
зображаються у кiльцi EndW .

2. Загальнi поняття. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, R∗ – група оборо-
тних елементiв кiльця R, Rn– кiльце матриць n×n над R, n ≥ 2, GL (n,R) = R∗n
– повна лiнiйна (матрична) група оборотних n× n матриць над кiльцем R, E –
одинична матриця кiльця Rn.

Позначимо через eij матрицю кiльця Rn, у якої на мiсцi (i; j) стоїть одиниця,
а на iнших мiсцях нулi.

Виконуються матричнi формули

eikelj = δkleij,

де 1 ≤ i, k, l, j ≤ n – довiльнi числа, δkl – символ Кронекера.
Одиницю кiльця R i одиничну матрицю кiльця Rn будемо позначати 1 i Е

вiдповiдно.

Означення 1. Елементи tij (r) = 1+reij, де r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n, eij – стан-
дартна матрична одиниця, будемо називати елементарними трансвекцiями.
Трансвекцiї tij (1) будемо називати одиничними елементарними трансвекцiя-
ми.

Нехай E (n,R) – пiдгрупа групи GL (n,R), яка породжена всiма елементар-
ними трансвекцiями tij (r) = 1 + reij, r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n.
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Означення 2. У довiльнiй групi G елемент [g1, g2] = g1g2g1
−1g2

−1 будемо
називати комутатором елементiв g1, g2, а елемент [g1, . . . , gt] =
=
[[
g1, . . . , gt−1

]
, gt
]
– комутатором довжини t елементiв g1, . . . , gt групи G,

де t > 2.

Виконуються матричнi комутаторнi формули

[tik (r1) , tlj (r2)] = tij (δklr1r2) ,

де 1 ≤ k 6= i, i 6= j, l 6= j ≤ n – довiльнi числа, δkl – символ Кронекера, r1, r2 –
довiльнi елементи кiльця R. Зокрема, [tik (r) , tkj (1)] = tij (r), де 1 ≤ i, j, k ≤ n
– попарно рiзнi довiльнi числа, r ∈ R.

Позначимо

tij = tij (−1) tji (1) tij (−1) , ti = (tii+1 (1)− E) (E − ti+1i (−1)) ,

t (r) = (t12 (r)− E) t12,

де r ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, n+ 1 ототожнюється з 1.
Неважко бачити, що

ti = diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, . . . , 0

 = eii, t (r) = diag (r, 0, . . . , 0) = re11, t (1) = t1,

t (r) t21 + t21t (r) + E = diag

((
1 r
−r 1

)
, 1, . . . , 1

)
.

Безпосередньою перевiркою встановлюється, що має мiсце

Лема 1. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Тодi t−1
ij = tji,

tijeklt
−1
ij =



−eil
−eli
ejk
ekj
eii
ejj
ekl

, якщо

k = j 6= l
l = j 6= k
k = i 6= l
l = i 6= k
k = l = j
k = l = i
k, l /∈ {i, j}

, tijtkl(r) t
−1
ij =


til (−r)
tli (−r)
tjk (r)
tkj (r)
tkl (r)

, якщо

k = j 6= l
l = j 6= k
k = i 6= l
l = i 6= k
k, l /∈ {i, j}

,

а також

titj = δijti, t1 + · · ·+ tn = E, t2ii+1 = E − 2ti − 2ti+1,

tk(tii+1 − E) = 0, якщо k 6= i, i+ 1,

tii+1tkt
−1
ii+1 =


tk+1

tk−1

tk

, якщо
k = i

k = i+ 1
k 6= i, i+ 1

,

матрицi t (r) комутують з елементами t1, . . . , tn,

t (r1 + r2) = t (r1) + t (r2) , t (r1r2) = t (r1) t (r2) ,

для всiх r, r1, r2 ∈ R.
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3. Означення стандартного опису групових i кiльцевих гомоморфi-
змiв.

Означення 3. Вiдображення δ кiльця R в асоцiативне кiльце R1 з 1 нази-
вається кiльцевим гомоморфiзмом, якщо δ (0) = 0,

δ (r1 + r2) = δ (r1) + δ (r2) , δ (r1r2) = δ (r1) δ (r2)

для довiльних елементiв r1 i r2 кiльця R.

Означення 4. Вiдображення ν кiльця R в асоцiативне кiльце R1 з 1 нази-
вається кiльцевим антигомоморфiзмом, якщо ν (0) = 0,

ν (r1 + r2) = ν (r1) + ν (r2) , ν (r1r2) = ν (r2) ν (r1)

для довiльних елементiв r1 i r2 кiльця R.

Зрозумiло, що вiдображення кiльця R в нульовий елемент кiльця R1 є кiль-
цевим i антикiльцевим гомоморфiзмами одночасно. Такий гомоморфiзм прийня-
то називати нульовим гомоморфiзмом.

Якщо δ : R → R1 – кiльцевий гомоморфiзм i ν : R1 → R2 – кiльцевий
антигомоморфiзм, то νδ : R→ R2 є кiльцевим антигомоморфiзмом. Аналогiчно,
якщо ν : R → R1 – кiльцевий антигомоморфiзм i δ : R1→ R2 – кiльцевий
гомоморфiзм, то δν : R→ R2 є кiльцевим антигомоморфiзмом.

Означення 5. Нехай R0 означає кiльце R у якому задана операцiя мно-
ження за правилом x ◦ y = yx, де x, y – довiльнi елементи кiльця R. Кiльце
R0 називається опозитом кiльця R.

Вiдображення ν0 : R→ R0, задане за правилом ν0 (r) = r, r ∈ R, є кiльцевим
антигомоморфiзмом R в R0.

Якщо δ : R → R1 – кiльцевий гомоморфiзм, ν0 : R1 → R0
1 – кiльцевий

антигомоморфiзм, то ν0δ : R → R0
1 – кiльцевий антигомоморфiзм. I, навпаки.

Якщо δ : R → R1 – кiльцевий антигомоморфiзм, ν0 : R1 → R0
1 – кiльцевий

антигомоморфiзм, то ν0δ : R→ R0
1 – кiльцевий гомоморфiзм.

Кiльцевий гомоморфiзм δ : R→ R1 iндукує кiльцевий гомоморфiзм δ : Rn →
(R1)n за правилом δ (rij) = (δrij), де rij ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n.

Кiльцевий антигомоморфiзм ν : R → R1 iндукує кiльцевий антигомомор-
фiзм ν : Rn → (R1)n за правилом ν (rij) = (νrji) = т (νrij), де т – означає
класичне транспонування.

Зрозумiло, що нульовий гомоморфiзм кiльця R iндукує нульовий гомомор-
фiзм кiльця Rn.

Гомоморфiзм групи, який вiдображає всi елементи групи в одиничний еле-
мент, прийнято називати одиничним.

Звуження кiльцевого гомоморфiзму i кiльцевого антигомоморфiзму, якi вiд-
ображають одиничний елемент у одиничний елемент, на мультиплiкативну гру-
пу кiльця породжують груповий гомоморфiзм i груповий антигомоморфiзм вiд-
повiдно.

Груповий антигомоморфiзм кiльця R також породжує груповий гомомор-
фiзм мультипликативної групи кiльця, якщо кожному елементу поставити у
вiдповiднiсть елемент обернений до його антигомоморфного образу.
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Зокрема, кiльцевий гомоморфiзм δ : R→ R1 iндукує груповий гомоморфiзм
δ : GL (n,R) → GL (n,R1) (який прийнято називати кiльцевим) за правилом
δg =

(
δg
)
, g ∈ GL (n,R), а кiльцевий антигомоморфiзм ν : R → R1 груповий

гомоморфiзм ν : GL (n,R) → GL (n,R1) (який прийнято називати котраградi-
єнтним) за правилом νg = (νg)−1, g ∈ GL (n,R).

Нехай 1 – одиниця, e – iдемпотент кiльця R1 i e1 – деякий iдемпотент, який
ортогональний з елементами кiлець δR, νR. Вiдображення Λe групи GL (n,R)
у групу diag (GL (n,R1) , 1) визначається за правилом

Λe (x) = δxe+ νx−1 (1− e) + e1, x ∈ GL (n,R)

i є гомоморфiзмом групи GL (n,R) у групу diag (GL (n,R1) , 1), якщо iдемпотент
е комутує з елементами кiлець δR, νR.

Без обмеження загальностi можна вважати, що вiдображення Λe : E (n,R)→
diag (E (n,R1) , 1) визначається на елементарних трансвекцiях tij (r), r ∈ R за
правилом

Λe (tij (r)) = tij (δr) e+ tji (−δr) (1− e) + e1,

де 1 ≤ i 6= j ≤ n, δ : R → R1 – кiльцевий гомоморфiзм, δ (1) = 1, 1 – одиниця
кiльця δR, e1 – деякий iдемпотент кiльця R1, який ортогональний з елементами
δR.

Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, W – лiвий (не обов’язково вiльний)
K -модуль, L та P – лiвi K-модулi,

g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P

– iзоморфiзм K-модулiв, δ – кiльцевий гомоморфiзм i ν – кiльцевий антиго-
моморфiзм кiльця Rn, iндукованi кiльцевим гомоморфiзмом δ : R → EndL i
кiльцевим антигомоморфiзмом ν : R → EndL вiдповiдно в кiльце (EndL)n, 1
– одиниця i e – iдемпотент кiльця EndL, a e1 – одиниця кiльця EndP , яка
ортогональна з елементами кiльця EndL.

Вiдображення Λ0 : GL (n,R)→ EndW визначається за правилом

Λ0 (x) = g−1
[
δ (x) e+ ν(x)−1 (1− e) + e1

]
g, x ∈ GL (n,R)

i є гомоморфiзмом групиGL (n,R) у групу g−1diag (GL (n,EndL) , 1) g ⊆ GL (W ),
якщо e комутує з елементами кiлець δR i νR.

Одиничний елемент i центральний iдемпотент е кiльця EndL породжують
одиничний елемент i центральний iдемпотент e · 1 кiльця (EndL)n, якi також
будемо позначати 1 i буквою е вiдповiдно.

Якщо P = 0, то iдемпотент e1 вiдсутнiй.
Вiдображення Λ0 на елементарних трансвекцiях має вигляд

Λ0tij (r) = g−1 [tij (δr) e+ tji (−δr) (1− e) + e1] g,

де 1 ≤ i 6= j ≤ n, δ – кiльцевий гомоморфiзм, δ (1) = 1.

Означення 6. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Будемо казати, що го-
моморфiзм Λ : G → GL (W ) групи E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) допускає стан-
дартний опис на групi E (n,R), якщо Λ збiгається з Λ0 на цiй групi i е –
центральний iдемпотент кiльця EndL.
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Аналогiчно означується вiдображення Λe кiльця Rn у кiльце diag ((R1)n, 0)
за правилом

Λe (x) = δ (x) e+ e1, x ∈ Rn,

яке є гомоморфiзмом кiльця Rn у кiльце diag ((R1)n, 0), якщо iдемпотент е ко-
мутує з елементами кiльця δR.

Без обмеження загальностi можна вважати, що вiдображення Λe визначає-
ться на матричних одиницях за правилом

Λe (reij) = δ (r) eij + e1, r ∈ R,

де 1 ≤ i, j ≤ n, δ : R → R1 – кiльцевий гомоморфiзм, e1 – деякий iдемпотент
кiльця R1, який ортогональний з елементами δR.

Аналогiчно означується вiдображення Λ0 : Rn → diag ((EndL)n, 0) за прави-
лом

Λ0 (x) = g−1
[
δ (x) e+ e1

]
g, x ∈ Rn,

яке є гомоморфiзмом кiльця Rn у кiльце g−1diag ((EndL)n, 0) g ⊆ EndW , якщо
e комутує з елементами кiльця δR.

Означення 7. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Будемо казати, що кiль-
цевий гомоморфiзм Λ : Rn → EndW , n ≥ 2 допускає стандартний опис на
кiльцi Rn, якщо Λ на Rn збiгається з Λ0 i е – центральний iдемпотент кiльця
EndL.

Якщо в групових i кiльцевих означеннях гомоморфiзма Λe кiльце R1 є кiль-
цем EndL, то Λ0 (x) = g−1Λe (x) g, де x ∈ GL (n,R) або x ∈ Rn вiдповiдно.

Неважко бачити, що Λ0tij (r), r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n задовольняють комута-
торнi формули, а Λ0tij (1)− Λ0E матричнi формули.

4. Локалiзацiя. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, S – мультиплiка-
тивно замкнута пiдмножина центра кiльця K, яка мiстить 1 i не мiстить 0, KS

– локалiзацiя K по S, ΛS : K → KS – канонiчний кiльцевий гомоморфiзм, ви-
значений за правилом ΛS (k) = ks

s
для довiльних k ∈ K i s ∈ S. Очевидно, що

ΛS (S) ⊆ K∗S.
Нехай W – ненульовий лiвий K -модуль (не обов’язково вiльний), WS – його

локалiзацiя по S, ΛS : EndW → EndWS – канонiчний гомоморфiзм, визначений
за правилом ΛS (σ)

(
w
s

)
= σ(w)

s
для довiльних σ ∈ EndW , s ∈ S, w ∈ W .

Зрозумiло, що ΛS – кiльцевий гомоморфiзм.

Означення 8. Елемент m деякого кiльця називається нiльпотентним,
якщо iснує натуральне число k таке, що mk = 0. Найменше з таких k назива-
ється ступенем нiльпотентностi елемента m. Сума одиничного i нiльпотен-
тного елемента називається унiпотентним елементом вiдповiдного ступеня.

У довiльному асоцiативному кiльцi K з 1 з нiльпотентностi елeмента 2 ви-
пливає умова оборотностi елемента 3, а з нiльпотентностi елемента 3 умова
оборотностi елемента 2.

Це слiдує з рiвностей

2n = (3− 1)n =
n∑
i=0

Ci
n3i(−1)n−i i 3n = (2 + 1)n =

n∑
i=0

Ci
n2i, де n ≥ 1.
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З умови 2 /∈ K∗ випливає, що множина S1 = {3i | i ≥ 0} не мiстить нульових
елементiв, а з умови 3 /∈ K∗ випливає, що множина S2 = {2i | i ≥ 0} не мiстить
нульових елементiв.

Елементи 2 i 3 – оборотнi в кiльцях KS1 i KS2 вiдповiдно i оскiльки вони
взаємно-простi, то ker ΛS1 ∩ ker ΛS2 = 0.

5. Нерухомi та лишковi модулi.

Означення 9. Нехай V – довiльний R-модуль над асоцiативним кiльцем
R з 1, σ –довiльний ендоморфiзм модуля V . Нерухомими та лишковими пiд-
модулями модуля V ендоморфiзма σ : V → V будемо називати пiдмодулi
R (σ) = (σ − 1)V i P (σ) = ker (σ − 1) вiдповiдно.

Очевидно, що R (σ) = {(σ − 1) v | v ∈ V } i P (σ) = {v ∈ V | σv = v}, а також
R (σ − 1) = σV i P (σ − 1) = ker σ.

Якщо σ – автоморфiзм модуля V, то iз рiвностi σ−1 − 1 = (σ − 1) (−σ−1)
випливає, що

R
(
σ−1
)

= R (σ) i P
(
σ−1
)

= P (σ) .

Безпосередньою перервiркою встановлюється, що якщо g – довiльний ендо-
морфiзм модуля V, gσ = σg, то

gR (σ) ⊆ R (σ) i gP (σ) ⊆ P (σ) .

Зокрема, якщо g – автоморфiзм модуля V, який комутує з σ, то

gR (σ) = R (σ) i gP (σ) = P (σ) .

Цей же результат також слiдує iз загальних формул

gR (σ) = R
(
gσg−1

)
i gP (σ) = P

(
gσg−1

)
,

якi iз-за рiвностi gσg−1− 1 = g (σ − 1) g−1 мають мiсце для будь-якого ендомор-
фiзма σ i будь-якого автоморфiзма g модуля V.

Якщо e2 = e – iдемпотент кiльця EndV , то має мiсце пiрсовий розклад

V = eV ⊕ (1− e)V, де v = ev + (1− e) v, v ∈ V.

З цього розкладу випливає, що

P (e) = eV = ker (1− e) = {v ∈ V | ev = v} ,

R (e) = (1− e)V = ker e = {v ∈ V | ev = 0} .
Зокрема, eR (e) = 0, (1− e)P (e) = 0.
6. Зображення ендоморфiзмiв формальними матрицями.

Лема 2. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, W – лiвий (не обов’язково вiль-
ний) K-модуль, e1, . . . , en+1 – елементи кiльця EndW , якi задовольняють рiв-
ностi eiej = δijei, 1 ≤ i, j ≤ n + 1, e = e1 + · · · + en+1, α1, . . . , αn – оборотнi
елементи кiльця EndP (e) такi, що

αiekα
−1
i =


ek+1

ek−1

ek

, якщо
k = i

k = i+ 1
k 6= i, i+ 1

,
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α2
i = e− 2ei − 2ei+1, ek(αi − e) = 0, якщо k 6= i, i+ 1, k ≤ n

елементи e (r) кiльця EndP (e) комутують з елементами e1, . . . , en+1,

e (r1 + r2) = e (r1) + e (r2) , e (r1r2) = e (r1) e (r2) , e (1) = e1

для будь-яких елементiв r, r1, r2 кiльця R.
Тодi iснують лiвi K-модулi L i P модуля P(e) i iзоморфiзм g : P (e)→ P (e)g,

P (e)g = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P , який iндукує внутрiшнiй iзоморфiзм Λg : EndP (e) →

EndP (e)g за правилом Λg (x) = gxg−1, такий, що елементи Λgei, Λgαi можна
зобразити формальними матрицями

Λgei = diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
1 0
0 0

)
, 0, . . . , 0

 ,

Λgαi = diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1, ∗

 ,

Λge (r) = diag (δ (r) , 0, . . . , 0) ,

де δ : R→ EndL кiльцевий гомоморфiзм, 1 ≤ i ≤ n.

Доведення. Оскiльки e, e1, e2, . . . , en iдемпотенти, то

P (e) = eW = e1W ⊕ · · · ⊕ en+1W = P (e1)⊕ · · · ⊕ P (en+1) .

З рiвностей 
α2e1α

−1
2 = e2

α3α2e1(α3α2)−1 = e3

. . .

(αn. . .α2) e1(αn . . . α2)−1 = en

випливає, що

P (e) = P (e1)⊕ P
(
α2e1α

−1
2

)
⊕ · · · ⊕ P

(
(α1, . . . , αn) e1(αn . . . α2)−1)⊕ P (en+1) .

Позначимо L = P (e1), P = P (en+1).Тодi

P (e) = L⊕ α2L⊕ α3α2L⊕ · · · ⊕ αn . . . α2L⊕ P.

Розглянемо iзоморфiзм модулiв g : P (e) → P (e)g, P (e)g = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P ,

який визначений за правилом

g (l1 + α2l2 + · · ·+ (αn − α2) ln + p) = l1 + · · ·+ ln + p

для всiх l1, . . . , ln ∈ L, p ∈ P i iндукований ним внутрiшнiй iзоморфiзм Λg :
EndP (e)→ EndP (e)g, де Λgσ = gσg−1 для всiх σ ∈ EndP (e).

Роздiл 1: Математика i статистика



ГОМОМОРФIЗМ МАТРИЧНИХ ГРУП ТА КIЛЕЦЬ . . . 69

Будемо зображати елементи кiльця EndP (e) формальними (n+ 1)× (n+ 1)
матрицями, записуючи дiю елементiв кiльця EndP (e)g на модулi P (e)g у стов-
пчики. Як показано в [1] Λgei, Λgαi можна зобразити формальними матрицями

Λgei = diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
1 0
0 0

)
, 0, . . . , 0

,Λgαi = diag

∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
0 ∗
1 ∗

)
, ∗, . . . , ∗

.
де 0 i 1 – нуль i одиниця кiлець EndL i EndP вiдповiдно.

З рiвностей α2
i = e − 2ei − 2ei+1, ek(αi − e) = 0, якщо k 6= i, i + 1, k ≤ n

випливає, що

Λgei = diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
1 0
0 0

)
, 0, . . . , 0

 ,

Λgαi = diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1, ∗

 .

Оскiльки елементи e (r) кiльця EndP (e) комутують з e1, . . . , en+1, то

Λge (r) = diag (δ (r) , ∗, . . . , ∗) ,

де δ : R→ EndL кiльцевий гомоморфiзм, 1 ≤ i ≤ n.
З рiвностi e (r) = e (r) e (1) = e (r) e1 випливає, що

Λge (r) = diag (δ (r) , 0, . . . , 0) , δ (1) = 1.

7. Зведення загального випадку до випадкiв, коли 2 або 3 – оборо-
тнi елементи.

Теорема 1. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R),
n ≥ 2, W – лiвий K-модуль, Λ : G → GL (W ) – груповий гомоморфiзм. Гомо-
морфiзм Λ допускає стандартний опис на групi E (n,R), якщо стандартний
опис на групi E (n,R) допускають будь-якi гомоморфiзми над асоцiативними
кiльцями K з 1 в яких 2 або 3 є оборотними елементами.

Доведення. Якщо елементи 2 або 3 – оборотнi в кiльцi K, то все доведено.
Тому в подальшому будемо вважати, що елементи 2 i 3 не належать K∗ i, як
наслiдок, не є нiльпотентними в кiльцi K.

Нехай Λ : G→ GL (W ) – довiльний груповий гомоморфiзм i гомоморфiзми
Λ = ΛSΛ : G→ GL (WS) допускають стандартний опис на групi E (n,R).

Нехай ΛE = e. Неважко бачити, що e2 = e i має мiсце розклад W = P (e)⊕
R (e), де eR (e) = 0, R (e) = 0, P (e) = W .

В кiльцi Rn матрицi

ti = (tii+1 (1)− E) (E − ti+1i (−1)) , tii+1,

t (r) = (t12 (r)− E) t12,

де r ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, (n+ 1 ототожнюється з 1), задовольняють спiввiдношення
леми 1.
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Розглянемо в кiльцi EndW елементи

ei = (Λtii+1 (1)− e) (e− Λti+1i (−1)) , αi = Λtii+1,

e (r) = (Λt12 (r)− e)α1,

де r ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, (n+ 1 ототожнюється з 1).
Оскiльки в Rn мiж матрицями ei, αi, e (r) виконуються спiввiдношення леми

1, а ΛS : EndW → EndWS кiльцевий гомоморфiзм такий, що гомоморфiзм
ΛS = ΛSΛ : G → GL (W ) → GL (WS) допускає стандартний опис на групi
E (n,R), то аналогiчнi спiввiдношення до спiввiдношень леми 1 мають мiсце i
для елементiв ΛSei, ΛSαi, ΛSe (r).

Враховуючи, що ker ΛS1 ∩ ker ΛS2 = 0, отримуємо, що елементи ei, αi, e (r)
задовольняють умови леми 2.

Згiдно з лемою 2 iснують лiвi K-модулi L i P модуляW i iзоморфiзм g : W →
Wg, Wg = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

⊕P , який iндукує внутрiшнiй iзоморфiзм Λg : EndW →

EndWg такий, що елементи Λgei, Λgαi можна зобразити формальними матри-
цями

Λgei=diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
1 0
0 0

)
, 0, . . . , 0

,
Λgαi=diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1, ∗

,
Λge (r) = diag (δ (r) , 0, . . . , 0) .

За умовою гомоморфiзм ΛsΛ допускає стандартний опис. Це означає, що

Λg (ΛsΛ) (t12 (r)) = Λs (e (δr)α2 + α2e (δr) + e1) ,

де δ : R→ EndLs кiльцевий гомоморфiзм.
Оскiльки kerΛs1 ∩ kerΛs2 = 0, то

ΛgΛ (t12 (r)) = e (δr)α2 + α2e (δr) + e1.

Тому
Λ (t12 (r)) = g−1 [t12 (δr) e+ t21 (−δr) (1− e) + e1] g.

де 1 ≤ i 6= j ≤ n, δ – кiльцевий гомоморфiзм, δ (1) = 1.
Спряженням елементами α1, . . . , αn доводимо, що

Λ (tij (r)) = g−1 [tij (δr) e+ tji (−δr) (1− e) + e1] g

для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ n, r ∈ R.
Тим самим доведено, що гомоморфiзм Λ = Λ0 допускає стандартний опис

на групi E (n,R).
Теорема 1 допускає узагальнення. Виявляється гомоморфiзм Λ допускає

стандартний опис на групi GL (n,R), якщо стандартний опис допускають гомо-
морфiзми групи GL (n,R) над кiльцями в яких елементи 2 або 3 є оборотними.
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Адже, як i в теоремi 1, якщо елементи 2 або 3 – оборотнi в кiльцi K, то все до-
ведено. Якщо 2 /∈ K∗ i 3 /∈ K∗ одночасно, то елементи 2 i 3 не є нiльпотентними в
кiльцi K. У цьому випадку елементи 2 i 3 – оборотнi в кiльцяхKs1 iKs2 вiдповiд-
но, де S1 = {2i | i ≥ 0} або S2 = {3i | i ≥ 0}. Оскiльки елементи 2 i 3 є взаємно-
простими числами, то гомоморфiзми Λi : G → GL (W ) → GL (Wsi), W → Wsi ,
(i = 1, 2) iндукують вкладенняW → Ws1⊕Ws2 , GL (W )→ GL (Ws1)⊗GL (Ws2).

Гомоморфiзми Λi за припущенням допускають стандартний опис на групi
GL (n,R). Тому iснують iзоморфiзми gi : Wsi → Li ⊕ · · · ⊕ Li︸ ︷︷ ︸

n

⊕Pi такi, що

Λi (x) = g−1
i

[
δl (x) ei + νl(x)−1 (1− ei) + e

′

i

]
gi,

де x ∈ GL (n,R), δl – кiльцевий гомоморфiзм i νl – кiльцевий антигомоморфiзм
кiльця Rn iндукованi кiльцевим гомоморфiзмом δi : R → EndLi i кiльцевим
антигомоморфiзмом νi : R→ EndLi вiдповiдно в кiльце (EndLi)n, 1 – одиниця
i ei – центральний iдемпотент кiльця EndLi, a e

′
i – одиниця кiльця EndPi, яка

ортогональна з елементами кiльця EndLi.
Позначимо L = L1⊕L2, P = P1⊕P 2, e = e1 + e2, e

′
= e

′
1+e

′
2, δ = δ1 + δ2, ν =

ν1 +ν2, g = g1 +g2. Можна вважати, що g – iзоморфiзмW → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P , e –

центральний iдемпотент кiльця EndL, δ – кiльцевий гомоморфiзм R → EndL,
ν – кiльцевий антигомоморфiзм R→ EndL такi, що

Λ (x) = g−1
[
δ (x) e+ ν(x)−1 (1− e) + e

′
]
g

для всiх x ∈ GL (n,R), 1 – одиниця кiльця EndL, e′ – одиниця кiльця EndP .
Таким чином гомоморфiзм Λ допускає стандартний опис на групi GL (n,R),

якщо стандартний опис допускають гомоморфiзми групи GL (n,R) над кiльця-
ми в яких елементи 2 або 3 є оборотними.

8. Гомоморфiзми з умовою (*). З теореми 1 випливає, що, якщо гомо-
морфiзм Λ : G→ GL (W ) групи G, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) з деякою умовою,
яка зберiгається при локалiзацiях по степенях елементiв 2 i 3, а всi гомомор-
фiзми з заданою умовою над кiльцями, в яких елементи 2 або 3 є оборотними,
допускають стандартний опис на групi E (n,R), то Λ допускає стандартний опис
на групi E (n,R).

Однiєю з таких умов на гомоморфiзм Λ може бути умова (*).

Означення 10. Будемо казати, що гомоморфiзм Λ задовольняє умову (*),
якщо для довiльного ненульового нiльпотентного елемента m ∈ EndW , m2 =
0 iснують натуральнi числа s1 i s2, якi оборотнi в K i A ∈ G такi, що ΛA =
1 + s1m i з рiвностi ΛA · ΛB = ΛB · ΛA, B ∈ G випливає, що As2B = BAs2.

Зауважимо, що коли мова йде про нiльпотентний елемент m, то передбача-
ється, що вiн iснує. Тому гомоморфiзми з умовою (*) є неодиничними.

Iзоморфiзми задовольняють умову (*), якщо покласти s1 = s2 = 1 i скори-
статися тим, що 1 +m є оборотним елементом.

Якщо в означеннi гомоморфiзма з умовою (*) ΛA комутує iз скiнченною
кiлькiстю елементiв ΛBi, Bi ∈ G, 1 ≤ i ≤ t, то iснує натуральне число s2,

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Вип. 38, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



72 В. М. ПЕТЕЧУК, Ю. В. ПЕТЕЧУК

яке оборотне в K таке, що As2 комутує з B1, . . . , Bt. Аналогiчно доводиться, що
замiсть одного елемента A ∈ G можна розглядати скiнченну кiлькiсть елементiв
групи G.

Вiдмiтимо, що якщо гомоморфiзм Λ0 задовольняє умову (*), то кiльця δR i
νR спiвпадають з кiльцем EndL.

Означення 11. Будемо казати, що гомоморфiзм Λ задовольняє розширену
умову (*), якщо для довiльного ненульового нiльпотентного елемента m ∈
EndW , m2 = 0 iснують натуральнi числа s1 i s2, якi оборотнi в K i A ∈ G
такi, що ΛA = 1+s1m i з рiвностi ΛA ·ΛB = ΛB ·ΛAk, B ∈ G, k ∈ Z випливає,
що As2B = BAs2k.

Гомоморфiзм, який задовольняє розширену умову (*), при умовi, що серед
цiлих чисел k мiститься 1, задовольняє умову (*). Для цього досить покласти
k = 1.

Виявляється, що розширена умова (*) i умова (*) зберiгаються при локалi-
зацiях.

Лема 3. Якщо Λ : G→ GL (W ) задовольняє розширену умову (*), то гомо-
морфiзм Λ : G → GL (WS) також задовольняє розширену умову (*). Зокрема
гомоморфiзм Λ зберiгає умову (*).

Доведення.Нехайm – довiльний ненульовий нiльпотентний елемент кiльця
EndWS, m2 = 0. Це означає, що m 6= 0 i s0 ∈ EndW для деякого s0 ∈ S i iснує
s
′
0 ∈ S такий що s′0(s0m)2 = 0. Тодi

(
s0s

′
0m
)2

= 0. За умовою iснує матриця
A ∈ G така, що ΛA = 1 + s1m1, де m1 = s0s

′
0m, s1 ∈ S, m1 = m, ΛA = 1 + s1m1.

Якщо g ∈ G i Λg ΛA = ΛAkΛg, де k – цiле число, то iснує s′ ∈ S, що(
Λg · ΛA− ΛAkΛg

)
s
′

= 0. Тому (Λgm1 − km1Λg) s1s
′

= 0 i, як наслiдок,
ΛgΛAs1s

′
= ΛAks1s

′
Λg. Згiдно розширенiй умовi (*) iснує s2 ∈ S такий, що

gAs2 = Aks2g.
Тим самим доведено, що Λ задовольняє розширену умову (*).
В [2 – 4] доведено, що гомоморфiзми з умовою (*) при n ≥ 3 допускають

стандартний опис на групi E (n,R), якщо 2 оборотний елемент в кiльцi K i при
n ≥ 4, якщо 3 оборотний елемент в кiльцi K.

Тому довiльний гомоморфiзм з умовою (*) при n ≥ 4 допускає стандар-
тний опис на групi E (n,R) над довiльними асоцiативними кiльцями R i K з
одиницями.

Це означає, що має мiсце наступна теорема.
Теорема 2. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R),

n ≥ 4, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W ) задовольняє умову
(*). Тодi Λ допускає стандартний опис на групi E (n,R).

Зауважимо, що якщо n = 3 i 2 необоротний елемент в кiльцi K, то можуть
iснувати нестандартнi гомоморфiзми [5].

Вiдмiтимо також, що результат I.З. Голубчика [9] про iзоморфiзми матри-
чних груп GL (n,R), n ≥ 4 i GL (m,K), m ≥ 2 над асоцiативними кiльцями R
i K з одиницями випливає iз теореми 2.

Пiдкреслимо, що у випадку, коли гомоморфiзм з умовою (*) Λ є iзоморфi-
змом, то в його стандартному описi e1 = 0 i δ – iзоморфiзм кiльця R на кiльце
EndL. Зрозумiло, що не всi гомоморфiзми з умовою (*) є iзоморфiзмами.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Можливо умову (*) можна ослабити або запропонувати iншу умову на го-
моморфiзм як це, наприклад, зроблено в [8].

9. Кiльцевi гомоморфiзми. Має мiсце

Теорема 3. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, W – лiвий K-модуль,
Λ : Rn → EndW – кiльцевий гомоморфiзм, n ≥ 2. Тодi Λ допускає стандартний
опис на кiльцi Rn.

Доведення. Нехай Λ : Rn → EndW – довiльний кiльцевий гомоморфiзм.
Нехай ΛE = e. Неважко бачити, що e2 = e i має мiсце розклад W = P (e)⊕

R (e), де eR (e) = 0 i (1− e)P (e) = 0.
Оскiльки елементи кiльця Rn комутують з E, то елементи Λ (Rn) комутують

з e. Нехай x – довiльний елемент кiльця Rn. Очевидно, що Λ (x) e = Λ (x). Тому
Λ (x)R (e) ⊆ Λ (x) eR (e) = 0, Λ (x)P (e) ⊆ P (e) для всiх x ∈ Rn.

В кiльцi Rn матрицi

ti = (tii+1 (1)− E) (E − ti+1i (−1)) , tii+1,

t (r) = (t12 (r)− E) t12,

де r ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, (n+ 1 ототожнюється з 1), задовольняють спiввiдношення
леми 1.

Оскiльки Λ : Rn → EndW кiльцевий гомоморфiзм, то спiввiдношення леми
1 в кiльцi EndP (e) задовольняють елементи

ei = Λti = (Λtii+1 (1)− e) (e− Λti+1i (−1)) , αi = Λtii+1,

e (r) = Λt (r) = (Λt12 (r)− e)α1,

де r ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, (n+ 1 ототожнюється з 1).
Це означає, що елементи ei, αi, e (r) задовольняють умову леми 2.
Згiдно з лемою 2 iснують лiвi K-модулi L i P модуля P(e) i iзоморфiзм g :

P (e)→ P (e)g, P (e)g = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P , який iндукує внутрiшнiй iзоморфiзм Λg :

EndP (e) → EndP (e)g такий, що елементи Λgei, Λgαi, Λge (r) можна зобразити
формальними матрицями

Λgei=diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
1 0
0 0

)
, 0, . . . , 0

,

Λgαi=diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1, ∗

,
Λge (r) = diag (δ (r) , 0, . . . , 0) ,

де 1 ≤ i < n, δ : R → EndL кiльцевий гомоморфiзм, 1 – одиниця кiльця EndL.

Оскiльки Λge =diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0

 то P (en+1) = 0.
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З отриманого випливає, що Λ (e12) = e(1)α2

ΛgΛ (re12) = ΛgΛ (re11e12) = ΛgΛ (t (r)Λ(e12)) = Λg (e (r)α2) =

= diag

((
0 δ (r)
0 0

)
, 0, . . . , 0

)
.

Тому
Λ (re12) = g−1diag (δ (r) e12, 0) g.

Спряженням елементами α1, . . . , αn доводимо, що

Λ (reij) = g−1diag (δ (r) eij, 0) g

для всiх 1 ≤ i, j ≤ n, r ∈ R.
Це означає, що гомоморфiзм Λ допускає стандартний опис на кiльцi Rn.
10. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Задача опису

гомоморфiзмiв матричних груп та кiлець над асоцiативними кiльцями є акту-
альною, активно розвивається, має застосування в алгебраїчнiй K -теорiї, теорiї
кiлець i модулiв, теорiї зображень груп над кiльцями.

У данiй роботi розроблений метод зведення опису групових гомоморфiзмiв
матричних груп над асоцiативними кiльцями до опису гомоморфiзмiв матри-
чних груп над кiльцями з умовою, яка зберiгається при локалiзацiях за степе-
нями елементiв 2 i 3.

Показано, що для цього достатньо вмiти знаходити образи елементiв, якi є
iнварiантними вiдносно кiльцевих i контраградiєнтних гомоморфiзмiв одноча-
сно. Це дає можливiсть з єдиних позицiй описувати як груповi гомоморфiзми
матричних груп так i кiльцевi гомоморфiзми матричних кiлець над асоцiатив-
ними кiльцями з 1.

Незважаючи на досягнення в описi гомоморфiзмiв матричних груп над кiль-
цями, залишається чимало актуальних задач, якi потребують вирiшення. Однi-
єю з них є задача знаходження умов на гомоморфiзми, якi зберiгаються при
локалiзацiях.
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ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ГIЛЛЯСТОГО ПРОЦЕСУ З МIГРАЦIЄЮ

Окремим роздiлом випадкових процесiв, що вивчає розмноження i перетворення
певних частинок є теорiя гiллястих процесiв. Основним математичним припущенням,
що видiляє гiллястi процеси серед iнших випадкових процесiв є перетворення части-
нок незалежно одне вiд одного. А самi закони розмноження i перетворення частинок
пiддаються певним закономiрностям, у яких головну роль вiдiграє випадковiсть.

Гiллястi процеси часто використовуються як математичнi моделi рiзних реальних
процесiв. Крiм того, гiллястi процеси можуть описувати динамiку популяцiї частинок
рiзної природи, зокрема, це можуть бути фотони, електрони, нейтрони, протони, ато-
ми, молекули, клiтини, мiкроорганiзми, рослини, тварини, особини, цiни, iнформацiя
тощо. Цей список можна продовжувати. Оскiльки стороннi фактори часто iснують,
iснує потреба вивчити рiзнi модифiкацiї цього процесу. Серед них є гiллястi процеси
з iммiграцiєю, емiграцiєю або поєднанням двох процесiв, а саме процесiв з мiграцiєю
у випадку дискретного або неперервного часу. Таким чином, гiллястi процеси мають
досить широке застосування у рiзних науках.

У данiй статтi дослiджується однорiдний гiллястий процес з одним типом части-
нок, мiграцiєю та неперервним часом µ(t), t ∈ [0,∞). Припускається, що в початковий
момент часу в системi знаходиться одна частинка. Процес задається перехiдними ймо-
вiрностями, що визначаються iнтенсивностями розмноження частинок, iммiграцiї та
емiграцiї частинок.

Основним результатом статтi є граничнi теореми для даної моделi процесу. Отрима-
но граничну теорему для математичного сподiвання у випадку докритичного процесу.
Також отримано граничну теорему для критичного процесу.

Ключовi слова: гiллястий процес, неперервний час, мiграцiя, критичний процес,
докритичний процес.

1. Вступ. Першi задачi з теорiї гiллястих процесiв з’явились у XIX ст. Проте
iнтенсивний розвиток цього напрямку теорiї випадкових процесiв розпочався у
40-х роках XX ст. Вперше мiграцiйнi процеси (поєднання емiграцiї та iммiгра-
цiї), розглянули С. В. Нагаєв i Л. В. Хан [1] у 1980 роцi. Вони побудували модель,
у якiй поряд з еволюцiєю частинок у системi в момент часу t (t = 0, 1, ...) або з
ймовiрнiстю Pk(t) (k = 0, 1, ...) в популяцiю iммiгрує k частинок, або з ймовiр-
нiстю Qr(t)(r = 1, ...,m) емiгрує r iз iснуючих у момент часу t частинок, де m -
довiльне фiксоване натуральне число (

∑∞
k=1 Pk(t) +

∑m
r=1 Qr(t) = 1).

Паралельно даний напрямок дослiджували Н. Янев i К. Мiтов [2]. Гiллястий
процес з випадковою мiграцiйною компонентою розглянуто як особливий випа-
док ϕ-контрольованих гiллястих процесiв, де емiграцiя, iммiграцiя та класична
еволюцiя гiллястих процесiв утворюють повну групу подiй.

Тут слiд вiдзначити, що у переважнiй бiльшостi гiлляcтi процеси з мiгра-
цiєю розглядали для випадку дискретного часу. Хоча є i статтi для гiллястих
процесiв з неперервним часом. Зокрема, у [3], [4], [5], [6].
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У данiй статтi дослiджується бiльш загальна модель однорiдний гiллястий
процес з одним типом частинок з неперервним часом та мiграцiєю (iммiграцiєю
та емiграцiєю частинок) [7]. Iммiграцiя, емiграцiя та еволюцiя вiдбуваються у
випадковi моменти часу та визначаються iнтинсивностями перехiдних ймовiр-
ностей. У [7] знайдено вигляд диференцiального рiвняння для твiрної функцiї
та вигляд системи рiвнянь Колмогорова для перехiдних ймовiрностей процесу.
А у [8] знайдено вигляд математичного сподiвання та другого моменту.

Робота складається з вступу та трьох роздiлiв. У другому роздiлi наведено
модель гiллястого процесу з мiграцiєю у випадку неперервного часу та основнi
позначення. В третьому роздiлi доведено граничну теорему для математичного
сподiвання у випадку докритичного процесу. У четвертому роздiлу доведено
граничну теорему для критичного гiллястого процесу.

2. Опис моделi гiллястого процесу з мiграцiєю та неперервним
часом. Розглянемо маркiвський гiллястий процес з одним типом частинок та
мiграцiєю µ(t), t ∈ [0,∞) [7]. µ(t) позначає кiлькiсть частинок у момент часу
t ∈ [0,∞).

Вважаємо, що у початковий момент часу в системi iснує одна частинка,
тобто

µ(0) = 1.

Процес µ(t), t ∈ [0,∞) при ∆t→ 0 задається такими перехiдними ймовiрно-
стями

P{µ(t+ ∆t) = j|µ(t) = i} =

=



1 + q0∆t+ o(∆t), i = j = 0;
qj∆t+ o(∆t), i = 0, j = 1, 2, ...;

(p0 +
m∑
l=1

rl)∆t+ o(∆t), i = 1, j = 0;

1 + (q0 + r0 + p1)∆t+ o(∆t), i = 1, j = 1;
(pj + qj−1)∆t+ o(∆t), i = 1, j = 2, ...;
m∑
l=i

rl∆t+ o(∆t) 1 < i ≤ m, j = 0;

(ip0 + r1)∆t+ o(∆t), i = 2, 3, ..., j = i− 1;
ri−j∆t+ o(∆t), i = 3, ...,m, 1 < j < i− 1;
ri−j∆t+ o(∆t), i = m+ 1, ..., i−m ≤ j < i− 1;
1 + (q0 + r0 + ip1)∆t+ o(∆t), i = 2, 3, ..., i = j;
(ipj−i+1 + qj−i)∆t+ o(∆t), i = 2, 3, ..., i < j;
o(∆t), в iнших випадках ,

де m − деяке фiксоване натуральне число, а pk, qk та rn задовольняють умови

pk ≥ 0, k 6= 1, p1 < 0,
∞∑
k=0

pk = 0,

qk ≥ 0, k 6= 0, q0 < 0,
∞∑
k=0

qk = 0,

rn ≥ 0, n = 1,m, r0 < 0,
m∑
k=0

rk = 0.
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Зазначимо, що pk (k = 0, 1, ...) − iнтенсивнiсть розмноження частинок, qk
(k = 0, 1, ...) − iнтенсивнiсть iммiграцiї частинок, а rn (n = 0,m) − iнтенсивнiсть
iммiграцiї частинок.

Введемо наступнi позначення.
Твiрну функцiю процесу µ(t) будемо позначати

F (t, s) =
∞∑
n=0

P{µ(t) = n}sn.

Також визначимо твiрнi функцiї для щiльностей перехiдних ймовiрностей
(iнтенсивностей процесiв еволюцiї, iммiграцiї та емiграцiї)

f(s) =
∞∑
n=0

pns
n, |s| ≤ 1, s ∈ C,

g(s) =
∞∑
n=0

qns
n, |s| ≤ 1, s ∈ C,

r(s) =
m∑
n=0

rns
−n, 0 < |s| ≤ 1.

Наслiдок 1 (див. [8]). Математичне сподiвання процесу µ(t) визначається
рiвнiстю

A(t) = −a1 + a2

a0

+

(
1 +

a1 + a2

a0

−
m∑
k=1

rk

k−1∑
n=0

(n− k)

t∫
0

Pµ(u, n)e−a0udu

)
ea0t. (1)

Другий момент процесу µ(t) визначається спiввiдношенням

B(t) =

(
b1 + b2

2a0

(1− e−2a0t) + (b0 + 2a1 + 2a2)

t∫
0

A(u)e−2a0udu−

−
m∑
k=1

rk

k−1∑
n=0

A2
n−k

t∫
0

Pµ(t, n)e−2a0udu

)
e2a0t.

3. Гранична теорема для математичного сподiвання гiллястого про-
цесу з мiграцiєю.

Нехай a0 = f ′(1) a1 = g′(1) 6= 0 a2 = r′(1) 6= 0 b2 = r′′(1) 6= 0.

Теорема 1. Нехай a0 < 0 та a1, a2, b2 -скiнченнi, тодi

lim
t→∞

A(t) ≤ −2a1 + 3a2 + b2

2a0

.

Доведення.
Розглянемо математичне сподiвння процесу µ(t) (1)

A(t) = −a1 + a2

a0

+

(
1 +

a1 + a2

a0

−
m∑
k=1

rk

k−1∑
n=0

(n− k)

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu

)
ea0t =
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= −a1 + a2

a0

+

(
1 +

a1 + a2

a0

−
m∑
k=1

rk

k−1∑
n=0

(n− k)

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu

)
ea0t.

Змiнивши порядок сумування отримаємо

A(t) = −a1 + a2

a0

+

(
1+

a1 + a2

a0

−
m−1∑
n=0

m∑
k=n+1

rk(n−k)

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu

)
ea0t =

= −a1 + a2

a0

+

(
1 +

a1 + a2

a0

−
m−1∑
n=0

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu

m∑
k=n+1

(n− k)rk

)
ea0t =

= −a1 + a2

a0

+

(
1+

a1 + a2

a0

−
m−1∑
n=0

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu
( m∑
k=n+1

nrk−
m∑

k=n+1

krk
))
ea0t.

Розглянемо границю при t→∞

lim
t→∞

A(t)=−a1 + a2

a0

+ lim
t→∞

(
1+

a1 + a2

a0

−
m−1∑
n=0

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu
m∑

k=n+1

(n−k)rk

)
ea0t=

= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t− lim
t→∞

m−1∑
n=0

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu
m∑

k=n+1

(n−k)rke
a0t =

= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t−
m−1∑
n=0

lim
t→∞

( t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0uduea0t
) m∑
k=n+1

(n−k)rk.

Розглянемо бiльш детально

lim
t→∞

( t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0uduea0t
)
≤ lim

t→∞

( t∫
0

e−a0uduea0t
)

=

= lim
t→∞

(e−a0t − e−a00

−a0

ea0t
)

= lim
t→∞

ea0t − 1

a0

.

Враховуючи це, отримаємо

lim
t→∞

A(t) ≤ −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t − lim
t→∞

ea0t − 1

a0

m−1∑
n=0

m∑
k=n+1

(n− k)rk =

= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t − lim
t→∞

ea0t − 1

a0

m∑
k=1

rk

k−1∑
n=0

(n− k) =

= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t − lim
t→∞

ea0t − 1

a0

m∑
k=1

−k − k2

2
rk =
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= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t +
1

2
lim
t→∞

ea0t − 1

a0

m∑
k=1

(k2 − k + 2k)rk =

= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t +
1

2
lim
t→∞

ea0t − 1

a0

(2a2 + b2) =

=
2a0 + 2a1 + 3a2 + b2

2a0

lim
t→∞

ea0t − 2a1 + 3a2 + b2

2a0

.

Звiдси випливає твердження теореми.
4. Гранична теорема для критичного гiллястого процесу з мiграцi-

єю.

Теорема 2. Нехай a0 = f ′(1) = 0, b0 = f ′′(1) > 0 a1 = g′(1) > 0 a2 = r′(1) > 0
та b0, a1, a2 − скiнченнi, то при t→∞

St(x) = P

{
2µ(t)

b1t
≤ x

}
→ S(x),

де

S(x) =


0, x < 0;

1

Γ
(

2(a1+a2)
b1

) x∫
0

y
2(a1+a2)

b1
−1
e−ydy, x ≥ 0.

Доведення.
Знайдемо вигляд характеристичної функцiї процесу F (t, e

2iτ
b1t ) та знайдемо

lim
t→∞

F (t, e
2iτ
b1t ).

Покажемо, що

lim
t→∞

t∫
0

(g(F̂ (u, e
2iτ
b1t )) + r(F̂ (u, e

2iτ
b1t )))du =

−2(a1 + a2)

b1

ln(1− iτ).

Аналогiчно, як у [9] отримаємо

lim
t→∞

t∫
0

g(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))du =

−2a1

b1

ln(1− iτ).

Розглянемо

lim
t→∞

t∫
0

r(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))du

та виберемо довiльне 0 < T < t. Iнтеграл представимо у виглядi

t∫
0

r(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))du =

T∫
0

r(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))du− a2

t∫
T

1− e
2iτ
b1t

1 + b1u
2

(1− e
2iτ
b1t )

du−

−a2

t∫
T

(
1− F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1− e

2iτ
b1t

1 + b1u
2

(1− e
2iτ
b1t )

)
du+
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+

t∫
T

(
r(F̂ (u, e

2iτ
b1t ))− a2(F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1)

)
du = I1 + I2 + I3 + I4.

Розглянемо кожен iнтеграл окремо.
При любому скiнченному T > 0 i t → ∞. Враховуючи, що |r(F̂ (u, s))| ≤

a2e
a0u|s− 1| отримаємо

|I1| =
T∫

0

|r(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))|du ≤

T∫
0

a2|e
2iτ
b1t − 1|du ≤ 2a2|τ |T

b1t
→ 0.

Згiдно з [9] при будь-якому скiнченному T > 0 i t→∞ отримаємо, що |I3| → 0
та

I2 = −2a2

b1

t∫
T

d( b1
2

(1− e
2iτ
b1t )u)

1 + b1u
2

(1− e
2iτ
b1t )

du =

= −2a2

b1

(
ln
(
1 +

b1t

2
(1− e

2iτ
b1t )
)
− ln

(
1 +

b1T

2
(1− e

2iτ
b1t )
))

=

= −2a2

b1

ln
1 + b1t

2
(1− e

2iτ
b1t )

1 + b1T
2

(1− e
2iτ
b1t )
→ −2a2

b1

ln(1− iτ).

При |s| ≤ 1 представимо функцiю r(s) у виглядi

r(s) = a2(s− 1) + ε(s)(s− 1),

де ε(s)→ 0 при s→ 1. Звiдси випливає, що

|I4| =
t∫

T

∣∣∣∣r(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))− a2(F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1)

∣∣∣∣du =

t∫
T

∣∣∣∣a2(F̂ (u, e
2iτ
b1t )− 1)+

+ε(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))(F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1)− a2(F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1)

∣∣∣∣du ≤
≤
∣∣F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1

∣∣ t∫
T

ε(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))du ≤

≤ 2τ

b1t
(t− T ) sup

T≤u≤1,|s|≤1

∣∣ε(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))

∣∣→ 0

при t ≥ T →∞.
Отже, ми отримали що потрiбно було показати.
Розглянемо

m∑
n=0

t∫
0

P{µ(x) = n}
m∑

k=n+1

rk(1− F̂ n−k(t− x, s))e
t−x∫
0

(g(F̂ (u,s))+r(F̂ (u,s)))du
dx.
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Вiдомо, що у випадку критичного процесу при a0 = f ′(1) = 0 при скiнченному
b0 = f ′′(1) > 0 має мiсце асимптотична формула

1− F̂ (t, s) =
1− s

b1t
2

(1− s) + 1
(1 + α(t, s)),

де α(t, s)→ 0 при t→∞ рiвномiрно в | s |≤ 1.
Розглянемо

1− F̂ n−k(t− x, s) = 1−
(

1− 1− s
b1(t−x)

2
(1− s) + 1

(1 + α(t− x, s))
)n−k

=

= 1−
( b1(t−x)

2
(1− s)(1 + α(t− x, s)) + 1 + α(t− x, s)− 1 + s

b1(t−x)
2

(1− s) + 1
(1+α(t−x, s))

)n−k
=

= 1−
( b1(t−x)

2
(1− s)(1 + α(t− x, s)) + α(t− x, s) + s

b1(t−x)
2

(1− s) + 1
(1 + α(t− x, s))

)n−k
При t→∞ отримаємо, що

b1(t−x)
2

(1−s)(1+α(t−x,s))+α(t−x,s)+s
b1(t−x)

2
(1−s)+1

→ 1, а

1− F̂ n−k(t− x, s)→ 0.

Враховуючи це, ми отримаємо

lim
t→∞

m∑
n=0

t∫
0

P{µ(x) = n}
m∑

k=n+1

rk(1− F̂ n−k(t− x, s))e
t−x∫
0

(g(F̂ (u,s))+r(F̂ (u,s)))du
dx ≤

≤ lim
t→∞

m∑
n=0

t∫
0

m∑
k=n+1

rk(1− F̂ n−k(t− x, s))e
t−x∫
0

(g(F̂ (u,s))+r(F̂ (u,s)))du
dx = 0.

Зазначимо, що при t→∞ твiрна функцiя

F̂ (t, s) = 1− 1− s
b1t
2

(1− s) + 1
(1 + α(t, s))→ 1.

Таким чином, отримуємо

lim
t→∞

F (t, e
2iτ
b1t ) =

−2(a1 + a2)

b1

ln(1− iτ).

5. Висновки. У данiй статтi продовжено дослiдження однорiдного гiл-
лястого процесу з одним типом частинок з неперервним часом та мiграцiєю
(iммiграцiєю та емiграцiєю частинок) [7]. Доведено граничну теорему для ма-
тематичного сподiвання у випадку докритичного процесу та граничну теорему
для критичного гiллястого процесу.
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Prysyazhnyk K. M. Boundary theorems of branching process with migration.

A separate section of random processes studies laws of reproduction and transformation
of particles and it is the theory of branching processes. The basic mathematical assumption
distinguishes branching processes among other random processes is the transformation of
particles independently from one another. The laws of reproduction and transformation of
particles are subject to regularities, in which randomness plays a major role.

Branched processes are often used as mathematical models of different real processes, in
particular, physical, chemical, biological, genetic, demographic, environmental, economic,
technical and others. In addition, branching processes can describe the population dynam-
ics of particles of different nature, in particular, they can be photons, electrons, neutrons,
protons, atoms, molecules, cells, microorganisms, plants, animals, individuals, prices, in-
formation, etc. This list can be continued. Thus, branching processes are quite widely used
in various sciences. Since third party factors often exist, there is a need to study different
modifications of this process. Among them are branching processes with immigration, em-
igration, or a combination of two processes, namely processes with migration for the case
of discrete or continuous time.

This article investigates a homogeneous branching process with one particle type, mi-
gration, and continuous time µ(t), t ∈ [0,∞). It is assume that there is one particle in the
system at the beginning. The process is defined by transient probabilities, determined by
the intensities of particle reproduction, immigration, and emigration

The main result of the article is the boundary theorems for this process model. The
boundary theorem for mathematical expectation in the case of a subcritical process is
obtained. A boundary theorem for the critical branching process with migration and
continuous-time is also obtained.

Keywords: branching process, migration, continuous time, critical process, subcritical
process.
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ЛОКАЛЬНI МАЙЖЕ-КIЛЬЦЯ НА ЕЛЕМЕНТАРНИХ
АБЕЛЕВИХ ГРУПАХ ПОРЯДКУ p3

Майже-кiльця виникають природним чином при вивченнi систем нелiнiйних вiд-
ображень i вивчаються протягом багатьох десятилiть. Основнi визначення та багато
результатiв стосовно майже-кiлець можна знайти, наприклад, у [G. Pilz. Near-rings.
The theory and its applications. North Holland, Amsterdam, 1977].

Майже-кiльця — це узагальнення кiлець в тому сенсi, що додавання не обов’язково
є комутативним i передбачається лише один дистрибутивний закон. Очевидно, що
кожне асоцiативне кiльце є майже-кiльцем, i кожна група є адитивною групою майже-
кiльця, але не обов’язково майже-кiльця з одиницею. Питання про те, яка група може
бути адитивною групою майже-кiльця з одиницею, далеке вiд вирiшення.

Майже-кiльце R з одиницею називається локальним, якщо пiдгрупа усiх необоро-
тних елементiв iз R утворює пiдгрупу адитивної групи R. Дослiдження локальних
майже-кiлець було iнiцiйовано Мексоном (1968), який визначив ряд їх основних вла-
стивостей i, зокрема, довiв, що адитивна група нуль-симетричного локального майже-
кiльця є p-групою. Мексон (1968) описав усi неiзоморфнi нуль-симетричнi локальнi
майже-кiльця з нециклiчною адитивною групою порядку p2, якi не є майже-полями.
Мексон у 1968 р. також показав, що кожна нециклiчна абелева p-група порядку pn > 4
є адитивною групою нуль-симетричного локального майже-кiльця, яке не є кiльцем.

Список усiх локальних майже-кiлець порядку не бiльше 31 можна отримати з па-
кету SONATA (https://gap-packages.github.io/sonata/) системи комп’ютерної алгебри
GAP (https://www.gap-system.org/). Однак класифiкацiя майже-кiлець вищих поряд-
кiв вимагає набагато складнiших обчислень. Для локальних майже-кiлець вони були
реалiзованi в новому GAP-пакетi LocalNR (https://gap-packages.github.io/LocalNR).
Поточна версiя (ще не розповсюджена за допомогою GAP) мiстить 37599 локальних
майже-кiлець порядку не бiльше 361, за винятком порядкiв 128, 256 i деяких порядкiв
32, 64 i 243.

Ця робота присвячена дослiдженню локальних майже-кiлець з елементарними абе-
левими адитивними групами порядку p3.

Ключовi слова: майже-кiльце, локальне майже-кiльце, елементарна абелева група.

1. Вступ. Вивчення локальних майже-кiлець вперше було iнiцiйоване в [1]
та встановлено, що адитивна група скiнченного нуль-симетричного локального
майже-кiльця є p-групою. Мексон [2] показав, що з точнiстю до iзоморфiзму
iснує p−1 локальне майже-кiльце з елементарною абелевою адитивною групою
порядку p2, в яких пiдгрупи необоротних елементiв мають порядок p, тобто
тих майже-кiлець, якi не є майже-полями. Разом iз фундаментальною робо-
тою Цассенхауза про майже-поля й роботою Клея та Малоне [5], ця стаття дає
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повний опис усiх нуль-симетричних локальних майже-кiлець порядку p2. Крiм
того, в останнiй статтi встановлено, що з точнiстю до iзоморфiзму iснує єдине
майже-кiльце з одиницею, адитивна група якого циклiчна, i яке фактично є
комутативним кiльцем.

Далi, Мексоном [4] було доведено, що кожна нециклiчна скiнченна абелева
p-група порядку, бiльшого за 4, є адитивною групою деякого нуль-симетричного
локального майже-кiльця, що не є кiльцем. Мексоном сформульовано проблему
пошуку єдиного набору вiдображень, що визначають всi неiзоморфнi локальнi
майже-кiльця на цих групах. Ця проблема й досi залишається вiдкритою, як i
проблема визначення кiлькостi неiзоморфних локальних майже-кiлець на данiй
групi.

Ця робота присвячена дослiдженню локальних майже-кiлець з елементар-
ними абелевими адитивними групами порядку p3.

2. Попереднi результати. Дамо основнi означення.

Означення 1. Непорожня множина R з двома бiнарними операцiями “+”
та “ · ” називається майже-кiльцем, якщо:
1) (R,+) — група з нейтральним елементом 0,
2) (R, ·) — напiвгрупа,
3) x · (y + z) = x · y + x · z для всiх x, y, z ∈ R.

Таке майже-кiльце називається лiвим майже-кiльцем. Якщо ж аксiому 3)
замiнити аксiомою (x+ y) · z = x · z + y · z для всiх x, y, z ∈ R, то отримаємо
праве майже-кiльце.

Група (R,+) позначається через R+ та називається адитивною групою, а
її нейтральний елемент 0 — нулем майже-кiльця R. З аксiоми 3 випливає, що
r ·0 = r ·(0+0) = r ·0+r ·0, звiдки отримуємо r ·0 = 0. З цiєї ж аксiоми випливає,
що r · (−s) = −(r · s). Майже-кiльце R називається нуль-симетричним, якщо
також 0 · x = 0.

Майже-кiльце R, в якому напiвгрупа (R, ·) є моноїдом з одиничним елемен-
том i, називається майже-кiльцем з одиницею i. Група всiх оборотних елементiв
цього моноїда позначається через R∗ та називається мультиплiкативною гру-
пою майже-кiльця R, а її доповнення R\R∗ — множиною необоротних елементiв
iз R.

Означення 2. Майже-кiльце R з одиницею називається локальним, якщо
множина L всiх необоротних елементiв iз R утворює пiдгрупу адитивної гру-
пи R+. В цьому випадку L будемо називати пiдгрупою необоротних елементiв
майже-кiльця R.

Наступний результат визначає структурну особливiсть скiнченних локаль-
них майже-кiлець.

Лема 1. Кожне нетривiальне пiдмайже-кiльце з одиницею скiнченного ло-
кального майже-кiльця є локальним майже-кiльцем.

Доведення. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку pn та L — пiд-
група необоротних елементiв R+. Нехай R1 — нетривiальне пiдмайже-кiльце з
одиницею в R та L1 — напiвгрупа необоротних елементiв з R1. Оскiльки L1 є
пiднапiвгрупою L, то L1 є пiдгрупою в L, а отже, пiдгрупою в R1

+. Звiдси R1

— локальне майже-кiльце. Твердження доведено.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Скiнченнi локальнi майже-кiльця з циклiчною пiдгрупою необоротних еле-
ментiв описанi в [7, теорема 1].

Теорема 1. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку pn з n> 1, пiдгрупа
L якого циклiчна та нетривiальна. Тодi його адитивна група R+ або сама
циклiчна, або є елементарною абелевою групою порядку p2. В першому випадку
R є комутативним локальним кiльцем, iзоморфним кiльцю лишкiв Z/pnZ з
n ≥ 2, а в другому — iснує p попарно неiзоморфних таких майже-кiлець R з
|L| = p, iз яких p − 1 є нуль-симетричними, та мультиплiкативнi групи R∗

яких iзоморфнi напiвпрямому добутку двох циклiчних пiдгруп порядкiв p та
p− 1.

Як безпосереднiй наслiдок теореми 1 маємо наступний результат.

Наслiдок 1. Нехай R є локальним майже-кiльцем порядку p3, яке не є iзо-
морфним Z/p3Z або не є майже-полем. Тодi пiдгрупа необоротних елементiв
L є елементарною абелевою групою порядку p2.

Наступне твердження мiстить класифiкацiю абелевих груп порядку p3(див.[6]).

Лема 2. Нехай G — абелева група порядку p3. Далi наведено визначальнi
спiввiдношення всiх неiзоморфних груп G.
1) ap3 = 1.
2) ap2 = 1, bp = 1, ab = ba.
3) ap = bp = cp = 1, ab = ba, ac = ca, cb = bc.

В статтi [5] майже-кiльця з одиницею, а тому i локальнi, з циклiчною адитив-
ною групою повнiстю вивченi. В статтi розглянемо елементарнi абелевi групи
порядку p3 у якостi адитивних груп локальних майже-кiлець.

Нехай G(p, p, p) — група зi спiввiдношеннями 3) з леми 2.
3. Локальнi майже-кiльця з елементарними абелевими адитивними

групами порядку p3.
Нехай R — майже-кiльце з одиницею, адитивна група R+ якого iзоморфна

групi G(p, p, p). Тодi R+ = 〈a〉 + 〈b〉 + 〈c〉 для деяких a, b, c ∈ R, що задо-
вольняють спiввiдношення ap = bp = cp = 0, a + b = b + a, a + c = c + a,
c + b = b + c. Зокрема, кожний елемент x ∈ R єдиним чином записується у
виглядi x = ax1 + bx2 + cx3 з коефiцiєнтами 0 ≤ x1 < p, 0 ≤ x2 < p та 0 ≤ x3 < p.

Без втрати загальностi, можна припустити, що a є одиницею в R, тобто
ax = xa = x для кожного x ∈ R. Бiльш того, для кожного x ∈ R iснують такi
коефiцiєнти α(x), β(x), γ(x), λ(x), µ(x) та ν(x), що xb = aα(x) + bβ(x) + cγ(x) та
xc = aλ(x)+bµ(x)+cν(x). Зрозумiло, що вони єдиним чином визначенi за моду-
лем p, тому деякi вiдображення α : R→ Zp, β : R→ Zp, γ : R→ Zp, λ : R→ Zp,
µ : R→ Zp, ν : R→ Zp.

Теорема 2. Якщо x, y = ay1 + by2 + cy3 ∈ R, то

xy = a(x1y1+α(x)y2+λ(x)y3)+b(x2y1+β(x)y2+µ(x)y3)+c(x3y1+γ(x)y2+ν(x)y3),

причому виконуються наступнi твердження:
(0) α(0) ≡ 0 ( mod p), β(0) ≡ 0 ( mod p), γ(0) ≡ 0 ( mod p), λ(0) ≡ 0 ( mod p),

µ(0) ≡ 0 ( mod p) та ν(0) ≡ 0 ( mod p) тодi i тiльки тодi, коли майже-
кiльце R є нуль-симетричним;
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(1) α(a) = 0, β(a) = 1, γ(a) = 0, λ(a) = 0, µ(a) = 0, ν(a) = 1 ( mod p );
(2) α(xy) ≡ x1α(y) + α(x)β(y) + λ(x)γ(y) ( mod p );
(3) β(xy) ≡ x2α(y) + β(x)β(y) + µ(x)γ(y) ( mod p );
(4) γ(xy) ≡ x3α(y) + γ(x)β(y) + ν(x)γ(y) ( mod p );
(5) λ(xy) ≡ x1λ(y) + α(x)µ(y) + λ(x)ν(y) ( mod p );
(6) µ(xy) ≡ x2λ(y) + β(x)µ(y) + µ(x)ν(y) ( mod p );
(7) ν(xy) ≡ x3λ(y) + γ(x)µ(y) + ν(x)ν(y) ( mod p ).

Доведення.
Оскiльки 0 · a = a · 0 = 0, то R є нуль-симетричним майже-кiльцем, якщо

i тiльки якщо 0 = 0 · b = aα(0) + bβ(0) + cγ(0) або α(0) = β(0) = γ(0) = 0
та 0 = 0 · c = aλ(0) + bµ(0) + cν(0) або λ(0) = µ(0) = ν(0) = 0. Бiльш того,
b = ab = aα(a) + bβ(a) + cγ(a) та c = ac = aλ(a) + bµ(a) + cν(a), маємо α(a) = 0,
β(a) = 1, γ(a) = 0, λ(a) = 0, µ(a) = 0, ν(a) = 1. Тому твердження (0) та (1)
мають мiсце.

Користуючись лiвою дистрибутивнiстю

xy = (xa)y1 + (xb)y2 + (xc)y3 = (ax1 + bx2 + cx3)y1 + (aα(x) + bβ(x) + cγ(x))y2+

+(aλ(x) + bµ(x) + cν(x))y3.

Далi маємо
(ax1 + bx2 + cx3)y1 = ax1y1 + bx2y1 + cx3y1,

(aα(x) + bβ(x) + cγ(x))y2 = aα(x)y2 + bβ(x)y2 + cγ(x)y2

та
(aλ(x) + bµ(x) + cν(x))y3 = aλ(x)y3 + bµ(x)y3 + cν(x)y3.

Тому, користуючись також комутативнiстю додавання,

xy = a(x1y1 + α(x)y2 + λ(x)y3) + b(x2y1 + β(x)y2 + µ(x)y3)+

+c(x3y1 + γ(x)y2 + ν(x)y3).

З асоцiативностi множення маємо (xy)b = x(yb). Оскiльки

(xy)b = aα(xy) + bβ(xy) + cγ(xy)

та

x(yb) = a(x1α(y) + α(x)β(y) + λ(x)γ(y)) + b(x2α(y) + β(x)β(y) + µ(x)γ(y))+

+c(x3α(y) + γ(x)β(y) + ν(x)γ(y)),

то прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти отримаємо рiвностi (2)–(4).
Аналогiчно з асоцiативностi множення маємо (xy)c = x(yc). Оскiльки

(xy)c = aλ(xy) + bµ(xy) + cν(xy)

та

x(yc) = a(x1λ(y) + α(x)µ(y) + λ(x)ν(y)) + b(x2λ(y) + β(x)µ(y) + µ(x)ν(y))+

+c(x3λ(y) + γ(x)µ(y) + ν(x)ν(y)),

то прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти отримаємо рiвностi (5)–(7).
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Нехай R — локальне майже-кiльце з адитивною групою R+, що iзоморфна
групi G(p, p, p), i не є майже-полем.

Зауважимо, що за наслiдком 1 пiдгрупа необоротних елементiв L адитивної
групи R+ локального майже-кiльця R є елементарною абелевою порядку p2,
тобто |R : L| = p.

Теорема 3. Нехай R — локальне майже-кiльце з адитивною групою R+,
що iзоморфна групi G(p, p, p), i не є майже-полем. Тодi R+ = 〈a〉 + 〈b〉 + 〈c〉
для деяких a, b, c ∈ R, що задовольняють спiввiдношення ap = bp = cp = 0,
a+ b = b+a, a+ c = c+a, c+ b = b+ c. Якщо a є одиницею в R, то L = 〈b〉+ 〈c〉
та R∗ = {ax1 + bx2 + cx3 | x1 6≡ 0 ( mod p )}.

Доведення. Якщо a є одиницею в R, то b та c ∈ L за наслiдком 1. Тодi
L = 〈b〉 + 〈c〉. Оскiльки R∗ = R\L, та елемент x = ax1 + bx2 + cx3 ∈ R∗, якщо i
тiльки якщо, x1 6≡ 0 ( mod p ).

Застосовуючи теорему 3, отримаємо наступну формулу множення для будь-
яких двох елементiв x = ax1 + bx2 + cx3 та y = ay1 + by2 + cy3 локального
майже-кiльця R.

Наслiдок 2. Якщо x, y ∈ R, xb = bβ(x) + cγ(x) та xc = bµ(x) + cν(x), то

xy = ax1y1 + b(x2y1 + β(x)y2 + µ(x)y3) + c(x3y1 + γ(x)y2 + ν(x)y3),

причому для вiдображень β : R → Zp, γ : R → Zp, µ : R → Zp та ν : R → Zp
виконуються наступнi твердження:
(0) β(0) ≡ 0 ( mod p), γ(0) ≡ 0 ( mod p), µ(0) ≡ 0 ( mod p) та ν(0) ≡ 0 ( mod p)

тодi i тiльки тодi, коли майже-кiльце R є нуль-симетричним;
(1) β(a) = 1, γ(a) = 0, µ(a) = 0, ν(a) = 1 ( mod p );
(2) якщо β(x) ≡ 0 ( mod p) та µ(x) ≡ 0 ( mod p), то x1 ≡ 0 ( mod p);
(3) β(xy) ≡ β(x)β(y) + µ(x)γ(y) ( mod p );
(4) γ(xy) ≡ γ(x)β(y) + ν(x)γ(y) ( mod p );
(6) µ(xy) ≡ β(x)µ(y) + µ(x)ν(y) ( mod p );
(7) ν(xy) ≡ γ(x)µ(y) + ν(x)ν(y) ( mod p ).

Очевидно, що функцiї β(x) та µ(x) не залежать вiд коефiцiєнта x3.
Маємо наступне твердження.

Лема 3. Пiдгрупа < c > є iдеалом в локальному майже-кiльцi R.

Доведення.
Нехай x = ax1 +bx2 +cx3, y = ay1 +by2 +cy3 ∈ R, z = cz3 ∈< c >. Перевiримо,

чи буде < c > iдеалом в R, тобто (z+x)y−xy ∈< c >. Для цього скористаємося
формулою множення елементiв в R з наслiдку 2,

xy = ax1y1 + b(x2y1 + β(x)y2 + µ(x)y3) + c(x3y1 + γ(x)y2 + ν(x)y3).

Маємо

(z+x)y−xy = (cz3+ax1+bx2+cx3)(ay1+by2+cy3)−(ax1+bx2+cx3)(ay1+by2+cy3) =

= (ax1 + bx2 + c(x3 + z3))(ay1 + by2 + cy3)− (ax1 + bx2 + cx3)(ay1 + by2 + cy3) =
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= ax1y1 + b(x2y1 + β(z + x)y2 + µ(z + x)y3) + c(x3y1 + γ(z + x)y2 + ν(z + x)y3)−

−ax1y1 − b(x2y1 + β(x)y2 + µ(x)y3)− c(x3y1 + γ(x)y2 + ν(x)y3) =

= c(y2(γ(z + x)− γ(x)) + y3(ν(z + x)− ν(x))) ∈< c > .

Отже, < c > є iдеалом в R.

Далi, наведемо приклади майже-кiльцевого множення.

Лема 4. Нехай G iзоморфна групi G(p, p, p). Якщо x = ax1 + bx2 + cx3 та
y = ay1 + by2 + cy3 ∈ G, то множення

x · y = ax1y1 + b(x2y1 + β(x)y2) + c(x3y1 + ν(x)y2)

з одним з наступних наборiв функцiй
• β(x) = 1 та ν(x) = 1;
• β(x) = x1 та ν(x) = x1;
• β(x) = x2

1 та ν(x) = x2
1;

• . . .
• β(x) = xp−1

1 та ν(x) = xp−1
1

визначає локальне майже-кiльце R = (G,+, ·).
Маємо наступну теорему.

Теорема 4. Iснує щонайменше p неiзоморфних локальних майже-кiлець на
елементарнiй абелевiй групi порядку p3.

Доведення. Оскiльки нуль-симетричнi локальнi майже-кiльця порядку p2

класифiкованi в роботi [2], то й описанi всi неiзоморфнi фактор-майже-кiльця
N = R/ < c >. Тобто можна застосувати формулу множення з вказаної роботи,
попередньо адаптувавши її для лiвих локальних майже-кiлець. Зрозумiло, що
N+ = 〈a〉 + 〈b〉. А саме, нехай x = ax1 + bx2 та y = ay1 + by2 елементи майже-
кiльця N , тодi

xy = ax1y1 + b(x2y1 + ρ(x1)y2),

де ρ приймає p−1 значення для нуль-симетричних майже-кiлець за [2,Theorem 1.6].
З iншого боку, за наслiдком 2 маємо:

xy = ax1y1 + b(x2y1 + x1β(x)y2).

Прирiвнявши коефiцiєнти при твiрних, отримаємо: x1β(x)y2 = ρ(x1)y2. Якщо
y2 6≡ 0 (mod p), то x1β(x) = ρ(x1). Звiдки β(x) = ρ(x1)x1

−1. Якщо y2 ≡ 0 (mod p),
то xy = ax1y1 + bx2y1.

Отже, iснує p− 1 таких рiзних функцiї β(x).
Очевидно, що множення з леми 4 з функцiями β(x) = 1 та ν(x) = 1 є

майже-кiльцевим i визначає константне локальне майже-кiльце, що завершує
доведення.

4. Приклади локальних майже-кiлець з елементарною абелевою
адитивною групою порядку p3. Дамо алгоритм побудови локального майже-
кiльця з елементарною абелевою адитивною групою порядку 53 = 125, що реа-
лiзовано в системi комп’ютерної алгебри GAP [8].
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LoadPackage(“LocalNR”);
G := SmallGroup(125, 5);
gen := MinimalGeneratingSet(G);
List(gen,Order);
a := gen[1];
b := gen[2];
c := gen[3];
beta := function(x)
return xˆ2 mod 5; end;
nu := function(x)
return xˆ2 mod 5; end;
mulGR := function(x, y)
local x1, x2, x3, y1, y2, y3;
for x1 in [0..4] do
for x2 in [0..4] do
for x3 in [0..4] do
for y1 in [0..4] do
for y2 in [0..4] do
for y3 in [0..4] do
if x = aˆx1 ∗ bˆx2 ∗ cˆx3 and y = aˆy1 ∗ bˆy2 ∗ cˆy3 then return
aˆ(x1 ∗ y1) ∗ bˆ(x2 ∗ y1 + beta(x1) ∗ y2) ∗ cˆ(x3 ∗ y1 + ν(x1) ∗ y3); fi;
od; od; od; od; od; od; end;
n := ExplicitMultiplicationNearRingNC(G,mulGR);
M := MultiplicationTable(n); ;
mul := NearRingMultiplicationByOperationTable(G,M,AsSortedList(G));
n := ExplicitMultiplicationNearRing(G,mul);

З побудованих прикладiв у пакетах “Sonata” [9] та “LocalNR” [10] маємо таку
кiлькiсть локальних майже-кiлець з дослiджуваними характеристиками, що не
є майже-полями:

Адитивна група Кiлькiсть неiзоморфних локальних майже-кiлець
C2 × C2 × C2 6
C3 × C3 × C3 12
C5 × C5 × C5 29
C7 × C7 × C7 46
C11 × C11 × C11 96

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В роботi ви-
вчаються локальнi майже-кiльця з абелевими адитивними групами порядку p3.
Визначено формули множення для таких майже-кiлець та описано функцiї, що
їх задають. Наведено приклади локальних майже-кiлець на цих групах.

Отриманi результати знайдуть застосування при вивченнi недистрибутив-
них структур на цих групах та класифiкацiї цих об’єктiв. Локальнi майже-
кiльця тiсно пов’язанi з брейсами, якi дають розв’язки комбiнаторних рiвнянь
Янга-Бакстера [11].
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Raievska I. Yu., Raievska M. Yu. Local nearrings on elementary Abelian groups
of order p3.

Nearrings arise naturally in the study of systems of nonlinear mappings, and have been
studied for many decades. Basic definitions and many results concerning nearrings can be
for instance found in [G. Pilz. Near-rings. The theory and its applications. North Holland,
Amsterdam, 1977].

Nearrings are generalized rings in the sense that the addition need not be commutative
and only one distributive law is assumed. Clearly every associative ring is a nearring and
each group is the additive group of a nearring, but not necessarily of a nearring with
identity. The question what group can be the additive group of a nearring with identity is
far from solution.

A nearring R with an identity is called local if the set of all non-invertible elements of
R forms a subgroup of the additive group of R. A study of local nearrings was initiated by
Maxson (1968) who defined a number of their basic properties and proved in particular that
the additive group of a finite zero-symmetric local nearring is a p-group. Maxson (1968)
described all non-isomorphic zero-symmetric local nearrings with non-cyclic additive group
of order p2 which are not nearfields. He also shown in 1968 that every non-cyclic abelian
p-group of order pn > 4 is the additive group of a zero-symmetric local nearring which is
not a ring.

The list of all local nearrings of order at most 31 can be extracted from the package
SONATA (https://gap-packages.github.io/sonata/) of the computer system algebra GAP
(https://www.gap-system.org/). However, the classification of nearrings of higher orders
requires much more complex calculations. For local nearrings they were realized by us in
the form of a new GAP package called LocalNR (https://gap-packages.github.io/LocalNR).
Its current version (not yet distributed with GAP) contains 37599 local nearrings of order
at most 361, except orders 128, 256 and some of orders 32, 64 and 243.

This paper is devoted to the study of local nearrings whose additive groups are an
Abelian group of order p3.

Keywords: nearring, local nearring, elementary Abelian group.
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БЛОЧНЕ РОЗЩЕПЛЕННЯ СИСТЕМИ ЛIНIЙНИХ
МАТРИЧНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

При математичному описаннi рiзноманiтних явищ i процесiв, що виникають в ма-
тематичнiй фiзицi, електротехнiцi, економiцi, доводиться мати справу з матричними
диференцiальними рiвняннями. Тому такi рiвняння є актуальними як для матема-
тикiв, так i для фахiвцiв в iнших галузях природознавства. В данiй статтi розгля-
дається система M лiнiйних матричних диференцiальних рiвнянь з коефiцiєнтами,
зображуваними у виглядi абсолютно та рiвномiрно збiжних рядiв Фур’є з повiльно
змiнними в певному сенсi коефiцiєнтами та частотою (клас F ), причому ця система
близька до блочно-дiагональної системи з повiльно змiнними коефiцiєнтами. Шукає-
ться перетворення з коефiцiєнтами аналогiчного типу, що приводить цю систему до
суто блочно-дiагонального вигляду. Вiдносно коефiцiєнтiв цього перетворення одер-
жується квазiлiнiйна система матричних диференцiальних рiвнянь, яка розпадається
на M незалежних пiдсистем, кожна з яких має вигляд деякої допомiжної нелiнiйної
системи. Для цiєї допомiжної системи методом послiдовних наближень отримано умо-
ви iснування у неї розв’язкiв класу F , а потiм на пiдставi цього результату отримано
умови iснування шуканого перетворення.

Ключовi слова: Матричнi диференцiальнi рiвняння, ряди Фур’є, повiльно змiннi
параметри.

1. Вступ. Одним з актуальних роздiлiв теорiї звичайних диференцiальних
рiвнянь є теорiя матричних диференцiальних рiвнянь. Такi рiвняння виника-
ють при дослiдженнi рiзноманiтних процесiв в математичнiй фiзицi, електро-
технiцi та iнших галузей, i їм присвячено багато праць, в яких дослiджувалась
розв’язнiсть матричних рiвнянь у рiзних функцiональних просторах, крайовi
задачi для матричних диференцiальних рiвнянь та iншi проблеми [1–4]. В данiй
статтi дослiджується питання про блочне розщеплення лiнiйної системи матри-
чних диференцiальних рiвнянь.

2. Основнi позначення та означення. Нехай

G(ε0) = {t, ε : t ∈ R, ε ∈ [0, ε0], ε0 ∈ R+}
Означення 1. Скажемо, що функцiя p(t, ε) належить до класу S(m; ε0)

(m ∈ N ∪ {0}), якщо виконано наступнi умови
1) p : G(ε0)→ C; 2) p(t, ε) ∈ Cm(G(ε0)) за t;
3) dkp(t, ε)/dtk = εkpk(t, ε) (0 ≤ k ≤ m), причому

‖p‖S(m,ε0)
def
=

m∑
k=0

sup
G(ε0)

|pk(t, ε)| < +∞.
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Означення 2. Скажемо, що функцiя f(t, ε, θ(t, ε)) належить до класу
F (m; ε0; θ) (m ∈ N ∪ {0}), якщо ця функцiя зображувана у виглядi:

f(t, ε, θ(t, ε)) =
∞∑

n=−∞

fn(t, ε) exp (inθ(t, ε)),

причому
1) fn(t, ε) ∈ S(m, ε0) (n ∈ Z);
2)

‖f‖F (m;ε0,θ)
def
=

∞∑
n=−∞

‖fn‖S(m;ε0) < +∞;

3) θ(t, ε) =
t∫

0

ϕ(τ, ε)dτ , ϕ ∈ R+, ϕ ∈ S(m, ε0), inf
G(ε0)

ϕ(t, ε) = ϕ0 > 0.

Множина функцiй класу F (m; ε0; θ) утворює лiнiйний простiр, який пере-
творюється на повний нормований простiр введенням норми ‖ · ‖F (m;ε0;θ). Має
мiсце ланцюжок включень: F (0; ε0; θ) ⊃ F (1; ε0; θ) ⊃ . . . ⊃ F (m; ε0; θ).

Нехай задано двi функцiї класу F (m; ε0; θ):

u(t, ε, θ) =
∞∑

n=−∞

un(t, ε) exp (inθ(t, ε)), v(t, ε, θ) =
∞∑

n=−∞

vn(t, ε) exp (inθ(t, ε)).

Добуток цих функцiй визначимо формулою [5]:

(uv)(t, ε, θ) =
∞∑

n=−∞

(
∞∑

s=−∞

un−s(t, ε)vs(t, ε)

)
exp(inθ(t, ε)). (1)

Очевидно, що uv ∈ F (m; ε0; θ).
Сформулюємо деякi властивостi норми ‖ · ‖F (m;ε0;θ). Нехай u, v ∈ F (m; ε0; θ),

k = const. Тодi:
1) ‖ku‖F (m;ε0;θ) = |k| · ‖u‖F (m;ε0;θ);
2) ‖u+ v‖F (m;ε0;θ) ≤ ‖u‖F (m;ε0;θ) + ‖v‖F (m;ε0;θ);
3)

‖u‖F (m;ε0;θ) =
m∑
k=0

∥∥∥∥ 1

εk
∂ku

∂tk

∥∥∥∥
F (0;ε0;θ)

;

4)
‖uv‖F (m;ε0;θ) ≤ 2m‖u‖F (m;ε0;θ) · ‖v‖F (m;ε0;θ).

Дiйсно, при m = 0 згiдно з формулою (1) маємо: ‖uv‖F (0;ε0;θ) ≤ ‖u‖F (0;ε0;θ) ·
‖v‖F (0;ε0;θ). Далi, на пiдставi властивостей 1) – 3):

‖uv‖F (m;ε0;θ) =
m∑
k=0

∥∥∥∥ 1

εk
∂k(uv)

∂tk

∥∥∥∥
F (0;ε0;θ)

≤
m∑
k=0

1

εk

k∑
j=0

Cj
k

∥∥∥∥∂ju∂tj
∥∥∥∥
F (0;ε0;θ)

·
∥∥∥∥∂k−ju∂tk−j

∥∥∥∥
F (0;ε0;θ)

≤

≤ 2m

(
m∑
j=0

1

εj

∥∥∥∥∂ju∂tj
∥∥∥∥
F (0;ε0;θ)

)
·

(
m∑
j=0

1

εj

∥∥∥∥∂jv∂tj
∥∥∥∥
F (0;ε0;θ)

)
= 2m‖u‖F (m;ε0;θ) · ‖v‖F (m;ε0;θ).

На пiдставi властивостi 4) можна стверджувати, що простiр F (m; ε0; θ) утво-
рює банахову алгебру [6].
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Означення 3. Скажемо, що матриця A(t, ε) = (ajk(t, ε))j,k=1,N належить
до класу S2(m; ε0), (m ∈ N ∪ {0}), якщо ajk ∈ S(m; ε0) (j, k = 1, N).

Визначимо норму:

‖A(t, ε)‖S2(m;ε0) = max
1≤j≤N

N∑
k=1

‖ajk(t, ε)‖S(m;ε0).

Означення 4. Скажемо, що матриця B(t, ε, θ) = (bjk(t, ε, θ))j,k=1,N на-
лежить до класу F2(m; ε0; θ) (m ∈ N ∪ {0}), якщо bjk(t, ε, θ) ∈ F (m; ε0; θ)
(j, k = 1, N).

Визначимо норму

‖B(t, ε, θ)‖F2(m;ε0;θ) = max
1≤j≤N

N∑
k=1

‖bjk(t, ε, θ)‖F (m;ε0;θ).

Очевидно, що якщо B1 ∈ F2(m; ε0; θ), B2 ∈ F2(m; ε0; θ), то B1 + B2, B1B2 ∈
F2(m; ε0; θ), i виконано: ‖B1 +B2‖ ≤ ‖B1‖+ ‖B2‖, ‖B1B2‖ ≤ 2m‖B1‖ · ‖B2‖.

3. Постановка задачi. Розглядається наступна система лiнiйних матри-
чних рiвнянь:

dXj

dt
= Aj(t, ε)Xj + µ

M∑
k=1

Bjk(t, ε, θ)Xk, j = 1,M, (2)

де Xj – невiдомi квадратнi матрицi порядку N , Aj(t, ε) ∈ S2(m; ε0), Bjk(t, ε, θ) ∈
F2(m; ε0; θ), µ ∈ [0, µ0) – дiйсний параметр.

Шукається перетворення

Xj = Yj +
M∑
k=1
(k 6=j)

Qjk(t, ε, θ(t, ε), µ)Yk, j = 1,M, (3)

де Qjk(t, ε, θ, µ) (j, k = 1,M) – (N×N)-матрицi класiв F2(m1; ε1; θ) (m1 ≤ m; ε1 ≤
ε0), що приводить систему (2) до вигляду

dYj
dt

= Vj(t, ε, θ, µ)Yj, j = 1,M, (4)

де Vj(t, ε, θ, µ) ∈ F2(m1; ε1; θ).
Для скалярного випадку аналогiчну задачу розглянуто у працi [7].

4. Допомiжнi результати.

Лема 1. Нехай задано скалярне лiнiйне диференцiальне рiвняння 1-го по-
рядку

dx

dt
= λ(t, ε)x+ u(t, ε, θ(t, ε)), (5)

де λ(t, ε) ∈ S(m; ε0), inf
G(ε0)
|Re λ(t, ε)| = γ > 0, u(t, ε, θ) ∈ F (m; ε0; θ). Тодi рiвня-

ння (5) має єдиний частинний розв’язок x(t, ε, θ) ∈ F (m; ε0; θ). Цей розв’язок
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дається формулою:

x(t, ε, θ(t, ε)) =

t∫
T

u(τ, ε, θ(τ, ε)) exp

 t∫
τ

λ(s, ε)ds

 dτ , (6)

де
T =

{
−∞, Reλ(t, ε) ≤ −γ < 0,
+∞, Reλ(t, ε) ≥ γ > 0,

i, крiм того, iснує K0 ∈ (0,+∞) таке, що

‖x(t, ε, θ)‖F (m;ε0;θ) ≤ K0‖u(t, ε, θ)‖F (m;ε0;θ). (7)

Доведення. Припустимо для визначенностi, що Reλ(t, ε) ≤ −γ < 0. Тодi

x(t, ε, θ(t, ε)) =

t∫
−∞

u(τ, ε, θ(τ, ε)) exp

 t∫
τ

λ(s, ε)ds

 dτ . (8)

Подамо u(t, ε, θ) у виглядi

u(t, ε, θ) =
∞∑

n=−∞

un(t, ε) exp(inθ),

де un(t, ε) ∈ S(m; ε0) та
∞∑

n=−∞

‖un(t, ε)‖S(m;ε) < +∞.

Тодi одержимо:

x(t, ε, θ) =
∞∑

n=−∞

xn(t, ε) exp(inθ),

де
dxn
dt

= σn(t, ε)xn + un(t, ε), n ∈ Z, (9)

σn(t, ε) = λ(t, ε) − inϕ(t, ε), де ϕ(t, ε) – функцiя, що фiгурує в означеннi класу
F (m; ε0; θ). Очевидно, що Reσn(t, ε) ≤ −γ < 0.

Функцiя

xn(t, ε) =

t∫
−∞

un(τ, ε) exp

 t∫
τ

σn(s, ε)ds

 dτ (10)

є єдиним, обмеженим на R, розв’язком рiвняння (9), причому

sup
G(ε0)

|xn(t, ε)| ≤ 1

γ
sup
G(ε0)

|un(t, ε)|.

Здiйснимо в рiвняннi (9) пiдстановку:

xn = xn1 −
un(t, ε)

σn(t, ε)
, n ∈ Z, (11)
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де xn1 = xn1(t, ε) – нова невiдома функцiя. Одержимо:

dxn1

dt
= σn(t, ε)xn1 +

d

dt

(
un(t, ε)

σn(t, ε)

)
, n ∈ Z. (12)

I крiм того
dxn
dt

= σn(t, ε)xn1(t, ε). (13)

Очевидно, що
d

dt

(
un(t, ε)

σn(t, ε)

)
= εzn(t, ε),

де zn(t, ε) – обмежена в G(ε0). Тодi

sup
G(ε0)

|xn1(t, ε)| ≤ ε

γ
sup
G(ε0)

|zn(t, ε)|.

Отже
dxn
dt

= εyn1(t, ε), n ∈ Z,

причому
∞∑

n=−∞

sup
G(ε0)

|yn1(t, ε)| < +∞.

Припустимо за iндукцiєю, що

dνxn
dtν

= ενynν(t, ε), ν = 0, l,

причому
∞∑

n=−∞

sup
G(ε0)

|ynν(t, ε)| < +∞, ν = 0, l,

i покажемо, що
dl+1xn
dtl+1

= εl+1yn,l+1(t, ε), n ∈ Z,

де
∞∑

n=−∞

sup
G(ε0)

|yn,l+1(t, ε)| < +∞.

Дiйсно, диференцюючи l + 1 разiв тотожнiсть (9), дiстанемо:

d

dt

(
dl+1xn
dtl+1

)
=

l+1∑
k=0

Ck
l+1

dkσn(t, ε)

dtk
· d

l+1−kxn(t, ε)

dtl+1−k +
dl+1un(t, ε)

dtl+1
=

= σn(t, ε)
dl+1xn(t, ε)

dtl+1
+

l+1∑
k+1

Ck
l+1

dkσn(t, ε)

dtk
· d

l+1−kxn(t, ε)

dtl+1−k +
dl+1un(t, ε)

dtl+1
=

= σn(t, ε)
dl+1xn(t, ε)

dtl+1
+ εl+1gnl(t, ε),
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де gnl(t, ε) ∈ Sm−l−1, причому

∞∑
n=−∞

sup
G(ε0)

|gnl(t, ε)| < + ∞.

Таким чином dl+1xn
dtl+1 – єдиний, обмежений на G(ε0), розв’язок рiвняння

dx

dt
= σn(t, ε)x+ εl+1gnl(t, ε).

А тодi

dl+1xn
dtl+1

= εl+1

t∫
−∞

gnl(τ, ε) exp

 t∫
τ

σn(s, ε)ds

 dτ ,

звiдки й випливає потрiбне.
Випадок Reλ(t, ε) ≥ γ > 0 розглядається аналогiчно.

Лема 2. Нехай задано систему матричних диференцiальних рiвнянь

dYj
dt

= Dj1(t, ε)Yj − YjDj2(t, ε) + µFj(t, ε, θ) + µ
M∑
s=1

Pjs1(t, ε, θ)YsPjs2(t, ε, θ)−

−µYj
M∑
s=1

Rjs1(t, ε, θ)YsRjs2(t, ε, θ)− εHj1(t, ε)Yj − εYjHj2(t, ε), j = 1,M, (14)

де Dj1(t, ε) = (dj1αβ(t, ε))α,β=1,N , Dj2(t, ε) = (dj2αβ(t, ε))α,β=1,N – нижнi трикутнi
матрицi, що належать до класу S2(m; ε0), Fj(t, ε, θ), Pjs1(t, ε, θ), Pjs2(t, ε, θ),
Rjs1(t, ε, θ), Rjs2(t, ε, θ) належать до класу F2(m; ε0; θ), Hj1(t, ε), Hj2(t, ε) нале-
жать до класу S2(m− 1; ε0), µ ∈ (0, µ0) – дiйсний параметр. I нехай виконано
наступну умову:∣∣Re

(
dj1jj(t, ε)− d

j2
kk(t, ε)

)∣∣ ≥ γ > 0, j = 1,M, k = 1, N. (15)

Тодi iснують µ2 ∈ (0, µ0), ε2 ∈ (0, ε0) такi, що для будь-якого µ ∈ [0, µ2) i для
будь-якого ε ∈ (0, ε2) система (14) має єдиний частинний розв’язок Yj(t, ε, θ, µ)
(j = 1,M), що належить до класу F2(m− 1; ε2; θ).

Доведення. Розглянемо спочатку лiнiйну неоднорiдну систему матричних
диференцiальних рiвнянь:

dY 0
j

dt
= Dj1(t, ε)Y 0

j − Y 0
j Dj2(t, ε) + µFj(t, ε, θ), j = 1,M. (16)

Нехай Y 0
j = (y0

jαβ)α,β=1,N , Fj(t, ε, θ) = (fjαβ)α,β=1,N (j = 1,M). Тодi, розписуючи
рiвняння (16) у компонентнiй формi, прийдемо до наступної скалярної лiнiйної
системи диференцiальних рiвнянь:

dy0
j1N

dt
=
(
dj111(t, ε)− dj2NN(t, ε)

)
y0
j1N + µfj1N(t, ε, θ),
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· · ·

dy0
j11

dt
=
(
dj111(t, ε)− dj211(t, ε)

)
y0
j11 −

N∑
s=2

dj2s1(t, ε)y0
j1s + µfj11(t, ε, θ),

dy0
j2N

dt
=
(
dj122(t, ε)− dj2NN(t, ε)

)
y0
j2N + dj121(t, ε)y0

j1N + µfj2N(t, ε, θ),

· · ·

dy0
j21

dt
=
(
dj122(t, ε)− dj211(t, ε)

)
y0
j21 + dj121(t, ε)y0

j11 −
N∑
s=2

dj2s1(t, ε)y0
j2s + µfj21(t, ε, θ),

· · ·

dy0
jNN

dt
=
(
dj1NN(t, ε)− dj2NN(t, ε)

)
y0
jNN +

N−1∑
s=1

dj1Ns(t, ε)y
0
jsN + µfjNN(t, ε, θ),

· · ·

dy0
jN1

dt
=
(
dj1NN(t, ε)− dj211(t, ε)

)
y0
jN1 +

N−1∑
s=1

dj1Ns(t, ε)y
0
js1−

−
N∑
s=2

dj2s1(t, ε)y0
jNs + µfjN1(t, ε, θ), j = 1,M. (17)

На пiдставi леми 1 з використанням умови (15) переконуємось в тому, що
кожне з рiвнянь системи (17) має єдиний частинний розв’язок, що належить
до класу F (m; ε0; θ). Отже, рiвняння (16) має єдиний частинний розв’язок, що
належить до класу F2(m; ε0; θ), та iснує таке K1 ∈ (0,+∞), що виконується
нерiвнiсть:

‖Y 0
j (t, ε, θ‖F2(m;ε0;θ) ≤ µK1‖Fj(t, ε, θ‖F2(m;ε0;θ), j = 1,M. (18)

Розв’язок класу F2(m − 1; ε2; θ) будемо шукати методом послiдовних на-
ближень, обираючи в якостi початкового наближення ‖Y 0

j (t, ε, θ‖ (j = 1,M),
а наступнi наближення визначаючи як розв’язки класу F2(m− 1; ε0; θ) лiнiйних
систем:

dY ν+1
j

dt
= Dj1(t, ε)Y ν+1

j −Y ν+1
j Dj2(t, ε)+µFj(t, ε, θ)+µ

M∑
s=1

Pjs1(t, ε, θ)Y ν
s Pjs2(t, ε, θ)−

−µY ν
j

M∑
s=1

Rjs1(t, ε, θ)Y ν
s Rjs2(t, ε, θ)− εHj1(t, ε)Y ν

j − εY ν
j Hj2(t, ε),

j = 1,M ; ν = 0, 1, 2, . . . . (19)

Визначимо область:

Ω =
{
Yj ∈ F2(m− 1; ε0; θ); ‖Yj(t, ε, θ)‖F2(m−1;ε0;θ) ≤ d; j = 1,M

}
.
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Покажемо, що для достатньо малих значень параметрiв µ i ε всi наближення
Y ν
j (j = 1,M ; ν = 0, 1, 2, . . .) залишаються всерединi областi Ω. Початкове

наближення за умови

µK1‖Fj(t, ε, θ)‖F2(m;ε0;θ) < d0 ≤ d,

очевидно, належить Ω.
Припустимо за iндукцiєю, що Y ν

j (t, ε, θ, µ) ∈ Ω, тобто

‖Y ν
j (t, ε, θ, µ)‖F2(m−1;ε0;θ) < d0 ≤ d (j = 1,M).

Позначимо:
F = max

1≤j≤M
‖Fj(t, ε, θ)‖F2(m;ε0;θ),

P = max

(
max

1≤j≤M
max

1≤s≤M
‖Pjs1(t, ε, θ)‖F2(m;ε)0;θ), max

1≤j≤M
max

1≤s≤M
‖Pjs2(t, ε, θ)‖F2(m;ε)0;θ)

)
,

R = max

(
max

1≤j≤M
max

1≤s≤M
‖Rjs1(t, ε, θ)‖F2(m;ε)0;θ), max

1≤j≤M
max

1≤s≤M
‖Rjs2(t, ε, θ)‖F2(m;ε)0;θ)

)
,

H = max

(
max

1≤j≤M
‖Hj1(t, ε)‖S2(m−1;ε0;θ), max

1≤j≤M
‖Hj2(t, ε)‖S2(m−1;ε0;θ)

)
.

Тодi

‖Y ν+1
j (t, ε, θ, µ)‖F2(m−1;ε0;θ) ≤ µK1

(
F + 22mH2Md+ 23mR2Md2

)
+ ε2mHd. (20)

Очевидно, що iснують µ1 ≤ µ0, ε1 ≤ ε0, що для будь-яких µ ∈ [0, µ1) i для
будь-яких ε ∈ (0, ε1) права частина нерiвностi (20) буде менше, нiж d0 ≤ d. Тодi
для цих значень µ i ε наближення Y ν+1

j (t, ε, θ, µ) (j = 1,M) належить областi Ω.
Таким чином, методом математичної iндукцiї встановлено, що всi наближення
Y ν
j (t, ε, θ, µ) (j = 1,M ; ν = 0, 1, 2, . . .) залишаються всерединi областi Ω.
Доведемо тепер збiжнiсть процесу (19) за нормою ‖ · ‖F2(m−1;ε0;θ). Маємо:

d(Y ν+1
j − Y ν

j )

dt
= Dj1(t, ε)(Y ν+1

j − Y ν
j )− (Y ν+1

j − Y ν
j )Dj2(t, ε)+

+µ
M∑
s=1

Pjs1(t, ε, θ)(Y ν
s − Y ν−1

s )Pjs2(t, ε, θ)−µY ν
j

M∑
s=1

Rjs1(t, ε, θ)(Y ν
s − Y ν−1

s )Rjs2(t, ε, θ)−

−µ(Y ν
j − Y ν−1

j )
M∑
s=1

Rjs1(t, ε, θ)Y ν−1
s Rjs2(t, ε, θ)−

−εHj1(t, ε)(Y ν
j − Y ν−1

j )− ε(Y ν
j − Y ν−1

j )Hj2(t, ε), j = 1,M, ν = 1, 2, . . . . (21)

Позначимо
δν = max

1≤j≤M
‖Y ν+1

j − Y ν
j ‖F2(m−1;ε0;θ).

Тодi отримуємо:

δν ≤ µK1

(
22mP 2Mδν−1 + 23m+1MR2dδν−1

)
+ εH2m+1δν−1. (22)
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Очевидно, що iснують такi µ2 ≤ µ1, ε2 ≤ ε1, що для будь-яких µ ∈ [0, µ2) i для
будь-яких ε ∈ (0, ε2) права частина нарiвностi (22) буде менше, нiж q0δν−1, де
0 < q0 < 1. Отже:

δν ≤ q0δν−1, 0 < q0 < 1. (23)

Тим самим доведено збiжнiсть процесу (19). Очевидно, що граничнi функцiї
Yj(t, ε, θ, µ) (j = 1,M) належать до класу F2(m− 1; ε2; θ).

Лему 2 доведено.
Повернемось тепер до системи (2) i здiйснимо в нiй перетворення (3). Вiд-

носно невiдомих функцiй Qjk(t, ε, θ, µ) (j, k = 1,M) отримаємо систему:

dQjk

dt
=Aj(t, ε)Qjk−QjkAk(t, ε)+µ(Bjj(t, ε, θ)Qjk−QjkBkk(t, ε, θ))+µBjk(t, ε, θ)+

+µ
M∑
s=1

(s 6=j,s 6=k)

Bjs(t, ε, θ)Qsk − µQjk

M∑
s=1
(s 6=k)

Bks(t, ε, θ)Qsk, j, k = 1,M (j 6= k). (24)

При цьому для матриць Vj(t, ε, θ, µ) (j = 1,M) дiстанемо:

Vj(t, ε, θ, µ) = µBjj(t, ε, θ) + Aj(t, ε) + µ
M∑
s=1
(s 6=j)

Bjs(t, ε, θ)Qsj, j = 1,M. (25)

Лема 3. Нехай матрицi Aj(t, ε) (j = 1,M) в системi (24) такi, що iснують
матрицi Lj(t, ε) (j = 1,M), що задовольняють наступнi умови:

1) Lj(t, ε) ∈ S2(m; ε) (j = 1,M),
2) |detLj(t, ε)| ≥ a0 > 0 (j = 1,M),
3) L−1

j (t, ε)Aj(t, ε)Lj(t, ε) = ∆j(t, ε) (j = 1,M), де ∆j(t, ε) (j = 1,M) – нижнi
трикутнi матрицi N-го порядку, що належать до класу S2(m; ε0).

Тодi пiдстановкою

Qjk = Lj(t, ε)YjkL
−1
k (t, ε) (j, k = 1,M, j 6= k) (26)

система (24) приводиться до вигляду:

dYjk
dt

= ∆j(t, ε)Yjk − Yjk∆k(t, ε)− L−1
j (t, ε)

dLj(t, ε)

dt
Yjk + YjkL

−1
k (t, ε)

dLk(t, ε)

dt
+

+µ
(
L−1
j (t, ε)Bjj(t, ε, θ)Lj(t, ε)Yjk − YjkL−1

k (t, ε)Bkk(t, ε, θ)Lk(t, ε)
)

+

+µL−1
j (t, ε)Bjk(t, ε, θ)Lk(t, ε) + µ

M∑
s=1

(s 6=j,s 6=k)

L−1
j (t, ε)Bjs(t, ε, θ)Ysk−

−µYjk
M∑
s=1
(s 6=k)

L−1
k (t, ε)Bks(t, ε, θ)Ls(t, ε)Ysk, j, k = 1,M (j 6= k). (27)

Доведення. Щоб переконатися в справедливостi леми 3, достатньо в систе-
мi (24) здiйснити пiдстановку (26) i використати умови леми.

Роздiл 1: Математика i статистика
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5. Основний результат. Легко бачити, що система (27) розпадається на
M незалежних пiдсистем (M − 1)-го порядку, кожна з яких має вигляд (14).
Тому справедлива наступна теорема

Теорема 1. Нехай система (24) задовольняє умови леми 3, а система (27),
що отримується з неї за допомогою перетворення (26), при кожному k = 1,M
задовольняє всi умови леми 2. Тодi iснують µ∗ ∈ (0, µ0), ε∗ ∈ (0, ε0) такi, що
для будь-яких µ ∈ [0, µ∗) i для будь-яких ε ∈ (0, ε∗) iснує перетворення вигляду
(3), в якому коефiцiєнти Qjk(t, ε, θ, µ) (j, k = 1,M, j 6= k) належать до класу
F2(m − 1; ε∗; θ), що приводить систему (2) до вигляду (3), де Vj(t, ε, θ, µ) ∈
F2(m− 1; ε∗; θ) (j = 1,M) визначаються формулами (25).
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linear matrix differential equations.

In the mathematical description of various phenomena and processes that arise in math-
ematical physics, electrical engineering, economics, one has to deal with matrix differential
equations. Therefore, these equations are relevant both for mathematicians and for spe-
cialists in other areas of natural science. This article considers a system ofM linear matrix
differential equations with coefficients representable as Fourier series with coefficients and
frequency slowly varying in a certain sense (class F ), and this system is close to a block-
diagonal system with slowly varying coefficients. A transformation with coefficients of a
similar type is sought, which leads this system to a purely block-diagonal form. With
respect to the coefficients of this transformation, a quasilinear system of matrix differential
equations is obtained, which decomposes into M independent subsystems, each of which
has the form of some auxiliary nonlinear system. For this auxiliary system, by the method
of successive approximations, conditions are obtained for the existence of class F for its
solutions, and then, on the basis of this result, conditions for the existence of the desired
transformation are obtained.
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ДИНАМIЧНI ПРОЦЕСИ В ТIЛАХ (МАТЕРIАЛАХ) З
ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ. ЧАСТИНА 1.

ПОВЕРХНЕВI ХВИЛI РЕЛЕЯ ВЗДОВЖ КРИВОЛIНIЙНИХ
ГРАНИЦЬ (ЦИЛIНДР, СФЕРА) ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНИХ

ТIЛ

Присвячується 55 рiччю математичного факультету УжНУ
Дана стаття присвячена дослiдженню розповсюдження поверхневих хвиль Релея

вздовж криволiнiйних границь попередньо напружених тiл. Розглядаються два типи
цилiндрiв, а саме: суцiльний нескiнченно довгий цилiндр кругового поперечного пере-
рiзу радiуса R i такий же цилiндр з порожниною. Дослiдження проведенi у випадку
двох видiв навантаження, а саме: для осьового стиску i все сторонньої рiвномiрної
початкової деформацiї тiл. Причому у випадку цилiндрiв поверхнева хвиля розповсю-
джується вздовж цилiндричної поверхнi у напрямi кругової координати θ.

Отриманi дисперсiйнi рiвняння, якi дають можливiсть знайти фазовi швидкостi
поверхневих хвиль Релея. При великих значеннях хвильового числа p, що вiдповiдає
коротким хвилям у порiвняннi з довжиною кола асимптотичного характеру.

Чисельнi результати проведенi, коли цилiндр завантажений у напрямi осi OX3.
На основi одержаних чисельних розрахункiв одержанi кiлькiснi i якiснi результати
впливу початкових напружень на фазову швидкiсть поверхневих хвиль Релея. Зокре-
ма, при конкретнiй частотi швидкiсть поверхневої хвилi Релея лiнiйно залежить вiд
початкових напружень в рамках прийнятої точностi обчислень.

Одержанi результати можуть бути використанi при розробцi фiзичних основ уль-
тразвукових не руйнуючих методiв визначення напружень стиску у при поверхневих
шарах тiла.

Ключовi слова: контактнi напруження, комплекснi потенцiали, фазовi швидкостi,
жорсткi штампи, рухомi навантаження, хвилi Релея, напружено-деформований стан.

1. Вступ. Даний цикл робiт «Динамiчнi процеси в тiлах (матерiалах) з по-
чатковими напруженнями» складається з трьох окремих статей, а саме: 1) По-
верхневi хвилi Релея вздовж криволiнiйних границь (цилiндр, сфера) попере-
дньо напружених тiл; 2) Плоскi динамiчнi контактнi задачi для пiвплощини з
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початковими напруженнями ; 3) Динамiчнi задачi у пружному двохшаровому
пiвпросторi з початковими напруженнями при дiї рухомих навантажень.

Велику увагу в роботi придiлено дослiдженню закономiрностей розповсю-
дження пружних поверхневих хвиль Релея вздовж плоских i криволiнiйних гра-
ниць тiл з початковими (залишковими) напруженнями. Останнi дослiдження тi-
сно пов’язанi з контактними задачами (для встановлення явищ "резонансного
характеру"). Крiм того, такi дослiдження мають i самостiйне значення. Зокре-
ма, для розробки не руйнуючих методiв визначення початкових напружень у
при поверхневих шарах попередньо напружених тiл. Причому результати дру-
гої статтi одержанi на основi комплексних потенцiалiв, введених академiком
НАН України Гузем О. М. i одним з авторiв даної роботи. Одержанi якiснi i
кiлькiснi ефекти впливу початкових (залишкових) напружень на характер хви-
льових процесiв i на основнi характеристики контактної взаємодiї. Для даної
роботи характерним i загальним є те, що: по-перше, всi основнi розглянутi тiла
- пружнi; по друге, усi основи (тiла) – попередньо напруженi.

Актуальнiсть таких дослiджень не повинна викликати сумнiвiв, оскiльки
початковi напруження практично присутнi у всiх елементах сучасних констру-
кцiй. Як вiдомо, природа виникнення початкових напружень має довiльну стру-
ктуру. Так, наприклад, вони можуть виникнути внаслiдок технологiчних опе-
рацiй при виготовленнi сучасних конструкцiйних матерiалiв i машин. Внутрi-
шнi напруження, якi можна розглядати як початковi в елементах конструкцiй
i деталях машин впливають на мiцноснi характеристики матерiалiв, змiнюють
динамiчнi характеристики конструкцiй. Особливо значно впливають залишковi
напруження на мiцноснi характеристики матерiалiв наряду з низькою темпера-
турою, агресивнiстю середовищ (в металургiйнiй, хiмiчнiй i в нафтопереробнiй
промисловостi) i рiзноманiтними концентраторами. Вони значно понижують мi-
цнiсть матерiалiв, їх стiйкiсть, впливають на перехiд металу в хрупкий стан.
Разом з вивченням негативного впливу залишкових напружень в останнi роки
розробляються методи, якi дозволяють використовувати початковi напруження
для пiдвищення довговiчностi i надiйностi металоконструкцiй i деталей машин.

Необхiдно зазначити, що результати даних дослiджень на протязi багатьох
рокiв проводились в Iнститутi механiки iм. С. П. Тимошенка НАН України пiд
керiвництвом академiка Гудзь А. Н. i частково на кафедрi машинобудування,
природничих наук та iнформацiйних технологiй Мукачiвського державного унi-
верситету i належить авторам даної роботи. Також необхiдно зазначити, що за
результатами даного циклу робiт одним iз авторiв отримано Державну премiю
України в галузi науки i технiки (2016р.), а також премiю iм. Динника О. М.
НАН України (2019р.)

У данiй статтi у достатньо загальнiй формi дослiдженi закономiрностi розпо-
всюдження поверхневих гармонiчних пружних хвиль Релея вздовж криволiнiй-
них границь (круговий цилiндр, цилiндрична порожнина у нескiнченому тiлi i
сфера) з початковими напруженнями. Основнi результати дослiджень наведенi
в працях [1-4].

2. Постановка задачi i основнi спiввiдношення. Пiд поверхневими гар-
монiчними хвилями у пружних тiлах з початковими напруженнями будемо ро-
зумiти гармонiчнi хвилi, якi задовольняють наступним двом умовам: по перше,
хвилi розповсюджуються вздовж вiльної або невiльної поверхнi i її амплiтуднi

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ДИНАМIЧНI ПРОЦЕСИ В ТIЛАХ (МАТЕРIАЛАХ) . . . 107

величини затухають при вiддаленнi вiд вiльної поверхнi (ця умова аналогiчна
умовам лiнiйної класичної теорiї пружностi), по друге, у випадку вiдсутностi
початкових напружень, розглядуванi поверхневi хвилi переходять у поверхневi
хвилi класичної лiнiйної (без початкових напружень) теорiї пружностi.

Дослiдження розповсюдження пружних хвиль у попередньо напружених тi-
лах дають можливiсть розв’язати двi задачi. Перша задача полягає у визначен-
нi пружних модулiв третього порядку, якi використовуються у фiзицi твердого
тiла, а друга – дослiдити розподiл напружень. Розробленi неруйнуючi методи
визначення початкових напружень на основi закономiрностей розповсюдження
пружних хвиль у нескiнченних тiлах не дають можливостей визначення поча-
ткового напруженого стану у приповерхневих шарах. У зв’язку з цим вини-
кає теоретична i практична зацiкавленiсть дослiдження поширення поверхне-
вих хвиль Релея для попередньо напружених тiл з криволiнiйними границями.
При проведеннi числових розрахункiв використовувались експериментальнi да-
нi, одержанi в Iнститутi електрозварювання НАН України [6]. Необхiдно зазна-
чити, що у випадку тiльки попереднього осьового стиску суцiльного цилiндра
дисперсiйне рiвняння може бути одержане на основi аналогiї, яка iснує мiж
лiнiйними i лiнеаризованими задачами теорiї пружностi. У роботi встановленi
необхiднi i достатнi умови iснування такої аналогiї. У загальному випадку (для
довiльних початкових станiв) не iснує аналогiї мiж лiнiйними i лiнеаризованими
задачами теорiї пружностi. Для частинних випадкiв однорiдного початкового
стану такi аналогiї iснують. Встановленi аналогiї дають можливiсть використа-
ти вiдомi розв’язки лiнiйних задач, зробивши вiдповiднi замiни.

Як уже зазначалось вище для кругового суцiльного цилiндру така аналогiя
iснує у випадку осьового стиску. У загальному випадку (для довiльних наван-
тажень Pm), наприклад, для “мертвих” навантажень (Pm = 0) всесторонньої
рiвномiрної початкової деформацiї лiнеаризованi задачi не зводяться до лiнiй-
них задач, коли постiйнi Ляме залежать вiд початкових деформацiй, оскiльки в
граничних умовах в напруженнях з’являється додатковий член з множником σ∗0.
Причому рiвняння руху зводяться до рiвнянь Ляме. Для конкретного випадку,
коли поверхневе навантаження дiє в напрямку нормалi до граничної поверхнi i
не змiнює напряму (завжди направлене по нормалi) i величину при деформацiї,
тобто маємо випадок “слiдкувального” навантаження, то граничнi умови лiне-
аризованої задачi зводяться до лiнiйних граничних умов. У роботi розглянемо
нескiнченний цилiндр кругового поперечного перерiзу при такому, у загальному
випадку, початковому напружено-деформованому осесиметричному станi:

(σ∗011 = σ∗022 = 0, σ∗033 = −p∗3 = const), λ1 ≡ λ2;λ3 6= 0. (1)

Для осесиметричного навантаження буде виникати осесиметричний початко-
вий напружено-деформований стан (1) тiльки у тому випадку, коли тiло є iзо-
тропним або трансверсально - iзотропним, причому у останньому випадку вiсь
iзотропiї повинна спiвпадати з вiссю Ox3; надалi будемо приймати данi умови
вiдносно властивостей матерiалу цилiндра.

Розглядається цилiндр кругового поперечного перерiзу радiуса R у неде-
формованому станi. Дослiдимо задачу про розповсюдження поверхневих хвиль
Релея на цилiндричнiй поверхнi, тобто побудуємо точнi розв’язки лiнеаризова-
них рiвнянь теорiї пружностi [4], якi задовольняють умовам вiдсутностi збурень
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поверхневих хвиль на цилiндричнiй поверхнi. Нехай вздовж цилiндричної по-
верхнi у напрямi кругової координати θ поширюється поверхнева хвиля. Крiм
цього, припустимо, що залежнiсть розв’язку вiд координати θ дається множни-
ком e+ipθ, де p – безрозмiрне кутове хвильове число. Будемо розглядувати тiльки
такi поверхневi хвилi, якi при прямуваннi радiуса кривизни цилiндричної по-
верхнi R до нескiнченостi i скiнченому вiдношеннi P/R, переходять у релеєвi
хвилi, якi розповсюджуються вздовж плоскої границi пружного пiвпростору.

Як звичайно хвильове поле вважається залежним вiд часу за законом e−i$t,
тобто розглядаємо гармонiчне коливання. Розглядаючи розв’язки лiнеаризова-
них рiвнянь руху [1] у рамках теорiї скiнчених початкових деформацiй у не-
скiнченому iнтервалi −∞ < θ > ∞, вважаємо, що для поверхневої хвилi, яка
розповсюджується в напрямi кругової координати θ, p може приймати i цiлi, i
дробовi значення.

Дослiдження розповсюдження поверхневих хвиль проведемо для нескiнчено
довгого суцiльного цилiндра i цилiндричної порожнини у нескiнчено пружно-
му середовищi, якi виготовленi iз стисливого матерiалу. При зроблених вище
припущеннях у задачi для суцiльного цилiндра приймаємо, щоб розв’язок був
обмеженим для r = 0, а у випадку цилiндричної порожнини — задовольняв
принципу затухання у всiй областi r>>R. Така постановка задачi вiдповiдає
послiдовним розповсюдженням поверхневої хвилi вздовж цилiндра.

3. Метод розв’язку. Для суцiльного цилiндра кругового поперечного пе-
рерiзу розв’язки хвильових рiвнянь(

∆− ρ
a11λ2

1+σ∗011

∂2

∂t2

)
Φ1 = 0(

∆− ρ
µ12λ2

1+σ∗011

∂2

∂t2

)
Ψ = 0

(2)

можна побудувати у цилiндричнiй круговiй, елiптичнiй i параболiчнiй системi
координат i, вiдповiдно, одержати частиннi (дисперсiйнi) рiвняння. Причому,
у випадку елiптичної i параболiчної системах координат одержання дисперсiй-
них рiвнянь пов’язано з великими труднощами, оскiльки при одержаннi таких
рiвнянь прийдеться мати справу з визначниками нескiнчених порядкiв.

Таким чином, розв’язки хвильових рiвнянь (2) , якi при r = 0 , будуть
обмеженi, згiдно [1] можна зобразити у формi

Φ1 = AeipθIp (ξ1r) ; Ψ = BeipθIp (ξ2r) . (3)

Тут введенi наступнi позначення: p = 2πR/Λ = kR – безрозмiрне кутове хви-
льове число; Jp (ξir) ; (i = 1, 2) функцiї Бесселя першого роду; A i B – довiльнi
постiйнi. Величини Λ i k є, вiдповiдно довжина хвилi i хвильове число.

Розв’язки (3) повиннi задовольняти граничним умовам, якi для кругового
цилiндра у випадку, коли на поверхнi цилiндра вiдсутнi збурення pr∗ = p∗s = 0
мають вигляд [3]

[λ2
1

(
u11 + σ∗011λ

−2
1

)
ur,r + λ2

1u12

(
1
r
uθ,θ + 1

r
ur
)

] |r=R = 0
λ2

1µ12

[(
1 + σ∗011λ

−2
1 µ−1

12

)
uθ,r + 1

r
ur,θ − 1

r
uθ
]
|r=R = 0

(4)

Розглянемо випадок, коли початковий напружений стан цилiндра визначає-
ться умовами (1), тобто цилiндр завантажений в напрямку осi OX3, задовольня-
ють граничнi умови (4) з врахуванням (1) пiсля звичайної процедури одержимо
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дисперсiйне рiвняння у такому виглядi:

a2

[
2

y

(
1− x2

y2

)
+ a3x

]
Ip+1 (v)

Ip (v)
+ 2a4

[
1

y

(
1− x2

y2

)
− x

B1λ2
1

]
Ip+1 (w)

Ip (w)
− 2a2a4·

·
(

1− x2

y2

)
Ip+1 (v)

Ip (v)

Ip+1 (w)

Ip (w)
− x

B1

[
1

y
(a3B1 − 2da1) · x

(
1− x

y

)
− da1a3x

]
= 0 (5)

Тут x = ktR, a1 = µ
a11λ2

1
, a2 =

√
a1, a3 = µ

µ11λ2
1
, a4 =

√
a3, b1 = a12−a11

µ
, d = a11

µ
,

v = a2x, w = a4x, c = ω
k
− фазова швидкiсть поверхневої хвилi, ct − швидкiсть

хвилi зсуву у не завантаженому цилiндрi, y = c
ct
, p = x

y
.

Як частинний випадок iз виразу (5) маємо дисперсiйне рiвняння для швидкостi
хвилi Релея у пiвпросторi з початковими напруженнями, коли p → ∞. Отже,
дисперсiйне рiвняння для пiвпростору з початковими напруженнями має такий
вигляд:

η6
R − 8

µ12

µ
λ2

1η
4
R + 8

µ2
12

µ2
λ4

1

(
3− 2

µ12

a11

)
η2
R − 16

µ3
12

µ3
λ6

1

(
1− µ12

a11

)
= 0, (6)

де ηR = cR
ct
, cR −швидкiсть хвилi Релея в напруженому тiлi з плоскою границею.

Величини a12, µ12 визначаються iз виразiв (4).
Таким чином, дослiджуючи вплив початкових напружень на швидкiсть роз-

повсюдження поверхневих хвиль у цилiндрi необхiдно безпосередньо рзв’язати
чисельно частотне (дисперсiйне) рiвняння (5). При великих значеннях хвильо-
вого числа p, що вiдповiдає коротким хвилям у порiвняннi з довжиною кола,
для фазової швидкостi одержанi результати асимптотичного характеру. Анало-
гiчно суцiльному цилiндру у роботi розглянуто цилiндричну порожнину кру-
гового поперечного перерiзу в нескiнченому пружному просторi. Чисельнi ре-
зультати проведенi, коли цилiндр завантажений у напрямi осi OX3. У рамках
потенцiалу Мурнагана на основi чисельних розрахункiв дослiджено вплив по-
чаткових напружень на фазовi швидкостi поверхневих хвиль, якi розповсю-
джуються вздовж цилiндричної поверхнi. Аналогiчно цилiндру у данiй статтi
в рамках теорiї великих початкових деформацiй дослiджена задача розповсю-
дження поверхневих хвиль Релея на сферi при всестороннiй рiвномiрнiй поча-
тковiй деформацiї. Дослiдження проведенi у випадку двох типiв навантаження:
«слiдкувального» i «мертвого». Задача розв’язана методом шарових векторiв
причому для «слiдкувального» навантаження дисперсiйне рiвняння на основi
аналогiї, яка iснує мiж лiнiйними i лiнеаризованими задачами. Оскiльки сфе-
рична поверхня обмежена, то як i у випадку вiдсутностi початкових напружень
вважаємо [7], що в полюсах сфери θ = 0 i θ = π (r, θ, ϕ – сферичнi коорди-
нати) розмiщенi “джерело” i “стiк” хвиль, якi вiдповiдають особливим точкам
розв’язкiв рiвнянь. Така постановка задачi дає можливiсть вважати “джерело”
i “стiк” хвиль еквiвалентними один одному. При зроблених допущеннях хвилi
розповсюджуються вiд полюсiв з однаковими амплiтудами в “+θ” i “−θ” напрям-
ках. У результатi накладання розповсюджуваних таким чином хвиль, дiстаємо
стоячi хвилi, регулярнi у всiх точках сфери. Зауважимо, що у випадку пiвпро-
стору “джерело” i “стiк” хвиль знаходились на нескiнченностi. У роботi доведе-
но, що для великих значень l, що вiдповiдає коротким хвилям у порiвняннi з
довжиною кола, фазова швидкiсть поверхневих хвиль Релея на сферi незначно
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вiдрiзняється вiд швидкостi хвиль Релея у пiвпросторi. У цьому випадку має
мiсце вираз c = cR (1 + δ). Тут δ мала величина, яка залежить вiд пружних
властивостей середовища, початкових напружень, R i l, причому δ → 0, коли
e→∞; cR – швидкiсть хвилi Релея у завантаженому тiлi з плоскою границею;
c – фазова швидкiсть поверхневої хвилi на сферi. Аналогiчно цилiндру [8] дис-
персiйнi рiвняння вiдповiдно для: «слiдкувального» i «мертвого» навантажень
одержанi у випадку потенцiалу довiльної форми. У роботi доведено, що тiльки
врахування залежностi пружного потенцiалу вiд усiх трьох iнварiантiв тензору
деформацiй Грiна дозволяє пояснити експериментально встановленi закономiр-
ностi розповсюдження пружних хвиль у iзотропному тiлi з початковими на-
пруженнями. Вплив початкових напружень на фазовi швидкостi поверхневих
хвиль дослiджений у рамках потенцiалу Мурнагана, залежно вiд трьох алге-
браїчних iнварiантiв A1, A2, A3 тензору деформацiй Грiна. Розглянуто випадок
досить жорстких матерiалiв, коли у формулах для визначення a0, b0, λ

2
1 можна

обмежитись лiнiйними наближеннями σ
∗
0/µ. Числовi значення постiйних третьо-

го порядку a, b, c i параметрiв λ, µ вiдповiдають сталi марки 09Г2С [6]. В роботi
[2] побудованi графiки залежностi c0/ctвiд безрозмiрної частоти ktR причому c0

– фазова швидкiсть поверхневої хвилi Релея у ненавантаженiй сферi, а ce –
швидкiсть хвилi зсуву.

Необхiдно зазначити, що вперше розповсюдження поверхневих хвиль Релея
для пiвпростору з початковими напруженнями (плоский випадок) було розгля-
нуто в роботi [9]. В [10] цим же автором дослiджено вплив початкових напру-
жень на швидкiсть розповсюдження поверхневих хвиль у нескiнченно довгому
цилiндрi iз нестисливого матерiалу. Грунтовний огляд результатiв для пружних
хвиль (в тому числi для тiл з початковими напруженнями приведений у моно-
графiї [11]). I зовсiм недавно (2019р.) опублiкована стаття [12], в якiй також до-
слiдженi деякi питання розповсюдження поверхневих хвиль Релея в попередньо
напружених тiлах з криволiнiйними границями (цилiндр, сфера). Грунтовний
огляд результатiв для пружних хвиль (у тому числi i поверхневих) для тiл з
початковими напруженнями наведений у монографiї [12]. I на кiнець вiдмiти-
мо, що деякi результати, якi стосуються розповсюдження поверхневих хвиль
Релея для попередньо напружених тiл були одержанi зарубiжними вченими
[13-15]. Так, в [13] дослiджено розповсюдження релеєвських хвиль в пiвпро-
сторi з однорiдними початковими напруженнями. В роботi [14] дослiджується
розповсюдження термопружних релеєвських хвиль, а в [15] – розповсюдження
поверхневих хвиль Релея в матерiалi з пружними потенцiалами Мунi.

Слiд зауважити, що усi наведенi в данiй роботi результати одержанi у за-
гальному виглядi для стисливих i нестисливих тiл для довiльної структури пру-
жного потенцiалу. Такий пiдхiд на наш погляд має деякi переваги у порiвняннi
з дослiдженнями для конкретних видiв пружного потенцiалу [13-15]. Таким чи-
ном, у данiй працi дослiдження багато чисельних динамiчних задач проведенi в
єдинiй загальнiй формi для стисливих i нестисливих попередньо напружених тiл
для довiльної структури пружного потенцiалу. I тiльки на завершальнiй стадiї
дослiджень для одержання числових результатiв використовувались конкретнi
пружнi потенцiали. Необхiдно зазначити, що у випадку вiдсутностi початкових
напружень аналогiчнi дослiдження для цилiндра i цилiндричної порожнини у
нескiнченому тiлi вперше було вивчено у роботах Вiкторова I.О. Ним же були
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розробленi фiзичнi основи застосування ультразвукових хвиль Релея i Лемба
в технiцi. Задача Релея для поверхневих хвиль у випадку сфери для тiл без
початкових напружень також вперше дослiдженi Петрашенем Г.I. I на кiнець,
зазначимо, що одержанi в данiй роботi результати для тiл без початкових на-
пружень повнiсть спiвпадають iз вказаними вище роботами.

На основi чисельних розв’язкiв дисперсiйних рiвнянь в широкому дiапазо-
нi змiни частот для конкретних матерiалiв можна зробити наступнi висновки
кiлькiсного i якiсного характеру.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень.
1) Початковi напруження значно впливають на фазовi швидкостi розповсю-

дження поверхневих хвиль Релея, причому цей вплив бiльш суттєвий для
нестисливих тiл у порiвняннi з стисливими тiлами.

2) Початковi напруження бiльше впливають на швидкiсть розповсюдження
поверхневих хвиль Релея у тому випадку, коли напрям поширення хвилi i
напрям прикладених сил спiвпадають.

3) Для сфери початковi напруження бiльш суттєво впливають на швидкiсть
розповсюдження поверхневих хвиль Релея, нiж на цилiндрах одного i того
ж радiусiв.

4) При конкретнiй частотi швидкiсть поверхневої хвилi Релея лiнiйно зале-
жить вiд початкових напружень в рамках прийнятих точностей обчислень.

5) Початковi напруження бiльше впливають на фазову швидкiсть поверхневих
хвиль Релея для “слiдкувального” навантаження нiж у випадку “мертвого”
навантаження.

6) Вплив початкових напружень на швидкiсть розповсюдження поверхневих
хвиль Релея на цилiндричнiй поверхнi бiльший, нiж у вiдповiдному випадку
плоскої границi.

7) Коли радiус кривизни цилiндричної поверхнi прямує до нескiнченостi, вiд-
ношення фазових швидкостей поверхневої i релеєвської хвилi дорiвнює оди-
ницi.

8) Iз усiх мод поверхневих хвиль перша мода прямує до релеєвської (плоский
випадок) хвилi значно швидше iнших.
Одержанi результати можуть бути використанi для визначення впливу по-

чаткових напружень на швидкостi розповсюдження поверхневих хвиль у попе-
редньо напружених тiлах, а також при розробцi фiзичних основ ультразвукових
не руйнуючих методiв визначення напруженого стану у при поверхневих шарах
тiла.
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Babych S. Yu., Hlukhov Yu. P., Lazar V. F. Dynamic processes in bodi-
es (materials) with initial stress. Part1. Surface Rayleigh waves along curvilinear
boundaries (cylinder, sphere) of prestressed bodies.

The article is devoted to the study of the propagation of Rayleigh surface waves along
the curvilinear boundaries of prestressed bodies. Two types of cylinders are under consid-
eration: a continuous infinitely long cylinder of circular cross section of radius R and the
same cylinder with a cavity. Studies have been conducted in the case of two types of load-
ing: for axial compression and all-sided uniform initial deformation of bodies. Moreover,
in the case of cylinders, the surface wave propagates along the cylindrical surface in the
direction of the circular coordinate θ.

The obtained dispersion equations make it possible to find the phase velocities of
Rayleigh surface waves at large values of the wave number p, which corresponds to short
waves in comparison with the length of the circle of asymptotic nature.

Numerical results have been obtained when the cylinder loaded in the OX3 axial direc-
tion. On the basis of the numerical calculations, the quantitative and qualitative results of
the initial stresses influence on the phase velocity of the Rayleigh surface waves have been
obtained. In particular, the speed of the Rayleigh surface wave, at a specific frequency,
linearly depends on the initial stresses within the accepted accuracy of calculations.

The obtained results can be used in the development of physical bases of ultrasonic
non-destructive methods for compressive stresses determination in the near-surface layers
of the body.

Keywords: contact stresses, complex potentials, phase velocities, rigid stamps, movable
loads, Rayleigh waves, stress-strain state.
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ДИНАМIЧНI ПРОЦЕСИ В ТIЛАХ (МАТЕРIАЛАХ) З
ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ. ЧАСТИНА 2. ПЛОСКI
ДИНАМIЧНI КОНТАКТНI ЗАДАЧI ДЛЯ ПIВПЛОЩИНИ З

ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ

Присвячується 55 рiччю математичного факультету УжНУ
В данiй статтi дослiдженi динамiчнi контактнi задачi для пiвплощини з початко-

вими напруженнями на основi введених комплексних потенцiалiв для плоских дина-
мiчних задач у випадку стисливих i нестисливих тiл з початковими напруженнями
(окремо для рiвних i нерiвних коренiв характеристичного рiвняння) одержанi пред-
ставлення напружень i перемiщень через гармонiчнi функцiї своїх аргументiв. Данi
представлення введенi коли жорсткий штамп рухається прямолiнiйно вздовж границi
пiвплощини з рiвномiрною швидкiстю. Останнє дає змогу звести дану динамiчну за-
дачу до стацiонарної в рухомiй системi координат. В результатi граничних переходiв
у випадку вiдсутностi початкових напружень одержанi комплекснi потенцiали пере-
ходять у вiдомi комплекснi потенцiали Галiна Л. А., Мусхелiшвiлi М. I. i Лехницько-
го Л. Г. Данi динамiчнi задачi зведенi до задачi Рiмана - Гiльберта. Якщо штамп руха-
ється без тертя, то з врахуванням формули Келдиша-Седова одержали явнi формули
для обчислення контактного тиску, який залежить вiд початкових напружень. Крiм
цього, в роботi розглянутi задачi про розповсюдження поверхневих хвиль вздовж пiв-
простору з початковими напруженнями. Остання задача розв’язується за допомогою
комплексних потенцiалiв. Результати повнiстю спiвпадають з тими, якi були одержанi
одним з авторiв статтi ранiше. В роботi встановленi критичнi параметри коефiцiєнтiв
подовжень для потенцiалiв Трелоара i Бортенєва-Хазановича при яких наступають
явища “резонансного характеру”. Як граничний випадок для “резонансного ефекту”
дiстаємо, що при досягненнi початковими напруженнями значень, якi вiдповiдають
поверхневiй нестiйкостi, компоненти напружено-деформованого стану прямують до
нескiнченостi. У цьому випадку тiло буде знаходитись у станi “нейтральної рiвнова-
ги ”. Тому з iнженерної точки зору ситуацiя, коли швидкiсть поверхневих хвиль Релея
у тiла з початковими напруженнями є необмеженою.

Ключовi слова: початковi напруження, характеристичнi рiвняння, пружний потен-
цiал, поверхневi хвилi, контактна задача, жорсткий штамп.
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1. Вступ. Пiдвищення надiйностi i довговiчностi iнженерних споруд i машин
є однiєю з найбiльш актуальних задач сучасного будiвництва i машинобудува-
ння. Успiшному розв’язанню її значною мiрою сприяють широкi науковi дослi-
дження в областi механiки твердого деформованого тiла, зокрема при вивченнi
проблеми передачi навантаження в конструкцiях i деталях машин. Поява нових
матерiалiв, необхiднiсть пiдвищення експлуатацiйних властивостей споруд i ма-
шин, зменшення їх ваги, збiльшення термiнiв експлуатацiї, зниження вартостi
i досягнення економiчної сумiсностi – все це залежить вiд методiв розрахунку.

По проблемах, якi вiдносяться до контактних задач для пружних, в’язко
пружних i пластичних тiл без початкових напружень на даний час одержанi
результати з широкого кола питань.

Вагомий вклад у розробку методiв розв’язання плоских i просторових кон-
тактних задач класичної (лiнiйної) теорiї пружностi внесли вiтчизнянi вченi.
Грунтовний огляд результатiв у галузi механiки контактної взаємодiї тiл без
початкових напружень наведено у монографiї за редакцiєю Л.О. Галiна «Ра-
звитие теории контактних задач в СССР» (М.:Наука, 1976.– 493 с.), а також
в багатьох працях монографiчного i навчального характеру, виданих в останнi
роки.

Число публiкацiй з механiки контактної взаємодiї неперервно зростає, що
пояснюється актуальнiстю розглядуваних проблем для iнженерної практики.
Проте сучаснi потреби iнженерної практики висунули помiж дослiдниками ряд
задач, якi вимагають використання бiльш ускладнених моделей суцiльного се-
редовища (вiдмiнних вiд класичних) iз складними фiзичними та механiчними
властивостями iз врахуванням, наприклад, таких факторiв при контактнiй вза-
ємодiї, як вплив тертя, тепловидiлення, при поверхневих властивостей матерi-
алу, жорсткуватостi та зносостiйкостi поверхнi тiла, що у свою чергу, зв’язане
з мiкромеханiкою фрикцiйної взаємодiї тощо.

2. Актуальнiсть. Одним з важливих факторiв при контактнiй взаємодiї
(разом з перерахованими) є врахування початкових (залишкових) напружень.
Однак цi питання до останнього часу майже повнiстю не розробленi. Актуаль-
нiсть таких дослiджень не викликає сумнiвiв, оскiльки початковi (залишковi)
напруження практично присутнi у всiх елементах конструкцiй. Як вiдомо по-
чатковi напруження зумовленi рiзними причинами, наприклад, технологiчними
операцiями, виконуваними при виготовленнi матерiалiв або складанням кон-
струкцiй. У випадку композицiйних матерiалiв початковi напруження, як пра-
вило, вiдповiдають напруженням уздовж армуючи елементiв. У земнiй корi
вони утворюються внаслiдок дiї гравiтацiйних сил i тектонiчних процесiв. Їх
необхiдно враховувати при розв’язаннi задач з деформацiї грунтiв (особливо
замерзлих). У пружно-пластичних тiлах також можуть бути внутрiшнi зали-
шковi напруження пiсля зняття навантажень. Початковi напруження завжди
присутнi у кровоносних судинах живих органiзмiв.

Особливу зацiкавленiсть у зв’язку з запровадженням на практицi нових шту-
чних матерiалiв, якi можуть витримувати великi початковi деформацiї, викли-
кає дослiдження динамiчних контактних задач у тiлах з початковими напруже-
ннями. Iнодi доцiльно створювати початковi напруження (залишковi i техноло-
гiчнi) для компенсацiї тих напружень, якi виникають в елементах конструкцiй,
а також для пiдвищення мiцностi характеристик конструкцiй.
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При дослiдженнi контактних задач для тiл з початковими напруженнями на
даний час склались два пiдходи: 1) дослiдження тiл з конкретною формою пру-
жного потенцiалу (Московська школа механiкiв); 2) дослiдження пружних тiл
з початковими напруженнями для довiльної структури пружного потенцiалу
в загальному виглядi для стисливих i нестисливих матерiалiв (цi дослiдження
належать авторам i становлять змiст даної роботи).

Слiд зауважити, що усi наведенi в данiй роботi результати одержанi у рам-
ках другого пiдходу, який на наш погляд має деякi переваги у порiвняннi з
першим пiдходом. Так до недавнього часу одна i таж сама контактна задача
для попередньо напружених тiл розглядалась одним автором, наприклад, для
потенцiалу Трелоара, а другим автором для потенцiалу Мунi тощо, тобто для
конкретної форми пружного потенцiалу. У данiй працi дослiдження багаточи-
сленних динамiчних задач наведенi в єдинiй загальнiй формi для стисливих i
нестисливих попередньо напружених тiл для довiльної структури пружного по-
тенцiалу. I тiльки на завершальнiй стадiї дослiджень для одержання числових
результатiв використовувались конкретнi пружнi потенцiали.

Таким чином, механiка матерiалiв i елементiв конструкцiй, геофiзика, сей-
смологiя, механiка гiрських порiд, механiка композитiв, бiомеханiка не руйную-
чi методи визначення напружень тощо – далеко не повний перелiк наукових на-
прямiв фундаментального i прикладного характеру, в яких виникли проблеми,
пов’язанi з необхiднiстю дослiдження впливу початкових (залишкових) напру-
жень або деформацiй. Виходячи iз цього, необхiдно вiдзначити важливiсть до-
слiдження початкових напружень на напружено-деформований стан в областi
контакта. Врахування початкових напружень при розрахунку вiдповiдальних
елементiв конструкцiй, машин i споруд дозволить бiльш ефективно враховувати
мiцноснi ресурси матерiалiв, правильно оцiнювати мiцнiсть i суттєво понизити
їх матерiалоємнiсть, зберiгаючи при цьому потрiбнi фундаментальнi характе-
ристики.

3. Постановка задачi. Розглядається нелiнiйно-пружне iзотропне тiло з
довiльною формою пружного потенцiалу. Викладенi нижче результати вiднося-
ться також i до ортотропного тiла, коли пружно-еквiвалентнi напрями спiвпада-
ють з напрямками координатних лiнiй вибраної системи координат. Вводяться
такi координати: xγ – лагранжевi, якi в недеформованому станi спiвпадають
з декартовими; ηγ – декартовi, якi рухаються прямолiнiйно вздовж осi 0y1 з
постiйною швидкiстю v; yγ – декартовi в початковому (деформованому) станi.
Мiж координатами введених систем при умовi, що початковий стан тiла ви-
значається перемiщеннями u0

m = δim (λi − 1)xi; λi = const, де λi – коефiцiєнти
подовження, iснує така залежнiсть

yγ = λjxj, η1 = y1 − vt, η2 = y2, γ = 1, 2, v = const. (1)

Всi величини для збурень вiднесено до розмiрiв тiла в початковому дефор-
мованому станi. У зв’язку з цим компоненти збурень Q̃nm тензора напружень
вiднесенi до розмiру площадок, за якими вони дiють; при цьому для нерiвних ко-
ренiв характеристичного рiвняння використано пiдхiд праць Лехницького С. Г.
[1], а для рiвних коренiв - працi Мусхелiшвiлi М. I. [2]. В роботi застосовується
апарат теорiї функцiй комплексної змiнної.

4. Метод розв’язку. Комплекснi потенцiали. Введемо комплекснi потен-
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цiали для плоских динамiчних задач у випадку стисливих i нестисливих тiл з
початковими напруженнями (окремо для рiвних i нерiвних коренiв характери-
стичного рiвняння), коли данi динамiчнi задачi можна звести до стацiонарних
задач у рухомiй системi координат, яка рухається прямолiнiйно з постiйною
швидкiстю.

В роботах [3-7], [10-12] окремо для рiвних i нерiвних коренiв характеристи-
чного (визначального) рiвняння побудованi представлення напружень i пере-
мiщень через комплекснi потенцiали. В результатi ряду перетворень для сти-
сливих тiл у випадку нерiвних коренiв характеристичного рiвняння знайдено
вирази для представлення напружень i перемiщень через комплекснi потенцiали
у такому виглядi:

Q̃22 = 2Re [Φ′1 (z1) + Φ′2 (z2)] ;

Q̃21 = −2Re
[
µ1γ

(1)
21 Φ′1 (z1) + µ2γ

(2)
21 Φ′2 (z2)

]
;

Q̃12 = −2Re
[
µ1γ

(1)
12 Φ′1 (z1) + µ2γ

(2)
12 Φ′2 (z2)

]
;

Q̃11 = 2Re
[
µ2

1γ
(1)
11 Φ′1 (z1) + µ2

2γ
(2)
11 Φ′2 (z2)

]
;

uk = 2Re
[
γ

(1)
k Φ1 (z1) + γ

(2)
k Φ2 (z2)

]
(k = 1, 2) .

(2)

де Φ1 (z1), Φ2 (z2) − аналiтичнi функцiї комплексної змiнної.
Аналогiчно формулам (2) мають мiсце вирази для представлень напружень

i перемiщень через комплекснi потенцiали у випадку рiвних коренiв характе-
ристичного (визначального) рiвняння [4]. Якщо в (2) зробити деякi граничнi
переходи, то для стисливих тiл одержимо наступне. Коли ν = 0, то прийдемо
до представлень типу (2) для стисливих плоских задач стисливих тiл з по-
чатковими напруженнями. При цьому здiйснюється граничний перехiд у всiх
виразах, в тому числi при визначеннi комплексних параметрiв, коефiцiєнтiв i
комплексних потенцiалiв. Без початкових напружень, поклавши S0

11 ≡ S0
22 ≡

0, дiстанемо результати, отриманi Галiним Л. А. [8]. Якщо до останньої умо-
ви додатково приєднати умову ν = 0, то пiсля введення складових тензора
$ для лiнiйно-пружного ортотропного тiла дiстанемо комплекснi потенцiали
Лехницького С. Г. [1]. Аналогiчно вводяться комплекснi потенцiали для нести-
сливих попередньо напружених тiл окремо для нерiвних i рiвних коренiв хара-
ктеристичного рiвняння. Таким чином, напруження i перемiщення для стисли-
вих i нестисливих тiл представленi в єдинiй загальнiй формi через комплекснi
потенцiали окремо для нерiвних i рiвних коренiв характеристичного рiвнян-
ня. Введенi комплекснi зображення мiстять у собi ряд вiдомих результатiв, якi
є наслiдком граничних переходiв. Крiм цього, введенi зображення через ком-
плекснi потенцiали дають можливiсть дiстати точнi розв’язки тих класiв задач
для тiл з початковими напруженнями, якi розв’язанi для пружних тiл в рамках
класичної теорiї пружностi (у випадку вiдсутностi початкових напружень).

У роботi для тiл з початковими напруженнями вказано методи побудови
точних розв’язкiв динамiчних задач на основi комплексних потенцiалiв, одер-
жаних для вiдповiдних статичних задач. Насамперед встановлено, що iз порiв-
няння вiдповiдних виразiв для динамiчних задач стисливих тiл i виразiв для
нестисливих тiл випливає, що зображення напружень i перемiщень через ком-
плекснi потенцiали мають однакову структуру. Вiдрiзняються тiльки формули
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для визначення коефiцiєнтiв γ(j)
nm, γ(j)

k . Отже, можна проводити розв’язання у
загальнiй формi для стисливих i нестисливих тiл. Iз встановленого вище порiв-
няння комплексних зображень напружень i перемiщень через комплекснi потен-
цiали Φ1 (z1) ,Φ2 (z2) для нерiвних коренiв характеристичного рiвняння i через
потенцiали ϕ1 (z1) , ϕ2 (z2) або ψ (z1) ,Φ (z1) для рiвних коренiв однаковими фор-
мулами як для статичних, так i для динамiчних задач. Вiдрiзняються тiльки
формули для визначення напружень Q̃12, оскiльки для статичних задач γ(j)

12 = 1

при нерiвних i γ(1)
12 = 1 при рiвних коренях. При цьому для статичних i динамi-

чних задач вiдрiзняються вирази для знаходження комплексних параметрiв µj,
якi входять у комплекснi змiннi zj i вирази для знаходження Bj, B(j), B, γ(j)

nm i
γ

(j)
k

Наскiльки згаданий вище метод комплексних потенцiалiв є ефективним i
придатним до розв’язання динамiчних задач розглядуваного класу, показано
спочатку на прикладi задачi про поширення поверхневих хвиль Релея на пiв-
площинi y2 < 0 з початковими напруженнями (така задача, уже розв’язана
iншим методом). Швидкiсть поверхневої хвилi v вважаємо невiдомою i для її
визначення треба мати вiдповiднi рiвняння. Дослiдження виконано в загальнiй
формi для стисливих и нестисливих тiл окремо при нерiвних i рiвних коренях
характеристичного (основного) рiвняння. Рiвняння для знаходження швидко-
стi побудовано за умови iснування вiдмiнних вiд нуля у пiвплощинi компле-
ксних потенцiалiв, якi забезпечують виконання умов рiвностi нулю напружень
на границi пiвплощини при y2 = 0. Для нерiвних коренiв на границi пiвплощини
дiстанемо граничнi умови

Q̃22 = 2Re [Φ′1 (z1) + Φ′2 (z2)] = 0;

Q̃21 = −2Re
[
µ1γ

(1)
21 Φ′1 (z1) + µ2γ

(2)
21 Φ′2 (z2)

]
= 0. (3)

Система однорiдних рiвнянь (3) вiдносно невiдомих Φ′1 i Φ′2 має нетривiальний
розв’язок, коли визначник другого порядку дорiвнює нулю, тобто∣∣∣∣ 1

µ1γ
(1)
21

1

µ2γ
(2)
21

∣∣∣∣ = 0. (4)

Отже, з умови iснування ненульових розв’язкiв системи (3), тобто з (4), одер-
жано рiвняння для визначення швидкостi хвиль Релея у виглядi

µ2γ
(2)
21 − µ1γ

(1)
21 = 0. (5)

Зауважимо, що рiвняння (5) вiдповiдає поверхневiй нестiйкостi пiвплощини з
початковими напруженнями. Для рiвних коренiв одержано аналогiчне рiвняння
у формi

γ
(2)
21 − µ1γ

(1)
21 γ

(2)
21 = 0. (6)

Конкретнi числовi результати в роботi одержанi для потенцiалу Трелоара (не-
стисливi тiла). Також як приклад застосування комплексних потенцiалiв у ро-
ботi розглянута плоска задача про жорсткий штамп, який рухається з тертям
вздовж границi η2 ≤ 0 нижньої пiвплощини (η2 ≤ 0) з початковими напруження-
ми. Розглянуто такi динамiчнi контактнi задачi, якi зводяться до стацiонарних
задач у рухомiй системi координат. Це має мiсце тiльки тодi, коли швидкiсть
руху штампу менша за швидкiсть поширення у тiлi пружних хвиль (поздовжнiх
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i поперечних). Останнє вiдповiдає тому, що вихiдне рiвняння буде елiптично-
го типу, i аналогiї мiж явищами, якi виникають при дiї нерухомого i рухомого
штампiв у пiвплощинi з початковими напруженнями, матимуть мiсце тiльки у
цьому випадку. Також цiлком зрозумiло, що рух штампу iз надзвуковою швидкi-
стю на практицi зустрiчається рiдко. При розв’язуваннi даної контактної задачi
використанi побудованi комплекснi потенцiали. Задача зведена до вiдомої задачi
Рiмана-Гiльберта. В результатi звичайної процедури дана динамiчна контактна
задача звелась до знаходження аналiтичної функцiї w1 (z), через яку обчислю-
ється контактний тиск. Таким чином, для визначення функцiї w1 (z) одержано
таку ж змiшану задачу, як i у випадку вiдповiдної контактної динамiчної задачi
для анiзотропної пiвплощини без початкових напружень (Лехницький С.Г.), а
також таку крайову задачу (з врахуванням сил тертя), як i у випадку рухомого
штампу, який рухається вздовж границi iзотропної пiвплощини без початкових
напружень. Якщо штамп рухається без тертя (k = 0), то застосовуючи форму-
лу Келдиша-Седова [9] для аналiтичної функцiї w1 (z) в роботi [10] одержано
явну формулу. В роботi для конкретних пружних потенцiалiв встановлено за-
лежнiсть контактного тиску вiд величини початкових напружень.

З фiзичної точки зору цiкавим є випадок, коли швидкiсть руху штампу (на-
вантажень) збiгається з швидкiстю хвиль Релея у пружному тiлi з початковими
напруженнями. У роботi розглянуто деякi питання, якi пов’язанi з поверхневи-
ми явищами для динамiчної контактної задачi для пiвплощини з початковими
напруженнями.

З виразiв для аналiтичних функцiй Φj (zj) випливає, що комплекснi потен-
цiали, якi є точними розв’язками першої основної динамiчної задачi для пiвпло-
щини з початковими напруженнями, перетворюються у нескiнченнiсть, а отже
у нескiнченнiсть перетворюються компоненти напружено-деформованого стану,
обчисленi за комплексними потенцiалами, коли мають мiсце рiвняння (5) i (6).

Таким чином, рiвняння (5) (для нерiвних коренiв характеристичного рiв-
няння) i рiвняння (6) (для рiвних коренiв) є дисперсiйними рiвняннями для
визначення швидкостей поширення поверхневих хвиль Релея вздовж границi
пiвплощини з початковими напруженнями. Отже, коли швидкiсть руху штампу
наближається до швидкостi поверхневих хвиль Релея у тiлах з початковими на-
пруженнями вздовж плоскої границi виникають своєрiднi явища «резонансно-
го характеру», якi пов’язанi з необмеженим зростанням напружень у пружному
тiлi. Слiд зауважити, що аналогiчнi явища виникають i у класичнiй лiнiйнiй те-
орiї пружностi, коли швидкiсть руху штампу наближається до швидкостi хвиль
Релея у матерiалi без початкових напружень. Необхiдно зазначити, що в остан-
ньому випадку швидкiсть хвиль Релея – величина постiйна для даного мате-
рiалу, тобто iснує тiльки одна критична швидкiсть руху. Оскiльки швидкiсть
поверхневих хвиль Релея неперервно залежить вiд початкових напружень, то
для кожного випадку попереднього навантаження необхiдно обчислити швид-
кiсть поверхневих хвиль; таким чином дiстанемо неперервний спектр критичних
швидкостей руху. Як граничний випадок для «резонансного ефекту» дiстає-
мо, що при досягненнi початковими напруженнями значень, якi вiдповiдають
поверхневiй нестiйкостi, компоненти напружено-деформованого стану пряму-
ють до нескiнченностi. Одержаний результат не повинен викликати сумнiвiв,
оскiльки при досягненнi початковим станом значень, якi вiдповiдають поверх-
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невiй нестiйкостi, тiло буде знаходитись у станi «нейтральної рiвноваги». Тому
з iнженерної точки зору ситуацiя, коли швидкiсть руху штампу наближається
до швидкостi поверхневих хвиль Релея у тiлах з початковими напруженнями, є
небажаною. На основi комплексних потенцiалiв (як i випадку статики) можна
знайти точнi розв’язки основних динамiчних плоских задач (першої, другої i
змiшаної) для пiвплощини з початковими напруженнями [11-15].

5. Висновки. Таким чином, в данiй роботi побудованi комплекснi потен-
цiали плоских динамiчних задач для тiл з початковими напруженнями. В ре-
зультатi напруження i перемiщення зображенi через гармонiчнi функцiї сво-
їх аргументiв. Комплекснi потенцiали введенi у єдинiй формi для стисливих i
нестисливих тiл для потенцiалiв довiльної структури окремо для рiвних i не-
рiвних коренiв характеристичного рiвняння. На основi введених комплексних
потенцiалiв розв’язанi конкретнi задачi для рухомих штампiв у випадку пря-
молiнiйного руху з постiйною швидкiстю. За допомогою формули Келдиша –
Седова одержанi явнi формули для обчислення контактного тиску. Також ме-
тодом комплексних потенцiалiв в дослiдженнi плоских при розповсюдженнi по-
верхневих хвиль Релея вздовж пiвпростору з початковими напруженнями. На
основi чисельних дослiджень одержанi кiлькiснi i якiснi результати впливу по-
чаткових напружень на фазову швидкiсть поверхневої хвилi Релея i на основi
характеристики контактної взаємодiї [11-17]. У випадку вiдсутностi початкових
напружень одержанi результати спiвпадають з класичними. Також важливим
в роботi є те, що встановленi явища “резонансного характеру” для конкретних
пружних потенцiалiв.
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Babych S. Yu., Hlukhov Yu. P., Lazar V. F. Dynamic processes in bodies
(materials) with initial stress. Part 2. Flat dynamic contact problems for a half-plane
with initial stresses.

The dynamic contact problems for a half-plane with initial stresses on the basis of
introduced complex potentials for plane dynamic problems in the case of compressible
and incompressible bodies with initial stresses (separately for equal and unequal roots of a
characteristic equation), the obtained representations of stresses and displacements through
the harmonic functions of their arguments have been investigated in the article. These
representations are introduced when the load is applied through a rigid stamp and moves
rectilinearly along the boundary of the half-plane at a uniform velocity. The latter makes it
possible to reduce this dynamic problem to a stationary one in a moving coordinate system.
As a result of boundary transitions in the absence of initial stresses, the obtained complex
potentials pass into the known complex potentials Galin L.A, Muskhelishvili M.I. and
Lekhnytsky L.G. These dynamic problems are reduced to the Riemann-Hilbert problem.
If the stamp moves without friction, then taking into account the Keldysh-Sedov formula we
obtain explicit formulas for calculating the contact pressure, which depends on the initial
stresses. Additionally, the problems of propagation of surface waves along a half-plane with
initial stresses have also been considered in the article. The latter problem is solved with
the help of complex potentials. The results are exactly the same as those obtained earlier
by one of the authors of the article. The critical parameters of elongation coefficients for
Treloir and Bortnev-Khazanovich potentials at which “resonant nature” phenomena occur
have been established in the article.

As a limiting case for the “resonance effect”, we get that when the initial stresses reach
values corresponding to the surface instability, the components of the stress-strain state go
to infinity. In this case, the body will be in a state of "neutral equilibrium". Thus, the
Rayleigh surface waves in bodies with initial stresses are unlimited.

Keywords: Initial stresses, characteristic equations, elastic potential, surface waves, con-
tact problem, rigid stamp.
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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI РОЗМIЩЕННЯ ПРЯМОКУТНИКIВ
НА НАПIВСКIНЧЕННIЙ СТРIЧЦI АЛГОРИТМАМИ

ЛОКАЛЬНОГО ТА ТАБУЙОВАНОГО ПОШУКУ

В роботi розглянуто алгоритми стандартного локального та табуйованого пошу-
ку для розв’язування задачi розмiщення прямокутникiв на напiвнескiнченнiй стрiчцi.
Особливостями задачi є наявнiсть заборонених областей (дiрок), якi впливають на
ефективнiсть роботи алгоритмiв. Дослiджувана задача має значну теоретичну цiн-
нiсть i важливе прикладне значення. Ця задача належить до задач NP-повних i бiль-
шiсть методiв розв’язування є наближеними.

Експериментально дослiджено ефективнiсть запропонованих алгоритмiв для зада-
чi розмiщення прямокутникiв. Визначено рекорднi значення цiльової функцiї, диспер-
сiю, довiрчi iнтервали та час роботи алгоритмiв для задач з рiзними параметрами.

Ключовi слова: оптимiзацiя розмiщення, локальний пошук, табуйований пошук,
комбiнаторна оптимiзацiя.

1. Вступ. Використання локального пошуку (ЛП) в комбiнаторнiй оптимiза-
цiї почалося у 1956 роцi при розв’язуваннi задачi комiвояжера [1], в наступнi
роки сфера застосування була розширена, а його концепцiя покладена в основу
багатьох алгоритмiв розв’язування задач комбiнаторної оптимiзацiї [2-4].

Для NP-складних задач алгоритми локального пошуку дозволяють знахо-
дити наближенi розв’язки i найчастiше використовуються для розв’язування
задач, коли точнi методи безсилi через надто великий обсяг обчислювальних
затрат.

2. Постановка задачi. Розглянемо задачу розмiщення прямокутникiв iз
заданою шириною та рiзними довжинами на напiвнескiнченнiй стрiчцi. Стрiчка
роздiлена на декiлька горизонтальних рiвнiв, якi мають задану ширину та одна-
кову довжину. На кожному рiвнi можуть бути забороненi областi (дiрки), на якi
не можна розмiщати прямокутники. Необхiдно розмiстити прямокутники таким
чином, щоб загальна довжина використаної частини стрiчки була найменшою.
Математична постановка задачi наведена у роботах [5-6].

3. Алгоритм локального пошуку. Для багатьох задач теорiї розкладiв,
розмiщення, покриття та iнших оптимiзацiйних задач алгоритми локального
пошуку дозволяють отримувати кращi результати у порiвняннi з деякими iн-
шими алгоритмами, особливо за умов обмеження у часi та великої розмiрностi
задач.
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Розглянемо загальну схему алгоритму [6,7]:
1. Генерацiя початкового припустимого розв’язку x, який обираємо як пото-

чний варiант.
2. Чергова iтерацiя.
Формуємо окiл L(x) поточного варiанта й точно чи наближено знаходимо

елемент y ∈ L(x), який є субоптимальним розв’язком у цьому околi. Якщо
y 6= x, то знайдений елемент оголошується черговим поточним варiантом (здiй-
снюється переприсвоєння y ← x) i починається чергова iтерацiя, iнакше – по-
вернення на п. 3.

3. Завершення роботи алгоритму: x – локальний розв’язок, якщо на останнiй
iтерацiї здiйснюється вичерпний пошук в околi.

Принциповими моментами реалiзацiї конкретних алгоритмiв локального по-
шуку є:

1) визначення околiв L(x) у просторi розв’язкiв задачi;

2) генерацiя чергової точки околу y ∈ L(x);

3) критерiй завершення перегляду точок у поточному околi та переходу до
наступного;

4) спосiб обчислення величини змiни цiльової функцiї при переходi до нового
поточного варiанта;

5) критерiй завершення;

6) формування початкового наближення.

Ефективнiсть алгоритмiв локального пошуку iстотно залежить вiд вибору
вiдповiдного типу околу L(x). Чим бiльший окiл, тим iмовiрнiше отримати кра-
щий результат, але розширення околiв швидко стає непрактичним з обчислю-
вальної точки зору.

У п.1 використовуються метричнi околи чи околи, якi утворенi алгоритмi-
чно. Пошук в околi може бути здiйснений шляхом повного перебору точок або
ж завершуватися переходом до першого розв’язку, який полiпшує значення цi-
льової функцiї.

Для органiзацiї перебору точок околу при переходi до нової iтерацiї викори-
стовують лiнiйний генератор або кiльцевий генератор [6].

Критерiєм завершенням локального пошуку може бути одна iз умов: вiд-
сутнiсть полiпшуючої точки в поточному околi, вичерпання лiмiту часу або
заданої кiлькостi iтерацiй.

Розглянемо задачу розмiщення прямокутникiв на напiвнескiнченнiй стрiчцi,
що мiстить забороненi зони, i яка буде зведена до задачi на перестановках, для
чого перенумеруємо прямокутники.

Наведемо псевдокод алгоритму.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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1 procedure local_search
2 x0:= деякий припустимий розв’язок;
3 h:=0;
4 while окiл L(xh) поточного варiанта xh не переглянутий

повнiстю або не вичерпаний часовий лiмiт do
5 y := генерацiя чергової точки околу L(xh);
6 ∆ = f(xh)− f(y);
7 if ∆ > 0 then
8 h:=h+1;
9 xh := y;
10 end if ;
11 end while;
12 return x = xh;
13 end

У рядку 2 припустимий розв’язок – початкова перестановка.
У рядку 4 окiл поточного варiанта визначається як множина перестановок,

отриманих шляхом транспозицiї елементiв поточної перестановки.
Перегляд точок поточного околу завершується i здiйснюється перехiд до

наступної iтерацiї, коли знаходиться перший же розв’язок, який покращує зна-
чення цiльової функцiї, що i вiдображено у рядках 7-10.

Значенням цiльової функцiї для даного розв’язку (перестановки) є правий
край найвiддаленiшого вiд початку прямокутника у розмiщеннi, яке побудоване
спецiальною процедурою (placement), про яку пiде мова далi.

В якостi критерiя завершення роботи алгоритму використано такi умови:

1) вiдсутнiсть полiпшуючої точки в околi поточного розв’язку;

2) вичерпання заданого лiмiту часу.

Генерування точок околу поточного розв’язку здiйснюється, як зазначалося,
шляхом транспозицiй його компонентiв. При переходi до нової iтерацiї процес
генерування продовжується, починаючи з тiєї транспозицiї, на якiй завершив-
ся процес у попередньому околi, а при досягненнi останньої пари компонент
транспозицiї починаються iз компонент 1 i 2, якщо перегляд точок в околi не
завершено.

Нехай на iтерацiї h маємо перестановку xh = (x1, ..., xn), а y ∈ L(xh) утво-
рюється iз xh шляхом транспозицiї компонент i та j, i 6= j. Тодi покладаємо
xh+1 = y i генерування точок iз околу L(xh+1) починаємо iз транспозицiї i та
j+1, якщо j < n, або ж присвоюємо i = 1, j = 2 в iншому разi. При цьому слiд
пiдраховувати кiлькiсть згенерованих точок околу, щоб вона не перевищила Cn2

– кiлькостi всiх точок околу при такому його означеннi, що i використовується
в однiй iз умов завершення роботи алгоритму.

Псевдокод алгоритму побудови розмiщення прямокутникiв (placement) по
заданiй перестановцi, що реалiзує принцип ”розмiщувати влiво-вниз”, подано
далi. Його використання, як i оберненої процедури, яка по розмiщенню будує
перестановку, дозволяє встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж пе-
рестановками та пiдмножиною розмiщень, яка обов’язково мiстить глобальний
розв’язок задачi.
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1 procedure placement
2 x:= перестановка, для якої необхiдно побудувати розмiщення;
3 i :=1;
4 while i ≤ n do {доки всi прямокутники у перестановцi x не

розглянуто}
5 обрати прямокутник xV з перестановки х ;
6 sj :=вiдстань до правого краю прямокутника xV на рiвнi j, якщо

його розмiстити найближче до останнього прямокутника чи дiрки,
дотримуючись умови неперетинання;

7 l := найменший номер рiвня, де sl мiнiмальне;
8 на рiвень l помiстити прямокутник xV ;
9 i :=i +1;
10 end while;
11 return розмiщення прямокутникiв;
12 end

У рядках 6 та 8 прямокутник розмiщається впритул до лiвого краю остан-
нього прямокутника на обраному рiвнi (чи дiрки, якщо лiвiше неї розмiстити
прямокутник не можна).

4. Алгоритм табуйованого пошуку. Для того, щоб запобiгти повторно-
му перегляду неефективних розв’язкiв, доцiльно використовувати алгоритми
табуйованого пошуку (ТП).

Головна iдея табуйованого пошуку полягає в змiнi поточного варiанта розв’язку
задачi та запам’ятовуваннi послiдовностi таких змiн та їх використанням [4,7].
Всi зробленi модифiкацiї розв’язкiв фiксуються в списку заборон.

Пошук починається з початкового варiанта розв’язку, який поступово по-
лiпшується локальними модифiкацiями. Розв’язок, який був вiдвiданий нещо-
давно, включається в список заборон i далi не розглядається як кандидат на
вiдвiдування.

Для поданої задачi розглянемо метод строгого табуювання, який запам’ятовує
всi розв’язки з метою заборони потрапляння в уже вiдвiданi точки простору
розв’язкiв.

Псевдокод алгоритму можна подати так.

1 procedure tabu_search
2 x0:= деякий припустимий розв’язок;
3 T := ø;
4 h:=0;
5 while окiл L(xh) поточного варiанта xhне переглянутий

повнiстю або не вичерпаний часовий лiмiт do
6 y := генерацiя чергової точки околу L(xh), що не нале-

жить списку заборон Т ;
7 ∆ = f(xh)− f(y);
8 if ∆ > 0 then
9 h:=h+1;
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10 xh := y;
11 T :=T ∪xh;
12 end if ;
13 end while;
14 return x = xh;
15 end

У рядку 2, як i в алгоритмi локального пошуку, припустимий розв’язок –
початкова перестановка.

У рядку 3 вказується множина розв’язкiв, що потрапили у список заборон
Т i не розглядатимуться повторно.

У рядку 6 вiдбувається генерацiя нової точки околу, що вiдсутня у списку
заборон.

Якщо нова точка околу покращує значення цiльової функцiї, то вона зберi-
гається у списку заборон у рядку 11.

Процедури обчислення значення цiльової функцiї, генерування нової точки
околу та критерiй завершення роботи алгоритму використовуються тi самi, що
i наведенi для алгоритму локального пошуку.

5. Експериментальне дослiдження ефективностi алгоритмiв. Екс-
периментально перевiримо ефективнiсть використання алгоритмiв локального
та табу пошуку для видiлених задач розмiщення прямокутникiв на напiвнескiн-
ченнiй стрiчцi з дiркам. Метою дослiджень є оцiнка ефективностi алгоритмiв,
їх порiвняння, виявлення їх недолiкiв i переваг.

Алгоритми реалiзовано в рамках iнформацiйної системи PlaceIT (платфор-
ма .NET, мова C#). Експерименти виконувались на персональному комп’ютерi
з наступними характеристиками: процесор Intel Core i7-8565U, 1.8 GHz з опе-
ративною пам’яттю 8 GB та операцiйною системою Microsoft Windows 10 Home
(версiя 10.0.18363).

Для цього сформуємо задачi розмiщення прямокутникiв, кiлькiсть яких ви-
биралася iз дiапазону 10-100, на напiвнескiнченних стрiчках з кiлькiстю рiвнiв
вiд 5 до 20. Для кожного типу задачi згенеруємо 1000 iндивiдуальних задач,
для яких застосуємо пропонованi алгоритми локального та табуйованого пошу-
ку. Згенерованi довжини прямокутникiв не перевищують 15, кiлькiсть дiрок на
кожному рiвнi не перевищує 3, а довжина кожної дiрки є 1. Для генерацiї дов-
жин прямокутникiв та положення дiрок використовувався датчик випадкових
чисел з рiвномiрним розподiлом. Для дослiдження алгоритмiв використовую-
ться однаковi початковi наближення.

Результатами експерименту є час роботи алгоритмiв в секундах, вiдсоток
середнього покращення значення цiльової функцiї (наведенi у таблицi 1). На
початку та пiсля завершення роботи кожного алгоритму для кожної задачi
визначається найдовша вiдстань вiд початку стрiчки на кожному з рiвнiв до
правого краю прямокутникiв (довжина найдовшого занятого рiвня). Середнє
покращення вказує на те, на скiльки вiдсоткiв зменшується довжина найдов-
шого рiвня у порiвняннi iз початковим варiантом розмiщення.

Для заданих алгоритмiв не проводилися експерименти для тих задач, де
кiлькiсть прямокутникiв не перевищувала кiлькостi рiвнiв. Це зумовлено тим,
що на кожному рiвнi в такому разi буде розмiщений лише 1 прямокутник i
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отже значення цiльової функцiї є довжиною найдовшого прямокутника. Для
поданих результатiв подано графiки залежностi часу роботи алгоритмiв вiд па-
раметрiв задач та вiдсотку середнього покращення значення цiльової функцiї
вiд параметрiв задач для кожного з алгоритмiв.

На рисунках 1-2 поданi результати експериментiв для задач з 5, 10, 15 та 20
рiвнями та кiлькiстю прямокутникiв вiд 5 до 100.

Таблиця 1. Результати експерименту, частина 1

Параметри задачi Час (с) Середнє
покращен-
ня (%)

Рiвнi Прямокутники ЛП ТП ЛП ТП
5 10 7,8 7,0 6,5 21,3
5 15 12,7 16,1 0,4 17,8
5 20 6,2 10,0 1,1 16,3
5 25 15,2 4,2 1,0 4,1
5 30 21,0 16,8 4,4 8,7
5 35 34,4 9,8 3,0 11,0
5 40 55,5 5,0 2,7 12,3
5 45 62,3 13,2 3,4 5,5
5 50 99,9 5,7 1,3 3,8
5 55 144,5 3,5 2,5 5,0
5 60 150,0 4,8 1,3 1,9
5 65 190,4 4,9 3,6 5,1
5 70 236,5 4,4 0,9 1,2
5 75 313,9 2,7 3,1 5,0
5 80 356,2 4,7 0,4 2,7
5 85 479,4 3,8 0,3 1,0
5 90 572,7 2,1 0,9 2,9
5 95 786, 1,4 0,7 2,6
5 100 865,1 0,7 0,1 0,4
10 10 0 0 0 0
10 15 8,4 0,1 0,7 16,9
10 20 12,9 15,8 1,0 0,1
10 25 24,4 8,3 2,4 12,1
10 30 34,8 16,6 8,5 13,0
10 35 68,0 14,9 4,1 5,7
10 40 100,1 8,8 3,0 9,1
10 45 155,5 1,4 0,4 4,0
10 50 189,5 16,7 1,7 11,5
10 55 243,9 7,8 0,3 0,9
10 60 335,5 12,3 1,5 3,4
10 65 456,5 5,5 1,4 0,2
10 70 540,8 3,0 3,5 7,4
10 75 601,1 7,0 3,7 7,6
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10 80 715,1 9,4 4,6 6,1
10 85 786,6 5,8 3,0 6,7
10 90 975,3 7,4 5,8 7,8
10 95 1091,5 3,9 3,5 9,8
10 100 1165,1 5,7 1,7 5,1
15 10 0 0 0 0
15 15 0 0 0 0
15 20 16,9 0,8 1,0 0,7
15 25 36,6 18,3 2,6 8,1
15 30 72,0 10,7 4,0 10,8
15 35 109,6 26,3 6,4 11,4
15 40 155,9 6,0 8,7 12,6
15 45 237,7 16,0 4,5 10,7
15 50 299,7 21,0 10,8 14,7
15 55 357,6 5,2 2,7 4,0
15 60 524,5 13,8 7,5 8,5
15 65 651,2 8,4 7,1 15,5
15 70 848,6 15,1 3,7 4,9
15 75 1007,1 7,6 4,9 6,0
15 80 1252,6 7,2 4,7 6,1
15 85 1521,1 6,7 5,6 6,3
15 90 1641,4 9,3 7,2 8,6
15 95 1968,0 2,8 7,9 8,5
15 100 2259,2 10,8 0,6 2,0
20 10 0 0 0 0
20 15 0 0 0 0
20 20 0 0 0 0
20 25 50,1 11,6 1,1 2,6
20 30 85,6 10,4 2,0 3,3
20 35 99,9 8,1 2,2 3,4
20 40 185,7 15,8 4,8 5,4
20 45 251,9 8,5 5,9 8,0
20 50 352,1 12,4 6,3 8,4
20 55 456,1 7,0 11,3 11,2
20 60 600,2 11,6 16,9 19,4
20 65 837,5 23,5 10,1 23,7
20 70 1058,0 10,4 10,7 17,1
20 75 1322,3 9,4 13,3 13,8
20 80 1641,8 12,6 3,4 4,8
20 85 1764,0 13,2 3,4 8,1
20 90 2162,8 8,5 13,0 13,5
20 95 2550,5 11,4 5,7 11,6
20 100 2816,9 14,3 13,0 13,1
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Рис. 1. Середнє покращення значення цiльової функцiї (ЦФ) для 5 та 10 рiвнiв

Рис. 2. Середнє покращення значення цiльової для 15 та 20 рiвнiв

Отже, алгоритм локального пошуку програє алгоритму табуйованого пошу-
ку у вiдсотку середнього покращення значення цiльової функцiї для задач з
кiлькiстю прямокутникiв меншi за 60. Це зумовлено тим, що для задач неве-
ликої розмiрностi алгоритм табуйованого пошуку не розглядає околи iз табу
списку, тим самим збiльшуючи кiлькiсть рiзних околiв, якi будуть переглянутi.
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Для задач з кiлькiстю прямокутникiв бiльше 60 та кiлькiстю рiвнiв 5 – вiдсо-
ток середнього покращення значення цiльової функцiї не перевищує 5% кожним
алгоритмом, а для задач iз кiлькiстю рiвнi 10 – не перевищує 10%. Це зумовле-
но тим, що генерується велика кiлькiсть прямокутникiв з невеликою рiзницею
довжин сторiн, тому кiлькiсть околiв, якi можна переглянути, перевищує заданi
часовi лiмiти.

Найкращi результати у середньому показав алгоритм табуйованого пошуку
для задачi, яка складається з 20 рiвнiв та кiлькiстю прямокутникiв 55-70, проте
в iнших випадках переваги у середньому покращеннi значення цiльової функцiї
алгоритм табуйованого пошуку не очевиднi.

Для задачi iз 15 рiвнями алгоритми табуйованого пошуку має незначне се-
реднє покращення у порiвняннi з алгоритмом локального пошуку для кiлькостi
прямокутникiв, що перевищує 50, окрiм задачi для 65 прямокутникiв.

На рисунках 3 та 4 наведемо графiки залежностi часу роботи алгоритмiв вiд
параметрiв задачi (кiлькостi рiвнiв стрiчки та прямокутникiв).

Рис. 3. Час роботи алгоритму локального пошуку

Час роботи алгоритму локального пошуку значно бiльший за час роботи
алгоритму табуйованого пошуку для задач з кiлькiстю прямокутникiв бiльше за
30. Це зумовлено тим, що алгоритм табуйованого пошуку повторно не розглядає
околи i тому, отримуючи новi околи без покращення – зупиняє свою роботу, в
той час, коли алгоритм локального пошуку продовжує розглядати iншi околи,
доки не закiнчиться заданий лiмiт iтерацiй для околу.

Iз рисунку 4 випливає, що для час роботи алгоритму табуйованого пошуку
буде найменшим для будь-якої кiлькостi прямокутникiв у випадку, коли стрiчка
має 5 рiвнiв. Максимальний час роботи алгоритму табуйованого пошуку бiль-
ший для задач, де стрiчка має 15 та 20 рiвнiв, проте не перевищує час роботи
алгоритму локального пошуку.
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Рис. 4. Час роботи алгоритму табуйованого пошуку

У таблицi 2 поданi iншi результати експерименту: рекордне (найкраще зна-
йдене) значення цiльової функцiї, середньоквадратичне вiдхилення (СКВ), дис-
персiя та довiрчi iнтервали.

Таблиця 2. Результати експерименту, частина 2

Задача Локальний пошук Табуйований пошук
Рiв-
нi

Пря-
мо-
кут-
ники

Рек-
орд

СКВ Дис-
пер-
сiя

Довiрчi
iнтерва-
ли

Рек-
орд

СКВ Дис-
пер-
сiя

Довiрчi
iнтер-
вали

5 10 10 2.9 8.5 13.0 18.9 9 3.3 11.0 11.6 18.3
5 15 18 2.5 6.7 19.4 24.5 19 2.5 6.5 19.4 24.5
5 20 24 3.0 9.1 24.9 31.0 22 4.8 23.3 25.1 34.8
5 25 30 3.8 14.7 34.1 41.8 29 3.8 15.1 33.1 40.8
5 30 36 5.7 32.7 38.2 49.7 34 5.6 32.4 37.3 48.6
5 35 47 5.3 28.1 47.6 58.3 48 3.8 15.0 47.1 54.8
5 40 54 5.6 31.9 56.3 67.6 51 3.8 14.7 55.1 62.8
5 45 60 4.8 23.4 65.1 74.8 57 5.5 31.0 60.4 71.5
5 50 65 5.5 30.8 70.4 81.5 67 4.0 16.6 69.9 78.0
5 55 73 4.8 23.8 74.1 83.8 73 5.0 25.5 76.9 87.
5 60 78 7.9 63.0 84.0 99.9 80 6.2 39.3 86.7 99.2
5 65 86 8.5 72.3 86.4 103.5 77 7.6 58.9 88.3 10.6
5 70 94 6.3 40.8 101.6 114.3 82 9.1 83.4 94.8 113.1
5 75 102 6.6 44.2 104.3 117.6 95 8.1 66.5 105.8 122.1
5 80 112 5.7 32.7 113.2 124.7 102 7.1 51.4 108.8 123.1
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5 85 120 5.0 25.3 121.9 132.0 113 8.3 70.0 113.6 130.3
5 90 116 7.5 56.4 125.4 140.5 117 6.8 47.5 127.1 140.8
5 95 125 9.1 83.2 126.8 145.1 130 7.1 50.9 133.8 148.1
5 100 136 10.9 120.8 139.0 160.9 132 9.4 88.5 136.5 155.4
10 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 15 12 1.1 1.4 11.8 14.1 10 1.8 3.3 11.1 14.8
10 20 13 2.3 5.7 14.6 19.3 12 2.9 8.8 13.0 18.9
10 25 18 2.4 5.9 18.5 23.4 17 1.8 3.4 18.1 21.8
10 30 20 2.1 4.6 21.8 26.1 20 2.5 6.4 19.4 24.5
10 35 24 2.9 8.7 25.0 30.9 23 2.4 6 24.5 29.4
10 40 25 2.9 8.6 27.0 32.9 28 2.6 7.2 28.3 33.6
10 45 27 2.8 8.1 31.1 36.8 31 2.4 5.8 32.5 37.4
10 50 32 2.9 8.5 36.0 41.9 32 3.3 11.5 35.6 42.3
10 55 39 2.5 6.2 39.4 44.5 33 3.7 14.0 39.2 46.7
10 60 44 1.4 2 45.5 48.4 39 3.0 9.2 43.9 50.0
10 65 41 3.5 12.2 46.4 53.5 41 2.7 7.3 45.2 50.7
10 70 50 3.0 9.5 51.9 58.0 44 3.4 12.0 49.5 56.4
10 75 54 3.2 10.8 53.7 60.2 51 3.6 13.4 53.3 60.6
10 80 53 4.7 22.2 53.2 62.7 54 4.6 21.4 54.3 63.6
10 85 61 2.6 7.0 62.3 67.6 57 3.3 10.9 57.6 64.3
10 90 62 3.3 10.9 63.6 70.3 63 3.8 14.9 65.1 72.8
10 95 63 4.4 20 67.5 76.4 65 3.9 15.6 68.0 75.9
10 100 72 2.7 7.5 71.2 76.7 69 3.2 10.5 72.7 79.2
15 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
15 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
15 20 12 0.2 0.1 12.7 13.2 11 0.7 0.5 12.2 13.7
15 25 13 1.9 3.9 13.0 16.9 13 1.9 3.7 13.0 19.9
15 30 15 1.7 3.0 16.2 19.7 15 1.1 1.4 15.8 18.1
15 35 18 1.4 2.1 18.5 21.4 16 2.3 5.4 18.6 23.3
15 40 20 1.6 2.5 21.3 24.6 20 2.0 4.3 21.9 26.0
15 45 22 1.9 3.8 24.0 27.9 20 1.9 3.8 23.0 26.9
15 50 25 1.7 2.9 26.2 29.7 24 2.1 4.5 25.8 30.1
15 55 27 2.0 4.2 28.9 33.0 26 1.7 2.8 27.2 30.7
15 60 29 1.8 3.2 30.1 33.8 29 1.6 2.8 30.3 33.6
15 65 31 2.2 4.9 32.7 37.2 31 2.1 4.7 32.8 37.1
15 70 33 1.7 3.1 35.2 38.7 32 3.1 9.9 33.8 40.1
15 75 35 2.3 5.6 35.6 40.3 35 2.6 7.2 37.3 42.6
15 80 36 3.0 9.4 39.9 46.0 39 2.8 8.2 38.1 43.8
15 85 41 2.7 7.7 42.2 47.7 37 2.6 7.2 40.3 45.6
15 90 42 3.2 10.4 43.7 50.2 45 2.0 4.0 44.9 49.0
15 95 45 3.1 9.7 45.8 52.1 46 2.6 6.8 48.3 53.6
15 100 50 2.1 4.4 50.9 55.1 48 3.5 12.9 48.4 55.5
20 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
20 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
20 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
20 25 11 0.5 0.3 12.4 13.5 12 0.8 0.6 12.1 13.8
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20 30 11 1.4 2.1 11.5 14.4 12 1.4 2.0 11.5 14.4
20 35 13 2.3 5.3 13.6 18.3 13 1.8 3.5 14.1 17.8
20 40 17 1.5 2.2 17.4 20.5 16 0.9 0.9 17.0 18.9
20 45 18 1.4 2.2 19.5 22.4 16 1.8 3.3 17.1 20.8
20 50 18 2.5 6.3 19.4 24.5 18 2.0 4.3 18.9 23.0
20 55 20 1.3 1.8 21.6 24.3 21 1.7 2.9 22.2 25.7
20 60 23 1.0 1.0 23.9 26.0 22 2.0 4.2 22.9 27.0
20 65 24 2.2 5.2 24.7 29.2 23 1.7 3.1 25.2 28.7
20 70 25 2.4 5.8 26.5 31.4 26 1.1 1.4 26.8 29.1
20 75 28 1.4 2.2 29.5 32.4 28 2.6 6.8 28.3 33.6
20 80 30 1.3 1.7 31.6 34.3 29 2.1 4.8 30.8 35.1
20 85 31 1.4 1.9 32.5 35.4 32 1.7 3.0 32.2 35.7
20 90 34 3.0 9.5 33.9 40.0 33 1.4 2 33.5 36.4
20 95 33 2.0 4.2 36.9 41.0 36 1.7 2.8 36.2 39.7
20 100 36 2.1 4.5 38.8 43.1 38 1.8 3.5 38.1 41.8

На рисунку 5 подано графiк залежностi рекордного значення цiльової фун-
кцiї вiд параметрiв задачi для кожного алгоритму.

Рис. 5. Рекордне значення цiльової функцiї

Рекорднi значення цiльової функцiї для задач з кiлькiстю рiвнiв 15 та 20
майже однаковi, проте, якщо кiлькiсть прямокутникiв бiльша за 90 – кращi
рекорднi значення отримано алгоритмом табуйованого пошуку.

Отже, для розглянутої задачi розмiщення прямокутникiв на напiвнескiн-
ченнiй стрiчцi алгоритм табуйованого пошуку показав кращi результати, нiж

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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алгоритм локального пошуку.
До переваг алгоритму локального пошуку можна вiднести такi: можливiсть

перегляду всiх точок в околi, для деяких задач – найкраще значення цiльо-
вої функцiї. Недолiками алгоритму є час роботи алгоритму та гiрше значення
середнього покращення значення цiльової функцiї.

До переваг алгоритму табуйованого пошуку можна вiднести час роботи ал-
горитму, середнє покращення значення цiльової функцiї. Недолiком алгоритму
табуйованого пошуку є менше знайдене рекордне значення цiльової функцiї.

Час роботи алгоритму локального пошуку є суттєвим недолiком, оскiльки
у реальних задачах часто є обмеження у часових ресурсах, тому за вказаний
час можна не отримати найкращого розв’язку. Для таких випадкiв доцiльно
використовувати алгоритм табуйованого пошуку, оскiльки середнє покращення
вище, нiж у алгоритмi локального пошуку.

6. Висновки. В роботi запропоновано алгоритми локального та табуйо-
ваного пошуку для розв’язування задачi задач розмiщення прямокутникiв на
напiвнескiнченнiй стрiчцi з забороненими областями. Дослiджено експеримен-
тально ефективнiсть алгоритмiв та зазначено переваги та недолiки кожного iз
них.

Перспективи подальших дослiджень полягають у модифiкацiї алгоритмiв
локального та табуйованого пошуку для пiдвищення їх ефективностi, а також
використання популяцiйних метаевристик [4], зокрема, iз включенням в них цих
алгоритмiв.
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Hulianytskyi L. F., Dubina A. V. Solve problems of placing rectangles on a
semi-infinite tape of local and taboo search algorithms.

The paper considers the algorithms of standard local and taboo search for solving the
problem of placing rectangles on a semi-infinite tape. The peculiarities of the problem
are the presence of forbidden areas (holes) that affect the efficiency of algorithms. The
researched problem has significant theoretical value and important applied value. This
problem belongs to the problems of NP-complete and most of the methods of solution are
approximate.
The efficiency of the proposed algorithms for the problem of placing rectangles is experimen-
tally investigated. Record values of the objective function, variance, confidence intervals
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and algorithm runtime for problems with different parameters are determined.

Keywords: placement optimization, local search, tabu search, combinatorial optimization.
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РОЗПIЗНАВАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ ФОРМУЛ НА БАЗI
ДАНИХ CROHME

У наш час найбiльш точнi моделi для розпiзнавання об’єктiв базуються на дво-
ступеневому пiдходi, популяризованому як R-CNN. На вiдмiну вiд них, одноступеневi
моделi, що застосовуються пiд час регулярного, детального вiдбору зразкiв, можуть
бути швидшими та простiшими, але вони не досягають точностi двоступеневих моде-
лей. Проте з новою функцiєю втрат, дисбаланс класу, який виникає пiд час тренування
на наборi даних, зникає. Саме тому одноступенева модель має переваги в продуктив-
ностi та точностi на вiдмiну вiд двоступеневої. У роботi використано цей дисбаланс
класiв, щоб переформувати стандартнi, перехреснi ентропiйнi втрати таким чином,
щоб зменшити їх. В архiтектурi RetinaNet [1], функцiя втрат Focal Loss [1] сфокусо-
вує навчання на наборi даних, якi зустрiчаються рiдше, i запобiгає перевантаженню
моделi пiд час тренувань. Архiтектура RetinaNet була протестована на наборi даних
CROHME [4], що був розширений за допомогою алгоритму Data Augmentation [9] для
збiльшення частоти входження певних елементiв формул. Також було порiвняно двi
бiблiотеки машинного навчання: TensorFlow та Torch. Отриманi результати показу-
ють, що коли модель тренується з фокальною втратою, RetinaNet показує дуже добрi
результати та має хорошу швидкiсть виконання. Окрiм того, отриману модель було
iнтегровано в веб-застосунок на основi мiкросервiсної архiтектури. Основними веб-
фреймворками було використано NodeJs для серверної частини та VueJs для рiвня
подання. Для роботи з базами даних ми використовуємо MongoDB. Розгортання про-
грами вiдбувається за допомогою хмарної служби AWS на основi Lambda-функцiй,
що дає змогу виокремити процеси навчання, обробки, вiзуалiзацiї та контролювати
ресурси серверу окремо для кожного процесу.

Ключовi слова: розпiзнавання об’єктiв, Retina.Net, набiр даних, машинне навчання,
CROHME.

1. Вступ. Останнiм часом системам розпiзнавання об’єктiв придiляють
все бiльше уваги. Вони досить широко використовуються, але важко створити
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систему, яка може розпiзнавати об’єкти без належних навчальних даних. Скла-
днiсть розпiзнавання математичних виразiв залежить вiд багатьох факторiв, до
прикладу: кiлькостi об’єктiв, набору доступних символiв, граматики запису.

Точнiсть отриманих результатiв є безпосередньо пов’язаною з навчальними
даними, тому використовуються методи збiльшення навчальної вибiрки для по-
кращення їх якостi. Є набiр основних архiтектур для розв’язування цiєї задачi.
Як вiдомо, їх можна класифiкувати як однокроковi i двокроковi. Однокроковi
є швидкими, проте двокроковi є бiльш точними. Була використана архiтектура
RetinaNet, яка є однокроковим методом. Вона має найкращi показники вiдно-
сно часу виконання/точностi на популярних навчальних даних. Пiсля навчання
модель готова до використання. Цю модель можна iнтегрувати за допомогою
Docker контейнеру.

2. Основний результат. Задача полягає у тому, щоб на наборi даних
CROHME, навчити детектор розпiзнавати математичнi символи формули.

Умовно процес можна роздiлити на 3 частини:
1) формування даних для навчання,
2) навчання та оцiнка мережi,
3) iмплементацiя моделi.
1. Скористаємось базою формул CROHME, що поновлюється щорiчно та

мiстить деякий базовий набiр формул та символiв написаних вiд руки у спецi-
альному форматi INKML, створеному для цiєї вибiрки.
Цей формат мiстить:

• iнформацiю про розмiщення символу на сторiнцi,
• назву символiв формули,
• залежностi вiд iнших символiв, якщо такi є.

Також додатково вiн може мiстити
• iнформацiю про особу, що писала цi символи (корисно для проблем визна-
чення вiку, статi або ж руку, якою символи були написанi),

• LaTeX стрiчку вiдповiдного символу.

Рис. 1. Розподiл класiв CROHME

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Детально дослiдивши набiр даних, можна видiлити символи, що мають малу
частоту входження у тренувальну вибiрку (рис.1). Тому для формул iз ними
застосуємо наступнi перетворення:

• поворот,
• вiддзеркалення,
• обрiзування,
• змiну фону.
2. RetinaNet [1] був розроблений Facebook AI Research (FAIR) у 2018 ро-

цi, i є однокроковим детектором. Якщо порiвнювати двокроковi i однокроковi
детектори, то всi моделi типу R-CNN включали в себе 2 етапи.

1-ий етап пропонує набiр регiонiв на фотографiї.
2-ий етап класифiкує регiон до того чи iншого класу.
Однокроковий детектор пропускає видiлення регiонiв i напряму знаходить

оточуючу рамку конкретного об’єкту.
Focal loss - функцiя втрат, яка буде використовуватись для тренування мо-

делей. Ця функцiя призначена для однокрокового сценарiю виявлення об’єктiв,
при якому iснує надзвичайний дисбаланс мiж класами переднього плану та фо-
ном пiд час навчання.

Також було використано ResNet50 [2] як основну частину архiтектури Reti-
naNet.

Для порiвняння архiтектура була реалiзована на бiблiотеках TensorFlow [8]
i PyTorch [7] на мовi програмування Python.

Рис. 2. Результат навчання tensorflow
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Рис. 3. Результат навчання torch

У таблицi 1 вiдображенi чисельнi результати обчислення рiзних функцiй
втрат при застосуваннi двох бiблiотек.

Таблиця 1.
Оцiнка моделi

Бiблiотека Classification
loss

Regression
loss

Focal loss

PyTorch 0,034 0,123 0,174
TensorFlow 0,077 0,261 0,346

Проаналiзувавши результати, можемо зробити висновок, що швидкiсть на-
вчання i краща точнiсть досягається з pytorch, що робить його фаворитом для
даної задачi. Через певнi особливостi паралельного навчання, якi є вбудованi у
pytorch, i досягається ця рiзниця.

Час роботи pytorch для однiєї картинки складає ∼700 мс, так як у tensorflow
∼1 с. Для тесту було використаний графiчний процесор Nvidia 2070 Super.

Модель може також пристосовуватись до почерку конкретної людини. Для
цього необхiдно включити приклади з цим почерком до навчальної вибiрки.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У нашiй роботi
однокрокова мережа була навчена розпiзнавати написанi вiд руки математичнi
вирази, якi згодом подавались у виглядi формул LaTeX. Основною проблемою
було покращення iснуючого набору даних. Також було порiвняно результати
двох бiблiотек для роботи з нейронними мережами.

Було застосовано архiтектуру RetinaNet на основi ResNet50. Проте для цього

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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завдання не було порiвняно основи для RetinaNet. Також ми не можемо прове-
сти порiвняння точностi результатiв, оскiльки не було проведене навчання для
iнших моделей.

На вiдмiну вiд iнших робiт на цю тему, в цiй роботi була використана са-
ме однокрокова мережа, що видiляється своєю простотою та швидкiстю. Але
вiдомо, що однокроковi мережi поступаються точнiстю двокроковим. Для то-
го, щоб вiдслiдкувати вiдхилення в точностi потрiбно було провести навчання
iнших моделей.

На основi цього було розроблено додаток на базi мiкросервiсної архiтектури,
використовуючи iнструменти для розпiзнавання та iдентифiкацiї математично-
го виразу.
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detection of the mathematical symbols based on the CROHME dataset.

The highest accuracy object detectors to date are based on a two-stage approach popu-
larized by R-CNN, where a classifier is applied to a sparse set of candidate object locations.
In contrast, one-stage detectors that are applied over a regular, dense sampling of possible
object locations have the potential to be faster and simpler but have trailed the accuracy
of two-stage detectors thus far. But with new extreme foreground-background class im-
balance encountered during training of dense detectors, one-stage detector wins by perfor-
mance and accuracy. We use this class imbalance by reshaping the standard cross-entropy
loss such that it down-weights the loss assigned to well-classified examples. In RetinaNet
architecture, Focal Loss focuses training on a sparse set of hard examples and prevents the
vast number of easy negatives from overwhelming the detector during training. We tested
RetinaNet on a CROHME dataset that was increased by the default image augmentation
algorithm. Also, we compare two machine learning libraries: TensorFlow and Torch. Our
results show that when a model is trained with the focal loss RetinaNet shows very good
results and has a good speed. Also, we integrate the inference model into service as a part
of microservice architecture. As a database for user clients, we use MongoDB. As the main
Web framework, we use NodeJs and VueJs. We use AWS as a cloud service for deploying
the application. All functionality we deployed based on the AWS Lambda functions.

Keywords: one-stage detectors, object detection, RetinaNet, dataset, machine learning,
CROHME.
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ВИКОРИСТАННЯ МIР ПОДIБНОСТI В МЕТОДАХ
КЛАСИФIКАЦIЇ

Дане дослiдження є розвитком напрямку застосування рiзних видiв мiр подiбно-
стi в задачах iнтелектуального аналiзу даних. Майнiнг даних – це процес видобутку
неявної iнформацiї з бази даних, якa характеризує прихованi зв’язки та структури.
Прогнозується, що цей вид аналiзу стане надзвичайно затребуваним протягом насту-
пного десятилiття. В роботi наведено огляд сучасних напрямкiв контрольованої класи-
фiкацiї. Найпопулярнiшим прийомом класифiкацiї об’єктiв iз числовими атрибутами
вважається метод K-найближчих сусiдiв (KNN). Встановлено, що прогнозне значен-
ня мiтки класу можна покращити, якщо використовувати зважений вплив кожного
сусiда на результат. Таким чином, доцiльно модифiкувати метод KNN. При цьому,
запропоновано ввести функцiю, що характеризує схожiсть немiченого об’єкта iз йо-
го найближчими сусiдами у виглядi мiри подiбностi. На її основi введено iндикатори
зваженого пiдрахунку голосiв «сусiдiв» за певну мiтку класу. Розроблено програм-
не забезпечення, що реалiзує описаний пiдхiд. Проведення практичних експериментiв
показало його ефективнiсть при розв’язаннi певних класiв прикладних задач.

Ключовi слова: класифiкацiя, алгоритм k-найближчих сусiдiв, KNN, мiра подiбно-
стi, контрольоване машинне навчання.

1. Вступ. Iнтелектуальний аналiз даних – це роздiл науки про данi, який
використовує обчислювальнi прийоми статистики, машинного навчання та роз-
пiзнавання шаблонiв для аналiзу баз даних. Цей тип аналiзу має двi мети: про-
гнозуючу та описову. Прогнозуючi моделi (регресiя, класифiкацiя) використову-
ють для передбачення поведiнки певних процесiв та явищ. Дескриптивнi моделi
(кластеризацiя, асоцiативнi методи, послiдовне виявлення шаблонiв) визнача-
ють закономiрностi, що описують данi.

Методика класифiкацiї, як метод прогнозування, – це технiка контрольо-
ваного машинного навчання, що передбачає iснування групи мiчених взiрцiв
(прототипiв, навчаючої вибiрки) для кожного класу об’єктiв. Класифiкацiя –
це завдання присвоєння мiток класу об’єктам даних без мiток. Процес класи-
фiкацiї згiдно [1]:

- вхiд: набiр атрибутiв прототипiв, включаючи атрибут мiтки класу;
- класифiкатор – модель класифiкацiї, що буде використовуватись для про-

гнозування мiтки класу нових об’єктiв;
- вихiд: класифiкований шаблон, що визначив мiтку класу об’єкта на основi

його атрибутiв.
Системний пiдхiд до вивчення класифiкацiйної моделi з урахуванням на-

вчальної вибiрки називають алгоритмом навчання. Процес використання алго-
ритму навчання для побудови класифiкацiйної моделi з навчальних даних вiдо-
мий як iндукцiя. Цей процес також часто описується як "вивчення моделi"або
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"побудова моделi". Застосування моделi класифiкацiї на тестових об’єктах для
прогнозування їх класу вiдомий як дедукцiя. Таким чином, процес класифiкацiї
включає два етапи: застосування алгоритму навчання до навчальних даних для
вивчення моделi, а потiм застосування моделi для визначення мiток немiченим
об’єктам.

Найпоширенiшими є такi методи класифiкацiї: дерева рiшень; Байєсiвськi
класифiкатори; штучнi нейроннi мережi; класифiкатор k-найближчих сусiдiв.

2. Дерева рiшень (Decision Tree, DT). Структура дерева рiшень органi-
зована таким чином, що воно мiстить корiнь, гiлки, якi є внутрiшнiми вузлами
та листи, якi далi не класифiкуються. Внутрiшнi вузли представляють атрибу-
ти; гiлки, що з’єднують вузли, визначають значення атрибутiв; листи мiстять
мiтки класiв. Вони широко використовується в процесi прийняття рiшень.

Iснують рiзнi алгоритми дерева рiшень – ID3, C4.5, C5.0, CART, SPRINT.
Вони використовують спецiальнi функцiї, що найкраще роздiляють набiр даних
за певним атрибутом. Серед них – прирiст iнформацiї (Information Gain) та
iндекс Джинi (Index Gini). При цьому, будують дерево рiшень як схематичну
деревоподiбну дiаграму [2].

В процесi побудови дерева рiшень можуть бути виявленi помилки. Їх мо-
жна виправити та оцiнити за допомогою пiдходу, який називається усiченням
дерева. Використовують два методи – попереднє та «пiсля» усiчення. При попе-
редньому усiченнi на початковому етапi перевiряється наявнiсть аномалiй, якi
зупиняють побудову дерева. При цьому вузол стає листом. У методi «пiсля»
усiчення будується все дерево, потiм з кореня починається видалення пiддерев,
якщо в них виявлено будь-яку аномалiю.

Використання даного пiдходу виявилось успiшним в багатьох прикладних
задачах дiагностики захворювань та прогнозування статусу студентiв пiсля на-
вчання та передбачення рiвня успiшностi здобувачiв освiти [3-4].

3. Байєсiвськi класифiкатори. Баєсовський класифiкатор (Naive Bayes,
BayesNe, NBC) – це проста, але важлива ймовiрнiсна модель. В основi даного
методу лежить теорема Байєса про умовну ймовiрнiсть. При його використан-
нi для баз даних великої потужностi, алгоритм демонструє високу точнiсть i
швидкiсть [5]. Апрiорi припускається, що атрибути є незалежними. Це припу-
щення називається умовно-класовою незалежнiстю. Наївнi байєсовськi моделi
простi в реалiзацiї та популярнi в додатках машинного навчання, вони забезпе-
чують можливiсть кожному атрибуту однаково впливати на прийняте рiшення
незалежно вiд iнших атрибутiв. Крiм того, NBC дуже швидко будує та оцiнює
моделi.

4. Штучнi нейроннi мережi. Штучнi нейроннi мережi (Single-Layer
Perceptron, Multy-Layer Perceptron, SVM) виражаються в термiнах бiологiчної
нейронної системи. Вони складаються з кiлькостi окремих одиниць (нейронiв),
що комунiкують мiж собою, надсилаючи сигнали та органiзованi у виглядi на-
прямленого графу, який мiстить вузли та ребра, що з’єднують кожен вузол.
Ребра – це взаємозв’язки мiж кожним вузлом. Кожне ребро, що з’єднує вузол,
мiстить вагу. Розраховується сума ваг. Порогове значення присвоюється кожно-
му нейрону. Якщо зважена сума перевищує порогове значення, вона видає вихiд
1, iнакше 0.

Класичним застосуванням нейронних мереж є розпiзнавання зображень у

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ВИКОРИСТАННЯ МIР ПОДIБНОСТI В МЕТОДАХ КЛАСИФIIКАЦIЇ 145

сферi забезпечення якостi, медичнiй дiагностицi та засобiв аналiзу вiдбиткiв
пальцiв.

5. Класифiкатори найближчих сусiдiв. Класифiкатори найближчих
сусiдiв також вiдомi як класифiкатори на основi вiдстанi (KNN, PEBLS). Вони
заснованi на вивченнi аналогiй. Невiдомому об’єкту ставиться у вiдповiднiсть
мiтка найпоширенiшого класу серед його найближчих сусiдiв. Якщо k = 1, то
невiдомому екземпляру присвоюється мiтка класу прототипу, який є найближ-
чим до нього в просторi шаблонiв. Вважається [6-8], що це один з найпростiших
i найбiльш часто використовуваних алгоритмiв класифiкацiї.

Недолiком є те, що при голосуваннi об’єктiв-«сусiдiв» за певний клас може
виникати невизначенiсть через рiвномiрний розподiл їх голосiв. Тому доцiльно
використовувати модифiкований метод найближчих сусiдiв, де пiдрахунок го-
лосiв проводиться за зваженою сумою iз так званими ваговими коефiцiєнтами,
що вiдповiдають за подiбнiсть сусiда до нового об’єкта. Обґрунтованiсть пiдбору
вагових коефiцiєнтiв є вiдкритою задачею, що потребує додаткових дослiджень.

6. Постановка задачi. Нехай задано навчаючу вибiрку об’єктiв та новий
немiчений об’єкт О. Визначимо параметр k i за деякою метрикою вiдстанi d
(Евклiдовою, манхетенською, Хемiнга) k найближчих сусiдiв до О. Ставиться
задача реалiзувати зважене голосування за прогнозну мiтку класу для нового
об’єкта.

7. Матерiали i методи. Нехай k найближчих сусiдiв до О серед об’єктiв
навчаючої вибiрки будуть Õ =

{
Oi, i = 1, k

}
. Кожен Oi характеризується атри-

бутами ai (a
i
1 , a

i
2 , . . . , a

i
n) та мiткою класу ci ∈ C. Тодi, поставимо у вiдповiд-

нiсть об’єкту О та деякiй iз можливих мiток класу c∗ бiнарний вектор y∗ ={
0, якщо ci 6= c∗;
1, якщо ci = c∗.
Введемо нечiтке бiнарне вiдношення, що визначає схожiсть об’єктiв серед

найближчих сусiдiв iз функцiєю належностi виду:

µiRKNN = e−
d(Oi,O)
dmax . (1)

dmax – визначає найбiльшу вiдстань вiд немiченого об’єкту O до k найближчих
точок iз Õ. Таким чином, µRKNN : Õ2 →

[
1
e
, 1
]
. Чим бiльше значення величини

µRKNN близьке до 1, тим в бiльшому ступенi об’єкти Oi та O будуть подiбними
за своїми атрибутами. Найменше значення мiри подiбностi (1) не буде досягати
нуля, тому при визначеннi мiтки класу голоси всiх сусiдiв будуть врахованi.

Голоси за клас пропонується розраховувати за наступними iндикаторами:

votes (class = c∗) =
k∑
i=1

µiRKNN · y
∗
i (2)

або

votes (class = c∗) =

k∑
i=1

µiRKNN · y
∗
i

k∑
i=1

µi
RKNN

· 100, (3)

де y∗i – i -ва координата вектора y∗.
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Iндикатори (2) та (3) накопичують зваженi голоси за клас: чим далi вiд O
знаходиться сусiд, тим в меншому ступенi враховується його голос. Формула
(3) є нормованою та визначає голоси за клас у вiдсотках. Пiдраховуємо голоси
для всiх можливих класiв i новому об’єкту O прогнозуємо ту мiтку c∗ значення
iндикатора (2) або (3) для якої є максимальним.

8. Експерименти. Для проведення практичних експериментiв була роз-
роблена комп’ютерна програма, що реалiзує модифiкований метод найближчих
сусiдiв i використовує iндикатори (2) та (3) при прогнозуваннi мiтки класу но-
вому об’єкту.

Вхiдною iнформацiєю для проведення класифiкацiї є навчаюча вибiрка iз
мiченими об’єктами та кортеж атрибутiв нового об’єкту О. Кiлькiсть сусiдiв
обчислюється за формулою k = [

√
m], де m – потужнiсть вибiрки. Вихiдною

iнформацiєю є мiтка класу для O.
9. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Дана робота є

розвитком напрямку застосування рiзних видiв мiр подiбностi в задачах iнте-
лектуального аналiзу даних [9-12].

Наведено огляд сучасних методiв контрольованої класифiкацiї; модифiкова-
но метод KNN використанням зваженого голосування за прогнозовану мiтку
класу, при цьому описано функцiю µRKNN , що характеризує схожiсть нового
немiченого об’єкту iз його найближчими сусiдами. Розроблено програмне забез-
печення, що реалiзує описаний пiдхiд. Проведення практичних експериментiв
показало його ефективнiсть при розв’язаннi певних класiв прикладних задач.

Перспективнi дослiдження полягають у розвитку пiдходу використання рi-
зних видiв мiр подiбностi заснованих на нечiтких бiнарних вiдношеннях, якi б
визначали схожiсть об’єктiв за категорiальними атрибутами та їх застосування
при розв’язаннi рiзних видiв прикладних задач.
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СТРУКТУРА СИГНАТУРНОГО КУБУ БУЛЕВИХ АЛГЕБР

Дана робота є продовженням дослiджень, розпочатих в [1], у яких теорiя буле-
вих функцiй розглядається з точки зору унiверсальних алгебр. У цiй роботi описано
клас функцiонально неповних алгебр, проведено дослiдження основних типiв алгебр
i розташування їх по ярусах сигнатурного кубу. У даних дослiдженнях унiверсальнi
булевi алгебри утворюють 11-мiрний сигнатурний куб, до складу якого входять 2048
алгебр. Запропоновано нумерацiю (кодифiкацiю) цих алгебр. Вводиться поняття сумi-
жних, граничних, внутрiшнiх класiв функцiонально повних i функцiонально неповних
алгебр.

Булевi алгебри дослiджуваного класу M подiляють на чотири пiдкласи: клас вну-
трiшнiх функцiонально неповних алгебр, клас граничних функцiонально неповних ал-
гебр, клас граничних функцiонально повних алгебр, клас внутрiшнiх функцiонально
повних алгебр. У данiй роботi пропонується алгоритм знаходження граничних фун-
кцiонально повних алгебр на основi розширення сигнатури функцiонально неповних
алгебр булевими операцiями. Побудованi пiдкласи граничних алгебр для кожної з оди-
надцяти операцiй. Вказано iзоморфiзм графiв деяких класiв граничних алгебр. На
основi об’єднання графiв отримали Ω-граф граничних функцiонально повних алгебр.

Ключовi слова: сигнатурний куб, граничнi алгебри.

1. Вступ. У роботi продовжується дослiдження структури булевих алгебр,
описаних в [1]. Клас булевих алгебр M включає в себе всi алгебри, у сигнатури
яких входять операцiї з множини Q = {0, 1,¬,∧,∨,⊕,⇒,⇐,⇔, ↑, |}. Оскiльки
|M | = 211, то виникає проблема нумерацiї (кодифiкацiї) булевих алгебр. Для
того, щоб задати булеву алгебру U = 〈A, Ω〉 досить вказати всi операцiї, якi
входять в сигнатуру Ω. Кожнiй сигнатурi алгебри U можна поставити у вiдпо-
вiднiсть булевий вектор – код сигнатури, який у свою чергу може бути заданий
натуральним числом, яке будемо називати кодом алгебри. Оскiльки алгебри
можуть мати рiзну нумерацiю, то в роботах, крiм сигнатурного коду алгебри
наводять булевий код сигнатури або номер алгебри. Наприклад, сигнатурному
коду Ω = {¬,∨,⇔} у класi алгебр, що використовує першi дев’ять операцiй з Q
(фiксованим порядком операцiй) буде поставлено у вiдповiднiсть булевий код
(0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1). Якщо ця алгебра закодована числом 148 = 22 + 24 + 27,
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то при кодуваннi використано прямий код, якщо числом 41 = 20 + 23 + 25− то
зворотнiй. У данiй роботi використовується зворотнiй код.

Означення 1. Алгебри U1 = 〈A, Ω1〉, U2 = 〈A, Ω2〉 називаються сумiжни-
ми, якщо iснує ребро, яке з’єднує цi алгебри.

Сумiжнi алгебри U1 i U2 в Ω-кубi вiдрiзняються тiльки однiєю операцiєю,
тобто |Ω1 ∪ Ω2 − Ω1 ∩ Ω2| = 1. Сумiжнi алгебри знаходяться у сусiднiх ярусах
Ω-кубу.

Означення 2. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається граничною, якщо вона мi-
стить сумiжнi функцiонально повнi та функцiонально неповнi алгебри.

Означення 3. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається внутрiшньою, якщо всi її
сумiжнi алгебри є функцiонально повними або функцiонально неповними.

Означення 4. Функцiонально неповна алгебра називається передповною,
якщо довiльне розширення її сигнатури перетворює цю алгебру у функцiональ-
но повну.

Булевi алгебри класу M подiляються на чотири пiдкласи: M1−клас вну-
трiшнiх функцiонально неповних алгебр; M2−клас граничних функцiонально
неповних алгебр;M3− клас граничних функцiонально повних алгебр;M4− клас
внутрiшнiх функцiонально повних алгебр [1].

На рис. 1 наведено граф функцiонально неповних алгебр.

Твердження 1. Всi функцiонально неповнi алгебри в класiM є граничними
i утворюють Ω-граф.

Твердження доведено в [1].

Твердження 2. Функцiонально повна алгебра буде граничною тодi i тiль-
ки тодi, коли iснує операцiя, яка входить до складу всiх базисiв цiєї алгебри.

Рис. 1. Граф функцiонально неповних алгебр

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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2. Основнi результати. Розiб’ємо множину граничних функцiонально
повних алгебрM3 на пiдкласиM3 = M1

3∪M2
3∪...∪M9

3∪M10
3 ∪M11

3 , деM i
3, i = 1, 11

– множина всiх граничних функцiонально повних алгебр, якi мають сумiжнi
ребра, що з’єднують їх з алгебрами класу M2. Кожне сумiжне ребро вiдповiдає
i-й операцiї вказанiй в множинi Q. Це означає, що в сигнатуру алгебр класу M i

3

входить i-ва операцiя, а в сигнатури вiдповiдних сумiжних алгебр ця операцiя
не входить. Позначимо через M+i

2 – клас функцiонально неповних алгебр, в
сигнатуру яких входить i-ва операцiя, M−i

2 – клас алгебр, якi отримують з M i
2

усуненням з сигнатури i-ої операцiї, тодi отримаємо

M i
2 = M2 −

(
M+i

2 ∪M−i
2

)
. (1)

Клас алгебр M i
3 можна отримати з M i

2 розширенням сигнатури i-вою опе-
рацiєю. Якщо сигнатуру всiх алгебр M2 розширити i-вою операцiєю, то алге-
бри M+i

2 i M−i
2 залишаються функцiонально неповними, а решта алгебр пе-

рейдуть за допомогою ребра, що вiдповiдає i-й операцiї, у клас функцiональ-
но повних. З того, що |M2| = 88 i

∣∣M+i
2

∣∣=∣∣M−i
2

∣∣, то з формули (1) отримуємо
|M i

2| = 88− 2
∣∣M+i

2

∣∣. На основi останньої формули отримуємо таблицю 1, у якiй
вказано кiлькiсть алгебр, у сигнатуру яких входить i-ва операцiя.

Таблиця 1.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
M+i

2 33 33 16 32 32 30 16 16 30 0 0
M i

2 22 22 56 24 24 28 56 56 28 88 88

Означення 5. Два графи G i H називаються iзоморфними, якщо мiж їх
вершинами можна установити таку бiєкцiю f , що двi вершини u, v графа G
сумiжнi тодi i тiльки тодi, коли f(u) i f(v) сумiжнi вершини у графi H.

Задача розпiзнавання iзоморфiзмiв графiв вiдноситься до класу NP - пов-
них. У роботi [4] стверджувалось, що «пошуки окремих критерiїв та ознак iзо-
морфiзмiв для графiв того чи iншого класу можуть бути дуже важкими i не
завжди успiшними». Сучаснi роботи по теорiї графiв [5] пiдтверджують, що
проблему iзоморфiзму графiв не вдалося вирiшити.

Позначимо через Gi − Ω-граф, який вiдповiдає класу граничних функцiо-
нально повних алгебрM i

2. Для кожного класуM i
2 побудовано сигнатурнi графи

G1 −G9, наведенi на рис. 2 – 6.

Твердження 3. Iзоморфними є Ω-графи: G1
∼= G2, G4

∼= G5, G6
∼= G9,

G7
∼= G8, G10

∼= G11.
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Рис. 2. Графи G1 та G2 класу граничних алгебр M1
2 i M2

2

Рис. 3. Граф G3 класу граничних алгебр M3
2

Рис. 4. Графи G4 i G5 класу граничних алгебр M4
2 i M5

2

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 5. Графи G6 i G9 класу граничних алгебр M6
2 i M9

2

Рис. 6. Графи G7 i G8 класу граничних алгебр M7
2 i M8

2 .

Графи G1 − G9 об’єднанi в один сигнатурний граф, який зображений на
рис. 7.

Рис. 7. Ω-граф граничних функцiональних алгебр M i
2.
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Iзоморфiзм сигнатурних графiв Gi, i = 1, 9 доводиться за допомогою бiєкцiї
вершин, заданих таблицями 2 - 5:

Таблиця 2.

m=1 260 273 289 261 276 292 388 277 293 305 308 389 401
m =2 130 152 168 138 146 162 386 154 170 178 184 394 402
m=1 404 417 420 309 405 421 433 436 437
m=2 408 418 424 186 410 426 434 440 442

Таблиця 3.

m=4 96 41 97 104 168 224 289 352 105 169 225 232 297 353 360
m=5 80 25 88 81 152 208 273 336 89 153 209 216 281 337 344
m=4 417 424 480 233 361 425 481 488 489
m=5 401 408 464 217 345 409 465 472 473

Таблиця 4.

m=6 12 25 41 152 168 13 28 44 140 29 45 57 60 141 153
m=9 3 25 41 273 289 11 19 35 259 27 43 57 54 267 275
m=6 156 169 172 184 408 424 61 157 173 185 188 440 189
m=9 281 291 297 305 401 424 59 283 299 307 313 443 315

Таблиця 5.

m=7 6 13 38 140 268 388 60 204 284 325 404 205 316 453
m=8 6 11 35 138 131 386 54 202 150 323 402 203 182 451
m=7 12 14 44 196 276 30 77 269 294 332 420 286 333 460
m=8 3 7 38 332 146 29 75 267 163 330 418 151 331 458
m=7 68 22 69 261 292 46 141 270 300 389 452 302 397 318
m=8 66 19 67 279 169 39 139 163 166 387 450 167 395 183
m=7 260 28 76 262 324 54 197 278 308 396 62 310 436 461
m=8 30 22 74 134 194 51 195 166 178 394 55 179 434 459

Означення 6. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається насиченою в класi K, якщо
в результатi довiльного розширення сигнатури отримуємо алгебру, яка не
належить K.

На основi Ω-графiв Gi, i = 1, 9 побудована таблиця 6, що вказує кiлькiсть
канонiчних, насичених i вiльних алгебр в класах M i

2.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Таблиця 6.

M i
2 M1

2 M2
2 M3

2 M4
2 M5

2 M6
2 M7

2 M8
2 M9

2

Код
канонiчних
алгебр

130,
152,
168

260,
273,
289

66,68,
80,96

96,41,
168,
189

25,80,
152,
273

12,35,
41,152,
168

3,4,25,
273,
289

6,12,
68,
260

36,
66
130

К-сть
канонiчних

3 3 4 4 4 5 5 4 4

Код
насичених
алгебр

442 437 245,
378,
496

489 473 189,
440

315,
433

318,
461,
436

183,
459,
434

К-сть
насичених

1 1 3 1 1 2 2 3 3

К-сть вiльних
алгебр

18 18 49 19 19 21 49 49 21

К-сть алгебр
в M i

2

22 22 56 24 24 28 56 56 28

З рисунка 7 отримуємо, що Ω-граф G класу граничних алгебр M2 включає
двiстi дев’ятнадцять вершин; п’ятнадцять вершин, якi вiдповiдають канонiчним
алгебрам з номерами 3, 6, 12, 66, 68, 80, 96, 130, 260, 25, 41, 152, 168, 273,
289; дванадцять вершин, якi вiдповiдають граничним алгебрам з номерами 183,
189,245, 315, 318, 378, 437, 442, 459.

Розглянемо класи алгебр M1−10
2 , M1−10, 11

2 , M1−11
2 , якi отримали з M1−9

2 роз-
ширенням їх сигнатур вiдповiдно операцiями Шеффера (10) та Вебба (11). Зро-
зумiло, що M1−9, 10

3 , M1−9, 11
3 − класи граничних алгебр, а M10−11

3 − клас вну-
трiшнiх функцiонально повних алгебр. Якщо G2, G

10
2 , G

11
2 , G

10−11
2 – Ω-графи

вiдповiдних класiв M2, M
1−10
2 , M1−10, 11

2 , G1−11
2 , то легко бачити, що цi графи

iзоморфнi, а їх об’єднання утворює Ω-граф, який схематично можна зобразити
у виглядi

Рис. 8. Ω-граф класiв алгебр M2, M
1−10
2 , M1−10, 11

2 , G1−11
2 .

Iз побуваного Ω-графа, наведеного на рисунку 7, отримаємо справедливiсть
теорем.

Теорема 1. У класi Mвiдсутнi внутрiшнi функцiонально неповнi алгебри.

Теорема 2. Множина булевих алгебр Mскладається з 88 граничних фун-
кцiонально неповних алгебр; 395 граничних функцiонально повних алгебр; 1565
внутрiшнiх функцiонально повних алгебр.
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3. Висновки. У данiй роботi проведенi дослiдження структури граничних
функцiонально повних алгебр класу M3. Для кожного пiдкласу граничних ал-
гебр побудованi сигнатурнi графи Gi, i = 1, 9, i на їх основi встановлено поту-
жностi канонiчних, насичених та вiльних алгебр. Доведено iзоморфiзм графiв
Gi, i = 1, 9, якi об’єднанi в Ω-граф граничних функцiональнио повних алгебр.
Сформульованi i доведенi теореми про число граничних функцiонально непов-
них алгебр, граничних функцiонально повних алгебр та внутрiшнiх функцiо-
нально повних алгебр.
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Mych I. A., Nykolenko V. V., Vartsaba O. V. Structure of signature cube of
boolean algebra.

This paper is a continuation of the research distributed in [1], the theory of Boolean
functions is considered from the point of view of universal algebras. This paper describes
a class of functionally incomplete algebras, studies the main types of algebras and their
location on the tiers of the signature cube. In the data of researches of universal Boolean
algebras the 11-dimensional signal cube according to which 2048 algebras enter is created.
Codification of these algebras has been offered. The notion of adjacent, boundary, and in-
ternal classes of functionally superficial and functionally incomplete algebras is introduced.

Boolean algebras of the class M are divided into four subclasses: a class of internal
functionally incomplete algebras, a class of boundary functionally incomplete algebras, a
class of boundary functionally superficial algebras, a class of internal functionally com-
plete algebras. In this paper, an algorithm is proposed for finding boundary functionally
complete algebras based on the expansion of signals of functionally incomplete algebras by
Boolean operations. Subclasses of boundary algebras have been constructed for each of the
eleven operations. The isomorphism of graphs of some classes of boundary algebras has
been indicated. Ω-graph of boundary functionally complete algebras was obtained on the
basis of combining graphs.

Keywords: signature cube, boundary algebras.
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НЕЙРО-НЕЧIТКЕ МОДЕЛЮВАННЯ У СИСТЕМI УПРАВЛIННЯ
ФIНАНСОВО-ЕКОНОМIЧНОЮ БЕЗПЕКОЮ

Подається вирiшення актуальної проблеми визначення рiвня фiнансово-економiчної
безпеки для компанiй через призму нейро-фазi моделювання. Моделi, побудованi за
допомогою нейро-нечiтких мереж, є ефективним iнструментом оцiнки фiнансово-еко-
номiчної безпеки i дають можливiсть своєчасно виявити i подолати проблеми. Крiм
того, данi моделi є адаптивними, оскiльки пристосовуються до змiн економiчного сере-
довища, що дуже важливо в умовах нестабiльної економiки. У даному дослiдженнi для
цього пропонується використання багатошарової нейромережi, кожний шар якої вирi-
шує свою низку завдань. Запропонований пiдхiд дасть можливiсть визначати рiвень
фiнансової безпеки компанiї у рiзнi моменти її функцiонування. Розроблена модель
дозволяє кожнiй компанiї використовувати свою сукупнiсть фiнансових показникiв
для визначення рiвня безпеки. Кожний шар нейромережi є автономною одиницею, що
дозволяє розвивати мережу. Для запропонованої моделi характернi властивостi гну-
чкостi та адаптивностi до мiнливих умов економiчного середовища, що є необхiдною
умовою для її ефективного застосування в дiяльностi пiдприємства.

Ключовi слова: рiвень безпеки, нейромережа, нечiтке моделювання.

1. Вступ. На сучасному етапi розвитку людства, спостерiгається тенденцiя
управлiння процесами у навколишньому свiтi. Застосування iнформацiйних те-
хнологiй у рiзних сферах людської дiяльностi супроводжується розробкою iн-
телектуальних систем, якi використовують зв’язок знань у загальному випадку
з навколишнiм свiтом. Вирiшення будь-якої проблеми зв’язано з конкретними
предметними областями, якi, зазвичай, є погано або слабко структурованими.
Пiд час проектування та розробки iнтелектуальної системи, знання проходять
аналогiчну трансформацiю даних – вiд бiльш узагальнених множин до бiльш
вузьких, конкретизованих для даної предметної областi. При розробцi iнтеле-
ктуальних систем знання про конкретну предметну область, для якої розробля-
ється система, рiдко бувають повними й достовiрними.

Одним iз найбiльш перспективних i активних напрямiв прикладних дослi-
джень в областi управлiння i прийняття рiшень у слабко структурованих систе-
мах є нечiтке моделювання. Методологiя нечiткого моделювання конкретизує
методологiю системного моделювання стосовно процесу побудови i застосува-
ння нечiтких моделей складних систем. З кожним роком дiапазон застосуван-
ня нечiтких моделей та методiв розширюється, охоплюючи рiзнi новi областi.
Суть нечiткого математичного моделювання полягає в тому, що елементами до-
слiдження являються не числа, а деякi нечiткi множини або їх поєднання. В
основi такого пiдходу лежить не традицiйна логiка, а логiка з нечiткою iстин-
нiстю, нечiткими зв’язками i нечiткими правилами виводу.
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Значна кiлькiсть важливих проблем пiдтримки прийняття управлiнських рi-
шень, що виникають у рiзних сферах людської дiяльностi, зводиться до задач
оцiнки рiзного роду явищ i процесiв. При проектуваннi i управлiннi складною
соцiо-економiчною системою виникає проблема, коли людина не здатна дати
точнi i саме тодi практичнi значення суджень про їх поведiнку.

Iснування будь-якої держави в сучасному глобалiзованому свiтi залежить вiд
її економiчної безпеки, яка є однiєю iз важливих компонент нацiональної без-
пеки країни в цiлому. Одним iз основних сегментiв економiчної безпеки, який
вагомо впливає на її рiвень, виступає фiнансовий сегмент, тобто сукупнiсть фi-
нансових показникiв суб’єкта економiчного господарювання, якi об’єднуються в
глобальний показник. Прогнозування цього показника є складним аналiтично-
розрахунковим процесом i потребує детального дослiдження тенденцiй розви-
тку та передбачення впливу складових дослiджуваного фактору на рiвень еко-
номiчної безпеки держави.

Актуальнiсть роботи полягає у розробленнi та дослiдженнi моделей i методiв
отримання багатокритерiального оцiнювання iз застосуванням нейро-нечiтких
технологiй, що на сьогоднi є нерозкритим достатнiм чином.

2. Постановка проблеми. Для суб’єкта господарювання економiчна без-
пека розглядається як стан, за якого забезпечується його економiчний розвиток
i стабiльна дiяльнiсть, гарантується захист його фiнансових i матерiальних ре-
сурсiв. Забезпечення фiнансової безпеки пов’язане з плануванням, прогнозува-
нням i передбаченням багатьох факторiв внутрiшнього i зовнiшнього середови-
ща. При цьому вкрай важливим є системний, комплексний пiдхiд, що базується
на ефективному використаннi вiдповiдного iнформацiйно-аналiтичного забезпе-
чення, логiки та моделювання iз залучення сучасного математичного апарату.

Загальна постановка проблеми (завдання) може бути представлена на-
ступним чином. Нехай для певного суб’єкта економiчного господарювання вi-
дома множина кiлькiсних i якiсних показникiв його функцiонування, а також
вiдома iсторiя цих показникiв за певнi перiоди часу. Виникає завдання перед-
бачити оцiнку рiвня економiчної безпеки даного суб’єкта господарювання.

Постановку задачi оцiнювання сформулюємо наступним чином. Нехай на
входi маємо деякий об’єкт дослiдження O, який оцiнюється за багатьма пока-
зниками K = (K1, K2, . . . , Km). Показники K можуть представляти собою цiлу
систему критерiїв та моделей. Кожен показник є кiлькiсною оцiнкою, отриман-
ня якої можливо, наприклад, за допомогою моделей фiнансової звiтностi [1].

На основi множини оцiнок за показниками K = (K1, K2, . . . , Km), необхiдно
встановити рiвень фiнансової безпеки об’єкту.

3. Огляд лiтератури. Iз аналiзу наукових джерел, видно, що нейро-нечiткi
мережi широко застосовуються в рiзних сферах та прикладних задачах [2-5]. У
роботi [6] наведена задача пiдвищення швидкостi побудови нейро-нечiтких моде-
лей за прецедентами; у [7] представлено задачу планування ресурсiв паралель-
них комп’ютерних систем при синтезi нейро-нечiтких мереж; on-line нейро-фаззi
систему для вирiшення задач послiдовного нечiткого кластерування даних за-
пропоновано у [8]. Нейро-нечiткi мережi широко використовуються для обробки
нечiткої iнформацiї. Так у роботах [9,10] нейро-нечiтка система вивчає поведiн-
ку системи з даних тренувань i автоматично генерує нечiткi правила та нечiткi
множини до заданого рiвня точностi. Системи нечiткого виведення приведенi
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у [11,12] можуть використовувати людськi експертнi знання та виконувати не-
чiтке виведення для отримання вихiдної оцiнки з необхiдним рiвнем точностi
[13,14]. Механiзм навчання нейронних мереж розглянуто у [14-16]. Широке за-
стосування отримав новий тип нечiткої моделi, яку запропонували. Токаї та
Сугено [17,18]. У нейро-нечiтких мереж типу Takagi-Sugeno-Kang послiдовною
частиною кожного нечiткого правила є лiнiйна комбiнацiя вхiдної змiнної.

Виходячи з цього, сьогоднi є актуальним завдання застосування нейро-нечiт-
ких технологiй для вирiшення прикладних проблем оцiнювання об’єкту дослi-
дження.

4. Результати дослiджень. Для вирiшення сформульованої проблеми
пропонується модель нейро-нечiткої мережi (рис. 1.), яка складається iз суку-
пностi послiдовних шарiв, на кожному iз яких розв’язується низка конкретних
класiв задач.

Рис. 1. Структура нейро-нечiткої мережi

Розглянемо кожен шар нейро-нечiткої мережi.
У першому шарi розв’язується клас задач передбачення. Загальна постанов-

ка задачi передбачення може бути сформульована наступним чином. На входi
маємо сукупнiсть показникiв X = {X1, X2, . . . , Xm} – оцiнки за вiдповiдними
критерiями K = (K1, K2, . . . , Km), для кожного з яких вiдома iсторiя цього по-
казника за N перiодiв, тобто Xj = (xj1, x

j
2, . . . , x

j
N) ∈ X (j = 1, . . . ,m). Потрiбно

зробити прогноз значень цих показникiв на майбутнi перiоди.
Математичне формулювання та модель такої задачi виглядає наступним чи-

ном.
Нехай для заданого об’єкта вiдомi деяка множина X = {X1, X2, . . . , Xm},

елементи якої називаються входами (samples) або прикладами, ситуацiями i
множина Y = {Y 1, Y 2, . . . , Y m}, елементи якої називаються вiдповiдями або
вiдгуками, мiтками, виходами (responses). Iснує певна залежнiсть (детермiнова-
на i iмовiрнiсна), що дозволяє за елементами Xj ∈ X передбачити Y j ∈ Y для
всiх j = 1, . . . ,m. Зокрема, якщо залежнiсть детермiнована, то iснує функцiя
ϕ∗ : X → Y .

Даний шар може мiстити деякi прихованi шари. Наприклад, коли вiдома
деяка сукупнiсть об’єктiв (ситуацiй) i множина вiдповiдей (реакцiй, вiдгукiв),
а також множина у виглядi пар «об’єкт – вiдповiдь», яка називається навчаль-
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ною вибiркою. Iснує деяка залежнiсть мiж вiдповiдями i об’єктами, але вона
невiдома. Потрiбно, на основi цих даних вiдновити залежнiсть, тобто побуду-
вати модель (алгоритм), яка здатна для любого об’єкта надати досить точну
вiдповiдь. Для вимiрювання точностi вiдповiдей вводиться визначеним чином
функцiонал якостi.

Залежнiсть вiдома тiльки на об’єктах навчальної вибiрки
{

(x(i), y(i)) :
x(i) ∈ Xj, y(i) ∈ Y j (i = 1, . . . , N0)

}
, N0 – кiлькiсть об’єктiв у навчальнiй вибор-

цi. Упорядкована пара "об’єкт – вiдповiдь"{(x(i), y(i)) : x(i) ∈ Xj × Y j} назива-
ється прецедентом. Потрiбно встановити залежнiсть мiж входом i виходом на
основi даних навчальної вибiрки.

Модель задачi передбачення за прецедентами можна представити у насту-
пному виглядi:

Задано: множина ситуацiй Xj i множина вiдповiдей Y j.
Вiдомо: навчальна вибiрка {x(i) ∈ Xj, (i = 1, . . . , N0)} i вiдповiдно вiдповiдi

на цiй вибiрцi {y(i) = y(x(i)) : y ∈ Y j (i = 1, . . . , N0)}.
Знайти: алгоритм a : Xj → Y j, тобто алгоритм побудови вирiшальної фун-

кцiї ϕ ∈ Φ, яка наближує, найбiльш точно, y ∈ Y j не тiльки на навчальнiй
виборцi, а i на всiй множинi Xj.

Для рiзних типiв задач множина об’єктiв X i вiдповiдей Y може задаватись
по рiзному. Наприклад, для задачi класифiкацiї: Y = {−1; +1} – класифiкацiя
на два класи; Y = {1, . . . ,M} – класифiкацiя на M класи, якi не перетинаю-
ться; Y = {0; 1}M – класифiкацiя на M класи, якi перетинаються. Для задачi
регресiї: Y = R або Y = Rm; для задачi ранжування Y – скiнчена впорядкована
множина. Множина об’єктiв X, як правило, задається не самими об’єктами, а
їх описами. Найбiльш поширеним є ознаковий опис. Ознака (feature) f об’єкта
x ∈ X– це результат вимiрювання деякої характеристики об’єкта x. При та-
кому пiдходi об’єкт x ∈ X представляється як вектор x = (x1, x2, . . . , xk), де
xj = fj(x), (j = 1, 2, . . . , k), а k – кiлькiсть ознак. Формально ознака це вiдобра-
ження f : X → Dj, де Dj – множина допустимих значень ознаки.

Завданням першого шару є на основi iсторiї показникiв за певнi перiоди часу
прогнозувати значення цих показникiв на майбутнi перiоди з використанням
моделей та методiв регресiйного аналiзу i машинного навчання [19].

Нейрони другого шару виконують операцiю фазифiкацiї, тобто кожному ви-
хiдному значенню першого шару ставиться у вiдповiднiсть значення функцiї на-
лежностi [20,21]. Тут розв’язується задача фазифiкацiї показникiв (критерiїв)
ефективностi за допомогою апарату нечiткої математики. Аналiзуючи значен-
ня вхiдних показникiвX = {X1, X2, . . . , Xm} i отриманi вiдповiднi прогнозованi
значення Y = {Y 1, Y 2, . . . , Y m} проводиться їх фазифiкацiя у нечiткi числа у
виглядi функцiй належностi нечiтких множин. Функцiї належностi, визначенi
на вхiдних змiнних, застосовуються до їх фактичних значень для визначен-
ня ступеня iстинностi кожного показника. Оскiльки, основнi показники мене-
джменту отриманi iз фiнансових звiтiв i несуть рiзний змiст, то доцiльно вико-
ристовувати наступнi види функцiї належностi [16]: трикутну, трапецiєподiбну,
дзвiноподiбну, S -подiбну, лiнiйну S -подiбну, лiнiйну Z -подiбну та їх комбiнацiї i
суперпозицiї. Таким чином, виходом iз другого шару є множина нечiтких чисел
{µ1, . . . , µn1}.

Третiй шар представляє собою агрегацiю рiвнiв належностi показникiв пред-
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ставлених у виглядi нечiтких чисел у певнi групи (кластери) [22]. Суть агрегацiї
полягає у процедурi знаходження функцiї належностi для кожної вихiдної змiн-
ної отриманої в процесi групування вхiдних змiнних. Мета агрегацiї полягає в
тому, щоб об’єднати всi ступенi iстинностi певних груп вхiдних змiнних. Тут
використовуються моделi та методи вибору вагових коефiцiєнтiв i згорток. У
загальному випадку синоптичнi ваги w1, . . . , wn1 коректуються в процесi навча-
ння.

Четвертий шар реалiзує методи логiчного виведення, за допомогою яких
визначається нечiтка оцiнка, яка є iнтегрованим показником. Нечiтке логiчне
виведення базується на нечiткiй базi знань та вiдповiдних нечiтких правилах.
Обчислене значення iстинностi для передумов кожного правила застосовується
для кожного правила. Нечiткi множини, призначенi для кожної змiнної виво-
ду, за допомогою композицiйних правил об’єднуються разом для формування
єдиної нечiткої множини.

У кiнцевому (п’ятому) шарi проходить процес дефазифiкацiї отриманих не-
чiтких оцiнок у звичайнi чiткi значення, якi використовуються для визначення
рiвня.

5. Обговорення. Застосування розробленої технологiї для розв’язання
практичних задач, потребує адекватного визначення множини показникiв оцi-
нювання, створення моделей iнтелектуального аналiзу знань, налаштування
фазифiкацiї вхiдних даних, експериментально дослiдити порiг можливостi фун-
кцiонування системи у рiзних режимах, а також порiг рiвня безпечного стану
функцiонування системи для недопущення негативних наслiдкiв чи впевнено-
стi досягнення цiлей системою. Цi всi задачi покладенi на системних аналiтикiв,
що розробляють iнформацiйну систему у межах прикладної задачi. Таким чи-
ном, для якiсного порiвняння даних, розмежування термiв, необхiдно окремо
проводити для кожного показника, оскiльки рiзнi показники несуть у собi свiй
числовий змiст.

6. Висновки. Запропонований пiдхiд, для визначення рiвня фiнансово–
економiчної безпеки на пiдприємствi, дозволить успiшно iмплементувати вiд-
повiдний механiзм, який повинен включати в себе iнструменти, методи i ва-
желi формування фiнансової безпеки пiдприємства та систему iнформацiйно-
аналiтичної складової такої безпеки, функцiонуючу на основi сучасних iнфор-
мацiйних технологiй.
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5. Kelemen M., Polishchuk V., Gavurová B., Szabo S., Rozenberg R., Gera M., Kozuba J.,

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Вип. 38, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



162 М. М. ШАРКАДI
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Sharkadi M. M. Neuro-fuzzy modeling in the financial-economic security manage-
ment system.

The solution of the actual problem of determining the financial-economic security’s level
for companies through the prism of neuro-phase modeling is presented. Models built using
neural-fuzzy networks are an effective tool for assessing financial-economic security and
provide an opportunity to identify and overcome problems in a timely manner. In addition,
these models are adaptive because they adapt to changes in the economic environment,

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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which is very important in an unstable economy. This study proposes the use of a multilayer
neural network, each layer of which solves a number of problems. The proposed approach
will make it possible to determine the level of the company financial security at different
times of its operation. The developed model allows each company to use its own set of
financial indicators to determine the level of security. Each layer of the neural network
is an autonomous unit that allows you to develop a network. The proposed model is
characterized by the properties of flexibility and adaptability to changing conditions of the
economic environment, which is a necessary condition for its effective application in the
enterprise.

Keywords: security level, neural network, fuzzy modeling.
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