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СТОЯЧI ХВИЛI В ДИСКРЕТНИХ РIВНЯННЯХ ТИПУ
КЛЕЙНА-ҐОРДОНА ЗI СТЕПЕНЕВИМИ НЕЛIНIЙНОСТЯМИ

Дана стаття присвячена вивченню дискретних рiвнянь типу Клейна-Ґордона, якi
описують динамiку нескiнченного ланцюга лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв.
Цi рiвняння представляють собою зчисленну систему звичайних диференцiальних рiв-
нянь. Такi системи є нескiнченновимiрними гамiльтоновими системами. Розглядаю-
ться рiвняння типу Клейна-Ґордона зi степеневими нелiнiйностями непарного степе-
ня. При пiдстановцi анзаца у виглядi стоячої хвилi одержується система алгебраїчних
рiвнянь для амплiтуди стоячої хвилi. Далi розглядається система з бiльш загальним
оператором 𝐿 лiнiйної взаємодiї осциляторiв, який є обмеженим i самоспряженим у
гiльбертовому просторi дiйсних двохстороннiх послiдовностей 𝑙2. Розглядається зада-
ча про iснування перiодичних i локалiзованих (збiгаються до нуля на нескiнченностi)
розв’язкiв для таких систем. Основними умовами iснування цих розв’язкiв є просторо-
ва перiодичнiсть коефiцiєнтiв оператора лiнiйної взаємодiї осциляторiв та належнiсть
частоти стоячої хвилi спектральному промiжку оператора 𝐿. Якщо правий кiнець спе-
ктрального промiжка скiнченний, то система має нетривiальнi розв’язки. У цiй статтi
показано, що перiодичнi i локалiзованi розв’язки цiєї системи можна побудувати як
критичнi точки вiдповiдних функцiоналiв 𝐽𝑘 та 𝐽 . Iснування перiодичних розв’язкiв
встановлено за допомогою теореми про зачеплення. Зокрема, показано, що функцiонал
𝐽𝑘 задовольняє так звану умову Пале-Смейла та геометрiю зачеплення, а отже, має не-
тривiальнi критичнi точки. Останнi i є перiодичними розв’язками системи. У випадку
локалiзованих розв’язкiв використати теорему про зачеплення не можна, оскiльки для
функцiоналу 𝐽 не виконується умова Пале-Смейла. Тому у цьому випадку використа-
но метод перiодичних апроксимацiй, тобто критичнi точки функцiоналу 𝐽 будуються
за допомогою граничного переходу при 𝑘 → ∞ в критичних точках функцiоналу 𝐽𝑘.
В силу вiдомих властивостей дискретного оператора Лапласа одержано наслiдок, в
якому встановлено умови iснування локалiзованих розв’язкiв для вихiдної системи.

Ключовi слова: дискретнi рiвняння типу Клейна-Ґордона, стоячi хвилi, степеневi
нелiнiйностi, критичнi точки, теорема про зачеплення, перiодичнi апроксимацiї.

1. Вступ. Дискретнi гамiльтоновi системи широко використовуються в нелi-
нiйнiй фiзицi для моделювання складних оптичних i квантових явищ. До таких
систем, зокрема, належать системи типу Фермi-Пасти-Улама, дискретнi рiвня-
ння типу Шредiнгера, дискретнi рiвняння типу Клейна–Ґордона та iн. Подiбнi
системи є цiкавими з огляду на численнi застосування у фiзицi (див. [1–4]).

Важливими класами розв’язкiв таких систем є бiжучi i стоячi хвилi. Деталь-
нi результати про iснування бiжучих хвиль в системi Фермi-Пасти-Улама мо-
жна знайти в монографiї О. Панкова [5]. Умови iснування рiзних типiв бiжучих
хвиль в дискретних рiвняннях типу Клейна-Ґордона дослiджено в працях [6–10].
Зокрема, для одержання основних результатiв в статтях [6–9] було використано
метод критичних точок, тодi як в [10] — методи теорiї бiфуркацiй. У статтi [3]
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за допомогою чисельного аналiзу дослiджено iснування та неiснування бiжу-
чих кiнкiв в дискретних рiвняннях типу Клейна–Ґордона. В працях [11–13] за
допомогою варiацiйних технiк вивчалося питання iснування стоячих хвиль в
дискретних рiвняннях типу Шредiнгера. Стоячi хвилi в дискретних рiвняннях
типу Клейна–Ґордона вивчалися в працях [14] та [15]. В цих статтях дослiджено
питання стiйкостi стоячих хвиль в таких рiвняннях.

У цiй статтi за допомогою методу критичних точок i методу перiодичних
апроксимацiй встановлено iснування стоячих хвиль в дискретних рiвняннях ти-
пу Клейна–Ґордона зi степеневими нелiнiйностями.

2. Постановка задачi та основнi припущення. У цiй статтi вивчаються
дискретнi рiвняння типу Клейна–Ґордона

𝑞𝑛 − (∆𝑞)𝑛 +𝑚2𝑞𝑛 − 𝑓(𝑞𝑛) = 0, 𝑛 ∈ Z, (1)

де 𝑞𝑛 = 𝑞𝑛(𝑡) — узагальнена координата 𝑛-го осцилятора в момент часу 𝑡,
(∆𝑞)𝑛 = 𝑞𝑛+1+𝑞𝑛−1−2𝑞𝑛 — одновимiрний дискретний оператор Лапласа. Рiвня-
ння (1) представляють собою нескiнченну систему звичайних диференцiальних
рiвнянь та описують динамiку нескiнченного ланцюга лiнiйно зв’язаних нелi-
нiйних осциляторiв.

Будемо розглядати систему (1) зi степеневими нелiнiйностями вигляду

𝑓(𝑟) = 𝑑𝑛|𝑟|2𝑝𝑟, {𝑑𝑛} ⊂ R, 𝑝 ∈ N.

Стоячою хвилею є розв’язок вигляду

𝑞𝑛(𝑡) = 𝑢𝑛 exp(−𝑖𝜔𝑡), (2)

де 𝑢𝑛 ∈ R називається амплiтудою стоячої хвилi, а 𝜔 ∈ R — частотою.
Пiдставляючи стоячу хвилю (2) в систему (1) i враховуючи, що | exp(−𝑖𝜔𝑡)|=1,

одержимо систему

−∆𝑢𝑛 − (𝜔2 −𝑚2)𝑢𝑛 = 𝑑𝑛|𝑢𝑛|2𝑝𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z. (3)

Позначимо через (𝐿𝑢)𝑛 = 𝑎𝑛𝑢𝑛+1 + 𝑎𝑛−1𝑢𝑛−1 + 𝑏𝑛𝑢𝑛 i розглянемо бiльш за-
гальну систему

(𝐿𝑢)𝑛 − 𝜔2𝑢𝑛 = 𝑑𝑛|𝑢𝑛|2𝑝𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z. (4)

Зауважимо, що оператор 𝐿 є обмеженим i самоспряженим у просторi 𝑙2. Його
спектр 𝜎(𝐿) має групову структуру, тобто 𝜎(𝐿) є об’єднанням скiнченного чи-
сла вiдрiзкiв (див. [17]). Доповнення R ∖ 𝜎(𝐿) складається зi скiнченного числа
iнтервалiв, якi називаються спектральними промiжками. Два з них напiвскiн-
ченнi. Якщо 𝑁 = 1, то скiнченнi промiжки не iснують. Однак, у загальному
випадку скiнченнi промiжки iснують i найбiльш цiкавий випадок, коли 𝜔2 на-
лежить скiнченному промiжку.

Всюди далi припускається, що виконується умова 𝑁 -перiодичностi
(𝑖) iснує таке 𝑁 ∈ N, що коефiцiєнти 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 i 𝑑𝑛 є 𝑁-перiодичними, тобто

𝑎𝑛+𝑁 = 𝑎𝑛, 𝑏𝑛+𝑁 = 𝑏𝑛 i 𝑑𝑛+𝑁 = 𝑑𝑛.
Будемо вивчати стоячi хвилi двох видiв: з 𝑘𝑁 -перiодичною амплiтудою (пе-

рiодичнi розв’язки) та амплiтудою, яка на нескiнченностi збiгається до нуля
(локалiзованi розв’язки), тобто

𝑢𝑛+𝑘𝑁 = 𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z, (5)

Роздiл 1: Математика i статистика
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де 𝑘 — фiксоване натуральне число, та

lim
𝑛→±∞

𝑢𝑛 = 0 (6)

вiдповiдно.
3. Варiацiйне формулювання задачi. З системою (4) пов’язується фун-

кцiонал

𝐽(𝑢) =
1

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢)− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 , (7)

визначений на гiльбертовому просторi 𝑙2 = 𝑙2(Z) зi скалярним добутком

(𝑢, 𝑣) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑢𝑛𝑣𝑛

та нормою

‖𝑢‖ =

(︃∑︁
𝑛∈Z

|𝑢𝑛|2
)︃ 1

2

.

Нагадаємо, що кожний елемент простору 𝑙2 автоматично задовольняє умову (6).
Iнодi ми будемо розглядати простори 𝑙𝑝 (𝑝 ≥ 1) з нормою

‖𝑢‖𝑙𝑝 =

(︃∑︁
𝑛∈Z

|𝑢𝑛|𝑝
)︃ 1

𝑝

.

Нагадаємо, що через 𝑙∞ позначається простiр всiх обмежених послiдовностей з
нормою

‖𝑢‖𝑙∞ = sup
𝑛∈Z

|𝑢𝑛|

i при 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞
‖𝑢‖𝑙𝑞 ≤ ‖𝑢‖𝑙𝑝 .

Позначимо через 𝑙2𝑘 скiнченновимiрний простiр всiх 𝑘𝑁 -перiодичних послi-
довностей зi скалярним добутком

(𝑢, 𝑣)𝑘 =
∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑢𝑛𝑣𝑛

та нормою

‖𝑢‖𝑘 =

(︃∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

|𝑢𝑛|2
)︃ 1

2

,

де

𝑄𝑘 =

{︂
𝑛 ∈ Z : −

[︂
𝑘𝑁

2

]︂
≤ 𝑛 ≤ 𝑘𝑁 −

[︂
𝑘𝑁

2

]︂
− 1

}︂
,

i
[︀
𝑘𝑁
2

]︀
— цiла частина 𝑘𝑁

2
.

На просторi 𝑙2𝑘 розглянемо функцiонал

𝐽𝑘(𝑢) =
1

2
(𝐿𝑘𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢)𝑘 −

1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 , (8)

де 𝐿𝑘 — оператор 𝐿, який дiє в просторi 𝑙2𝑘.
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Лема 1. За зроблених припущень функцiонали 𝐽 та 𝐽𝑘 належать класу
𝐶1, а їхнi похiднi визначаються формулами

⟨𝐽 ′(𝑢), ℎ⟩ = (𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ)−
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 ℎ𝑛,

⟨𝐽 ′
𝑘(𝑢), ℎ⟩ = (𝐿𝑘𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ)𝑘 −

∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 ℎ𝑛,

де 𝑢, ℎ ∈ 𝑙2 та 𝑢, ℎ ∈ 𝑙2𝑘 вiдповiдно.
Крiм того, критичнi точки цих функцiоналiв є розв’язками системи (4)

вiдповiдно з просторiв 𝑙2 та 𝑙2𝑘.

Доведення. Розглянемо функцiонал 𝐽 . Легко бачити, що 𝐽 ∈ 𝐶1. Знайдемо
його похiдну. Нехай 𝑢, ℎ ∈ 𝑙2 та |𝜆| ≤ 1. Тодi

𝐽(𝑢+ 𝜆ℎ) =
1

2

(︀
𝐿(𝑢+ 𝜆ℎ)− 𝜔2(𝑢+ 𝜆ℎ), 𝑢+ 𝜆ℎ

)︀
−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛(𝑢𝑛 + 𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2 =

1

2

(︀
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢) + 𝜆(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ), 𝑢+ 𝜆ℎ

)︀
−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛(𝑢𝑛 + 𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2 =

1

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) +

𝜆

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ)+

+
𝜆

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, 𝑢) +

𝜆2

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, ℎ)− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛(𝑢𝑛 + 𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2 =

=
1

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) + 𝜆(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ) +

𝜆2

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, ℎ)−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛(𝑢𝑛 + 𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2.

Оскiльки

𝐽(𝑢+ 𝜆ℎ)− 𝐽(𝑢) =
1

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) + 𝜆(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ) +

𝜆2

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, ℎ)−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛(𝑢𝑛 + 𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2 − 1

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) +

1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 =

= 𝜆(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ) +
𝜆2

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, ℎ)−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛

(︂
(2𝑝+ 2)𝑢2𝑝+1

𝑛 𝜆ℎ𝑛 +
(2𝑝+ 2)(2𝑝+ 1)

2!
𝑢2𝑝𝑛 (𝜆ℎ𝑛)

2 + ...+ (𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2

)︂
,

то

⟨𝐽 ′(𝑢), ℎ⟩ = lim
𝜆→0

𝐽(𝑢+ 𝜆ℎ)− 𝐽(𝑢)

𝜆
= lim

𝜆→0

[︂
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ) +

𝜆

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, ℎ)−

− 1

2𝑝+2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛

(︂
(2𝑝+2)𝑢2𝑝+1

𝑛 ℎ𝑛 +
(2𝑝+2)(2𝑝+1)

2!
𝑢2𝑝𝑛 𝜆(ℎ𝑛)

2 + ...+ (𝜆)2𝑝+1(ℎ𝑛)
2𝑝+2

)︂
=
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= (𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ)−
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 ℎ𝑛.

Легко бачити, що критичнi точки 𝑢 ∈ 𝑙2 функцiоналу 𝐽 є розв’язками систе-
ми (4).

Доведення у випадку функцiоналу 𝐽𝑘 аналогiчне. Лему доведено.
Таким чином, система (4) є системою рiвнянь Ейлера-Лагранжа для функ-

цiоналiв дiї 𝐽 та 𝐽𝑘 у вiдповiдних просторах. Ця система завжди має нульовий
розв’язок, тому нас цiкавлять нетривiальнi критичнi точки цих функцiоналiв.

4. Попереднi леми. Зi спектральної теорiї диференцiальних операторiв
(див. [17]) маємо, що 𝜎(𝐿𝑘) ⊂ 𝜎(𝐿) i, отже, ‖𝐿𝑘‖ ≤ ‖𝐿‖.

Нехай 𝐸+ — пiдпростiр 𝑙2, утворений додатною частиною спектра операто-
ра 𝐿 − 𝜔2 (додатний спектральний пiдпростiр оператора 𝐿 − 𝜔2 в 𝑙2), 𝐸− —
пiдпростiр 𝑙2, утворений вiд’ємною частиною спектра (вiд’ємний спектральний
пiдпростiр оператора 𝐿 − 𝜔2 в 𝑙2). Аналогiчно введемо додатний та вiд’ємний
спектральнi пiдпростори 𝐸+

𝑘 ⊂ 𝐸𝑘 i 𝐸
−
𝑘 ⊂ 𝐸𝑘 для оператора 𝐿𝑘−𝜔2. Легко пере-

вiрити, що вiдповiднi пiдпростори попарно ортогональнi, причому 𝑙2 = 𝐸+⊕𝐸−

та 𝑙2𝑘 = 𝐸+
𝑘 ⊕𝐸−

𝑘 . Тодi будь-яку функцiю 𝑢 ∈ 𝑙2 (𝑢 ∈ 𝑙2𝑘) можна подати у виглядi
𝑢 = 𝑢+ + 𝑢−, де 𝑢+ ∈ 𝐸+ (𝑢+ ∈ 𝐸+

𝑘 ), 𝑢
− ∈ 𝐸− (𝑢− ∈ 𝐸−

𝑘 ). Причому 𝑢
± = 𝑃±𝑢

(𝑢± = 𝑃±
𝑘 𝑢), де 𝑃

± i 𝑃±
𝑘 — вiдповiднi ортогональнi проектори.

Позначимо через 𝛿 := min{|𝑎 − 𝜔2|, |𝑏 − 𝜔2|} — вiдстань вiд 𝜔2 до спектра
𝜎(𝐿), де (𝑎, 𝑏) — довiльний фiксований спектральний промiжок оператора 𝐿.
Тодi

±(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) ≥ 𝛿‖𝑢‖2, 𝑢 ∈ 𝐸±, (9)

±(𝐿𝑘𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢)𝑘 ≥ 𝛿‖𝑢‖2𝑘, 𝑢 ∈ 𝐸±
𝑘 . (10)

Наступна лема дає умови неiснування нетривiальних критичних точок.

Лема 2. Нехай 𝑑𝑛 > 0 для всiх 𝑛 ∈ Z, 𝜔2 ∈ (𝑎, 𝑏) та 𝑏 = +∞. Тодi 𝑢 = 0
єдина критична точка функцiоналiв 𝐽 та 𝐽𝑘 вiдповiдно у просторах 𝑙

2 та 𝑙2𝑘.

Доведення. Нехай 𝑢 ∈ 𝑙2 критична точка функцiоналу 𝐽 . Тодi

0 = ⟨𝐽 ′(𝑢), 𝑢⟩ = (𝐿𝑢− 𝜔𝑢, 𝑢)−
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 ≤ (𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢).

Оскiльки 𝑏 = +∞, то 𝐸+ = {0} i згiдно (9)

0 ≤ (𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) ≤ −𝛿‖𝑢‖2.

А це означає, що 𝑢 = 0.
Доведення у випадку функцiоналу 𝐽𝑘 аналогiчне. Лему доведено.
Далi знадобиться така лема.

Лема 3. Для будь-яких нетривiальних критичних точок функцiоналiв 𝐽
та 𝐽𝑘 правильнi вiдповiдно нерiвностi

‖𝑢‖
2𝑝+2
2𝑝+1 ≤ 𝛾𝐽(𝑢),

‖𝑢‖
2𝑝+2
2𝑝+1

𝑘 ≤ 𝛾𝐽𝑘(𝑢),

де 𝛾 = ((4𝛿−1𝑙)
2𝑝+2
2𝑝+1 (𝑝𝑙0)

−1, 𝑙 = sup{𝑑𝑛} i 𝑙0 = inf{𝑑𝑛}.
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Доведення. Нехай 𝑢 ∈ 𝑙2 критична точка функцiоналу 𝐽 , а 𝑏 = 𝐽(𝑢) вiдпо-
вiдне критичне значення. Тодi

𝑏 = 𝐽(𝑢)− 1

2
⟨𝐽 ′(𝑢), 𝑢⟩ =

(︂
1

2
− 1

2𝑝+ 2

)︂∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 ≥ 𝑝

2𝑝+ 2
𝑙0‖𝑢‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2 ,

звiдки

‖𝑢‖2𝑝+2
𝑙2𝑝+2 ≤

(2𝑝+ 2)𝑏

𝑝𝑙0
.

Оскiльки 𝑢 ∈ 𝑙2 можна подати у виглядi 𝑢 = 𝑢+ + 𝑢−, де 𝑢+ ∈ 𝐸+ i 𝑢− ∈ 𝐸−,
то

0 = ⟨𝐽 ′(𝑢), 𝑢+⟩ = (𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢+)−
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 𝑢+𝑛 =

= (𝐿𝑢+ − 𝜔2𝑢+, 𝑢+)−
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 𝑢+𝑛 .

Тодi, використовуючи (9) i нерiвнiсть Кошi-Буняковського-Шварца, маємо

𝛿‖𝑢+‖2 ≤ (𝐿𝑢+ − 𝜔2𝑢+, 𝑢+) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 𝑢+𝑛 ≤

≤ 𝑙

(︃∑︁
𝑛∈Z

𝑢4𝑝+2
𝑛

)︃ 1
2
(︃∑︁

𝑛∈Z

(𝑢+𝑛 )
2

)︃ 1
2

= 𝑙‖𝑢‖2𝑝+1
𝑙4𝑝+2‖𝑢+‖ ≤ 𝑙‖𝑢‖2𝑝+1

𝑙2𝑝+2‖𝑢+‖.

Звiдси

‖𝑢+‖2 ≤ 𝛿−1𝑙‖𝑢‖2𝑝+1
𝑙2𝑝+2‖𝑢+‖ ≤ 𝛿−1𝑙

(︂
(2𝑝+ 2)𝑏

𝑝𝑙0

)︂ 2𝑝+1
2𝑝+2

‖𝑢+‖ =

= 2
2𝑝+1
𝑝+1 𝛿−1𝑙(𝑝𝑙0)

− 2𝑝+1
2𝑝+2 𝑏

2𝑝+1
2𝑝+2‖𝑢+‖.

Аналогiчно
‖𝑢−‖2 ≤ 2

2𝑝+1
𝑝+1 𝛿−1𝑙(𝑝𝑙0)

− 2𝑝+1
2𝑝+2 𝑏

2𝑝+1
2𝑝+2‖𝑢−‖.

I остаточно, оскiльки
‖𝑢‖2 = ‖𝑢+‖2 + ‖𝑢−‖2

i
‖𝑢+‖+ ‖𝑢−‖ ≤ 2

1
2‖𝑢‖,

то

‖𝑢‖ =
(︀
‖𝑢+‖2 + ‖𝑢−‖2

)︀ 1
2 ≤

(︁
2

2𝑝+1
𝑝+1 𝛿−1𝑙(𝑝𝑙0)

− 2𝑝+1
2𝑝+2 𝑏

2𝑝+1
2𝑝+2 (‖𝑢+‖+ ‖𝑢−‖)

)︁ 1
2 ≤

≤ 2𝛿−
1
2 𝑙

1
2 (𝑝𝑙0)

− 2𝑝+1
4𝑝+4 𝑏

2𝑝+1
4𝑝+4‖𝑢‖

1
2 ,

звiдки
‖𝑢‖ ≤ 4𝛿−1𝑙(𝑝𝑙0)

− 2𝑝+1
2𝑝+2 𝑏

2𝑝+1
2𝑝+2 ,

що й дає необхiдне.
Доведення у випадку функцiоналу 𝐽𝑘 аналогiчне. Лему доведено.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Лема 4. Для будь-яких нетривiальних критичних точок функцiоналiв 𝐽
та 𝐽𝑘 правильнi вiдповiдно нерiвностi

‖𝑢‖2 ≥ 𝜀0, 𝐽(𝑢) ≥ 𝜀,

‖𝑢‖2𝑘 ≥ 𝜀0, 𝐽𝑘(𝑢) ≥ 𝜀,

де 𝜀0 = 2−
1
2𝑝 𝛿

1
𝑝 𝑙−

1
𝑝 , 𝜀 = 2−

(8𝑝+1)(𝑝+1)
2𝑝(2𝑝+1) 𝛿

𝑝+1
𝑝 𝑙−

𝑝+1
𝑝 𝑝𝑙0.

Доведення. Нехай 𝑢 = 𝑢++𝑢− ∈ 𝐸 (𝑢± ∈ 𝐸±) критична точка функцiоналу
𝐽 , а 𝑏 = 𝐽(𝑢) вiдповiдне критичне значення. Тодi, як i в доведеннi попередньої
леми, маємо

𝛿‖𝑢+‖2 ≤
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 𝑢+𝑛 ≤ 𝑙

∑︁
𝑛∈Z

𝑢2𝑝+1
𝑛 𝑢+𝑛 .

Застосовуючи до правої частини останньої нерiвностi нерiвнiсть Гельдера:

|(𝑥, 𝑦)| ≤ ‖𝑥‖𝑙𝑝‖𝑦‖𝑙𝑞 ,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1,

при 𝑝 = 2𝑝+2
2𝑝+1

i 𝑞 = 2𝑝+ 2, одержуємо

𝛿‖𝑢+‖2 ≤ 𝑙‖𝑢2𝑝+1‖
𝑙
2𝑝+2
2𝑝+1

‖𝑢+‖𝑙2𝑝+2 = 𝑙

(︃∑︁
𝑛∈Z

|𝑢2𝑝+1
𝑛 |

2𝑝+2
2𝑝+1

)︃ 2𝑝+1
2𝑝+2

‖𝑢+‖𝑙2𝑝+2 =

= 𝑙‖𝑢‖2𝑝+1
𝑙2𝑝+2‖𝑢+‖𝑙2𝑝+2 ≤ ‖𝑢‖2𝑝+1‖𝑢+‖.

Аналогiчно
𝛿‖𝑢−‖2 ≤ 𝑙‖𝑢‖2𝑝+1

𝑙2𝑝+2‖𝑢+‖𝑙2𝑝+2 ≤ ‖𝑢‖2𝑝+1‖𝑢+‖.

I остаточно, оскiльки ‖𝑢‖2 = ‖𝑢+‖2 + ‖𝑢−‖2 i ‖𝑢+‖+ ‖𝑢−‖ ≤ 2
1
2‖𝑢‖, то

𝛿‖𝑢‖2 = 𝛿
(︀
‖𝑢+‖2 + ‖𝑢−‖2

)︀
≤ 𝑙‖𝑢‖2𝑝+1(‖𝑢+‖+ ‖𝑢−‖) ≤ 2

1
2 𝑙‖𝑢‖2𝑝+2,

звiдки
‖𝑢‖2 ≥ 2−

1
2𝑝 𝛿

1
𝑝 𝑙−

1
𝑝 .

Для оцiнки критичного значення використаємо останню нерiвнiсть i верхню
оцiнку з попередньої леми

‖𝑢‖ ≤ 4𝛿−1𝑙(𝑝𝑙0)
− 2𝑝+1

2𝑝+2 𝑏
2𝑝+1
2𝑝+2 .

Таким чином, маємо

𝑏 ≥
(︁
4−1𝛿𝑙−1(𝑝𝑙0)

2𝑝+1
2𝑝+2‖𝑢‖

)︁ 2𝑝+2
2𝑝+1 ≥

(︁
4−1𝛿𝑙−1(𝑝𝑙0)

2𝑝+1
2𝑝+22−

1
4𝑝 𝛿

1
2𝑝 𝑙−

1
2𝑝

)︁ 2𝑝+2
2𝑝+1

=

=
(︁
2−

8𝑝+1
4𝑝 𝛿

2𝑝+1
2𝑝 𝑙−

2𝑝+1
2𝑝 (𝑝𝑙0)

2𝑝+1
2𝑝+2

)︁ 2𝑝+2
2𝑝+1

= 2−
(8𝑝+1)(𝑝+1)
2𝑝(2𝑝+1) 𝛿

𝑝+1
𝑝 𝑙−

𝑝+1
𝑝 𝑝𝑙0.

Доведення у випадку функцiоналу 𝐽𝑘 аналогiчне. Лему доведено.
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5. Теорема про зачеплення. Далi нам знадобиться одна iз популярних
мiнiмаксних теорем — теорема про зачеплення.

Нехай на гiльбертовому просторi 𝐻 заданий функцiонал 𝐼 : 𝐻 → R класу
𝐶1.

Послiдовнiсть {𝑢𝑛} точок гiльбертового простору 𝐻 називається послiдов-
нiстю Пале-Смейла функцiоналу 𝐼 на деякому рiвнi 𝑏, якщо 𝐼(𝑢𝑛) → 𝑏 та
𝐼 ′(𝑢𝑛) → 0 при 𝑛→ ∞.

Кажуть, що 𝐼 задовольняє умову Пале–Смейла, якщо виконується така умо-
ва:
(𝑃𝑆) будь-яка послiдовнiсть Пале-Смейла {𝑢𝑛} ⊂ 𝐻 мiстить збiжну пiдпо-

слiдовнiсть.
Нехай 𝐻 = 𝑌 ⊕𝑍. I нехай також 𝜌 > 𝑟 > 0 i 𝑧 ∈ 𝑍 такий елемент, що ‖𝑧‖ = 𝑟.

Позначимо
𝑀 := {𝑢 = 𝑦 + 𝜆𝑧 : 𝑦 ∈ 𝑌, ‖𝑢‖ ≤ 𝜌, 𝜆 ≥ 0}

i
𝑀0 := {𝑢 = 𝑦 + 𝜆𝑧 : 𝑦 ∈ 𝑌, ‖𝑢‖ = 𝜌 i 𝜆 ≥ 0, або ‖𝑢‖ ≤ 𝜌, 𝜆 = 0},

тобто 𝑀0 — межа 𝑀 . Нехай

𝑁 := {𝑢 ∈ 𝑍 : ‖𝑢‖ = 𝑟}.

Розглянемо 𝐶1-функцiонал 𝐼 на 𝐻 i припустимо, що

𝛽 := inf
𝑢∈𝑁

𝐼(𝑢) > 𝛼 := sup
𝑢∈𝑀0

𝐼(𝑢).

В такому випадку кажуть, що функцiонал 𝐼 задовольняє геометрiю зачеп-
лення.

Сформулюємо тепер теорему про зачеплення (див. [5, 16,18]).
Теорема про зачеплення. Нехай на гiльбертовому просторi 𝐻 заданий

функцiонал 𝐼 : 𝐻 → R класу 𝐶1, який задовольняє умову Пале–Смейла та
геометрiю зачеплення. Тодi iснує критична точка 𝑢∈𝐻 функцiоналу 𝐼 така,
що критичне значення

𝐼(𝑢) = 𝑏 := inf
𝛾∈Γ

max
𝑢∈𝑀

𝐼(𝛾(𝑢)) ≥ 𝛽,

де Γ := {𝛾 ∈ 𝐶(𝑀,𝐻) : 𝛾|𝑀0 = 𝑖𝑑}. При цьому

𝐼(𝑢) ≤ sup
𝑢∈𝑀

𝐼(𝑢).

6. Iснування перiодичних розв’язкiв. За допомогою теореми про заче-
плення встановимо iснування нетривiальних 𝑘𝑁 -перiодичних розв’язкiв систе-
ми (4). Для цього, згiдно леми 1, достатньо встановити iснування нетривiальних
критичних точок функцiоналу 𝐽𝑘.

Основним результатом цього параграфу є теорема:

Теорема 1. Нехай виконується умова (𝑖), 𝑑𝑛 > 0 для всiх 𝑛 ∈ Z, 𝜔2 ∈ (𝑎, 𝑏)
та 𝑏 ̸= +∞. Тодi для будь-якого 𝑘 ≥ 1 система (4) має нетривiальний 𝑘𝑁-
перiодичний розв’язок 𝑢 ∈ 𝑙2𝑘. Бiльше того, iснують такi додатнi сталi 𝜀0, 𝐶0,
𝜀 i 𝐶, якi не залежать вiд 𝑘, що

𝜀0 ≤ ‖𝑢‖2𝑘 ≤ 𝐶0,

𝜀 ≤ 𝐽𝑘(𝑢) ≤ 𝐶.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Перевiримо виконання умов теореми про зачеплення для функцiоналу 𝐽𝑘.
Почнемо з умови Пале–Смейла.

Лема 5. За умов теореми 1 функцiонал 𝐽𝑘 задовольняє умову Пале-Смейла.

Доведення. Оскiльки 𝑙2𝑘 є скiнченновимiрним простором, то для доведення
леми достатньо показати, що будь-яка послiдовнiсть Пале–Смейла в просторi
𝑙2𝑘 є обмеженою.

Справдi, нехай {𝑢(𝑗)} послiдовнiсть Пале–Смейла функцiоналу 𝐽𝑘 на деяко-
му рiвнi 𝑏, тобто 𝐽𝑘(𝑢(𝑗)) → 𝑏 i 𝐽 ′

𝑘(𝑢
(𝑗)) → 0 при 𝑗 → ∞. Зауважимо, що замi-

нивши 𝐿 на 𝐿+ 𝜔2
0 та 𝜔

2 на 𝜔2 + 𝜔2
0 з деяким 𝜔2

0 можна вважати, що ‖𝐿‖ ≫ 1,
тобто

(𝐿𝑢, 𝑢)𝑘 ≥ ‖𝑢‖2𝑘,

де 𝑢 ∈ 𝑙2𝑘 та 𝜔
2 > 0. Тодi, вибраши 𝛽 ∈

(︁
1

2𝑝+2
, 1
2

)︁
, для достатньо великих 𝑗 маємо

𝑏+ 1 + 𝛽‖𝑢(𝑗)‖𝑘 ≥ 𝐽𝑘(𝑢
(𝑗))− 𝛽⟨𝐽 ′

𝑘(𝑢
(𝑗)), 𝑢(𝑗)⟩ =

=

(︂
1

2
− 𝛽

)︂(︀
𝐿𝑢(𝑗) − 𝜔2𝑢(𝑗), 𝑢(𝑗)

)︀
𝑘
+

(︂
𝛽 − 1

2𝑝+ 2

)︂ ∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛(𝑢
(𝑗)
𝑛 )2𝑝+2 =

=

(︂
1

2
− 𝛽

)︂(︀
𝐿𝑢(𝑗), 𝑢(𝑗)

)︀
𝑘
−
(︂
1

2
− 𝛽

)︂
𝜔2‖𝑢(𝑗)‖2𝑘+

+

(︂
𝛽 − 1

2𝑝+ 2

)︂ ∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛(𝑢
(𝑗)
𝑛 )2𝑝+2 ≥

≥
(︂
1

2
− 𝛽

)︂
‖𝑢(𝑗)‖2𝑘 −

(︂
1

2
− 𝛽

)︂
𝜔2‖𝑢(𝑗)‖2𝑘 +

(︂
𝛽 − 1

2𝑝+ 2

)︂
𝑙0‖𝑢(𝑗)‖2𝑝+2

𝑘 .

Оскiльки 𝑟2 ≤ 𝐾(𝜀) + 𝜀𝑟2𝑝+2, де 𝐾(𝜀) → ∞ при 𝜀→ 0, та 𝜔2 > 0, то

𝑏+ 1 + 𝛽‖𝑢(𝑗)‖𝑘 ≥
(︂
1

2
− 𝛽

)︂
‖𝑢(𝑗)‖2𝑘 −

(︂
1

2
− 𝛽

)︂
𝜔2𝐾(𝜀)−

−
(︂
1

2
− 𝛽

)︂
𝜔2𝜀‖𝑢(𝑗)‖2𝑝+2

𝑘 +

(︂
𝛽 − 1

2𝑝+ 2

)︂
𝑙0‖𝑢(𝑗)‖2𝑝+2

𝑘 .

Вибираючи достатньо мале 𝜀 > 0, одержуємо

𝑏+ 1 + 𝛽‖𝑢(𝑗)‖𝑘 ≥
(︂
1

2
− 𝛽

)︂
‖𝑢(𝑗)‖2𝑘 + 𝐶‖𝑢(𝑗)‖2𝑝+2

𝑘 − 𝐶0

з деякими додатними сталими 𝐶 i 𝐶0. Остання нерiвнiсть i доводить обмеже-
нiсть послiдовностi {𝑢(𝑗)}. Лему доведено.

Покладемо 𝑌 = 𝐸−
𝑘 та 𝑍 = 𝐸+

𝑘 . Нагадаємо, що функцiонал 𝐽𝑘 має нетривi-
альнi критичнi точки у випадку, коли 𝑏 ̸= +∞, а отже, 𝑍 ̸= {0}.

Введемо тепер так званий оператор обрiзки (див. [12]). Покладемо для
𝑢𝑛 ∈ 𝑙2

𝑅𝑘𝑢𝑛 =

{︃
𝑢𝑛, 𝑛 ∈ 𝑄𝑘,

0, 𝑛 ̸∈ 𝑄𝑘.
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I нехай {𝑆𝑘𝑢𝑛} єдина послiдовнiсть з 𝑙2𝑘 така, що 𝑆𝑘𝑢𝑛 = 𝑢𝑛, якщо 𝑛 ∈ 𝑄𝑘

(оператор перiодизацiї). Тодi ‖𝑢‖𝑙𝑝𝑘 = ‖𝑅𝑘𝑢‖𝑙𝑝 . Очевидно, що

‖𝑅𝑘𝑢‖𝑙𝑝 ≤ ‖𝑢‖𝑙𝑝 , ‖𝑆𝑘𝑢‖𝑙𝑝𝑘 ≤ ‖𝑢‖𝑙𝑝

для всiх 𝑢 ∈ 𝑙𝑝. Бiльше того, для всiх 𝑢 ∈ 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 <∞

lim
𝑘→∞

‖𝑅𝑘𝑢‖𝑙𝑝 = lim
𝑘→∞

‖𝑆𝑘𝑢‖𝑙𝑝𝑘 = ‖𝑢‖𝑙𝑝 ,

lim
𝑘→∞

‖𝐿𝑅𝑘𝑢‖𝑙𝑝 = lim
𝑘→∞

‖𝑅𝑘𝐿𝑢‖𝑙𝑝𝑘 = ‖𝐿𝑢‖𝑙𝑝 ,

lim
𝑘→∞

‖𝐿𝑆𝑘𝑢‖𝑙𝑝𝑘 = lim
𝑘→∞

‖𝑆𝑘𝐿𝑢‖𝑙𝑝𝑘 = ‖𝐿𝑢‖𝑙𝑝 .

Вiзьмемо довiльний одиничний вектор 𝑧 ∈ 𝐸+ i покладемо

𝑧(𝑘) =
𝑃+
𝑘 𝑆𝑘𝑧

‖𝑃+
𝑘 𝑆𝑘𝑧‖𝑘

∈ 𝑍.

Зафiксуємо двi сталi 𝜌 > 𝑟 > 0 i позначимо через

𝑁 = {𝑢 ∈ 𝑍 : ‖𝑢‖𝑘 = 𝑟},

𝑀 = {𝑢 = 𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘) : 𝑦 ∈ 𝑌, ‖𝑢‖𝑘 ≤ 𝜌, 𝜆 ≥ 0},

𝑀0 = {𝑢 = 𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘) : 𝑦 ∈ 𝑌, ‖𝑢‖𝑘 = 𝜌, i 𝜆 ≥ 0, або ‖𝑢‖𝑘 ≤ 𝜌, i 𝜆 = 0}.

Наступна лема показує, що функцiонал 𝐽𝑘 задовольняє геометрiю зачеп-
лення.

Лема 6. При 𝑟2𝑝 ≤ 𝑙−1𝛿𝑝 маємо, що

𝐽𝑘(𝑢) ≥
𝛿

2𝑝+ 2
𝑟2, 𝑢 ∈ 𝑁,

i

𝐽𝑘(𝑢) ≤ 0, 𝑢 ∈𝑀0

для достатньо великих 𝜌. Бiльше того, iснує стала 𝐶 > 0, яка не залежить
вiд 𝑘 i така, що

𝐽𝑘(𝑢) ≤ 𝐶, 𝑢 ∈𝑀. (11)

Доведення. Якщо 𝑢 ∈ 𝑍, то

𝐽𝑘(𝑢) =
1

2
(𝐿𝑘𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢)𝑘 −

1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 ≥ 𝛿

2
‖𝑢‖2𝑘 −

𝑙

2𝑝+ 2
‖𝑢‖2𝑝+2

𝑘 .

Тодi якщо 𝑢 ∈ 𝑁 , то

𝐽𝑘(𝑢) ≥
𝛿

2
𝑟2 − 𝑙

2𝑝+ 2
𝑟2𝑝+2 ≥ 𝛿

2𝑝+ 2
𝑟2

при 𝑟2𝑝 ≤ 𝑙−1𝛿𝑝.
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Нехай тепер 𝑢 = 𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘) ∈𝑀 . Тодi, оскiльки 𝑌 та 𝑍 взаємно ортогональнi
спектральнi пiдпростори оператора 𝐿𝑘 − 𝜔2, то

𝐽𝑘(𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘)) =
1

2
(𝐿𝑘𝑦 − 𝜔2𝑦, 𝑦)𝑘 +

𝜆2

2
(𝐿𝑘𝑧

(𝑘) − 𝜔2𝑧(𝑘), 𝑧(𝑘))𝑘−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛
(︀
𝑦𝑛 + 𝜆𝑧(𝑘)𝑛

)︀2𝑝+2 ≤

≤ −𝛿
2
‖𝑦‖2𝑘 +

𝜆2

2

(︀
𝐿𝑘𝑧

(𝑘) − 𝜔2𝑧(𝑘), 𝑧(𝑘)
)︀
𝑘
− 1

2𝑝+ 2
𝑙0‖𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘)‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2
𝑘

.

Розглянемо пiдпростiр 𝑋 = 𝑌 ⊕ R𝑧(𝑘) ⊂ 𝑙2𝑘, надiлений нормою

‖𝑢‖𝑙2𝑝+2
𝑘

=

(︃∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

|𝑢𝑛|2𝑝+2

)︃ 1
2𝑝+2

.

Вiдображення 𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘) ↦→ 𝜆𝑧(𝑘) є обмеженим проектором на R𝑧(𝑘). Оскiльки
його норма не менше 1, то

‖𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘)‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2
𝑘

≥ ‖𝜆𝑧(𝑘)‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2
𝑘

.

Таким чином,

𝐽𝑘(𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘)) ≤ −𝛿
2
‖𝑦‖2𝑘 +

𝜆2

2

(︀
𝐿𝑘𝑧

(𝑘) − 𝜔2𝑧(𝑘), 𝑧(𝑘)
)︀
𝑘
− 𝜆2𝑝+2

2𝑝+ 2
𝑙0‖𝑧(𝑘)‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2
𝑘

. (12)

Крiм того, оскiльки(︀
𝐿𝑘𝑧

(𝑘) − 𝜔2𝑧(𝑘), 𝑧(𝑘)
)︀
𝑘
≤ ‖𝐿𝑘 − 𝜔2‖ = 𝑎0

та
lim
𝑘→∞

‖𝑧(𝑘)‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2
𝑘

= ‖𝑃+𝑧‖2𝑝+2
𝑙2𝑝+2 ,

то з нерiвностi (12) маємо

𝐽𝑘(𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘)) ≤ −𝛿
2
‖𝑦‖2𝑘 +

𝑎0
2
𝜆2 − 𝑎1𝜆

2𝑝+2 ≤ 𝑎0
2
𝜆2 − 𝑎1𝜆

2𝑝+2

з деяким 𝑎1 > 0, яке не залежить вiд 𝑘. Отже, для всiх достатньо великих 𝜌

𝐽𝑘(𝑢) ≤ 0, 𝑢 ∈𝑀0.

Бiльше того,

sup
𝑢∈𝑀

𝐽𝑘(𝑢) ≤ 𝐶 = max
𝜆>0

(︁𝑎0
2
𝜆2 − 𝑎1𝜆

2𝑝+2
)︁

з деяким 𝐶 > 0, яке не залежить вiд 𝑘. Лему доведено.
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Доведення теореми 1. З лем 5 та 6 випливає, що для функцiоналу 𝐽𝑘
виконуються всi умови теореми про зачеплення, а отже, вiн має нетривiальну
критичну точку 𝑢 ∈ 𝑙2𝑘. Бiльше того, за цiєю ж теоремою вiдповiдне критичне
значення задовольняє нерiвнiсть

𝑏 = 𝐽𝑘(𝑢) ≤ sup
𝑢∈𝑀

𝐽𝑘(𝑢).

Тепер оцiнки для критичної точки i вiдповiдного критичного значення випли-
вають з лем 3, 4 та 6. Теорему доведено.

7. Iснування локалiзованих розв’язкiв. Тепер за допомогою методу
перiодичних апроксимацiй можна довести iснування нетривiальних локалiзо-
ваних розв’язкiв системи (4). За лемою 1 цi розв’язки є критичними точками
функцiоналу 𝐽 . Однак цей функцiонал не задовольняє умову Пале–Смейла i
тому скористатися в даному випадку теоремою про зачеплення не вийде. Проте
критичнi точки функцiоналу 𝐽 можна побудувати за допомогою переходу до
границi при 𝑘 → ∞ в критичних точках функцiоналу 𝐽𝑘.

Основним результатом цього параграфу є така теорема:

Теорема 2. Нехай виконується умова (𝑖), 𝑑𝑛 > 0 для всiх 𝑛 ∈ Z, 𝜔2 ∈ (𝑎, 𝑏)
та 𝑏 ̸= +∞. Тодi система (4) має нетривiальний розв’язок 𝑢 ∈ 𝑙2.

Доведення. Нехай 𝑢(𝑘) = {𝑢(𝑘)𝑛 } ∈ 𝑙2𝑘 нетривiальний 𝑘𝑁 -перiодичний розв’язок
системи (4), який iснує за теоремою 1.

Зазначимо, що iснують 𝛿0 > 0 та 𝑛𝑘 ∈ Z такi, що⃒⃒
𝑢(𝑘)𝑛𝑘

⃒⃒
≥ 𝛿0. (13)

Справдi, у протилежному випадку 𝑢(𝑘) → 0 в 𝑙∞, а отже, 𝑣(𝑘) = 𝑅𝑘𝑢
(𝑘) → 0 в 𝑙∞.

За теоремою 1, ‖𝑣(𝑘)‖ = ‖𝑢(𝑘)‖𝑘 обмежена. Далi оскiльки

‖𝑣‖𝑝𝑙𝑝 ≤ ‖𝑣‖𝑝−2
𝑙∞ ‖𝑣‖2𝑙2 , 𝑝 > 2,

то 𝑣(𝑘) → 0 в 𝑙𝑝 для всiх 𝑝 > 2. А це означає, що ‖𝑢(𝑘)‖𝑙𝑝𝑘 → 0 для всiх 𝑝 > 2.
Тодi, як на початку доведення леми 3, для вiдповiдного критичного значення
𝑏𝑘 = 𝐽𝑘(𝑢

(𝑘)) маємо що суперечить лемi 4.
В силу перiодичностi коефiцiєнтiв послiдовнiсть {𝑢(𝑘)𝑛+𝑁} є також розв’язком

системи (4). Тому можна вважати, що 0 ≤ 𝑛𝑘 ≤ 𝑁 − 1. Однак, таких значень
скiнченне число, тому, переходячи до пiдпослiдовностi (по 𝑘), можемо вважати,
що всi цi номери спiвпадають, тобто 𝑛𝑘 = 𝑛0.

В силу обмеженостi {𝑢(𝑘)}, переходячи до пiдпослiдовностi (з тим самим
позначенням), маємо 𝑢(𝑘)𝑛 → 𝑢𝑛 при 𝑘 → ∞ (для всiх 𝑛 ∈ Z). Крiм того, за
нерiвнiстю (13),

|𝑢𝑛0| ≥ 𝛿0,

а отже, 𝑢 = {𝑢𝑛} ненульова послiдовнiсть. Використовуючи граничний перехiд,
неважко показати, що 𝑢 = {𝑢𝑛} є розв’язком системи (4).

Залишається показати, що 𝑢 = {𝑢𝑛} ∈ 𝑙2. Справдi, оскiльки для будь-якого
фiксованого 𝑛̃, 𝑚̃ ∈ Z i достатньо великого 𝑘,

𝑛̃∑︁
𝑛=−𝑛̃

|𝑢(𝑘)𝑛 |2 ≤ ‖𝑢(𝑘)‖2𝑘 ≤ 𝐶2,
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то переходячи до границi при 𝑘 → ∞, одержуємо

𝑛̃∑︁
𝑛=−𝑛̃

|𝑢𝑛|2 ≤ 𝐶2.

В силу довiльностi 𝑛̃ маємо, що 𝑢 ∈ 𝑙2. Теорему доведено.
Зауважимо, що якщо 𝑏 = +∞, то за лемою 2 система (4) має тiльки тривi-

альний розв’язок.
Оскiльки спектр оператора −∆+𝑚2 є вiдрiзком [𝑚2, 4+𝑚2], то з теореми 2

одержуємо наслiдок:

Наслiдок 1. Нехай 𝑑𝑛 > 0 для всiх 𝑛 ∈ Z та 𝜔2 < 𝑚2. Тодi система (3)
має нетривiальний розв’язок 𝑢 ∈ 𝑙2.
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Bak S. M. Standing waves in discrete Klein-Gordon type equations with power
nonlinearities.

This article is devoted to the study of discrete Klein-Gordon type equations that de-
scribe the dynamics of an infinite chain of linearly coupled nonlinear oscillators. These
equations represent a countable system of ordinary differential equations. Such systems
are infinite-dimensional Hamiltonian systems. Equations of the Klein-Gordon type with
power nonlinearities of odd degree are considered. When substituting the ansatz in the
form of a standing wave, a system of algebraic equations for the amplitude of the standing
wave is obtained. Further, we consider a system with a more general operator 𝐿 of linear
interaction of oscillators, which is bounded and self-adjoint in the Hilbert space of real
two-sided sequences 𝑙2. The problem of the existence of periodic and localized (converging
to zero at infinity) solutions for such systems is considered. The main conditions for the
existence of these solutions are the spatial periodicity of the coefficients of the linear inter-
action operator of the oscillators and the belonging of the standing wave frequency to the
spectral interval of the operator 𝐿. If the right end of the spectral interval is finite, then the
system has nontrivial solutions. This article shows that periodic and localized solutions
of this system can be constructed as critical points of the corresponding functionals 𝐽𝑘
and 𝐽 . The existence of periodic solutions was established using the linking theorem. In
particular, it is shown that the functional 𝐽𝑘 satisfies the so-called Palais-Smale condition
and the linking geometry, and therefore has nontrivial critical points, which are the peri-
odic solutions of the system. In the case of localized solutions, the linking theorem cannot
be used, since the Palais-Smale condition does not hold for the functional 𝐽 . Therefore,
in this case, the method of periodic approximations is used, that is, the critical points of
the functional 𝐽 are constructed using the passage to the limit as 𝑘 → ∞ at the critical
points of the functional 𝐽𝑘. By virtue of the well-known properties of the discrete Laplace
operator, a corollary is obtained in which conditions for the existence of localized solutions
for the original system are established.

Keywords: discrete Klein-Gordon type equations, standing waves, power nonlinearities,
critical points, linking theorem, periodic approximations.
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ON TRANSITIVITY COEFFICIENTS FOR POSETS OF 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀-TYPE
TO BE OVERSUPERCRITICAL NON-PRIMITIVE

M. M. Kleiner proved that a poset 𝑆 has finite representation type if and only if it does
not contain subposets of the form

(1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5), (N, 4).

These posets are called the Kleiner’s posets and are (up to isomorphism) all the critical
posets relative to the finiteness of type (i.e. minimal posets having infinite representation
type). Later Yu. A. Drozd proved that a poset 𝑆 has finite representation type if and only
if the quadratic form

𝑞𝑆(𝑧) =: 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖,

which is called the Tits quadratic form of 𝑆, is weakly positive (i.e., positive on the set of
non-negative vectors). Thus, the Kleiner’s posets are critical relative to weak positivity of
the Tits quadratic form. In 2005 the authors proved that a poset is critical relative to the
positivity of the Tits quadratic form if and only if it is minimax isomorphic to a Kleiner’s
poset.

An analogous situation takes place for posets of tame representation type. L. A. Na-
zarova proved that a poset 𝑆 is tame if and only if it does not contain subsets of the
form

(1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6), (N, 5).

These posets are critical relative to weak non-negativity of the Tits quadratic form and are
called supercritical.

In 2009 the authors proved that a poset is critical relative to non-negativity of the Tits
quadratic form if and only if it is minimax isomorphic to a supercritical poset. The first
author suggested to introduce so-called oversupercritical (or 1-oversupercritical) posets,
which differ from the supercritical ones in the same degree as the supercritical posets
differ from the critical ones. Among these posets, there is a single non-primitive poset, i.e.
which is not a direct sum of chains. In this paper, we describe all posets that are minimax
isomorphic to them and study some of their combinatorial properties. The importance of
studying minimax isomorphic posets is determined by the fact that their Tits quadratic
forms are Z-equivalent, and minimax isomorphism itself is a fairly general constructively
defined Z-equivalence of the Tits quadratic forms for posets.
Keywords: representation, critical and supercritical poset, oversupercritical poset, Tits
quadratic form, finite and tame representation type, positivity and non-negativity, transi-
tivity coefficient.
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1. Introduction. In [1] were introduced 1-oversupercritical posets which di�er
from supercritical posets in the same degree as the latter di�er from critical ones;
often, including in this article, they are simply called oversupercritical (in more
details see Introduction in [2]). Among these posets, there is, up to isomorphism,
only one not being primitive (i.e. which is not a direct sum of chains), namely

𝑈 = {1, 2, . . . , 10 | 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 7 ≺ 8, 9 ≺ 10, 7 ≺ 10}.

In this article, we describe all posets that are minimax isomorphic to him and study
some of their combinatorial properties.

2. The main classification theorem. Let 𝑆 be a �nite poset. For an
element 𝑎 ∈ 𝑆 being minimal (resp. maximal), denote by 𝑇 = 𝑆↑

𝑎 (resp. 𝑇 = 𝑆↓
𝑎)

the following poset: 𝑇 = 𝑆 as usual sets, 𝑇 ∖ 𝑎 = 𝑆 ∖ 𝑎 as posets, the element 𝑎 is
maximal (resp. minimal) in 𝑇 , and 𝑎 is comparable with 𝑥 in 𝑇 if and only if they
are incomparable in 𝑆. Posets 𝑆 and 𝑇 are called (min, max)-equivalent or minimax
equivalent if there are posets 𝑆1, . . . , 𝑆𝑝 (𝑝 ≥ 0) such that, if we put 𝑆 = 𝑆0 and
𝑇 = 𝑆𝑝+1, then, for every 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑝, either 𝑆𝑖+1 = (𝑆𝑖)

↑
𝑥𝑖
or 𝑆𝑖+1 = (𝑆𝑖)

↓
𝑦𝑖
[3].

Posets 𝑆 and 𝑆 ′ are called (min, max)-isomorphic or minimax isomorphic if there
exists a poset 𝑋, which is minimax equivalent to 𝑆 and isomorphic to 𝑆 ′. Obviously,
empty poset is (min, max)-equivalent (and (min, max)-isomorphic) to itself.

Let 𝑃 be a �x poset. A poset 𝑆 is called of 𝑀𝑀 -type 𝑃 if 𝑆 is minimax
isomorphic to 𝑃 [4]. If 𝑃 is oversupercritical we say that 𝑆 is of oversupercritical
𝑀𝑀-type. Posets of concrete 𝑀𝑀 -types were studied in many papers (see, besides
the above mentioned papers, [5] � [13]). All posets of oversupercritical 𝑀𝑀 -type 𝑈
are described by the following theorem (for a de�nition of 𝑈 see Introduction).

Theorem 1. Up to isomorphism and anti-isomorphism, the set of posets mini-
max isomorphic to 𝑈 consists of the posets indicated in the following two tables.
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A poset with number 𝑠 (resp.𝑠′), indicated in Table 1 (resp. Table 2), is denoted
by N𝑠 (resp. N𝑠′).

Recall that a poset 𝑇 is called dual to a poset 𝑆 and is denoted by 𝑆op if 𝑇 = 𝑆
as usual sets and 𝑥 < 𝑦 in 𝑇 if and only if 𝑥 > 𝑦 in 𝑆. Posets 𝑆 and 𝑇 are
called anti-isomorphic if 𝑆 and 𝑇 op are isomorphic. Note that the posets N𝑥, 𝑥 =
1, 2, . . . , 29, 1′, 2′ . . . , 12′ (indicated in Tables 1 and 2), are pairwise non-isomorphic
and non-anti-isomorphic.

3. Proof of Theorem 1. We will use some ideas and de�nitions of [5],
which are also presented in our paper published in the previous issue of this journal
(see [2, Section 3]). Many of them (in particular, the algorithm for describing all
posets that are minimax isomorphic to a given one) are not duplicated in this article.

Apply our algorithm to the proof of the theorem.

Step I. Describe (up to strongly isomorphic) all lower subposets 𝑋 of the poset
𝑈 . They are:
𝑋1 = ∅, 𝑋2 = {1}, 𝑋3 = {7}, 𝑋4 = {9}, 𝑋5 = {1, 2}, 𝑋6 = {1, 7}, 𝑋7 = {1, 9},
𝑋8 = {7, 8}, 𝑋9 = {7, 9}, 𝑋10 = {1, 2, 3}, 𝑋11 = {1, 2, 7}, 𝑋12 = {1, 2, 9},
𝑋13 = {1, 7, 8}, 𝑋14 = {1, 7, 9}, 𝑋15 = {7, 8, 9}, 𝑋16 = {7, 9, 10}, 𝑋17 = {1, 2, 3, 4},
𝑋18 = {1, 2, 3, 7}, 𝑋19 = {1, 2, 3, 9}, 𝑋20 = {1, 2, 7, 8}, 𝑋21 = {1, 2, 7, 9}, 𝑋22 =
{1, 7, 8, 9}, 𝑋23 = {1, 7, 9, 10}, 𝑋24 = {7, 8, 9, 10}, 𝑋25 = {1, 2, 3, 4, 5}, 𝑋26 =
{1, 2, 3, 4, 7}, 𝑋27 = {1, 2, 3, 4, 9}, 𝑋28 = {1, 2, 3, 7, 8}, 𝑋29 = {1, 2, 3, 7, 9}. 𝑋30 =
{1, 2, 7, 8, 9}, 𝑋31 = {1, 2, 7, 9, 10}, 𝑋32 = {1, 7, 8, 9, 10}, 𝑋33 = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
𝑋34 = {1, 2, 3, 4, 5, 7}, 𝑋35 = {1, 2, 3, 4, 5, 9}, 𝑋36 = {1, 2, 3, 4, 7, 8}, 𝑋37 = {1, 2, 3,
4, 7, 9}, 𝑋38 = {1, 2, 3, 7, 8, 9}, 𝑋39 = {1, 2, 3, 7, 9, 10}, 𝑋40 = {1, 2, 7, 8, 9, 10},
𝑋41 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, 𝑋42 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9}, 𝑋43 = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8}, 𝑋44 =
{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9}, 𝑋45 = {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9}, 𝑋46 = {1, 2, 3, 4, 7, 9, 10}, 𝑋47 = {1, 2, 3,
7, 8, 9, 10}, 𝑋48 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, 𝑋49 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9}, 𝑋50 = {1, 2, 3, 4, 5,
7, 8, 9}, 𝑋51 = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 10}, 𝑋52 = {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, 𝑋53 = {1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9}, 𝑋54 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10}, 𝑋55 = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10}. Denote by
𝐾𝑖 the poset 𝑈↑

𝑋 for 𝑋 = 𝑋𝑖 It was showed in [7] that, up to isomorphism and
duality, the sets of posets 𝐾𝑖 with 𝑖 running from 1 to 55 coincides with the set of
posets, indicated in Table 1.

Step II. Describe, up to strongly isomorphic, all pairs 𝑍 = (𝑌,𝑋) consisting of
a proper lower subposet 𝑌 in 𝑈 and a nonempty lower subposet 𝑋 in 𝑌 such that
𝑋 < 𝑈 ∖ 𝑌 (i.e. 𝑥 < 𝑡 for any 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 ∈ 𝑈 ∖ 𝑌 ). They are:
𝑍1 = (𝑋32, {1}), 𝑍2 = (𝑋40, {1}), 𝑍3 = (𝑋40, {1, 2}), 𝑍4 = (𝑋47, {1}), 𝑍5 =
(𝑋47, {1, 2}), 𝑍6 = (𝑋47, {1, 2, 3}), 𝑍7 = (𝑋49, {7}), 𝑍8 = (𝑋52, {1}), 𝑍9 = (𝑋52,
{1, 2}), 𝑍10 = (𝑋52, {1, 2, 3}), 𝑍11 = (𝑋52, {1, 2, 3, 4}); 𝑍12 = (𝑋53, {7}), 𝑍13 =
(𝑋53, {9}), 𝑍14 = (𝑋53, {7, 9}), 𝑍15 = (𝑋54, {7}), 𝑍16 = (𝑋55, {1}), 𝑍17 = (𝑋55,
{1, 2}), 𝑍18 = (𝑋55, {1, 2, 3}), 𝑍19 = (𝑋55, {1, 2, 3, 4}), 𝑍20 = (𝑋55, {1, 2, 3, 4, 5}).

Denote by 𝐾 ′
𝑖 the poset (𝑈

↑
𝑌 )

↑
𝑋 for (𝑌,𝑋) = 𝑍𝑖 and show that, up to isomorphism

and duality, the sets of posets 𝐾 ′
𝑖 with 𝑖 running from 1 to 20 coincides with the set

of posets, indicated in Table 2. Indeed, it is easy to see that 𝐾 ′
1
∼= 𝑁 𝑜𝑝

1′ , 𝐾
′
2
∼= 𝑁 𝑜𝑝

2′ ,
𝐾 ′

3
∼= 𝑁 𝑜𝑝

3′ , 𝐾
′
4
∼= 𝑁 𝑜𝑝

4′ , 𝐾
′
5
∼= 𝑁 𝑜𝑝

5′ , 𝐾
′
6
∼= 𝑁6′ , 𝐾

′
7
∼= 𝑁7′ , 𝐾

′
8
∼= 𝑁 𝑜𝑝

8′ , 𝐾
′
9
∼= 𝑁9′ ,

𝐾 ′
10

∼= 𝑁5′ , 𝐾
′
11

∼= 𝑁3′ , 𝐾
′
12

∼= 𝑁10′ , 𝐾
′
13

∼= 𝑁 𝑜𝑝
11′ , 𝐾

′
14

∼= 𝑁 𝑜𝑝
7′ , 𝐾

′
15

∼= 𝑁11′ , 𝐾
′
16

∼= 𝑁12′ ,
𝐾 ′

17
∼= 𝑁8′ , 𝐾

′
18

∼= 𝑁4′ , 𝐾
′
19

∼= 𝑁2′ , 𝐾
′
20

∼= 𝑁1′ .
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Step III. It is easy to verify that all the posets, indicated in the condition of
the theorem, and dual to them (in the non-dual cases) occur in I and II (and even
one time at a time). And hence the theorem is proved.

4. Coefficientts of transitivity. For a (�nite) poset 𝑆, we put 𝑆2
< :=

{(𝑥, 𝑦) |𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑥 < 𝑦}. If (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆2
< and there is no 𝑧 satisfying 𝑥 < 𝑧 < 𝑦, then

we say that 𝑥 and 𝑦 are neighboring. We put 𝑛𝑤 = 𝑛𝑤(𝑆) := |𝑆2
<| and denote by

𝑛𝑒 = 𝑛𝑒(𝑆) the number of pairs of neighboring elements. The ratio 𝑘𝑡 = 𝑘𝑡(𝑆) of
the numbers 𝑛𝑤 − 𝑛𝑒 and 𝑛𝑤 is called by de�nition the coefficient of transitivity of
𝑆 (see [10]). Note that in the case 𝑛𝑤 = 0 (then 𝑛𝑒 = 0) we assume 𝑘𝑡 = 0.

In this part of the paper we calculate 𝑘𝑡 for the posets of 𝑀𝑀 -type 𝑈 .

Theorem 2. The following holds for posets 𝑁𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , 29, 1′, 2′ . . . , 12′:

𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡 𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡 𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡
1 8 18 0,55556 11 9 19 0,52632 21 9 20 0,55
2 9 17 0,47059 12 10 21 0,52381 22 9 28 0,67857
3 8 23 0,65217 13 10 27 0,62963 23 10 30 0,66667
4 9 25 0,64 14 9 23 0,60870 24 10 42 0,76190
5 9 18 0,5 15 9 35 0,74286 25 9 33 0,72727
6 9 20 0,55 16 10 37 0,72973 26 9 23 0,60870
7 10 22 0,54545 17 9 26 0,65385 27 10 25 0,6
8 10 32 0,6875 18 9 20 0,55 28 10 23 0,56522
9 8 28 0,71429 19 10 22 0,54545 29 9 19 0,52632
10 9 21 0,57142 20 10 24 0,58333

𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡 𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡 𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡
1′ 11 42 0,73810 5′ 10 33 0,69697 9′ 10 26 0,61538
2′ 10 33 0,69697 6′ 11 42 0,73810 10′ 9 30 0,7
3′ 11 42 0,73810 7′ 10 37 0,72973 11′ 10 32 0,6875
4′ 10 26 0,61538 8′ 10 21 0,52381 12′ 10 18 0,44444

The transitivity coefficients are written out with an accuracy of five decimal
places. The value is exact if and only if the number of decimal places is less than
five, and two values equal to exactly five digits are equal at all.

The proof is carried out by direct calculations.
Recall that height of a poset 𝑆 is, by de�nition, the greatest length among the

lengths of all linear ordered subsets of 𝑆. An element of a poset is called nodal, if
it is comparable with all the other elements. A subposet 𝑋 of 𝑇 is called dense if
there is not 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑇 ∖𝑋 such that 𝑥1 < 𝑦 < 𝑥2.

Note that a poset of 𝑀𝑀 -type 𝑈 can have at most six nodal elements.

Corollary 1. The coefficient 𝑘𝑡(𝑆) of a poset 𝑆 is the largest among those for
all the posets of 𝑀𝑀-type 𝑈 if and only if 𝑆 contains a dense subposet with six
nodal elements.

Corollary 2. The coefficient 𝑘𝑡(𝑆) of a poset 𝑆 is the smallest among those for
all the posets of 𝑀𝑀-type 𝑈 if and only if 𝑆 is a self-dual non-connected poset of
height four.
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Corollary 3. For a posets 𝑆 of 𝑀𝑀-type 𝑈 , the following conditions are equi-
valent:

(𝑎) 𝑘𝑡(𝑆) =
1
2
;

(𝑏) 𝑆 is a non-self-dual non-connected poset of height four.

5. Conclusions. In this paper we continue study combinatorial aspects
of oversupercritical posets. Namely, we describe all the posets that are minimax
isomorphic to the oversupercritical poset

𝑈 = {1, 2, . . . , 10 | 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 7 ≺ 8, 9 ≺ 10, 7 ≺ 10}.

The importance of studying minimax isomorphic posets is determined by the
fact that their Tits quadratic forms are Z-equivalent.

We also describe the transitivity coe�cients for all posets minimax isomorphic
to this oversupercritical poset.

The obtained results (together with the corresponding research methods) can be
used in the study of combinatorial aspects of other posets.
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Бондаренко В. М., Стьопочкiна М. В. Про коефiцiєнти транзитивностi
частково впорядкованих множин, що мають надсуперкритичний непримiтивний
𝑀𝑀 -тип.

М. М. Клейнер довiв, що ч. в. (частково впорядкована) множина 𝑆 має скiнченний
зображувальний тип тодi i лише тодi, коли вона не мiстить ч. в. пiдмножин вигляду

(1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5), (N, 4).

Цi ч. в. множини називаються ч. в. множинами Клейнера i є (з точнiстю до iзоморфi-
зму) всiма критичними ч. в. множинами щодо скiнченностi типу (в тому сенсi, що це
мiнiмальнi ч. в. множини нескiнченного зображувального типу). Пiзнiше Ю. А. Дрозд
довiв, що ч. в. множина 𝑆 має скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли
квадратична форма

𝑞𝑆(𝑧) =: 𝑧20 +
∑︁
𝑖 𝑖𝑛𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗 𝑖𝑛𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖 𝑖𝑛𝑆

𝑧𝑖,

яка називається квадратичною формою Тiтса множини 𝑆, є слабко додатною (тобто
додатною на множинi невiд’ємних векторiв). Отже, ч. в. множини Клейнера є критич-
ними щодо слабкої додатностi квадратичної форми Тiтса. У 2005 роцi автори довели
що ч. в. множина є критичною щодо додатностi квадратичної форми Тiтса тодi i лише
тодi, коли вона мiнiмаксно iзоморфна деякiй ч. в. множинi Клейнера.

Подiбну ситуацiю маємо для ч. в. множин ручного зображувального типу. Л. А.
Назарова довела, що ч. в. множина 𝑆 є ручною тодi i лише тодi, коли вона не мiстить
ч. в. пiдмножин вигляду

(1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6), (N, 5).

Цi ч. в. множини є критичними щодо слабкої невiд’ємностi квадратичної форми
Тiтса i називаються суперкритичними. У 2009 роцi автори довели, що ч. в. множина є
критичною щодо невiд’ємностi квадратичної форми Тiтса тодi i лише тодi, коли вона
мiнiмаксно iзоморфна деякiй суперкритичнiй ч. в. множинi. Перший автор запропо-
нував ввести так званi надсуперкритичнi (або 1-надсуперкритичнi) ч. в. множини, якi
вiдрiзняються вiд суперкритичних ч. в. множин в тiй самiй мiрi, що i останнi вiдрiз-
няються вiд критичних. Серед цих ч. в. множин є єдина не примiтивна, тобто яка не
є прямою сумою ланцюгiв. У цiй статтi ми описуємо всi ч. в. множини, якi мiнiмаксно
iзоморфнi їй, i вивчаємо деякi їхнi комбiнаторнi властивостi. Важливiсть вивчення
мiнiмаксно iзоморфних ч. в. множин визначається тим, що їх квадратичнi форми
Тiтса Z-еквiвалентнi, а сам мiнiмаксний iзоморфiзм є досить загальною конструктив-
но визначеною Z-еквiвалентнiстю для квадратичних форм Тiтса ч. в. множин.

Ключовi слова: зображення, критична та суперкритична ч. в. множина, надсупер-
критична ч. в. множина, квадратична форма Тiтса, скiнченний i ручний зображу-
вальний тип, додатнiсть i слабка додатнiсть, негативнiсть i слабка негативнiсть.
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МЕТОД ЄГОРИЧЕВА ДОВЕДЕННЯ КОМБIНАТОРНИХ
ТОТОЖНОСТЕЙ З МНОГОЧЛЕНАМИ НАРАЯНА

У цiй публiкацiї наведено новi доведення двох комбiнаторних тотожностей. Час-
тковi випадки цих тотожностей мiстять числа та многочлени Нараяна i використо-
вуються, зокрема, у класичнiй теорiї iнварiантiв та дискретнiй математицi. Одна iз
доведених нами тотожностей є узагальненням задачi Стенлi.

Хоча iснує велика кiлькiсть методiв генерування нових комбiнаторних тотожно-
стей, на жаль, не iснує єдиного унiверсального методу, який дозволив би довести
будь-яку комбiнатрону тотожнiсть. У сiмдесятих роках минулого столiття Георгiєм
Єгоричевим було розроблено декiлька нових методiв обчислення комбiнаторних сум.
У цiй статтi ми використовуємо один з методiв Єгоричева – метод лишкiв (коефiцiєн-
тiв).

Ключовi слова: комбiнаторика, бiномiальний коефiцiєнт, комбiнаторна тотожнiсть,
метод Єгоричева, многочлени Нараяна.

1. Вступ. Число Нараяна

𝑁𝑛,𝑘 =
1

𝑛

(︂
𝑛

𝑘

)︂(︂
𝑛

𝑘 − 1

)︂
, (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)

використовується в багатьох комбiнаторних задачах (див. [1], [2]).
Ми розглядаємо многочлен Нараяна

𝑁𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑁𝑛,𝑘𝑧
𝑘−1.

В деяких джерелах його називають асоцiйованим многочленом Нараяна (див. [3]).
Крiм цього, розглянемо многочлен Наряна типу 𝐵, що визначається наступним
чином:

𝑊𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂2

𝑧𝑘.

Зокрема, застосування многочленiв Нараяна та числа Нараяна у класичнiй те-
орiї iнварiантiв наведенi у [4], [5], [6], [7]. В [8] знайдено рекурентне спiввiдно-
шення для многочленiв Нараяна:

𝑁𝑛(𝑧) = (1− 𝑧)𝑁𝑛−1(𝑧) + 𝑧
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑁𝑖(𝑧)𝑁𝑛−1−𝑖(𝑧).
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Породжуюча функцiя

𝐺(𝑧, 𝑡) = 1 +
∞∑︁
𝑖=1

𝑁𝑛(𝑧)𝑡
𝑖 =

1− (1− 𝑧)𝑡−
√︀

(1− 𝑧)2𝑡2 − 2(1 + 𝑧)𝑡+ 1

2𝑧𝑡

задовiльняє функцiональне рiвняння (див. [9]):

𝑧𝑡𝐺(𝑧, 𝑡)2 + (𝑡+ 𝑧𝑡− 1)𝐺(𝑧, 𝑡) + 𝑡 = 0.

Рiзнi рекурентнi спiввiдношення для многочленiв Нараяна обох типiв дове-
дено у [10] та у [11].

У [12] Р. Стенлi пропонує ряд задач. Серед них задача 15: довести, що мно-
гочлен Нараяна типу В можна подати у виглядi

𝑊𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂(︂
2𝑛− 𝑘

𝑛

)︂
(𝑧 − 1)𝑘.

В [13] доведено аналог цiєї формули для многочленiв Нараяна 𝑁𝑛(𝑧).
В [14] чисто комбiнаторно доведена тотожнiсть, що їх узагальнює. Доведе-

ння займає декiлька сторiнок. В роздiлi 3 ми наводимо коротке i елементарне
доведення цiєї тотожностi, використовуючи метод Єгоричева. Основнi положе-
ння цього методу наведено в роздiлi 2.

В [21] чисто комбiнаторно доведено комбiнаторну тотожнiсть

𝑚𝑖𝑛{𝑘,𝑚}∑︁
𝑖=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑚+ 2𝑠

𝑖+ 𝑠

)︂(︂
𝑘 − 𝑖+ 2𝑚+ 2𝑠

2𝑚+ 2𝑠

)︂
=

(︂
𝑚+ 𝑘 + 𝑠

𝑚+ 𝑠

)︂(︂
𝑚+ 𝑘 + 2𝑠

𝑚+ 𝑠

)︂
,

що є узагальненням вiдомої тотожностi Лi Жень-чу. Доведення займає декiлька
сторiнок. У роздiллi 4 ми пропонуємо простiше доведення, з використанням
методу Єгоричева.

2. Метод Єгоричева обчислення комбiнаторних сум. Розглянемо
основнi правила методу лишкiв (коефiцiєнтiв), розробленого Г. Єгоричевим
у [15].

Нехай 𝐴(𝑤) i 𝐵(𝑤) – породжуючi функцiї для числових послiдовностей {𝑎𝑘}
та {𝑏𝑘}, 𝑘 = 0, 1, . . .. Множину тих числових рядiв над полем 𝐾 дiйсних чи ком-
плексних чисел, що мiстять скiнченну кiлькiсть доданкiв з вiд’ємними степеня-
ми, позначимо через 𝐻. Введемо на 𝐻 алгебру формальних степеневих рядiв
з операцiями додавання, множення та взяття оберненого. Кiльце 𝑅 степеневих
рядiв виду

𝐶(𝑤) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑤
𝑘, 𝑐1 ̸= 0

над полем 𝐾 має структуру алгебри Кошi.

Означення 1 (див. [15]). Нехай 𝐶(𝑤) ∈ 𝐻. Лишком назвемо

res𝐶(𝑤) = res𝑤𝐶(𝑤) = 𝑐−1,

де 𝑐−1 – коефiцiєнт при 𝑤−1 ряду 𝐶(𝑤), що стоїть пiд знаком res.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Том 39, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



32 Н. Б. IЛАШ, Н. М. САМАРУК

З означення лишку res та теорiї аналiтичних функцiй випливають такi пра-
вила дiй над лишками породжуючих функцiй виду 𝐴(𝑤) =

∑︀
𝑘≥0 𝑎𝑘𝑤

𝑘.

Твердження 1 (див. [15]). Правило зняття лишку

res𝑤𝐴(𝑤)𝑤
−𝑘−1 = res𝑤𝐵(𝑤)𝑤−𝑘−1, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

тодi i тiльки тодi, коли

𝐴(𝑤) = 𝐵(𝑤).

Твердження 2 (див. [15]). Правило лiнiйностi

𝛼res𝑤𝐴(𝑤)𝑤
−𝑘−1 + 𝛽res𝑤𝐵(𝑤)𝑤−𝑘−1 = res𝑤(𝛼𝐴(𝑤) + 𝛽𝐵(𝑤))𝑤−𝑘−1.

Твердження 3 (див. [15]). Правило замiни змiнних

∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘res𝑤𝐴(𝑤)𝑤
−𝑘−1 = 𝐴(𝑧).

Твердження 4 (див. [15]). Нехай 𝛼 — довiльне комплексне число, 𝑚 — на-
туральне. Бiномiальний коефiцiєнт можна виразити через лишок з допомогою
формули (︂

𝛼

𝑛

)︂
= res𝑤(1 + 𝑤)𝛼𝑤−𝑛−1.

Останнє спiввiдношення залишається справедливим i у випадку, коли 𝐴(𝑤)
многочлен, а 𝑧 =

∑︀∞
𝑘=−𝑚 𝑎𝑘𝑤

𝑘, 𝑎−𝑚 ̸= 0, де 𝑚 додатне число.
Алгебраїчний пiдхiд до означеня лишку розвинено у роботах [16] i [17].
Застосування даного методу дає можливiсть просто генерувати комбiнаторнi

тотожностi, зокрема, з числами Нараяна. Що буде продемонстровано нижче.
3. Доведення узагальненої задачi Стенлi. Застосовуючи метод Єгори-

чева, покажемо, що

Теорема 1 (див. [14]). Для 𝑛, 𝑞 ≥ 0, 𝑥 ∈ C cправедлива тотожнiсть

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂(︂
2𝑛+ 𝑥+ 𝑞 − 𝑘 − 2

𝑛+ 𝑞 − 1

)︂
(𝑧 − 1)𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂(︂
𝑛+ 𝑥+ 𝑞 − 2

𝑘 + 𝑞 − 1

)︂
𝑧𝑘.

Доведення. Виразимо бiномiальнi коефiцiєнти у правiй частинi через ли-
шки. Згiдно твердження 4

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂(︂
2𝑛+ 𝑥+ 𝑞 − 𝑘 − 2

𝑛+ 𝑞 − 1

)︂
(𝑧 − 1)𝑘 =

= res𝑢𝑣
𝑛∑︁

𝑘=0

(1 + 𝑣)𝑛

𝑣𝑘+1

(1 + 𝑢)2𝑛+𝑥+𝑞−2−𝑘

𝑢𝑛+𝑞
(𝑧 − 1)𝑘 =

= res𝑢
(1 + 𝑢)2𝑛+𝑞+𝑥−2

𝑢𝑛+𝑞
res𝑣

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑧 − 1

1 + 𝑢

)︂𝑘
(1 + 𝑣)𝑛

𝑣𝑘+1
=
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Застосувавши правило замнiни змiнних, маємо

= res𝑢
(1 + 𝑢)2𝑛+𝑞+𝑥−2

𝑢𝑛+𝑞

(︂
1 +

𝑧 − 1

1 + 𝑢

)︂𝑛

=
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
res𝑢

(1 + 𝑢)𝑛+𝑞+𝑥−2

𝑢𝑘+𝑞
𝑧𝑘 =

=
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂(︂
𝑛+ 𝑥+ 𝑞 − 2

𝑘 + 𝑞 − 1

)︂
𝑧𝑘.

Зазначимо, що при 𝑥 = 𝑞 = 1 ми довели задачу Стенлi:

Наслiдок 1 (див. [12], [14]). Многочлен Нараяна типу В можна подати у
виглядi

𝑊𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂(︂
2𝑛− 𝑘

𝑛

)︂
(𝑧 − 1)𝑘.

При 𝑞 = 0, 𝑥 = 2 отримаємо аналогiчний вираз для многочленiв Нараяна.

Наслiдок 2 (див. [13], [14], [18]). Многочлен Нараяна можна подати у ви-
глядi

𝑁𝑛(𝑧) =
1

𝑧(𝑛+ 1)

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛+ 1

𝑘

)︂(︂
2𝑛− 𝑘

𝑛

)︂
(𝑧 − 1)𝑘 =

=
1

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛+ 1

𝑘

)︂(︂
2𝑛− 𝑘

𝑛

)︂
𝑧𝑛−𝑘(1− 𝑧)𝑘.

Зауважимо, що останнiй вираз для многочлена Нараяна отримується завдя-
ки тому, що многочлен 𝑥𝑁𝑛(𝑥) є самовзаємним.

4. Доведення узагальнення тотожностi Лi Жень-чу. Iснує багато
формул, якi легко застосувати як до чисел Нараяна, так i для чисел виду 𝑞𝑛,𝑘 =(︀
𝑛
𝑘

)︀2
. Наприклад, згортка Вандермонда дає можливiсть легко знайти як суму∑︀𝑛

𝑘=1𝑁𝑛,𝑘, так i суму
∑︀𝑛

𝑘=1

(︀
𝑛
𝑘

)︀2
.

В [19], [20] Рiордан доводить рекурентнi формули для чисел 𝑟𝑛,𝑚 = 𝑁𝑛,𝑚+1

𝑟𝑛,𝑚 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑟𝑚,𝑖

(︂
𝑛+ 𝑖

2𝑚

)︂
,

або для чисел Нараяна

𝑁𝑛,𝑚+1 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑁𝑚,𝑖+1

(︂
𝑛+ 𝑖

2𝑚

)︂
,

𝑞𝑛,𝑚 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑞𝑚,𝑖

(︂
𝑛+ 𝑖

2𝑚

)︂
.

Замiнивши 𝑛 на 𝑚 + 𝑘 та 𝑖 на 𝑚 − 𝑖 в останнiй формулi, бачимо, що вона
є iншим записом тотожностi Лi Жень-чу. Використовуючи метод Єгоричева,
доведемо що справедлива бiльш загальна формула.
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Теорема 2 (див. [21]). Для довiльних цiлих невiд’ємних 𝑚, 𝑘, 𝑠 cправедлива
тотожнiсть:

𝑚𝑖𝑛{𝑘,𝑚}∑︁
𝑖=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑚+ 2𝑠

𝑖+ 𝑠

)︂(︂
𝑘 − 𝑖+ 2𝑚+ 2𝑠

2𝑚+ 2𝑠

)︂
=

(︂
𝑚+ 𝑘 + 𝑠

𝑚+ 𝑠

)︂(︂
𝑚+ 𝑘 + 2𝑠

𝑚+ 𝑠

)︂
.

Доведення. Зауважимо, що
(︀
𝑚
𝑖

)︀
= 0 при 𝑖 > 𝑚 та при 𝑖 > 0, також(︂

𝑘 − 𝑖+ 2𝑚+ 2𝑠

2𝑚+ 2𝑠

)︂
= 0

при 𝑖 > 𝑘, тому∑︁
𝑖>𝑘

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑚+2𝑠

𝑖+𝑠

)︂(︂
𝑘−𝑖+2𝑚+2𝑠

2𝑚+ 2𝑠

)︂
=0=

∑︁
𝑖>𝑚

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑚+2𝑠

𝑖+𝑠

)︂(︂
𝑘−𝑖+2𝑚+2𝑠

2𝑚+2𝑠

)︂
.

Отже,
𝑚𝑖𝑛{𝑘,𝑚}∑︁

𝑖=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑚+ 2𝑠

𝑖+ 𝑠

)︂(︂
𝑘 − 𝑖+ 2𝑚+ 2𝑠

2𝑚+ 2𝑠

)︂
=

=
𝑘∑︁

𝑖=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑚+ 2𝑠

𝑖+ 𝑠

)︂(︂
𝑘 − 𝑖+ 2𝑚+ 2𝑠

2𝑚+ 2𝑠

)︂
=

=
𝑚∑︁
𝑖=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑚+ 2𝑠

𝑖+ 𝑠

)︂(︂
𝑘 − 𝑖+ 2𝑚+ 2𝑠

2𝑚+ 2𝑠

)︂
=

=
∞∑︁
𝑖=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑚+ 2𝑠

𝑖+ 𝑠

)︂(︂
𝑘 − 𝑖+ 2𝑚+ 2𝑠

2𝑚+ 2𝑠

)︂
.

Використовуючи твердження 4, подамо бiномiальнi коефiцiєнти через ли-
шки:

𝑆 =
∞∑︁
𝑖=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑚+ 2𝑠

𝑠+ 𝑖

)︂(︂
𝑘 − 𝑖+ 2𝑚+ 2𝑠

2𝑚+ 2𝑠

)︂
=

=
∞∑︁
𝑖=0

res𝑢
(1 + 𝑢)𝑚

𝑢𝑖+1
res𝑣

(1 + 𝑣)𝑚+2𝑠

𝑣𝑚−𝑖+𝑠+1
res𝑤

(1 + 𝑤)𝑘−𝑖+2𝑚+2𝑠

𝑤2𝑚+2𝑠+1
=

= res𝑣𝑤
(1 + 𝑣)𝑚+2𝑠

𝑣𝑚+𝑠+1

(1 + 𝑤)𝑘+2𝑚+2𝑠

𝑤2𝑚+2𝑠+1

∞∑︁
𝑖=0

(︂
𝑣

1 + 𝑤

)︂𝑖

res𝑢
(1 + 𝑢)𝑚

𝑢𝑖+1
.

Застосувавши правило замiни, отримаємо

∞∑︁
𝑖=0

(︂
𝑣

1 + 𝑤

)︂𝑖

res𝑢
(1 + 𝑢)𝑚

𝑢𝑖+1
=

(︂
1 +

𝑣

1 + 𝑤

)︂𝑚

= (1 + 𝑣 + 𝑤)𝑚(1 + 𝑤)−𝑚.

Врахувавши також формулу бiнома Ньютона та правило лiнiйностi, маємо:

𝑆 = res𝑣𝑤(1 + 𝑣 + 𝑤)𝑚
(1 + 𝑣)𝑚+2𝑠

𝑣𝑚+𝑠+1

(1 + 𝑤)𝑘+𝑚+2𝑠

𝑤2𝑚+2𝑠+1
=
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= res𝑣𝑤
𝑚∑︁
𝑖=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂
(1 + 𝑣)𝑖𝑤𝑚−𝑖 (1 + 𝑣)𝑚+2𝑠

𝑣𝑚+𝑠+1

(1 + 𝑤)𝑘+𝑚+2𝑠

𝑤2𝑚+2𝑠+1
=

=
2𝑚∑︁
𝑖=𝑚

(︂
𝑚

𝑖−𝑚

)︂
res𝑤

(1 + 𝑤)𝑘+𝑚+2𝑠

𝑤𝑖+2𝑠+1
res𝑣

(1 + 𝑣)𝑖+2𝑠

𝑣𝑚+𝑠+1
=

=
2𝑚∑︁
𝑖=𝑚

(︂
𝑚

𝑖−𝑚

)︂(︂
𝑘 +𝑚+ 2𝑠

𝑖+ 2𝑠

)︂(︂
𝑖+ 2𝑠

𝑠+ 𝑖

)︂
.

Оскiльки (︂
𝑛

𝑚

)︂(︂
𝑚

𝑝

)︂
=

(︂
𝑛

𝑝

)︂(︂
𝑛− 𝑝

𝑚− 𝑝

)︂
,

то

𝑆=

(︂
𝑚+𝑘+2𝑠

𝑚+𝑠

)︂ 2𝑚∑︁
𝑖=𝑚

(︂
𝑚

2𝑚−𝑖

)︂(︂
𝑘+𝑠

𝑖−𝑚+𝑠

)︂
=

(︂
𝑚+ 𝑘 + 𝑠

𝑚+ 𝑠

)︂ 𝑚∑︁
𝑖=0

(︂
𝑚

𝑚− 𝑖

)︂(︂
𝑘 + 𝑠

𝑠+ 1

)︂
.

Використавши згортку Вандермонда, отримаємо

𝑚∑︁
𝑖=0

(︂
𝑚

𝑚− 𝑖

)︂(︂
𝑘 + 𝑠

𝑖+ 𝑠

)︂
=

(︂
𝑚+ 𝑘 + 𝑠

𝑚+ 𝑠

)︂
.

Що i доводить тотожнiсть.
Зазначимо, що у випадку 𝑠 = 0, отримаємо вiдому тотожнiсть Лi Жень-чу:

(або рекурсiю для 𝑞𝑛,𝑚)

𝑚∑︁
𝑖=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂2(︂
𝑘 + 2𝑚− 𝑖

2𝑚

)︂
=

(︂
𝑚+ 𝑘

𝑘

)︂2

.

А при 𝑠 = 1 i 𝑛 = 𝑘 − 𝑚 – рекурсiю для 𝑁𝑚,𝑛, отриману Рiорданом, про яку
йшлось на початку цього роздiлу.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Основним ре-
зультатом даного дослiдження є новi доведення двох комбiнаторних формул,
поданих у теоремах 1 та 2. Для доведення використано метод Єгоричева, що
дозволяє легко обчислювати багато видiв комбiнаторних сум.

Список використаної лiтератури
1. Rodica S. Combinatorial statistics on noncrossing partitions. J. Combin. Theory Ser. A. 1994.

Vol 66, № 2. P. 270–301.
2. Kreveras G. Sur les partitions non cro isées d’un cycle. Descrete Math. 1972. Vol 1, № 4.

P. 333—350.
3. Toufik M., Yidong S. Identities involving Narayana polynomials and Catalan numbers.Descrete

Math. 2009. Vol. 309, № 12. P. 4079–4088.
4. Stanley R. Invariants of finite groups and their applications to combinatorics Bull. Amer.

Math. Soc. 1979. № 1. P. 475—511.
5. Bedratyuk L. The MAPLE package for calculating Poincaré series arXiv. 2011. [Електронний
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Ilash N. B., Samaruk N. M. Egorychev method for proving combinatorial iden-
tities involving Narayana polynomials.

We give new proofs of two combinatorial identities. Partial cases of the identities contain
Narayana number and Narayana polynomials. They are used, in particular, in classical
invariant theory and discrete mathematics. One of these identities is a generalization of
Stanley’s problem.

There are a large number of methods for proving combinatorial identities. However,
there is no universal method that would prove any combinatorial identity.

In the seventies of the last century, Georgy Yegorychev developed several new methods
for calculating combinatorial sums. In this article we use one of Yegorychev methods – the
method of coefficients.

Keywords: combinatorics, binomial coefficient, combinatorial identity, Egorychev method,
Narayana polynomials.
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ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА ДЛЯ ТОЧКОВИХ ПРОЦЕСIВ,
ПОВ’ЯЗАНИХ З УЗАГАЛЬНЕНОЮ ЗАДАЧЕЮ ПРО ДНI

НАРОДЖЕННЯ

У роботi доведено граничну теорему для послiдовностi точкових процесiв, якi опи-
сують моменти (𝑟 + 1)-х надходжень рiзних типiв з загальної кiлькостi в 𝑛 типiв в
узагальненiй задачi про днi народження. Класична задача про днi народження, вiдо-
ма з популярної лiтератури, вiдповiдає параметрам 𝑟 = 1 (достатньо одного збiгу) та
𝑛 = 365 (кiлькiсть днiв у невисокосному роцi). Доведення базується на застосуваннi
технiки пуассонiзацiї/депуассонiзацiї. Цей результат далi використовується для про-
стого доведення деяких класичних граничних теорем у задачi про днi народження,
якi фактично описують асимптотичну поведiнку рiзних змiстовних функцiоналiв вiд
побудованих процесiв.

Ключовi слова: задача про днi народження, точковий процес, гранична теорема,
груба збiжнiсть, процес Пуассона, пуассонiзацiя, депуассонiзацiя, теорема про непе-
рервне вiдображення.

1. Вступ. Задача про днi народження, яка є однiєю з класичних та найпо-
пулярнiших задач комбiнаторної теорiї ймовiрностей, була вперше розглянута
Р. фон Мiзесом у 1939 р. Наведемо одне з її численних формулювань у виглядi,
зручному для подальших узагальнень.

Розглянемо достатньо велику множину людей, якi в послiдовнi цiлi момен-
ти часу один за одним заходять до кiмнати. Позначимо через 𝑇 (365)

1 випадковий
момент часу, коли до кiмнати вперше зайшла людина, день народження якої
збiгається з днем народження когось з уже присутнiх. Тут верхнiй iндекс пока-
зує загальну кiлькiсть рiзних можливих днiв народження (всi роки вважаються
невисокосними), а нижнiй означає, що достатньо збiгу з днем народження лише
одного з присутнiх.

У природний спосiб узагальнюючи це формулювання, розглянемо таку за-
дачу. Нехай у послiдовнi цiлi моменти часу до спостерiгача один за одним над-
ходять об’єкти, кожен з яких з iмовiрнiстю 1

𝑛
незалежно вiд iнших належить

до одного з 𝑛 типiв. Будемо позначати через 𝑇 (𝑛)
𝑟 перший момент часу, коли

деякий з типiв з’явився в (𝑟 + 1)-й раз. Зокрема, 𝑇 (𝑛)
0 = 1, а 𝑇 (365)

1 вiдповiдає
iнтерпретацiї, наведенiй у попередньому абзацi.
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У цiй роботi ми пропонуємо дещо нетрадицiйний пiдхiд, що дозволяє легко
отримувати граничнi теореми для випадкових величин 𝑇 (𝑛)

𝑟 та їх узагальнень.
Вiн базується на основному результатi роботи — граничнiй теоремi для послi-
довностi точкових процесiв

(︀
𝜉
(𝑛)
𝑟 , 𝑛 ≥ 1

)︀
, що описують моменти (𝑟+ 1)-х надхо-

джень усiх 𝑛 типiв. Пiд збiжнiстю точкових процесiв ми традицiйно розумiємо
їх збiжнiсть за розподiлом у грубiй топологiї, заданiй на просторi локально скiн-
ченних точкових мiр. Вiдомо (див., наприклад, теорему 4.20 у монографiї [1]),
що ця збiжнiсть еквiвалентна збiжностi вiдповiдних лiчильних процесiв у 𝐽1-
топологiї Скорохода.

У нещодавнiх роботах [2] та [3] розглядалося питання про збiжнiсть точкових
процесiв у iншiй класичнiй задачi — задачi збирача купонiв. В цiй статтi ми
будемо застосовувати iдеї пуассонiзацiї та депуассонiзацiї схожi до тих, що були
використанi в [3].

2. Огляд деяких попереднiх результатiв. Явним формулам для чи-
слових характеристик випадкових величин 𝑇 (𝑛)

𝑟 та їх подальших узагальнень,
а також граничним теоремам для таких величин присвячено безлiч робiт. На-
приклад, з майже очевидного зображення

E𝑇 (𝑛)
1 =

𝑛+1∑︁
𝑘=1

P
{︀
𝑇

(𝑛)
1 ≥ 𝑘

}︀
=

= 1 +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑛(𝑛− 1) · · · (𝑛− 𝑘 + 1)

𝑛𝑘
=

∫︁ ∞

0

e−𝑡
(︁
1 +

𝑡

𝑛

)︁𝑛
d𝑡

(1)

та результатiв роботи [4] про асимптотичну поведiнку 𝑄-функцiї Рамануджа-
на (яка якраз i задається другою сумою в (1)) випливають рiзноманiтнi до-
сить точнi оцiнки величини E𝑇 (𝑛)

1 . Ми наведемо тут для повноти викладен-
ня лише початок класичного асимптотичного розкладу Рамануджана-Ватсона-
Кнута, який в наших позначеннях може бути записаний у виглядi

E𝑇 (𝑛)
1 =

√︂
𝜋𝑛

2
+

2

3
+

1

12

√︂
𝜋

2𝑛
− 4

135𝑛
+ . . .

Вiдповiднi посилання можна знайти в бiблiографiї до процитованої роботи [4].
Зауважимо також, що при 𝑛 = 365, тобто для класичної задачi про днi наро-
дження, E𝑇 (365)

1 ≈ 24.62. Це трохи вiдрiзняється вiд медiанного значення 23,
вiдомого з популярної лiтератури.

Аналог формули (1) для довiльного 𝑟 ≥ 1 був отриманий в роботi [5]:

E𝑇 (𝑛)
𝑟 =

∫︁ ∞

0

e−𝑡
[︁
𝑆𝑟

(︁ 𝑡
𝑛

)︁]︁𝑛
d𝑡,

де позначено 𝑆𝑟(𝑡) =
∑︀𝑟

𝑗=0
𝑥𝑗

𝑗!
. На його основi в цiй роботi також було одержано

асимптотичну формулу

E𝑇 (𝑛)
𝑟 ∼ 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)! Γ

(︁𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︁
𝑛

𝑟
𝑟+1 , 𝑛→ ∞.

З результатiв статтi [6] (див. також [7]), зокрема, випливає гранична теорема
для 𝑇 (𝑛)

𝑟 :

lim
𝑛→∞

P{𝑛− 𝑟
𝑟+1𝑇 (𝑛)

𝑟 ≤ 𝑥} = 1− e−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! , 𝑥 ≥ 0. (2)
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Отже, граничним є розподiл Вейбула зi щiльнiстю 𝑥𝑟

𝑟!
e−

𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 1{𝑥 ≥ 0}. Бага-
то iнших граничних теорем для спорiднених випадкових величин та процесiв
можна знайти у класичнiй монографiї [8], а також у численних журнальних пу-
блiкацiях. Вiдзначимо, зокрема, роботи [7] та [9]. В першiй з них запропоновано
потужний метод вкладення в процес Пуассона, який ми будемо використову-
вати в цiй роботi, а у другiй за допомогою цього ж методу, зокрема, розгляну-
то схожу задачу з випадковими ймовiрностями належностi об’єктiв до рiзних
типiв. Зауважимо також, що в порiвняно нещодавнiй статтi [10] розглядалися
граничнi теореми для моментiв досягнення сумарної кiлькостi в 𝑟 збiгiв серед
усiх об’єктiв, що надiйшли до цього часу.

Як було вiдзначено у вступi, основним результатом цiєї роботи є гранична
теорема для послiдовностi точкових процесiв

(︀
𝜉
(𝑛)
𝑟 , 𝑛 ≥ 1

)︀
, що описують момен-

ти (𝑟+1)-х надходжень рiзних типiв. З цього факту за допомогою теореми про
неперервне вiдображення можна легко отримувати граничнi результати для рi-
зноманiтних функцiоналiв вiд процесiв 𝜉(𝑛)𝑟 , наприклад, такi, як формула (2) та
її узагальнення.

3. Основний результат. Для фiксованих 𝑟, 𝑛 ≥ 1 розглянемо точковий
процес 𝜉(𝑛)𝑟 , атоми якого визначаються (у спецiальний спосiб нормованими) мо-
ментами (𝑟 + 1)-х надходжень усiх 𝑛 типiв.

Нехай дискретна випадкова величина 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, задає момент надхо-

дження (𝑟+1)-го об’єкта типу 𝑖. Її розподiл, очевидно, визначається формулою

P{𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 = 𝑘} = 𝐶𝑟

𝑘−1

(︁ 1
𝑛

)︁𝑟+1(︁𝑛− 1

𝑛

)︁𝑘−𝑟−1

, 𝑘 ≥ 𝑟 + 1, (3)

i є одним з варiантiв вiд’ємного бiномiального розподiлу. В цих термiнах введена
у вступi величина 𝑇 (𝑛)

𝑟 допускає зображення

𝑇 (𝑛)
𝑟 = min{𝑌 (𝑛)

1,𝑟 , . . . , 𝑌
(𝑛)
𝑛,𝑟 }.

Оскiльки зi зростанням 𝑛 значення 𝑇 (𝑛)
𝑟 також збiльшуватимуться, то точко-

вий процес, побудований за 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 , не матиме жодної границi при 𝑛 → ∞. Тому

для забезпечення збiжностi до деякого граничного процесу випадковi величини
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟 треба в деякий спосiб нормувати. Отже, розглянемо точковий процес 𝜉(𝑛)𝑟

вигляду

𝜉(𝑛)𝑟 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛿
𝑛
− 𝑟

𝑟+1 𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

, (4)

де 𝛿𝑎 означає одиничну точкову мiру, зосереджену в 𝑎. Основним результатом
цiєї роботи є теорема про збiжнiсть процесiв 𝜉(𝑛)𝑟 при 𝑛 → ∞ до деякого нео-
днорiдного точкового процесу Пуассона.

Перед формулюванням цього результату коротко нагадаємо означення збi-
жностi точкових процесiв за розподiлом у грубiй топологiї (детальне викладе-
ння можна знайти, наприклад, у главi 4 в [1] або у роздiлах 3.4, 3.5 в [11]).
Позначимо через 𝑀𝑝(R) простiр усiх локально скiнченних точкових мiр на R.
Для 𝜇, 𝜇1, 𝜇2, . . . ∈ 𝑀𝑝(R) кажуть, що 𝜇𝑛 збiгаються до 𝜇 у грубiй (vague) то-
пологiї, якщо

∫︀
R 𝑓 d𝜇𝑛 →

∫︀
R 𝑓 d𝜇 для будь-якої фiнiтної неперервної функцiї

𝑓 : R → [0,+∞). Факт такої збiжностi позначають 𝜇𝑛
𝑣−→ 𝜇. Простiр 𝑀𝑝(R) з
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топологiєю цiєї збiжностi допускає повну сепарабельну метризацiю, що у стан-
дартний спосiб дозволяє розглядати збiжнiсть точкових процесiв (тобто випад-
кових точкових мiр) 𝜉, 𝜉1, 𝜉2 . . . за розподiлом у грубiй топологiї. Її ми будемо

позначати 𝜉𝑛
𝑣𝑑−→ 𝜉.

Тепер ми можемо сформулювати основний результат роботи. Ми виключимо
з розгляду випадок 𝑟 = 1, оскiльки в цiй ситуацiї наш метод доведення не
спрацьовує. Питання про справедливiсть теореми в цьому випадку залишається
наразi вiдкритим.

Теорема 1. Нехай 𝑟 ≥ 2 та 𝜉𝑟 є неоднорiдним точковим процесом Пуассона
на R з мiрою iнтенсивностi

𝜆𝑟(d𝑥) =
𝑥𝑟

𝑟!
1{𝑥 ≥ 0} d𝑥. (5)

Тодi 𝜉
(𝑛)
𝑟

𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟 при 𝑛→ ∞.

Зауважимо, що граничний процес 𝜉𝑟 може бути явно побудований у досить
простий спосiб. Розглянемо послiдовнiсть (𝐸𝑗, 𝑗 ≥ 1) незалежних однаково роз-
подiлених випадкових величин 𝐸𝑗 ∼ Exp(1). Покажемо, що атоми мiри 𝜉𝑟 зна-

ходяться в точках 𝑟+1

√︁
(𝑟 + 1)!

∑︀𝑘
𝑗=1𝐸𝑗, 𝑘 ≥ 1.

Дiйсно, внаслiдок теореми про iнтервали для однорiдного процесу Пуассо-
на (див., наприклад, теорему 7.2 в [12]) атоми випадкової пуассонiвської мiри
одиничної iнтенсивностi розташованi в точках 𝑆𝑘 =

∑︀𝑘
𝑗=1𝐸𝑗. Те, що дiя на неї

функцiєю ℎ(𝑥) = 𝑟+1
√︀
(𝑟 + 1)!𝑥, 𝑥 ≥ 0, приводить до мiри 𝜉𝑟 з теореми 1, поясню-

ється теоремою про перетворення для процесiв Пуассона (теорема 5.1 в [12]),
адже для [𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞) виконується рiвнiсть

ℎ(Leb)[𝑎, 𝑏] =
(︀
Leb ∘ ℎ−1

)︀
[𝑎, 𝑏] = Leb

[︁ 𝑎𝑟+1

(𝑟 + 1)!
,

𝑏𝑟+1

(𝑟 + 1)!

]︁
=

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑥𝑟

𝑟!
d𝑥 = 𝜆𝑟[𝑎, 𝑏].

Тут Leb позначає мiру Лебега i є мiрою iнтенсивностi однорiдного процесу Пу-
ассона з параметром 1.

4. Доведення. У роботi [7] Л. Хольст запропонував iдею пуассонiзацiї, яка
дозволяє iстотно спростити доведення граничних теорем у задачах розмiщення
частинок по комiрках i, зокрема, в задачi про днi народження. Розглянемо її
застосування в нашому випадку.

Випадковi величини 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, введенi на початку попереднього роз-

дiлу, є однаково розподiленими, але залежними. Факт цiєї залежностi поясню-
ється хоча б тим, що 𝑌 (𝑛)

𝑖,𝑟 ̸= 𝑌
(𝑛)
𝑗,𝑟 при 𝑖 ̸= 𝑗 — в один момент часу надходить

лише один об’єкт. Для того, щоб позбавитися цiєї залежностi, розглянемо пу-
ассонiзовану постановку i вважатимемо, що об’єкти надходять не в послiдовнi
цiлi моменти часу, а в моменти 𝑋

(𝑛)
𝑘 , 𝑘 ≥ 1, однорiдного точкового процесу

Пуассона з параметром 1. Отже, iнтервали мiж такими надходженнями утво-
рюватимуть послiдовнiсть незалежних Exp(1)-розподiлених випадкових вели-
чин (𝐸𝑗, 𝑗 ≥ 1). Для розрiзнення типiв рiзних об’єктiв будемо вважати цей
процес маркованим — кожному атому 𝑋

(𝑛)
𝑘 незалежно вiд iнших i вiд самої

послiдовностi (𝑋(𝑛)
𝑘 , 𝑘 ≥ 1) присвоїмо випадкову мiтку 𝑀

(𝑛)
𝑘 , рiвномiрно роз-

подiлену на множинi типiв {1, . . . , 𝑛}. Тодi внаслiдок теореми про прорiджен-
ня для процесiв Пуассона (див., наприклад, теорему 5.8 у [12]) послiдовностi
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𝑋(𝑛)(𝑖) =
(︀
𝑋

(𝑛)
𝑘 (𝑖), 𝑘 ≥ 1

)︀
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, моментiв надходження об’єктiв рiзних

типiв утворюватимуть незалежнi однорiднi точковi процеси Пуассона з пара-
метром 1

𝑛
.

Випадкова величина𝑋(𝑛)
𝑟+1(𝑖) описує момент (𝑟+1)-го надходження 𝑖-го типу в

пуассонiзованiй постановцi, а отже, є пуассонiзованим аналогом величини 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 .

При рiзних 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} цi величини є незалежними й однаково розподiленими
— внаслiдок вже цитованої теореми про iнтервали вони розподiленi за законом
Γ
(︀
𝑟 + 1, 1

𝑛

)︀
. Бiльш того, за побудовою величини 𝑋

(𝑛)
𝑟+1(𝑖) та 𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟 допускають

простий каплiнг:

𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖) =

𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟∑︁
𝑗=1

𝐸𝑗, (6)

причому (𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) та (𝐸𝑗, 𝑗 ≥ 1) є незалежними. Останнє твердження

випливає з того, що перша послiдовнiсть визначається значеннями мiток 𝑀 (𝑛)
𝑘 ,

а друга задає iнтервали мiж моментами надходжень 𝑋(𝑛)
𝑘 .

Аналогiчно (4) введемо пуассонiзований точковий процес

𝜂(𝑛)𝑟 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛿
𝑛
− 𝑟

𝑟+1𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖)

.

На першому кроцi доведення ми покажемо, що при 𝑛 → ∞ виконується збi-

жнiсть 𝜂(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟. Для цього спочатку запишемо щiльнiсть розподiлу Γ

(︀
𝑟+1, 1

𝑛

)︀
-

розподiленої величини 𝑋(𝑛)
𝑟+1(𝑖):

𝑓 (𝑛)
𝑟 (𝑥) =

1

𝑟!𝑛𝑟+1
𝑥𝑟e−

𝑥
𝑛 , 𝑥 ≥ 0.

Тодi щiльнiсть розподiлу кожного атома 𝑛− 𝑟
𝑟+1𝑋

(𝑛)
𝑟+1(𝑖) випадкової мiри 𝜂

(𝑛)
𝑟 має

вигляд

𝑓 (𝑛)
𝑟 (𝑥) = 𝑛

𝑟
𝑟+1𝑓 (𝑛)

𝑟

(︀
𝑛

𝑟
𝑟+1𝑥

)︀
=

1

𝑟!𝑛
𝑥𝑟e−𝑥𝑛

− 1
𝑟+1
, 𝑥 ≥ 0.

Отже,

lim
𝑛→∞

𝑛𝑓 (𝑛)
𝑟 (𝑥) =

𝑥𝑟

𝑟!
1{𝑥 ≥ 0}.

Тому з теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть випливає, що для будь-якої
обмеженої борелiвської множини 𝐵 ⊂ R виконується

lim
𝑛→∞

𝑛

∫︁
𝐵

𝑓 (𝑛)
𝑟 (𝑥) d𝑥 =

∫︁
𝐵

𝑥𝑟

𝑟!
1{𝑥 ≥ 0} d𝑥.

В термiнах грубої збiжностi це внаслiдок твердження 3.12 з [11] еквiвалентно
тому, що

𝑛P
{︀
𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖) ∈ ·

}︀ 𝑣−→ 𝜆𝑟(·)

при 𝑛 → ∞. Тому факт збiжностi 𝜂(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟 випливає з незалежностi 𝑋

(𝑛)
𝑟+1(𝑖)

при рiзних 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 та вiдомого твердження про збiжнiсть бiномiальних то-
чкових процесiв до пуассонiвського (див., наприклад, першу частину доведення
твердження 3.21 у [11]).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Метою наступного кроку доведення буде депуассонiзацiя, тобто перетворен-

ня 𝜂(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟 у 𝜉

(𝑛)
𝑟

𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟. Для цього ми оцiнимо ступiнь близькостi дограничних
процесiв 𝜂(𝑛)𝑟 та 𝜉(𝑛)𝑟 .

Для довiльних 𝜀 > 0 та 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} з рiвностi (6) випливає, що

P
{︁⃒⃒
𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖)− 𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

⃒⃒
> 𝜀
}︁
=

= P
{︂⃒⃒⃒⃒𝑌 (𝑛)

𝑖,𝑟∑︁
𝑗=1

(𝐸𝑗 − 1)

⃒⃒⃒⃒
> 𝑛

𝑟
𝑟+1 𝜀

}︂
= EP

𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

{︂⃒⃒⃒⃒𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟∑︁
𝑗=1

(𝐸𝑗 − 1)

⃒⃒⃒⃒
> 𝑛

𝑟
𝑟+1 𝜀

}︂
,

(7)

де через P
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

позначено умовну ймовiрнiсть вiдносно випадкової величини 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 .

Зважаючи на незалежнiсть 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 та (𝐸𝑗, 𝑗 ≥ 1), цю ймовiрнiсть можна легко оцi-

нити за допомогою нерiвностей Чебишова та Розенталя (останню див., напри-
клад, на с. 152 в [13]):

P
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

{︂⃒⃒⃒⃒𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟∑︁
𝑗=1

(𝐸𝑗 − 1)

⃒⃒⃒⃒
> 𝑛

𝑟
𝑟+1 𝜀

}︂
≤

≤ 𝑛− 8𝑟
𝑟+1 𝜀−8 E

𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

(︂𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟∑︁
𝑗=1

(𝐸𝑗 − 1)

)︂8

≤ 𝐶𝑛− 8𝑟
𝑟+1 𝜀−8

(︁
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

)︁4
.

Тут E
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

позначає умовне математичне сподiвання, 𝐶 — деяку фiксовану кон-

станту, а саму нерiвнiсть треба розумiти в сенсi майже напевно.
Простими, хоча й дещо громiздкими обчисленнями на основi (3) легко пере-

конатися, що при 𝑛→ ∞ виконується асимптотична рiвнiсть E
(︁
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

)︁4
∼ 𝐶𝑟𝑛

4 з

деякою фiксованою константою 𝐶𝑟. Тому, повертаючися до нерiвностi (7), отри-
муємо

P
{︁⃒⃒
𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖)− 𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

⃒⃒
> 𝜀
}︁
≤

≤ 𝐶𝑛− 8𝑟
𝑟+1 𝜀−8 E

(︁
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

)︁4
= 𝐶𝐶𝑟𝑛

4− 8𝑟
𝑟+1 𝜀−8 = 𝐶 ′𝑛

4−4𝑟
𝑟+1 𝜀−8.

Тепер легко оцiнити ймовiрнiсть того, що принаймнi один атом випадкової мiри
𝜂
(𝑛)
𝑟 вiдхилиться вiд вiдповiдного атома мiри 𝜉(𝑛)𝑟 бiльше, нiж на 𝜀: за напiвади-
тивнiстю

P
{︁⃒⃒
𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖)− 𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

⃒⃒
> 𝜀 для деякого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

}︁
≤

≤ 𝑛 · 𝐶 ′𝑛
4−4𝑟
𝑟+1 𝜀−8 = 𝐶 ′𝑛

5−3𝑟
𝑟+1 𝜀−8.

(8)

Зафiксуємо довiльний вiдрiзок [𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞]. Тодi з нерiвностi (8) випливає
оцiнка

P
{︀
𝜉(𝑛)𝑟 [𝑎, 𝑏] ̸= 𝜂(𝑛)𝑟 [𝑎, 𝑏]

}︀
≤ 𝐶 ′𝑛

5−3𝑟
𝑟+1 𝜀−8+

+ P
{︀
𝜂(𝑛)𝑟 [𝑎− 𝜀, 𝑎+ 𝜀] ≥ 1

}︀
+ P

{︀
𝜂(𝑛)𝑟 [𝑏− 𝜀, 𝑏+ 𝜀] ≥ 1

}︀
.

(9)
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Сенс цiєї нерiвностi є досить прозорим: рiвнiсть 𝜉(𝑛)𝑟 [𝑎, 𝑏] = 𝜂
(𝑛)
𝑟 [𝑎, 𝑏] може не

виконуватися внаслiдок лише двох причин — або деякi атоми 𝜉(𝑛)𝑟 значно вiд-
хиляються вiд вiдповiдних атомiв 𝜂(𝑛)𝑟 , або деякi атоми 𝜂(𝑛)𝑟 розташованi досить
близько до кiнцiв вiдрiзка [𝑎, 𝑏]. Тому, покладаючи в (9) 𝜀 = 𝑛− 1

25 i позначаючи
𝛼𝑟 =

5−3𝑟
𝑟+1

+ 8
25
, дiстаємо

P
{︀
𝜉(𝑛)𝑟 [𝑎, 𝑏] ̸= 𝜂(𝑛)𝑟 [𝑎, 𝑏]

}︀
≤ 𝐶 ′𝑛𝛼𝑟+

+ P
{︀
𝜂(𝑛)𝑟 [𝑎− 𝑛− 1

25 , 𝑎+ 𝑛− 1
25 ] ≥ 1

}︀
+ P

{︀
𝜂(𝑛)𝑟 [𝑏− 𝑛− 1

25 , 𝑏+ 𝑛− 1
25 ] ≥ 1

}︀
.

Оскiльки, як неважко пересвiдчитися, 𝛼𝑟 < 0 при 𝑟 ≥ 2, перший доданок у
правiй частинi прямує до нуля при 𝑛 → ∞. Решта два доданки поводять себе
так само — цей iнтуїтивно очевидний факт є наслiдком леми 3.5 з [3]. Отже,
P
{︀
𝜉
(𝑛)
𝑟 [𝑎, 𝑏] ̸= 𝜂

(𝑛)
𝑟 [𝑎, 𝑏]

}︀
→ 0 при 𝑛→ ∞. Бiльш того, з напiвадитивностi ймовiр-

ностi випливає, що вiдрiзок [𝑎, 𝑏] тут можна замiнити на скiнченне об’єднання
таких вiдрiзкiв 𝑈 = ∪𝑙

𝑖=1[𝑎𝑖, 𝑏𝑖]. Тому за нерiвнiстю каплiнга для будь-якого
𝑘 ≥ 0 виконується⃒⃒

P{𝜉(𝑛)𝑟 (𝑈) = 𝑘} − P{𝜂(𝑛)𝑟 (𝑈) = 𝑘}
⃒⃒
≤ P

{︀
𝜉(𝑛)𝑟 (𝑈) ̸= 𝜂(𝑛)𝑟 (𝑈)

}︀
→ 0, 𝑛→ ∞.

Разом зi збiжнiстю

P
{︀
𝜂(𝑛)𝑟 (𝑈) = 𝑘

}︀
→ P

{︀
𝜉𝑟(𝑈) = 𝑘

}︀
, 𝑛→ ∞,

яка випливає з доведеного вище факту про 𝜂(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟, це дає

P
{︀
𝜉(𝑛)𝑟 (𝑈) = 𝑘

}︀
→ P

{︀
𝜉𝑟(𝑈) = 𝑘

}︀
, 𝑛→ ∞.

Отже, за теоремою 4.15 з [1] 𝜉(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟, що й треба було довести.

5. Приклад застосування. У роздiлi 4 роботи [3] наведенi деякi застосу-
вання граничної теореми для точкових процесiв, пов’язаних з задачею збирача
купонiв. Не повторюючи тут аналогiчнi мiркування для нашої задачi, ми обме-
жимося лише найпростiшим прикладом застосування теореми 1 i покажемо,
як з неї можна отримати граничну формулу (2). Перш за все зробимо одне
зауваження, необхiдне для доведення.

Зауваження 1. Результат теореми 1 залишається справедливим, якщо
розглядати випадковi мiри 𝜉

(𝑛)
𝑟 та 𝜉𝑟 на компактифiкованому просторi [0,∞].

Таку компактифiкацiю можна забезпечити, наприклад, уведенням повної ме-
трики 𝑑(𝑥, 𝑦) = |arctg 𝑥− arctg 𝑦|, 𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞]. Доведення повнiстю аналогiчне
доведенню теореми 1.

Перейдемо до доведення формули (2). Оскiльки 𝜉(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟, то перший атом

мiри 𝜉(𝑛)𝑟 збiгається за розподiлом до першого атома мiри 𝜉𝑟. Цей факт випли-
ває з теореми про неперервне вiдображення та того, що функцiонал “перший
атом точкової мiри на компактi [0,∞]” (див. зауваження 1) внаслiдок твердже-
ння 3.13 з [11] є неперервним у грубiй топологiї. Перший атом мiри 𝜉(𝑛)𝑟 можна
записати як 𝑛− 𝑟

𝑟+1 min1≤𝑖≤𝑛 𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟 = 𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑇
(𝑛)
𝑟 . Розподiл першого атома 𝐴𝑟 гра-

ничної пуассонiвської мiри 𝜉𝑟 можна легко знайти: для 𝑥 ≥ 0 з формули (5)
маємо

P{𝐴𝑟 ≤ 𝑥} = 1− P
{︀
𝜉𝑟[0, 𝑥] = 0

}︀
= 1− e−𝜆𝑟[0,𝑥] = 1− e−

𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! .
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Звiдси безпосередньо випливає граничний результат (2) для 𝑟 ≥ 2.
Формулу (2) можна iстотно узагальнювати на зразок того, як це було зро-

блено в теоремi 4.1 у [3]. З мiркувань, наведених пiсля формулювання теореми 1,
випливає нескiнченновимiрний аналог формули (2). Ми залишимо його без де-
тального доведення, оскiльки воно проводиться повнiстю аналогiчно доведенню
згаданої теореми 4.1.

Теорема 2. Для фiксованого 𝑟 ≥ 2 нехай 𝑇
(𝑛)
𝑟,𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, означає перший

момент часу, коли деякi 𝑘 з 𝑛 типiв надiйшли принаймнi по 𝑟+1 разiв кожний,
i покладемо 𝑇

(𝑛)
𝑟,𝑘 = 0 при 𝑘 > 𝑛. Розглянемо такi випадковi елементи простору

числових послiдовностей R∞:

𝑉 (𝑛)
𝑟 =

(︀
𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑇
(𝑛)
𝑟,𝑘 , 𝑘 ≥ 1

)︀
, 𝑉𝑟 =

(︂(︁
(𝑟 + 1)!

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐸𝑗

)︁ 1
𝑟+1
, 𝑘 ≥ 1

)︂
.

Тут, як i ранiше, 𝐸𝑗, 𝑗 ≥ 1, є незалежними Exp(1)-розподiленими випадковими
величинами.

Тодi 𝑉
(𝑛)
𝑟

𝑑−→ 𝑉𝑟 при 𝑛→ ∞ у просторi R∞.

6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi пока-
зано, що при 𝑟 ≥ 2 послiдовнiсть точкових процесiв

(︀
𝜉
(𝑛)
𝑟 , 𝑛 ≥ 1

)︀
, якi описують

моменти (𝑟 + 1)-х надходжень усiх 𝑛 типiв в узагальненiй задачi про днi наро-
дження, збiгається за розподiлом у грубiй топологiї до деякого неоднорiдного
точкового процесу Пуассона. Цей результат дає змогу досить просто отриму-
вати граничнi теореми для рiзноманiтних змiстовних функцiоналiв вiд таких
процесiв.

Надалi було б цiкаво розповсюдити основний результат роботи на випадок
𝑟 = 1, в якому технiка пуассонiзацiї/депуассонiзацiї не спрацьовує. Iншим мо-
жливим напрямком дослiджень є вивчення збiжностi точкового процесу, який
об’єднує розглянутi процеси при рiзних 𝑟.
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ПРО ПОБУДОВУ НАБЛИЖЕНИХ IЗОЛЬОВАНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
НЕЛIНIЙНИХ IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗI СТЕПЕНЕВОЮ

НЕЛIНIЙНIСТЮ

Розглядається нелiнiйне iнтегральне рiвняння (НIР) зi степеневою нелiнiйнiстю
i ставиться задача побудови iзольованих обмежених за нормою розв’язкiв, на яких
похiдна Фреше оператора, визначеного лiвою частиною рiвняння обмежена зверху
i знизу. Для наближеного розв’язування НIР застосовано елементи загальної теорiї
наближених методiв. Для конструювання послiдовностi наближених рiвнянь викори-
стано метод механiчних квадратур. Сформульованi i доведенi пряма та обернена тео-
реми, якi вiдповiдно характеризують збiжнiсть апроксимацiйного методу переходу до
наближених рiвнянь i апостерiорну оцiнку похибки наближеного розв’язку.

Ключовi слова: нелiнiйне iнтегральне рiвняння, iзольований розв’язок, квадратур-
ний процес, оцiнка похибки.

1. Вступ. В роботi [1] наведено теоретичне обґрунтування та практичну реалi-
зацiю знаходження всiх iзольованих наближених розв’язкiв НIР типу Урисона

𝑢(𝑥)−
∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦)) 𝑑𝑦 − 𝑓(𝑥) = 0

в областi Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑢) : 0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1, ‖𝑢‖ ≤ 𝑑 <∞}, де 𝑢 (𝑥) — шукана функцiя,
𝐾 (𝑥, 𝑦, 𝑢) та 𝑓 (𝑥)— неперервнi функцiї усiх своїх аргументiв в Ω. В данiй роботi
проведенi аналогiчнi мiркування щодо НIР зi степеневою нелiнiйнiстю. Отрима-
нi вiдповiднi оцiнки, якi фiгурують у, так званих, прямiй та оберненiй теоремах,
якi дають теоретичне обґрунтування та практичний апарат для вирiшення пи-
тання щодо вiдокремлення розв’язкiв таких рiвнянь.

2. Постановка задачi i допомiжнi твердження та означення.
Розглянемо рiвняння НIР вигляду

𝑢(𝑥)−
∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · 𝑢𝑚(𝑦)𝑑𝑦 − 𝑓(𝑥) = 0,𝑚 ≥ 2, (1)

де 𝑢 (𝑥) — шукана функцiя, 𝐾 (𝑥, 𝑦), 𝑓 (𝑥) — неперервнi функцiї усiх своїх аргу-
ментiв в замкненiй областi Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑢) : 0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1, ‖𝑢‖ ≤ 𝑑 <∞} ⊂ 𝐶[0, 1].

Ставиться задача знаходження всiх неперервних iзольованих в областi Ω на-
ближених розв’язкiв рiвняння (1), шляхом побудови i наступного розв’язання
апроксимацiйних рiвнянь. В роботi [2] для побудови наближених рiвнянь ви-
користовувався метод вироджених ядер. В данiй роботi використаємо метод
механiчних квадратур ∫︁ 1

0

𝑧(𝑦)𝑑𝑦 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝑧(𝑦𝑗𝑛) + 𝑟𝑛(𝑧), (2)
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де точки 𝑦𝑗𝑛 називаються вузлами квадратурної формули, причому 0 ≤ 𝑦1𝑛 <
< 𝑦2𝑛 < · · ·< 𝑦𝑛𝑛 ≤ 1, а коефiцiєнти 𝛼𝑗𝑛∈𝑅, 𝛼𝑗𝑛>0, 𝛼1𝑛+𝛼2𝑛+· · ·+𝛼𝑛𝑛≤𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Означення 1. Квадратурний процес (2) називається збiжним, якщо за-
лишковий член 𝑟𝑛(𝑧)→0 при 𝑛→∞ для будь-якої функцiї, неперервної на [0, 1].

Замiнюючи iнтеграл (1) його наближеним значенням, згiдно (2), отримаємо

𝑢(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛)𝑢
𝑚(𝑦𝑗𝑛) + 𝑓(𝑥),𝑚 ≥ 2. (3)

Аналiтичнi розв’язки, наближеного рiвняння (3) визначаються рiвнiстю

𝑢*𝑛(𝑥) = Φ𝑛𝜉
*
𝑛 :=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛) ·
(︀
𝜉𝑗𝑛
)︀𝑚

+ 𝑓(𝑥), (4)

де 𝜉
*
𝑛 =

(︀
𝜉1𝑛, 𝜉2𝑛, . . . , 𝜉𝑛𝑛

)︀
— розв’язок системи рiвнянь

𝜉𝑖𝑛 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝜉𝑗𝑛)𝑚 + 𝑓(𝑥𝑖𝑛), 𝑖 = 1, 𝑛, (5)

яка апроксимує рiвняння (1), а Φ𝑛𝜉𝑛 має вигляд

Φ𝑛𝜉𝑛 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛) · (𝜉𝑗𝑛)𝑚 + 𝑓(𝑥).

Отже, замiсть розв’язку 𝑢* (𝑥) рiвняння (1) знайдемо його розв’язки у вузлах
iнтерполяцiї 𝑦𝑗𝑛, 𝑗 = 1, 𝑛, як точнi або наближенi значення 𝜉𝑗𝑛 = 𝑢* (𝑦𝑗𝑛), якi
визначаються iз системи (5). Вектори 𝜉𝑛 = (𝜉1𝑛, 𝜉2𝑛, . . . , 𝜉𝑛𝑛) розглядаються як
елементи простору 𝑚𝑛 або 𝑅𝑛.

Щоб встановити мiру близькостi вiдповiдних розв’язкiв рiвняння (1) та си-
стеми (5) вводиться лiнiйне вiдображення 𝑝𝑛 таке, що ∀ 𝑢 (𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1]

𝑝𝑛𝑢 = {𝑢 (𝑦1𝑛) , 𝑢 (𝑦2𝑛) , . . . , 𝑢 (𝑦𝑛𝑛)} ∈ 𝑚𝑛, (6)

а мiра близькостi розв’язкiв 𝑢* (𝑥)та 𝜉
*
𝑛 визначається величиною

⃦⃦⃦
𝑝𝑛𝑢

* − 𝜉
*
𝑛

⃦⃦⃦
[1].

Означення 2. Кажуть, що метод механiчних квадратур збiгається, якщо
для достатньо великих 𝑛 iснують розв’язки 𝜉

*
𝑛 систем (5) i для кожної по-

слiдовностi таких розв’язкiв
{︁
𝜉
*
𝑛

}︁
lim
𝑛→∞

𝜌
(︁
𝜉
*
𝑛, 𝑝𝑛𝐹

)︁
= 0, (7)

де 𝐹 — множина розв’язкiв рiвняння (1).
Подамо рiвняння (1) в операторному виглядi

𝑇𝑢 := 𝑢− 𝑇𝑢 = 0, (8)

де 𝑇 — двiчi диференцiйовний за Фреше нелiнiйний оператор, що дiє з областi
свого визначення 𝑄 гiльбертового простору 𝐻 у цей же простiр. Нехай 𝑢* (𝑥) —
один iз розв’язкiв рiвняння (8).
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Метод мiнiмальних похибок [3] полягає у побудовi iтерацiйної послiдовностi
згiдно формули

𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 −
⃦⃦
𝑇𝑢𝑘

⃦⃦2
‖𝐺*

𝑘𝑇𝑢
𝑘‖2

𝐺*
𝑘𝑇𝑢

𝑘, (9)

де 𝐺𝑘 = 𝑇 ′(𝑢𝑘) — лiнiйний обмежений оператор, 𝐺*
𝑘 — спряжений йому. Наве-

демо теорему iснування i єдиностi розв’язку рiвняння (8) та збiжностi методу
(9) в якiй, на вiдмiну вiд [3], константи, що обмежують похiднi оператора 𝑇 в
кулi 𝑆(𝑢0, 𝑟) = {𝑢 ∈ 𝑄 : ‖𝑢− 𝑢0‖ ≤ 𝑟} залежать вiд 𝑢0 та 𝑟.

Теорема 1. Нехай у кулi 𝑆(𝑢0, 𝑟) з заданими 𝑢0 та 𝑟− виконуються умови⃦⃦
𝑇 (𝑢0)

⃦⃦
≤ 𝜂, ‖𝑇 ′(𝑢)‖ ≤𝑀(𝑢0, 𝑟), ‖𝑇 ′′(𝑢)‖ ≤ 𝑁(𝑢0, 𝑟), (10)

‖𝑇 ′(𝑢)ℎ‖ ≥ 𝑚̃(𝑢0, 𝑟) ‖ℎ‖ , 𝑚̃ > 0,∀ℎ ∈ 𝐻, (11)

де 𝜂, 𝑀(𝑢0, 𝑟), 𝑁(𝑢0, 𝑟), 𝑚̃(𝑢0, 𝑟) — константи, що забезпечують виконання
умов

𝛾 (𝑟) =
𝜂 ·𝑁(𝑢0, 𝑟)

𝑚̃2(𝑢0, 𝑟)
< 1, (12)

2𝜂

𝑚̃(𝑢0, 𝑟)
≤ 𝑟. (13)

Тодi рiвняння (8) має в кулi 𝑆(𝑢0, 𝑟) єдиний розв’язок 𝑢*, до якого, починаю-
чи з 𝑢0, монотонно i сильно збiгається послiдовнiсть {𝑢𝑘}, побудована згiдно
(9) причому оцiнка похибки характеризується нерiвнiстю

⃦⃦
𝑢* − 𝑢𝑘

⃦⃦
≤ 2𝜂

𝑚̃(𝑢0, 𝑟)

[︂
1− 𝑚̃2(𝑢0, 𝑟)

𝑀2(𝑢0, 𝑟)
(1− 𝛾 (𝑟))

]︂ 𝑘
2

. (14)

3. Iснування розв’язку системи апроксимацiйних рiвнянь.
Будемо вважати, що оператор 𝑇 :

{︀
𝑢 ∈ 𝐶

[︀
Ω
]︀
: ‖𝑢‖ ≤ 𝑑

}︀
→ 𝐶 [0, 1], а систему

(5) подамо як операторне рiвняння

𝑇𝑛𝜉𝑛 := 𝜉𝑛 − 𝑇 𝑛𝜉𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 2, . . . , (15)

де 𝑇𝑛𝜉𝑛=
(︀
𝑇𝑛1𝜉𝑛, 𝑇𝑛2𝜉𝑛, . . . , 𝑇𝑛𝑛𝜉𝑛

)︀
; 𝑇𝑛𝑖𝜉𝑛 := 𝜉𝑖𝑛−𝑇 𝑛𝑖𝜉𝑛=𝜉𝑖𝑛−

∑︀𝑛
𝑗=1 𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) ·

· (𝜉𝑗𝑛)𝑚 − 𝑓(𝑥𝑖𝑛), 𝑖 = 1, 𝑛, причому оператор 𝑇𝑛 переводить множину точок
𝜉𝑛 = (𝜉1𝑛, 𝜉2𝑛, . . . , 𝜉𝑛𝑛) ∈ 𝑚𝑛, що задовольняє

⃦⃦
𝜉𝑛
⃦⃦

≤ 𝑑 в 𝑚𝑛. Оскiльки iнте-
гральне рiвняння (1) має степеневу нелiнiйнiсть, то оператори 𝑇 та 𝑇𝑛 двiчi
диференцiйовнi вiдповiдно на будь-якому елементi 𝑤 ∈ 𝐶 [0, 1], ‖𝑤‖ ≤ 𝑑 та
𝜉𝑛 ∈ 𝑚𝑛,

⃦⃦
𝜉𝑛
⃦⃦
≤ 𝑑. Диференцiали операторiв мають вигляд

𝑇 ′(𝑤)ℎ = ℎ(𝑥)−𝑚

∫︁ 1

0

𝐾̄(𝑥, 𝑦) [𝑤(𝑦)]𝑚−1 ℎ(𝑦)𝑑𝑦, (16)

𝑇 ′′(𝑤)ℎℎ1 = −𝑚 (𝑚− 1)

∫︁ 1

0

𝐾̄(𝑥, 𝑦) [𝑤(𝑦)]𝑚−2 ℎ(𝑦)ℎ1(𝑦)𝑑𝑦, (17)

𝑇 ′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
𝜁𝑛 =

{︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[︁
𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 −𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝜉𝑗𝑛)𝑚−1

]︁
𝜁𝑗𝑛

}︃𝑛

𝑖=1

𝜁𝑛 ∈ 𝑚𝑛, (18)
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де 𝛿(𝑛)𝑖𝑗 =

{︂
1, якщо 𝑖 = 𝑗
0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗

— символ Кронекера, або 𝑇 ′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
𝜁𝑛 = 𝐴𝑛𝜁𝑛

𝑇 , де

𝜁𝑛
𝑇 —транспонований рядок вектора 𝜁𝑛 = (𝜁1, 𝜁2, . . . , 𝜁𝑛), а 𝐴𝑛 — квадратна

матриця порядку 𝑛:

𝐴𝑛=

⎛⎜⎝1−𝑚𝛼1𝑛𝐾 (𝑥1𝑛, 𝑦1𝑛) · (𝜉1𝑛)𝑚−1 · · · −𝑚𝛼𝑛𝑛𝐾 (𝑥1𝑛, 𝑦𝑛𝑛) · (𝜉𝑛𝑛)𝑚−1

...
...

...
−𝑚𝛼1𝑛𝐾 (𝑥𝑛𝑛, 𝑦1𝑛) · (𝜉1𝑛)𝑚−1 · · · 1−𝑚𝛼𝑛𝑛𝐾 (𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑛𝑛) · (𝜉𝑛𝑛)𝑚−1

⎞⎟⎠ . (19)

Правомiрнiсть переходу до розв’язання наближених рiвнянь виражаються
двома теоремами: в першiй доводиться iснування розв’язкiв послiдовностi апро-
ксимацiйних рiвнянь за даними iснування розв’язкiв вихiдного рiвняння i збi-
жностi методу переходу до наближених рiвнянь, а в другiй за даними iснува-
ння при фiксованому 𝑛 розв’язку наближеного рiвняння доводиться iснування
вiдповiдного йому розв’язку вихiдного рiвняння i дається апостерiорна оцiнка
близькостi таких розв’язкiв.

В першiй теоремi фiгурують оцiнки оператора 𝑇𝑛 у точцi 𝑝𝑛𝑢*, де 𝑢* (𝑥) —
розв’язок рiвняння (1) та на елементi 𝜉𝑛 ∈ 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟), якi вiдображенi в лемi 1.

Лема 1. Нехай 𝑢* (𝑥) — розв’язок рiвняння (1). Тодi:
1) у точцi 𝑝𝑛𝑢

* для оператора 𝑇 ′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
, визначеного згiдно (18), справедливi

оцiнки, обчисленi в нормi простору 𝑅𝑛:

‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*)‖ ≤𝑀𝑛, ‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*) 𝑝𝑛ℎ‖ ≥ 𝑚𝑛 ‖𝑝𝑛ℎ‖ , де (20)

𝑀𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
{︁
𝑛+𝑚2𝑀̃𝑛

}︁ 1
2
, якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 ≥ 0,{︁

𝑛+ 2𝑚𝑀𝑛 +𝑚2𝑀̃𝑛

}︁ 1
2
, якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 < 0,

(21)

𝑚𝑛 =

{︃ ⃒⃒⃒
1−𝑚𝑀̃𝑛

⃒⃒⃒
, якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 > 0,

1, якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 ≤ 0,
(22)

𝑀̃𝑛 =
{︁∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1

(︀
𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1)︀2}︁ 1

2
,

𝑀𝑛 =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝛼𝑗𝑛

⃒⃒
𝐾 (𝑥𝑗𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1⃒⃒ ;

(23)

2) на будь-якому елементi

𝜉𝑛 ∈ 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) = 𝑝𝑛𝑆 (𝑢*, 𝑟) =

{︀
𝜉𝑛 ∈ 𝑚𝑛 :

⃦⃦
𝜉𝑛 − 𝑝𝑛𝑢

*⃦⃦ ≤ 𝑟
}︀

для похiдної 𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
справедлива оцiнка⃦⃦

𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀⃦⃦

≤ 𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) , (24)

де

𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) =

{︃
(𝑚 (𝑚− 1))2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛𝐾

2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) ·
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·
𝑚−2∑︁
𝑙=0

(︁
𝐶 𝑙

𝑚−2 (𝑢
* (𝑦𝑗𝑛))

𝑙
)︁2

·
𝑚−2∑︁
𝑙=0

(︀
𝑟2
)︀𝑚−2−𝑙

}︃ 1
2

, (25)

𝐶 𝑙
𝑚−2 =

(𝑚−2)!
𝑙!(𝑚−2−𝑙)!

— число комбiнацiй з 𝑚− 2 по 𝑙.

Доведення. Використовуючи вигляд (18) оператора 𝑇 ′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
𝜁𝑛, згiдно ви-

значення норми у просторi 𝑅𝑛 за нерiвнiстю Кошi справедливi нерiвностi:

‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*) 𝑝𝑛ℎ‖=

⎧⎨⎩
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[︁
𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 −𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝑢* (𝑦𝑗𝑛))𝑚−1

]︁
ℎ (𝑦𝑗𝑛)

)︃2
⎫⎬⎭

1
2

≤

≤

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[︁
𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 −𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝑢* (𝑦𝑗𝑛))𝑚−1

]︁2 𝑛∑︁
𝑗=1

[ℎ (𝑦𝑗𝑛)]
2

)︃}︃ 1
2

=

=

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

[︁
𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 −𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝑢* (𝑦𝑗𝑛))𝑚−1

]︁2}︃ 1
2

‖𝑝𝑛ℎ‖ =

=

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
1− 2𝑚

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1+

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︀
𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1)︀2)︃}︃ 1

2

‖𝑝𝑛ℎ‖ ≤

≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{︁
𝑛+𝑚2

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1

(︀
𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1)︀2}︁ 1

2 ‖𝑝𝑛ℎ‖ ,
якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 ≥ 0,{︁

𝑛+ 2𝑚
∑︀𝑛

𝑗=1 𝛼𝑗𝑛

⃒⃒
𝐾 (𝑥𝑗𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1

⃒⃒
+

+ 𝑚2
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1

(︀
𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1)︀2}︁ 1

2 ‖𝑝𝑛ℎ‖ ,
якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 < 0.

Оцiнимо похiдну оператора 𝑇𝑛 зверху, враховуючи що 𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*) 𝑝𝑛ℎ=𝐴𝑛 (𝑝𝑛ℎ)
𝑇,

де матриця 𝐴𝑛 має вигляд (19). Розглянемо випадки:
1. Нехай 𝐾 (𝑥, 𝑦) · 𝑢𝑚(𝑦) ≤ 0. Тодi

‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*) 𝑝𝑛ℎ‖=

⎧⎨⎩
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[︁
𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 −𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝑢* (𝑦𝑗𝑛))𝑚−1

]︁
ℎ (𝑦𝑗𝑛)

)︃2
⎫⎬⎭

1
2

≥

≥

⎧⎨⎩
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 ℎ (𝑦𝑗𝑛)

)︃2
⎫⎬⎭

1
2

=

{︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[ℎ (𝑦𝑗𝑛)]
2

}︃ 1
2

= ‖𝑝𝑛ℎ‖ .

2. Якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · 𝑢𝑚(𝑦) > 0, тодi проведемо наступнi мiркування. Подамо
матрицю 𝐴𝑛 у виглядi рiзницi 𝐴𝑛 = 𝐸𝑛 − 𝐴𝑛, де 𝐸𝑛 — одинична матриця 𝑛-го
порядку, а 𝐴𝑛 — квадратна матриця з елементами

𝑎̃𝑖𝑗 = 𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.
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Для норм матриць справедлива нерiвнiсть ‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*) 𝑝𝑛ℎ‖ =
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
=

=
⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇 − 𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
≥
⃒⃒⃒ ⃦⃦⃦

𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇
⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦ ⃒⃒⃒
. Знайдемо 𝑚𝑛,

для якого ⃒⃒⃒ ⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦ ⃒⃒⃒
≥ 𝑚𝑛

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
. (26)

Оцiнимо
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
. За нерiвнiстю Кошi, використовуючи (23), отримаємо

⃦⃦⃦
𝐴𝑛 ·(𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
=𝑚

⎧⎨⎩
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[︀
𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛)·[𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1]︀·ℎ (𝑦𝑗𝑛))︃2

⎫⎬⎭
1
2

≤𝑚𝑀̃𝑛 ‖𝑝𝑛ℎ‖ .

Очевидно, що
⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
= ‖𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)‖ = ‖𝑝𝑛ℎ‖ =

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
. Запишемо (26)

у виглядi двох нерiвностей:⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
≥ 𝑚𝑛

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦

⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
≤ −𝑚𝑛

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦ (27)

Якщо 𝑀̃𝑛 <
1
𝑚
, тодi⃦⃦⃦

𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇
⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
≥
(︁
1−𝑚𝑀̃𝑛

)︁ ⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
. (28)

Якщо 𝑀̃𝑛 >
1
𝑚
, тодi другу з нерiвностей (27) запишемо у виглядi⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
+𝑚𝑛

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
≤
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
та використаємо

⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
≤ 𝑚𝑀̃𝑛 ‖𝑝𝑛ℎ‖. Звiдси

(1 +𝑚𝑛)
⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
≤ 𝑚𝑀̃𝑛

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
,

тобто
𝑚𝑛 ≤ 𝑚𝑀̃𝑛 − 1. (29)

На основi нерiвностей (28) та (29) отримаємо, що в даному випадку𝑚𝑛=
⃒⃒⃒
𝑚𝑀̃𝑛−1

⃒⃒⃒
.

Доведемо твердження 2). Пiд похiдною 𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
розумiють сукупнiсть 𝑇 ′′

𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
=

=
[︀
𝑉1𝑛
(︀
𝜉𝑛
)︀
, 𝑉2𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
, . . . , 𝑉𝑛𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀ ]︀

, де 𝑉𝑘𝑛
(︀
𝜉𝑛
)︀
=
[︁

𝜕2𝑇𝑛𝑖

𝜕𝜉𝑘𝑛𝜕𝜉𝑗𝑛

]︁
, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛,

а
⃦⃦
𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀⃦⃦

=

{︂∑︀𝑛
𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1

∑︀𝑛
𝑘=1

⃒⃒⃒
𝜕2𝑇𝑛𝑖

𝜕𝜉𝑘𝑛𝜕𝜉𝑗𝑛

⃒⃒⃒2}︂ 1
2

. Звiдси, враховуючи, що мiшанi

похiднi функцiй 𝑇𝑛𝑖
(︀
𝜉𝑛
)︀
, 𝑖 = 1, 𝑛, дорiвнюють нулю, використовуючи формулу

бiнома Ньютона та нерiвнiсть Кошi отримаємо:

⃦⃦
𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀⃦⃦2 ≤ 𝑚2 · (𝑚− 1)2 ·

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾
2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝜉𝑗𝑛]2(𝑚−2) ≤
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≤ 𝑚2 · (𝑚− 1)2 ·
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛𝐾

2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) ·

(︀
[(𝜉𝑗𝑛 − 𝑢* (𝑦𝑗𝑛)) + 𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]

𝑚−2)︀2 =
= 𝑚2 (𝑚− 1)2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛𝐾

2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛)·

(︃
𝑚−2∑︁
𝑙=0

𝐶 𝑙
𝑚−2 (𝜉𝑗𝑛 − 𝑢* (𝑦𝑗𝑛))

𝑚−2−𝑙 (𝑢* (𝑦𝑗𝑛))
𝑙

)︃2

≤

≤𝑚2 (𝑚−1)2
[︃

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛𝐾

2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛)·

𝑚−2∑︁
𝑙=0

(︁
𝐶 𝑙

𝑚−2 (𝑢
* (𝑦𝑗𝑛))

𝑙
)︁2

·
𝑚−2∑︁
𝑙=0

(𝜉𝑗𝑛−𝑢* (𝑦𝑗𝑛))2(𝑚−2−𝑙)

]︃
≤

≤𝑚2 (𝑚− 1)2
[︃

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛𝐾

2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛)·

𝑚−2∑︁
𝑙=0

(︁
𝐶 𝑙

𝑚−2 (𝑢
* (𝑦𝑗𝑛))

𝑙
)︁2

·
𝑚−2∑︁
𝑙=0

(︀
𝑟2
)︀𝑚−2−𝑙

]︃
,

оскiльки ∀𝑗=1, 𝑛 справедлива нерiвнiсть (𝜉𝑗𝑛− 𝑢*(𝑦𝑗𝑛))
2≤
∑︀𝑛

𝑖=1(𝜉𝑖𝑛− 𝑢*(𝑦𝑖𝑛))
2=𝑟2.

Лема доведена.
Наведемо теорему про iснування розв’язкiв системи (5) i збiжнiсть методу

переходу до системи (5).

Теорема 2. Нехай виконанi умови:
1) рiвняння (1) має розв’язок 𝑢* (𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1];
2) квадратурний процес (2) збiгається, тобто 𝑟𝑛(𝑧) → 0 при 𝑛 → ∞ для

будь-якої функцiї 𝑧 (𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1];
3) функцiя 𝐾 (𝑥, 𝑦) · 𝑢𝑚(𝑦) неперервна за всiма змiнними в областi Ω1 =

= {(𝑥, 𝑦, 𝑢)}: ‖𝑢− 𝑢*‖ ≤ 𝑟, а функцiя 𝑓(𝑥) неперервна на [0, 1];
4) оператор 𝑇 , визначений згiдно (8), двiчi неперервно диференцiйовний за

Фреше в кулi 𝑆(𝑢*, 𝑟) = {𝑢 ∈ 𝐶 [0, 1] : ‖𝑢− 𝑢*‖ ≤ 𝑟}, причому для операто-
ра 𝑇 ′

𝑛, визначеного згiдно (18), у точцi 𝑝𝑛𝑢
* справедливi нерiвностi (20);

5) на будь-якому елементi

𝜉𝑛 ∈ 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) = 𝑝𝑛𝑆 (𝑢*, 𝑟) =

{︀
𝜉𝑛 ∈ 𝑚𝑛 :

⃦⃦
𝜉𝑛 − 𝑝𝑛𝑢

*⃦⃦ ≤ 𝑟
}︀

для оператора 𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
виконується нерiвнiсть (24).

Тодi справедливi твердження:
1) Оператори 𝑇 , 𝑇 ′, 𝑇𝑛, 𝑇 ′

𝑛, визначенi вiдповiдно формулами (8), (16), (15),
та (18), є цiлком неперервними вiдповiдно на кулях 𝑆 (𝑢*, 𝑟) i 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟),
причому послiдовнiсть операторiв 𝑇𝑛 :𝑆𝑛(𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟)→𝑚𝑛𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*)∈𝐿(𝑚𝑛,𝑚𝑛)
компактно апроксимують вiдповiдно оператори 𝑇 : 𝑆 (𝑢*, 𝑟) → 𝐶 [0, 1] та
𝑇 ′ (𝑢*) ∈ 𝐿 (𝐶 [0, 1] , 𝐶 [0, 1]).

2) Iснує така область 𝑑(𝑟) = (0, 𝑟0), де 𝑟0 (𝑟0 > 0) — корiнь рiвняння 𝑚𝑛−
−𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) · 𝑟 = 0, що для будь-якого 𝑟 ∈ 𝑑(𝑟) буде виконуватися нерiв-
нiсть

𝑚𝑛 −𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) · 𝑟 > 0. (30)

3) Для операторiв 𝑇𝑛, 𝑇
′
𝑛 в кулi 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) вiрнi оцiнки, обчисленi в нормi
простору 𝑅𝑛:

‖𝑇𝑛 (𝑝𝑛𝑢*)‖ ≤

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

[︀
𝑟𝑛
(︀
𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦) [𝑢 (𝑦)]

𝑚)︀]︀2}︃ 1
2

= 𝜂 (𝑛, 𝑢*) , (31)
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‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢)‖ ≤𝑀𝑛 +𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) · 𝑟 =𝑀𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) , (32)

‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢) 𝑝𝑛ℎ‖ ≥

[︀
𝑚𝑛 −𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) · 𝑟
]︀
‖𝑝𝑛ℎ‖ = 𝑚̃𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) ‖𝑝𝑛ℎ‖ . (33)

4) Для будь-якого 𝑟 ∈ 𝑑(𝑟) знайдеться спiльне 𝑛𝑜 (𝑟), що при 𝑛 ≥ 𝑛𝑜 (𝑟)
будуть виконуватися умови

𝛾 (𝑟) =
𝜂 (𝑛, 𝑢*)𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟)

𝑚̃2
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟)
< 1, (34)

2 · 𝜂 (𝑛, 𝑢*)
𝑚̃𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟)
≤ 𝑟. (35)

5) При всiх 𝑛 ≥ 𝑛𝑜 (𝑟) система рiвнянь (5) має в кулi 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) єдиний

розв’язок 𝜉
*
𝑛, що вiдповiдає розв’язку 𝑢* (𝑥) рiвняння (1), до якого, почи-

наючи з 𝑢0 = 𝜉
0

𝑛 = 𝑝𝑛𝑢
*, монотонно i сильно збiгається послiдовнiсть{︁

𝜉
𝑘

𝑛

}︁
, побудована згiдно (9) для системи (5), причому справедлива оцiнка

похибки ⃦⃦⃦
𝜉
*
𝑛 − 𝜉

𝑘

𝑛

⃦⃦⃦
≤ 𝜂 (𝑛, 𝑢*)

𝑚̃𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟)

[︃
1− 𝑚̃2

𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟)

𝑀
2

𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟)

(1− 𝛾 (𝑟))

]︃𝑘/2
. (36)

6) Будь-яка послiдовнiсть розв’язкiв
{︁
𝜉
𝑘

𝑛

}︁
збiгається при 𝑛 → ∞ за нор-

мою до елемента 𝑝𝑛𝑢
*, причому швидкiсть збiжностi характеризується

нерiвнiстю ⃦⃦⃦
𝜉
*
𝑛 − 𝑝𝑛𝑢

*
⃦⃦⃦
≤ 𝜂 (𝑛, 𝑢*)

𝑚̃𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟)

. (37)

Доведення. Розглянемо рiвняння (1) та систему (5) вiдповiдно як опера-
торнi рiвняння (8), (15) у просторах 𝑚𝑛 та 𝐶 [0, 1]. Згiдно (3), (4) оператори
𝑇 : 𝑆 (𝑢*, 𝑟) → 𝐶 [0, 1] та 𝑇 𝑛 : 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) → 𝑚𝑛 є цiлком неперервними на ку-
лях 𝑆 (𝑢*, 𝑟) i 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟). Доведемо, що по вiдношенню до зв’язуючих вiдобра-
жень 𝑝𝑛, заданих згiдно (6), послiдовнiсть операторiв 𝑇 𝑛 компактно апроксимує
оператор 𝑇 . Для цього перевiримо обидвi умови означення 5.1 [4]: 1) дiйсно,
∀𝑢 ∈ 𝑆 (𝑢*, 𝑟), використовуючи твердження 8.1 [4], на основi компактностi сiм’ї{︀
𝑧𝑥 (𝑦) = 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢 (𝑦)]𝑚

}︀
, будемо мати:

1)
⃦⃦
𝑝𝑛𝑇𝑢−𝑇 𝑛𝑝𝑛𝑢

⃦⃦
= max

1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦)·[𝑢 (𝑦)]𝑚 𝑑𝑦 −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛)·[𝑢 (𝑦𝑗𝑛)]𝑚
⃒⃒⃒⃒
⃒=

= max
1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒
𝑟𝑛
(︀
𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦)·[𝑢 (𝑦)]𝑚

)︀⃒⃒
→0 при 𝑛→ ∞;

2) для ∀𝜉𝑛=(𝜉1𝑛, 𝜉2𝑛,. . ., 𝜉𝑛𝑛) ∈ 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) , згiдно умов(2), (3), враховуючи, що

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑛=𝛼=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, на основi теореми Арцела послiдовнiсть
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𝑤𝑛 (𝑥)=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛)·[𝜉𝑗𝑛]𝑚 − 𝑓 (𝑥) компактна в 𝐶 [0, 1] i 𝑝𝑛𝑤𝑛 (𝑥)=𝑇 𝑛𝜉𝑛.

Аналогiчно покажемо [4], що послiдовнiсть операторiв 𝑇 𝑛
′
(𝑝𝑛𝑢

*) компактно
апроксимує оператор 𝑇 ′ (𝑢*) ∈ 𝐿 (𝐶 [0, 1] , 𝐶 [0, 1]). На основi компактностi сiм’ї
функцiй

{︀
𝑧𝑥 (𝑦) = 𝑚𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1}︀ отримаємо

⃦⃦⃦
𝑝𝑛𝑇 ′ (𝑢*)− 𝑇

′

𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*)
⃦⃦⃦
= max

1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑚

∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 𝑑𝑦−

−
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑚 · max

1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒
𝑟𝑛
(︀
𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1)︀⃒⃒→ 0

при 𝑛 → ∞. Послiдовнiсть 𝑤̃𝑛 (𝑢
* (𝑥)) = 𝑚

∑︀𝑛
𝑗=1 𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1 ком-

пактна в 𝐶 [0, 1] i 𝑝𝑛𝑤̃𝑛 (𝑢
* (𝑥)) = 𝑇 𝑛

′
(𝑝𝑛𝑢

*).
Покажемо, що iснує така область 𝑑(𝑟) = (0, 𝑟0), що 𝑚𝑛−𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) · 𝑟 > 0
для будь-якого 𝑟 ∈ 𝑑(𝑟). Дiйсно, перепишемо останню нерiвнiсть у виглядi
𝑁𝑛(𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) · 𝑟 − 𝑚𝑛 < 0. Функцiя 𝑓 (𝑟) = 𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) · 𝑟 − 𝑚𝑛 є зростаючою

i 𝑓 (𝑟) < 0 при 𝑟 = 0. Тодi знайдеться таке 𝑟0 ∈ (0,∞), що 𝑓 (𝑟0) = 0 i для
будь-якого 𝑟 ∈ (0, 𝑟0) = 𝑑(𝑟) буде справедлива нерiвнiсть 𝑓 (𝑟) < 0.

Мiркування при доведеннi твердження 3 аналогiчнi проведеним в [1], тому
в данiй роботi не наводяться.

Так як для довiльного 𝑟 ∈ (0, 𝑟0) виконується нерiвнiсть (30), тодi з умови
збiжностi квадратурного процесу (умова 2), можна стверджувати, що iснує таке
𝑛𝑜 (𝑟), починаючи з якого (при 𝑛 ≥ 𝑛𝑜 (𝑟)) при всiх 𝑛 система нерiвностей (34),
(35) буде сумiсною, а це означає, що для оператора 𝑇𝑛𝜉𝑛 виконуються всi умови
теореми 1, тобто система рiвнянь (5) в кулi 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) має єдиний розв’язок

𝜉
*
𝑛, до якого, починаючи з 𝜉

0

𝑛 = 𝑝𝑛𝑢
* збiгається послiдовнiсть

{︁
𝜉
𝑘

𝑛

}︁
, побудована

згiдно (9) для системи (5) та справедливi оцiнки (36), (37). З нерiвностi (37)

випливає, що
⃦⃦⃦
𝜉
*
𝑛 − 𝑝𝑛𝑢

*
⃦⃦⃦

→ 0 при 𝑛 → ∞, а це означає збiжнiсть методу

переходу вiд рiвняння (1) до системи (5). Теорема доведена.
4. Iснування i єдинiсть розв’язку рiвняння (1). Припустимо, що iснує

𝑙 точних iзольованих розв’язкiв 𝜉*1𝑛, 𝜉
*
2𝑛, . . . , 𝜉

*
𝑙𝑛 системи (5), якi при деякому

фiксованому 𝑛 ≥ 𝑛𝑜 всi вони можуть бути знайденi, наприклад за допомогою
𝜀𝑠-алгоритму [5]. За цими розв’язками, згiдно (4), можна побудувати вiдповiднi
аналiтичнi розв’язки 𝑢*1𝑛, 𝑢

*
2𝑛, . . . , 𝑢

*
𝑙𝑛. Наступна теорема дає розв’язання задачi

знаходження для кожного 𝑣, 𝑣 (𝑥) = 𝑢*𝑖𝑛 (𝑖 = 1, 𝑙) таких значень радiуса 𝑟, якi
б у кулi 𝑆 (𝑣, 𝑟) =

{︀
𝑢 ∈ Ω : ‖𝑢− 𝑣‖ ≤ 𝑟

}︀
забезпечили виконання достатнiх умов

iснування єдиного розв’язку рiвняння (1) (теорема 1).

Теорема 3. Нехай виконанi умови:

1) функцiї 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢 (𝑦)]𝑚 та 𝑓 (𝑥) належать простору 𝐶𝜒

[︀
Ω
]︀
, 𝜒 ≥ 3,

𝐶𝜒

[︀
Ω
]︀
⊂ 𝐿2 [0, 1];

2) при кожному фiксованому 𝑛 ≥ 𝑛𝑜 система рiвнянь (5) має розв’язок 𝜉
*
𝑛,

а вiдповiдний йому аналiтичний розв’язок 𝑣 = 𝑢*𝑛(𝑥) має вигляд (4).
Тодi справедливi наступнi твердження:
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1) норма нев’язки наближеного розв’язку 𝑣 iнтегрального рiвняння (1) задо-
вольняє нерiвнiсть

‖𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑟𝑛 (𝑣 (𝑦))‖ ≤ 𝑏𝑠 ·𝑄(𝑠), (38)

де 𝑏𝑠 — множник, незалежний вiд функцiї 𝐾(𝑥, 𝑦) · [𝑣(𝑦)]𝑚, свiй для кожної
квадратурної формули, а 𝑄(𝑠) задовольняє нерiвнiсть

max
0≤𝑥,𝑦≤1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑠

𝑑𝑦𝑠
[︀
𝐾(𝑥, 𝑦) · [𝑣(𝑦)]𝑚

]︀ ⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑄(𝑠); (39)

2) для будь-якого 𝑢 ∈ 𝑆 (𝑣, 𝑟) вiрнi оцiнки, обчисленi в нормi простору 𝐿2 [0, 1]

‖𝑇 ′ (𝑢)‖ ≤𝑀 +𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟 =𝑀 (𝑣, 𝑟) , (40)

де
‖𝑇 ′ (𝑢)ℎ‖ ≥ [𝑚−𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟] , ‖ℎ‖ = 𝑚 (𝑣, 𝑟) ‖ℎ‖ , (41)

а константа 𝜃 визначається iз нерiвностi{︂∫︁ 1

0

[︀
𝑣2 (𝑦)

]︀𝑚−2
𝑑𝑡

}︂ 1
2

≤ 𝜃

(︂∫︁ 1

0

𝑣2(𝑦)𝑑𝑦

)︂𝑚−2
2

;

‖𝑇 ′′ (𝑢)‖ ≤ 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) , (42)

де
𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) = 𝑚(𝑚− 1)

⃦⃦
𝐾(𝑥, 𝑦)

⃦⃦
·

·𝜃

(︃
𝑟𝑚−2 +

𝑚−3∑︁
𝑖=1

(𝑚− 1− 𝑖) . . . (𝑚− 2)

𝑖!
‖𝑣‖𝑖 𝑟𝑚−2−𝑖 + ‖𝑣‖𝑚−2

)︃
, (43)

𝑀 =

{︃
(1 +𝑚2𝑀2

1 )
1
2 , якщо 𝐾(𝑥, 𝑦) [𝑣(𝑦)]𝑚−1 ≥ 0,

(1 + 2𝑚𝑀1 +𝑚2𝑀2
1 )

1
2 , якщо 𝐾(𝑥, 𝑦) [𝑣(𝑦)]𝑚−1 < 0,

(44)

𝑚𝑛 =

{︂
|1−𝑚𝑀1| , якщо 𝐾(𝑥, 𝑦) [𝑣(𝑦)]𝑚−1 > 0, 𝑀1 ̸= 1

𝑚

1, якщо 𝐾(𝑥, 𝑦) [𝑣(𝑦)]𝑚−1 ≤ 0,
(45)

𝑀1 =
⃦⃦⃦
𝐾

2
(𝑥, 𝑦) [𝑣(𝑦)]2(𝑚−1)

⃦⃦⃦
; (46)

3) скалярне рiвняння 𝑚 − 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟 = 0 має принаймнi один додатнiй
розв’язок 𝑅, при кожному фiксованому 𝑛 ≥ 𝑛0;

4) iснує таке 𝑛0 ≥ 𝑛0, що при 𝑛 ≥ 𝑛0 кожному розв’язку 𝑣 рiвняння (3) буде
вiдповiдати свiй iнтервал (𝑟1, 𝑟2) ⊂ [0,∞) змiни радiуса 𝑟 кулi 𝑆 (𝑣, 𝑟).
На цьому iнтервалi буде сумiсна система нерiвностей (12), (13) в якiй
𝜂 = 𝑟𝑛 (𝑣), а функцiї 𝑚 (𝑣, 𝑟) та 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) мають вигляд (43) та (45)
вiдповiдно;

5) рiвняння (1) має у кулi 𝑆 (𝑣, 𝑟), де 𝑟 ∈ (𝑟1, 𝑟2) єдиний розв’язок 𝑢* (𝑥), що
вiдповiдає даному 𝑣 (𝑥), до якого, починаючи з 𝑢0 (𝑥) = 𝑣 (𝑥), при 𝑘 → ∞
збiгається послiдовнiсть

{︀
𝑢𝑘 (𝑥)

}︀
, побудована згiдно (9) для оператора 𝑇 ,

причому справедлива нерiвнiсть⃦⃦
𝑢* (𝑥)− 𝑢𝑘 (𝑥)

⃦⃦
≤ 𝑏𝑠 ·𝑄(𝑠)

𝑚 (𝑣, 𝑟)

[︂
1− 𝑚2 (𝑣, 𝑟)

𝑀2 (𝑣, 𝑟)
(1− 𝛾 (𝑟))

]︂𝑘/2
; (47)
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6) апостерiорна оцiнка похибки, що характеризує близькiсть розв’язкiв 𝑢* (𝑥)
та 𝑣 (𝑥) вiдповiдно рiвнянь (1) та (3) визначається нерiвнiстю

‖𝑢* (𝑥)− 𝑣 (𝑥)‖ ≤ 𝑏𝑠 ·𝑄(𝑠)

𝑚 (𝑣, 𝑟)
. (48)

Доведення. Оскiльки 𝑣 = 𝑢*𝑛 (𝑥) є точним розв’язком рiвняння (3), то
𝑇𝑛𝑣 (𝑥) = 0. Звiдси, враховуючи вигляд оператора 𝑇 i збiжнiсть квадратурного
процесу (2), застосовуючи оцiнку залишкового члена, наведену в [5], одержимо:

‖𝑇𝑣‖≤‖𝑇𝑣 − 𝑇𝑛𝑣‖+‖𝑇𝑛𝑣‖=

⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦)·[𝑣 (𝑦)]𝑚 𝑑𝑦 −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛)·[𝑣 (𝑦𝑗𝑛)]𝑚
⃦⃦⃦⃦
⃦=

= ‖𝑟𝑛 (𝑣 (𝑦))‖ ≤ 𝑏𝑠 ·𝑄(𝑠).

Доведемо, що для операторiв 𝑇 ′ (𝑢), 𝑇 ′′ (𝑢) в кулi 𝑆 (𝑣, 𝑟) виконуються оцiнки
(42)-(44). Використовуючи нерiвнiсть трикутника, формулу Лагранжа та вра-
ховуючи, що 𝑢 ∈ 𝑆 (𝑣, 𝑟), згiдно нерiвностi (44), де 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) має вигляд (45), та
оцiнки ‖𝑇 ′(𝑣)‖ ≤𝑀 , де𝑀 , визначена згiдно (46), справедливiсть яких доведена
в [2], отримаємо:

‖𝑇 ′ (𝑢)‖ ≤ ‖𝑇 ′ (𝑣)‖+ ‖𝑇 ′ (𝑢)− 𝑇 ′ (𝑣)‖ ≤

≤𝑀 +

⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝑇 ′′ (𝑣 + 𝜏 (𝑢− 𝑣)) 𝑑𝜏 · (𝑢− 𝑣)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀 +𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟 =𝑀 (‖𝑣‖ , 𝑟) .

Знайдемо значення 𝑚, для якого виконується нерiвнiсть ‖𝑇 ′ (𝑣)ℎ‖ ≥ 𝑚 ‖ℎ‖.
Нехай 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ≤ 0. Тодi

‖𝑇 ′ (𝑣)ℎ‖ =

⃦⃦⃦⃦
ℎ (𝑥)−𝑚

∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦
≥ ‖ℎ (𝑦)‖ .

Нехай 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 > 0. Вiдомо, що⃦⃦⃦⃦
ℎ (𝑥)−𝑚

∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦
≥

≥
⃒⃒⃒⃒
‖ℎ‖ −

⃦⃦⃦⃦
𝑚

∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦⃒⃒⃒⃒
≥ 𝑚 ‖ℎ‖ .

Запишемо останню нерiвнiсть у виглядi двох еквiвалентних нерiвностей:

‖ℎ‖ −𝑚
⃦⃦⃦∫︀ 1

0
𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦
≥ 𝑚 · ‖ℎ‖

‖ℎ‖ −𝑚
⃦⃦⃦∫︀ 1

0
𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦
≤ −𝑚 · ‖ℎ‖

(49)

Використовуючи формулу Кошi-Буняковського та позначення (48), будемо ма-
ти:⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦2
=

∫︁ 1

0

(︂∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

)︂2

𝑑𝑥 ≤
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≤
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾
2
(𝑥, 𝑦)·[𝑣 (𝑦)]2(𝑚−1)𝑑𝑦𝑑𝑥·‖ℎ‖2=

⃦⃦⃦
𝐾 (𝑥, 𝑦)·[𝑣 (𝑦)](𝑚−1)

⃦⃦⃦2
·‖ℎ‖2=𝑀2

1·‖ℎ‖
2. (50)

Якщо 𝑀1 <
1
𝑚
, тодi

(1−𝑚𝑀1) ‖ℎ‖ ‖ℎ‖ −𝑚

⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦
≥

≥ ‖ℎ‖ −𝑚
⃦⃦
𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1

⃦⃦
· ‖ℎ‖ = (1−𝑚𝑀1) ‖ℎ‖ ,

тобто перша з нерiвностей (49) виконується при 𝑚 = 1−𝑚𝑀1.
Розглянемо другу з нерiвностей (49), яку запишемо у виглядi

(1 +𝑚) ‖ℎ‖ ≤ 𝑚

⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦
,

та застосуємо оцiнку (50). Будемо мати: (1 +𝑚) ‖ℎ‖ ≤ 𝑚𝑀1 ‖ℎ‖, тобто друга з
нерiвностей (49) виконується при 𝑚 ≤ 𝑚𝑀1−1, якщо𝑀1 >

1
𝑚
. Звiдси випливає,

що 𝑚 = |1−𝑚𝑀1|. Тодi, згiдно нерiвностi трикутника, враховуючи що

‖𝑇 ′ (𝑣)− 𝑇 ′ (𝑢)‖ ≤
⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝑇 ′′ (𝑣 + 𝜏 (𝑢− 𝑣)) 𝑑𝜏 · (𝑢− 𝑣)

⃦⃦⃦⃦
≤

≤
∫︁ 1

0

‖𝑇 ′′ (𝑣 + 𝜏 (𝑢− 𝑣))‖ 𝑑𝜏 · ‖𝑢− 𝑣‖ ≤ 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟,

отримаємо

‖𝑇 ′ (𝑢)ℎ‖ ≥ ‖𝑇 ′ (𝑣)ℎ‖ − ‖(𝑇 ′ (𝑣)− 𝑇 ′ (𝑢))ℎ‖ ≥ 𝑚 ‖ℎ‖ − ‖𝑇 ′ (𝑣)− 𝑇 ′ (𝑢)‖ ‖ℎ‖ ≥

≥ [𝑚−𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟] ‖ℎ‖ .

Доведемо справедливiсть твердження 3. Позначимо 𝑓 (𝑟) = 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) ·𝑟−𝑚.
Враховуючи вигляд функцiї 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟), 𝑓 (𝑟) — зростаюча (при 𝑟 > 0), причому
𝑓 (𝑟) < 0 при 𝑟 = 0. Тому знайдеться таке 𝑅 > 0, що 𝑓

(︀
𝑅
)︀
= 0, тобто 𝑅 є

коренем рiвняння 𝑚−𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟 = 0.
Для доведення тверджень 4-6 вiдмiтимо, що кожному фiксованому 𝑛 ≥ 𝑛0

буде вiдповiдати своя множина розв’язкiв 𝑣 (𝑥) = 𝑢*𝑖𝑛 (𝑥), 𝑖 = 1, 𝑙. Для кожного
такого 𝑛 ≥ 𝑛0 i вiдповiдного йому розв’язку 𝑣 (𝑥) iснує свiй iнтервал сумiсностi
системи нерiвностей (12), (13). Це випливає iз збiжностi квадратурного процесу
(𝑟𝑛 (𝑣) → 0 при 𝑛 → ∞), а функцiї 𝑚 (𝑣, 𝑟) та 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) залежать вiд 𝑟. Отже,
знайдуться такi фiксованi 𝑛 ≥ 𝑛0 i вiдповiднi їм 𝑣 (𝑥), що iснує iнтервал (𝑟1, 𝑟2) i
для всiх 𝑟 ∈ (𝑟1, 𝑟2) буде виконуватися система нерiвностей (12), (13), а значення
𝑟1 та 𝑟2 визначаються шляхом розв’язання вказаної системи. Звiдси випливає,
що в кулi 𝑆 (𝑣, 𝑟), де 𝑟 ∈ (𝑟1, 𝑟2) виконанi всi умови теореми 1, що означає iсну-
вання єдиного розв’язку 𝑢* (𝑥) ∈ 𝑆 (𝑣, 𝑟) рiвняння (1), збiжнiсть послiдовностi{︀
𝑢𝑘 (𝑥)

}︀
, побудованої згiдно (9) та справедливiсть апостерiорних оцiнок (49),

(50). Теорема доведена.
5. Висновки. В данiй роботi наведено спосiб побудови аналiтичних розв’язкiв

нелiнiйного iнтегрального рiвняння зi степеневою нелiнiйнiстю та знаходження
областi єдиностi кожного розв’язку. Цими областями є замкненi кулi, центрами
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яких i є точнi чи наближенi розв’язки апроксимацiйних рiвнянь, а радiуси зна-
ходять, використовуючи достатнi умови теореми iснування i єдиностi розв’язку
та збiжностi iтерацiйного методу мiнiмальних похибок.
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Mamay L. M. About the construction of approximate isolated solutions of nonlin-
ear integral equations with power nonlinearity.

This paper is devoted to questions of the global approximate solving of nonlinear inte-
gral equations with nonlinear degree. The elements of general theory of the approximate
methods for the class of the nonlinear integral equations (NIE) with nonlinear degree were
applied. To designing sequence of approximated equations a quadrature formula was used.
Direct and return theorems were formulated and proved for this class of NIE, which reflect
interrelation between exact and sequence of approximated equations in sense of existence
of solution and their conformity.
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SOME PROPERTIES OF DIFFERENTIAL, QUASI-PRIME AND
DIFFERENTIALLY PRIME SUBSEMIMODULES

The notion of a semiring derivation is traditionally defined as an additive map satisfying
the Leibnitz rule, i. e. a map 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 is called a derivation on 𝑅 if 𝛿 (𝑎+ 𝑏) = 𝛿 (𝑎)+𝛿 (𝑏)
and 𝛿 (𝑎𝑏) = 𝛿 (𝑎) 𝑏 + 𝑎𝛿 (𝑏) for any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. The notion of a quasi-prime ideal, for
the first time, was introduced in differential commutative rings, i.e. commutative rings
considered together with a derivation, as a differential ideal maximal among those disjoint
from some multiplicatively closed subset of a ring. A subsemimodule 𝑃 of a semimodule
𝑀 is called prime if for any ideal 𝐼 of 𝑅 and any subsemimodule 𝑁 of 𝑀 the inclusion
𝐼𝑁 ⊆ 𝑃 follows 𝑁 ⊆ 𝑃 or 𝐼 ⊆ (𝑃 : 𝑀). A differential subsemimodule 𝑃 of 𝑀 is called
a differentially prime subsemimodule if for any 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑚 ∈ 𝑀 , 𝑘 ∈ N0, 𝑟𝑚

(𝑘) ∈ 𝑃
follows 𝑟 ∈ (𝑃 : 𝑀) or 𝑚 ∈ 𝑃 .

The present paper is devoted to investigating the notions of differential subsemimo-

dule, differentially prime subsemimodule, and quasi-prime subsemimodule of a
differential semimodule (which is defined as a semimodule together with a derivation on it
related to the corresponding semiring derivation), not necessarily commutative. The objec-
tive of the article is to investigate some properties of such subsemimodules, and to show the
interrelation between quasi-prime ideals and differentially prime subsemimodule

in case of differential semimodules satisfying the ascending chain condition for differential
subsemimodules. The paper consists of two main parts. In the first part, the author inves-
tigates some properties of differential subsemimodules and the corresponding differential
ideals, and gives some examples of such subsemimodules. The second part of the paper
is devoted to considering the connection existing between quasi-prime subsemimodules

and differentially prime subsemimodules. It is established that a differential sub-
semimodule 𝑁 of 𝑀 is differentially prime if and only if 𝑁 is a quasi-prime subsemimodule
for a differential semimodule 𝑀 satisfying the ascending chain condition for differential
subsemimodules.

Keywords: semimodule derivation, semiring derivation, differential semimodule, differ-
ential semiring, differential ideal, differential subsemimodule, differentially prime subsemi-
module, quasi-prime subsemimodule.

1. Introduction. The notion of a derivation for semirings is de�ned in [1] as
an additive map satisfying the Leibnitz rule. Recently in [2], [3], [4] the authors
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investigated di�erent properties of semiring derivations, di�erential semirings, i.e.
semirings considered together with a derivation, and di�erential ideals of such rings.
Prime subsemimodules of semimodules over semirings were introduced and studied
in [5]. Di�erentially prime ideals were introduced in [6] for di�erential, not necessar-
ily commutative, rings. Di�erentially prime submodules of modules over associative
rings were studied in [7], [8]. Quasi-prime ideals of di�erential rings were introduced
and studied in [9], [10], its generalizations to di�erential modules, semirings and
semimodules were studied by di�erent authors, e.g. [3], [4].

Due to the development of semiring and semimodule theory recently, the need
of studying the properties of di�erential semirings, di�erential semimodules, semir-
ing ideals and subsemimodules de�ned by similar conditions arose. The objective
of this paper is to introduce and investigate di�erential semimodules over di�eren-
tial semirings. We extend some basic results on di�erential modules to di�erential
semimodules over di�erential semirings.

2. Preliminaries. For the sake of completeness some de�nitions and properties
used in the paper will be given here. For more information see [1], [5]. Throughout
the paper N denotes the set of positive integers and N0 = N

⋃︀
{0} the set of non-

negative integers.
A semiring is a non-empty set 𝑅 equipped with two associative binary opera-

tions called addition (denoted by +) and multiplication (denoted by ·), such that
multiplication distributes over addition from either side. A semiring which is not a
ring is called a proper semiring. A semiring (𝑅,+, ·) is said to be commutative if ·
is commutative on 𝑅.

Zero 0𝑅 ∈ 𝑅 is called (multiplicatively) absorbing if 𝑎 · 0𝑅 = 0𝑅 · 𝑎 = 0 for all
𝑎 ∈ 𝑅. An element 1𝑅 ∈ 𝑅 is called identity if 𝑎 · 1𝑅 = 1𝑅 · 𝑎 = 𝑎 for all 𝑎 ∈ 𝑅.
Suppose 1𝑅 ̸= 0𝑅.

A subset 𝑆 of 𝑅 closed under addition and multiplication is called a subsemiring
of 𝑅. A semifield is a semiring in which non-zero elements form a group under
multiplication.

The center of a semiring 𝑅 is a set 𝑍(𝑅) = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑠 = 𝑠𝑟 ∀𝑠 ∈ 𝑅}. It is
a subsemiring of 𝑅. Since 0 ∈ 𝑍(𝑅), 𝑍(𝑅) ̸= ∅. An element 𝑟 ∈ 𝑍(𝑅) is called
central. A semiring 𝑅 is commutative if 𝑍(𝑅) = 𝑅.

A left ideal of a semiring 𝑅 is a nonempty set 𝐼 ̸= 𝑅 which is closed under +
and satisfying the following conditions 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 for all 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑟 ∈ 𝑅. Similarly we can
de�ne right ideal and two-sided ideal of a semiring.

An ideal 𝐼 of a semiring 𝑅 is called subtractive (or k-ideal) if 𝑎 ∈ 𝐼 and 𝑎+ 𝑏 ∈ 𝐼
follow 𝑏 ∈ 𝐼.

Let 𝑅 be a semiring with 1𝑅 ̸= 0𝑅. A left semimodule over a semiring 𝑅 (or
𝑅-semimodule) is a nonempty set𝑀 together with two operations +: 𝑀 ×𝑀 →𝑀
and · : 𝑅×𝑀 →𝑀 such that (𝑀,+) is a commutative monoid with 0𝑀 , (𝑀, ·) is a
semigroup, (𝑟+𝑠)𝑚 = 𝑟𝑚+𝑠𝑚 for all 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅, 𝑚 ∈𝑀 , 𝑟(𝑚1+𝑚2) = 𝑟𝑚1+𝑟𝑚2 for
all 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑚1,𝑚2 ∈𝑀 , 0𝑅 ·𝑚 = 𝑟 ·0𝑀 = 0𝑀 for all 𝑟 ∈ 𝑅 and𝑚 ∈𝑀 , 1𝑅 ·𝑚 = 𝑚 for
all 𝑚 ∈𝑀 . An 𝑅-subsemimodule 𝑀 is called a semivector space if 𝑅 is a semi�eld.
A subset 𝑁 of an 𝑅-semimodule 𝑀 is called a subsemimodule of 𝑀 if 𝑁 itself is a
semimodule with respect to the operations for 𝑀 , i. e. if 𝑚 + 𝑛 ∈ 𝑁 and 𝑟𝑚 ∈ 𝑁
for any 𝑚,𝑛 ∈ 𝑁 , and 𝑟 ∈ 𝑅 . A subsemimodule 𝑁 of an 𝑅-semimodule𝑀 is called
subtractive or k-subsemimodule if 𝑚1 ∈ 𝑁 and 𝑚1 + 𝑚2 ∈ 𝑁 follow 𝑚2 ∈ 𝑁 . So
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{0𝑀} is a subtractive subsemimodule of 𝑀 .
3. Differential semimodules and subsemimodules. Let 𝑅 be a semiring.

A map 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 is called a derivation on 𝑅 [1] if 𝛿 (𝑎+ 𝑏) = 𝛿 (𝑎) + 𝛿 (𝑏) and
𝛿 (𝑎𝑏) = 𝛿 (𝑎) 𝑏+ 𝑎𝛿 (𝑏) for any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. A semiring 𝑅 equipped with a derivation 𝛿
is called a differential semiring with respect to the derivation 𝛿 (or 𝛿-semiring), and
denoted by (𝑅, 𝛿) [2]. A derivation of a semiring 𝑅 is called trivial if it sends all 𝑎 in
𝑅 to 0𝑅. A semiring is called differentially trivial if it has no non-trivial derivation.

Let 𝑀 be a left semimodule over the semiring 𝑅. A map 𝑑 : 𝑀 →𝑀 is called a
derivation of the semimodule 𝑀 , associated with the semiring derivation 𝛿 : 𝑅 → 𝑅
(or a 𝛿-derivation) if the following conditions hold:
1) 𝑑 (𝑚+ 𝑛) = 𝑑 (𝑚) + 𝑑 (𝑛) for any 𝑚,𝑛 ∈𝑀 ;
2) 𝑑 (𝑟𝑚) = 𝛿 (𝑟)𝑚+ 𝑟𝑑 (𝑚) for any 𝑚 ∈𝑀 , 𝑟 ∈ 𝑅.
Since the semiring N0 is di�erentially trivial, any derivation of N0-semimodule is

a semimodule homomorphism. In a N0-semimodule any semimodule homomorphism
is a semimodule derivation associated with the trivial derivation on N0.

The same is true for a semimodule over the di�erentially trivial semiring Q+.
A left 𝑅-semimodule 𝑀 together with a derivation 𝑑 : 𝑀 →𝑀 is called a differ-

ential semimodule (or 𝑑-𝛿-semimodule) and denoted by (𝑀,𝑑).
Zero semimodule (0𝑀) is a di�erential semimodule over any di�erential semiring

under any semimodule derivation. Any semiring can be considered as a di�erential
N0-semimodule under derivation associated with the trivial derivation on N0. Here
any semimodule homomorphism is a semimodule derivation. Any di�erential left
ideal of the di�erential semiring 𝑅 is a left di�erential semimodule over 𝑅. Any
di�erential semiring is a left (right) di�erential semimodule over itself. Any dif-
ferential module over a di�erential ring 𝑅 is a di�erential semimodule over 𝑅 as a
di�erential semiring. Any di�erential semivector space over a di�erential semi�eld
𝐹 is a di�erential semimodule over a di�erential semiring 𝐹 . If 𝑅 is a semiring and
𝐴 ̸= ∅ is any set then the set 𝑅𝐴 of all di�erentiable functions from 𝐴 to 𝑅 is a left
di�erential 𝑅-semimodule, where the addition and scalar multiplications is de�ned
elementwise and the derivation is de�ned in the ordinary way.

Proposition 1. Let (𝑅, 𝛿) be a differential semiring and let {(𝑀𝑖, 𝑑𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} be a
family of left differential semimodules over 𝑅, where all the semimodule derivations
𝑑𝑖 : 𝑀𝑖 →𝑀𝑖 are associated with the semiring derivation 𝛿.

A direct product
∏︀

𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 is a left differential 𝑅-semimodule.

Proof. As shown in [1],
∏︀

𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 has a structure of a left 𝑅-semimodule under
componentwise addition and scalar multiplication.

De�ne a map 𝑑 :
∏︀

𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 →
∏︀

𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 by the rule 𝑑 : ((𝑚𝑖)) ↦→ (𝑑𝑖 (𝑚𝑖)) . It is easy
so see that 𝑑 is additive. Now consider 𝑑 (𝑟 · (𝑚𝑖))=(𝑑𝑖 (𝑟𝑚𝑖))=(𝛿 (𝑟)𝑚𝑖+𝑟𝑑𝑖 (𝑚𝑖))=
=𝛿 (𝑟) (𝑚𝑖)+𝑟 (𝑑𝑖 (𝑚𝑖))=𝛿 (𝑟) (𝑚𝑖)+𝑟·𝑑 (𝑚𝑖) . Hence𝑀 is a di�erential 𝛿-semimodule
over 𝑅.

If not stated otherwise, in what follows let (𝑅, 𝛿) be a di�erential semiring, (𝑀,𝑑)
be a left di�erential semimodule over 𝑅.

A subsemimodule 𝑁 of the 𝑅-semimodule 𝑀 is called differential if 𝑑 (𝑚) ∈ 𝑁
whenever 𝑚 ∈ 𝑁 . Any di�erential semimodule has two trivial di�erential subsemi-
modules: {0𝑀} and itself.

An element 𝑚 ∈ 𝑀 is called additively idempotent if 𝑚 + 𝑚 = 𝑚. Denote by
𝐼+(𝑀) the set of all additively idempotent elements of 𝑀 . A semimodule 𝑀 is
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called additively idempotent if every element of 𝑀 is additively idempotent, i. e.
𝐼+(𝑀) =𝑀 . It is easy to see that every semimodule over an additively idempotent
semiring is additively idempotent.

Proposition 2. The set 𝐼+(𝑀) of all additively idempotent elements of 𝑀 is a
differential subsemimodule of 𝑀 .

Proof. Straightforward.
According to [1], the zeroid of 𝑀 is de�ned to be 𝑍(𝑀) = {𝑚 ∈𝑀 |𝑚+ 𝑥 = 𝑥

for some 𝑥 ∈ 𝑀}. 𝑍(𝑀) is a subtractive subsemimodule of 𝑀 containing 𝐼+(𝑀).
Moreover 𝑍(𝑅)𝑀 ⊆𝑀 .

Proposition 3. 𝑍(𝑀) is a differential subsemimodule of 𝑀 .

Proof. Straightforward.

Proposition 4. Let {𝑁𝛼}𝛼∈𝐴 be a family of subsemimodules of 𝑀 .

1) An intersection
⋂︀

𝛼∈𝐴𝑁𝛼 of any family of differential (subtractive) subsemimod-
ules of 𝑀 is a differential (subtractive) subsemimodules of 𝑀 .

2) A sum
∑︀

𝛼∈𝐴𝑁𝛼 of any family of differential subsemimodules of the differential
semimodule 𝑀 is a differential subsemimodules of 𝑀 .

Proof. Straightforward.

Proposition 5. If 𝐼 is a left differential ideal of 𝑅 and 𝑁 is a differential
𝑅-subsemimodule of 𝑀 , then set 𝐼𝑁 consisting of all finite sums of elements 𝑟𝑖𝑚𝑖

with 𝑟𝑖 ∈ 𝑅 and 𝑚𝑖 ∈𝑀 , is a differential 𝑅-subsemimodule of 𝑀 .

Proof. Suppose 𝑥 ∈ 𝐼𝑁 . Then 𝑥 =
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑟𝑖𝑚𝑖 for some 𝑚𝑖 ∈ 𝑁 , 𝑟𝑖 ∈ 𝐼,
𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}, 𝑘 ∈ N0. We have that

𝑑 (𝑥) =
𝑘∑︁

𝑖=1

(𝛿 (𝑟𝑖)𝑚𝑖 + 𝑟𝑖𝑑 (𝑚𝑖)) =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝛿 (𝑟𝑖)𝑚𝑖 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑟𝑖𝑑 (𝑚𝑖) .

Since 𝐼 and 𝑁 are di�erential, then 𝛿 (𝑟𝑖) ∈ 𝐼 and 𝑑 (𝑚𝑖) ∈ 𝑁 for all 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}.
Hence 𝑑 (𝑥) ∈ 𝐼𝑁 .

Corollary 1. If 𝐼 is a left differential ideal of the differential semiring 𝑅, then
the set 𝐼𝑀 is a differential subsemimodule of the left differential 𝑅-semimodule 𝑀 .

Proposition 6. If 𝐼 is a differential ideal of 𝑅 and 𝑁 is a differential subtractive
subsemimodule of 𝑀 , then the residual (𝑁 : 𝐼) = {𝑚 ∈𝑀 |𝐼𝑚 ⊆ 𝑁} is a differential
subtractive 𝑅-subsemimodule of 𝑀 .

Proof. It is easy to prove that (𝑁 : 𝐼) is a subtractive subsemimodule of 𝑀 .
Let 𝑥, 𝑥 + 𝑦 ∈ (𝑁 : 𝐼). Then for every 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑎𝑥 ∈ 𝑁 and 𝑎(𝑥 + 𝑦) ∈ 𝑁 . By
subtractiveness of 𝑁 the latter implies 𝑎𝑦 ∈ 𝑁 . So 𝑦 ∈ (𝑁 : 𝐼).

Let 𝑚 ∈ (𝑁 : 𝐼). Then 𝑎𝑚 ∈ 𝑁 for every 𝑎 ∈ 𝐼. Since 𝑁 is di�erential
𝑑 (𝑎𝑚) = 𝛿 (𝑎)𝑚+ 𝑎𝑑 (𝑚) ∈ 𝑁 . The di�erentiality of 𝐼 follows 𝛿 (𝑎)𝑚 ∈ 𝑁 . Given
𝑁 is subtractive subsemimodule, we have 𝑎𝑑 (𝑚) ∈ 𝑁 . Hence 𝑑 (𝑚) ∈ (𝑁 : 𝐼).

Corollary 2. (0 : 𝐼) = {𝑚 ∈ 𝑀 |𝐼𝑚 = {0𝑀}} is a differential subtractive
subsemimodule of 𝑀 .
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Proposition 7. If 𝑁 is a differential subtractive subsemimodule of 𝑀 and 𝑋 is
a non-empty differentially closed subset of 𝑀 , then (𝑁 : 𝑋) = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑋 ⊆ 𝑁} is
a differential subtractive left ideal of 𝑅.

Proof. The residual (𝑁 : 𝑋) is a subtractive left ideal of 𝑅 by [1], Proposition
14.24. Let 𝑟 ∈ (𝑁 : 𝑋). Then 𝑑 (𝑟𝑥) = 𝛿 (𝑟)𝑥 + 𝑟𝑑 (𝑥) ∈ 𝑁 for every 𝑥 ∈ 𝑋. Since
𝑋 is di�erentially closed, 𝑟𝑑 (𝑥) ∈ 𝑁 . Given 𝑁 is a subtractive subsemimodule,
𝛿 (𝑟) ∈ (𝑁 : 𝑋).

Corollary 3. Let 𝑁 , 𝐾 be differential subtractive subsemimodules of the dif-
ferential left 𝑅-semimodule 𝑀 . Then (𝑁 : 𝐾), (𝑁 :𝑀), (0 :𝑀) are differential
subtractive left ideals of 𝑅.

An annihilator of an 𝑅-semimodule𝑀 is a set 𝐴𝑛𝑛 (𝑀) = (0 :𝑀). An annihila-
tor of the element 𝑚 ∈𝑀 is a set 𝐴𝑛𝑛 (𝑚) = (0 : 𝑅𝑚) = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑚 = 0} . In [5] it is
shown that 𝐴𝑛𝑛 (𝑀) = (0 :𝑀), (𝑁 : 𝑚) = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑚 ∈ 𝑁} and 𝐴𝑛𝑛 (𝑚) = (0 : 𝑚)
are subtractive ideals of 𝑅, where 𝑅 is a commutative semiring. For a di�erential
semimodule 𝑀 𝐴𝑛𝑛 (𝑀) is always a di�erential ideal, however 𝐴𝑛𝑛(𝑚) is generally
not. So we de�ne a di�erential analogue of the annihilator of an element 𝑚 ∈𝑀 .

For an element 𝑚 ∈ 𝑀 denote by 𝑚(0) = 𝑚, 𝑚′ = 𝑑 (𝑚), 𝑚′′ = 𝑑 (𝑚′), 𝑚(𝑛) =
𝑑
(︀
𝑚(𝑛−1)

)︀
, 𝑛 ∈ N0. Moreover, let 𝑚(∞) = {𝑚(𝑛)|𝑛 ∈ N0}. It is easy to see that the

set 𝑚(∞) is di�erentially closed. A differential annihilator of the element 𝑚 ∈𝑀 is
the set 𝐴𝑛𝑛𝑑 (𝑚) =

(︀
0 : 𝑚(∞)

)︀
= {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑚(∞) = 0𝑀}. By Proposition 7 we have

the following corollary

Corollary 4. If 𝑁 is a differential subtractive subsemimodule of 𝑀 , then for
any 𝑚 ∈ 𝑀 the set (𝑁 : 𝑚(∞)) = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑚(∞) ⊆ 𝑁} is a differential subtractive
left ideal of 𝑅.

Corollary 5. If 𝑚 ∈𝑀 then 𝐴𝑛𝑛𝑑 (𝑚) =
(︀
0 : 𝑚(∞)

)︀
is a differential subtractive

left ideal of 𝑅. Moreover, 𝐴𝑛𝑛𝑑(𝑚) ⊆ 𝐴𝑛𝑛(𝑚).

Proposition 8. Let 𝑇 be a non-empty subset of 𝑀 . An intersection of all differ-
ential subtractive subsemimodules of the differential 𝑅-semimodule𝑀 containing the
set 𝑇 is a differential subtractive subsemimodule of 𝑀 . It is the smallest differential
subsemimodule of 𝑀 containing 𝑇 .

Proof. It is obvious that
⋂︀

𝑇⊆𝑁 𝑁 is a subsemimodule of 𝑀 . Clearly it is sub-
tractive. Let 𝑚 ∈

⋂︀
𝑇⊆𝑁 𝑁 . Then 𝑚 is contained in any subsemimodule containing

𝑇 . Therefore, 𝑑 (𝑚) ∈
⋂︀

𝑇⊆𝑁 𝑁 .
Denote by (𝑇 ) =

⋂︀
𝑇⊆𝑁 𝑁 the subsemimodule generated by the set 𝑇 . A sub-

semimodule (𝑇 ) is called finitely generated if the set 𝑇 is �nite.
Denote [𝑇 ] =

⋂︀
𝑇⊆𝑁 𝑁 and call it the subsemimodule differentially generated by

the set 𝑇 .

Proposition 9. A differential subsemimodule [𝑇 ] is generated by the set⋂︀
𝑘∈N0

𝑑(𝑘) (𝑇 ) as an 𝑅-subsemimodule.

Proof. Straightforward.
Example. For an N0-subsemimodule N0 [𝑥] under the ordinary derivation 𝛿=

𝑑
𝑑𝑥
,

where 𝛿 (𝑥) = 1, consider a di�erential subsemimodule 𝑁 = [𝑥2]. By Proposition 8,
𝑁 = [𝑥2] = (𝑥2, 2𝑥, 2) = (𝑥2, 2).
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According to [1], a map 𝑓 : 𝑀1 →𝑀2 is called a homomorphism of𝑅-semimodules
if 𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥)+ 𝑓(𝑦) and 𝑓(𝑟𝑥) = 𝑟𝑓(𝑥) for all 𝑥, 𝑦 ∈𝑀 and 𝑟 ∈ 𝑅. The kernel
of 𝑓 is de�ned to be the set 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {𝑚 ∈𝑀 |𝑓(𝑚) = 0𝑀2}, and the image of 𝑓 is
the set 𝐼𝑚(𝑓) = {𝑓(𝑚) ∈ 𝑀2|𝑚 ∈ 𝑀1}. 𝐾𝑒𝑟(𝑓) is a subtractive subsemimodule of
𝑀1 and 𝐼𝑚(𝑓) is a subsemimodule of 𝑀2.

Let (𝑅, 𝛿) be a di�erential semiring. Let (𝑀1, 𝑑), (𝑀1, 𝑑) be left di�erential
semimodules over 𝑅. A homomorphism of di�erential 𝑅-semimodules 𝑓 : 𝑀1 →𝑀2

is called a differential 𝑅-homomorphism if 𝑓 (𝑑 (𝑚)) = 𝑑 (𝑓 (𝑚)) for all 𝑚 ∈𝑀1.

Proposition 10. Let (𝑅, 𝛿) be a differential semiring, (𝑀1, 𝑑) and (𝑀2, 𝑑) be dif-
ferential semimodules over 𝑅, and 𝑓 : 𝑀1 →𝑀2 be a differential 𝑅-homomorphism.
Then
1) 𝐾𝑒𝑟𝑓 is a differential subtractive subsemimodule of 𝑀1;
2) 𝐼𝑚𝑓 is a differential subsemimodule of 𝑀2;
3) If 𝑁 is a differential subsemimodule of 𝑀1, then 𝑁 𝑒 is a differential subsemi-

module of 𝑀2;
4) If 𝑁 is a differential subtractive ideal of 𝑀2, then 𝑁

𝑐 is a differential subtractive
ideal of 𝑀1.

Proof. Straightforward.

Corollary 6. Let 𝑀1 and 𝑀2 be differential semimodules. If 𝑓 : 𝑀1 → 𝑀2 is
a differential semimodule homomorphism and 𝑁 is a prime differential subtractive
subsemimodule of𝑀2, then 𝑓

−1(𝑁) is a prime differential subtractive subsemimodule
of 𝑀1.

As a consequence we obtain the following

Theorem 1. Let 𝑀1 and 𝑀2 be differential semirings, and let 𝑓 : 𝑀1 → 𝑀2 be
a differential semiring homomorphism. Then 𝑓 induces a differential isomorphism
𝑓 : 𝑀1/𝐾𝑒𝑟𝑓 → 𝐼𝑚𝑓 for which 𝑓(𝑚+𝐾𝑒𝑟𝑓) = 𝑓(𝑚) for all 𝑚 ∈𝑀1.

4. Quasi-prime and differentially prime subsemimodules. In what
follows semirings are considered to be commutative.

A di�erential subsemimodule 𝑁 of the left di�erential semimodule 𝑀 is called
quasi-prime if it is maximal di�erential subsemimodule of 𝑀 disjoint from some
𝑆-closed subset of 𝑀 . A di�erential subsemimodule 𝑃 of 𝑀 is called differentially
prime if for any 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑚 ∈𝑀 , 𝑘 ∈ N0, 𝑟𝑚

(𝑘) ∈ 𝑃 follows 𝑟 ∈ (𝑃 :𝑀) or 𝑚 ∈ 𝑃 .

Proposition 11. If 𝑃 is a differentially prime subtractive subsemimodule of 𝑀 ,
then (𝑃 :𝑀) is a differentially prime subtractive ideal of 𝑅.

Proof. (𝑃 :𝑀) is subtractive [4]. Let 𝑃 be di�erentially prime subsemimodule
of 𝑀 , and let 𝑎(𝑘)𝑏(𝑙) ∈ (𝑃 : 𝑀) for some 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑘, 𝑙 ∈ N0. Then 𝑎(𝑘)𝑏(𝑙)𝑚 ∈ 𝑃
for all 𝑚 ∈ 𝑀 . Therefore, 𝑎(𝑘)(𝑏(𝑙)𝑚) = 𝑎(𝑘)(𝑏𝑚)(𝑠) ∈ 𝑃 follows 𝑎 ∈ (𝑃 : 𝑀) or
𝑏𝑚 ∈𝑀 , by di�erential primeness of 𝑃 . Hence, 𝑏 ∈ (𝑃 :𝑀).

Theorem 2. Let 𝑀 be a differential semimodule satisfying the ascending chain
condition for differential subsemimodules. A differential subsemimodule 𝑁 of 𝑀 is
differentially prime if and only if 𝑁 is a quasi-prime subsemimodule.

Proof. Let 𝑁 be a quasi-prime subsemimodule of 𝑀 . Suppose there exist
𝑟 ∈ 𝑅, 𝑚 ∈ 𝑀 such that [𝑟] · [𝑚] ⊆ 𝑁 , 𝑟 ∈ 𝑅 ∖ (𝑁 : 𝑀) and 𝑚 ∈ 𝑀 ∖ 𝑁 . It
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is clear that 𝑁 ⊂ 𝑁 + [𝑚] and (𝑁 : 𝑀) ⊂ (𝑁 : 𝑀) + [𝑟] and (𝑁 : 𝑀) + [𝑟] is a
di�erential ideal of 𝑅, 𝑁+[𝑚] is a di�erential submodule of𝑀 . Since𝑁 is a maximal
di�erential submodule satisfying 𝑁 ∩𝑋 = ∅ for some 𝑆-closed subset 𝑋 of 𝑀 , for
the di�erential ideal (𝑁 : 𝑀) + [𝑟] and the di�erential subsemimodule 𝑁 + [𝑚] we
have that ((𝑁 : 𝑃 ) + [𝑟]) ∩ 𝑆 ̸= ∅ and (𝑁 + [𝑚]) ∩𝑋 ̸= ∅. Then 𝑠 ∈ (𝑁 :𝑀) + [𝑟]
and 𝑥 ∈ 𝑁 + [𝑚] for 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑥 ∈ 𝑋. Therefore, 𝑠𝑥(𝑛) ∈ 𝑋 for some 𝑛 ∈ N0,
because 𝑋 is an 𝑆-closed subset of 𝑀 . Then 𝑠𝑥(𝑛)∈ ((𝑁 :𝑀) + [𝑟]) · (𝑁 + [𝑚]) =
= (𝑁 :𝑀)𝑁+(𝑁 :𝑀)·[𝑚]+[𝑟]·𝑁+[𝑟]·[𝑚] ⊆ 𝑁 . It follows that 𝑠𝑥(𝑛) ∈ 𝑋

⋂︀
𝑁 ̸= ∅,

which contradicts to the fact that 𝑋 is disjoint from 𝑁 . Hence, 𝑁 is di�erentially
prime.

If 𝑁 is a di�erentially prime subsemimodule of 𝑀 , then 𝑋 = 𝑀∖𝑁 is a 𝑆𝑑𝑚-
system for some 𝑑𝑚-system 𝑆 of 𝑅. Since 𝑁 is maximal di�erential subsemimodule
not meeting 𝑋 =𝑀∖𝑁 , then it is quasi-prime.

5. Conclusions. In this article we study di�erential subsemimodules, quasi-
prime and di�erentially prime subsemimodules. Namely, we give new examples of
such subsemimodules, prove some of their properties. We also describe the interre-
lation between quasi-prime and di�erentially prime subsemimodules. The obtained
results can be used in further study of di�erential semimodules.
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Мельник I. O., Коляда Р. В., Мельник О. М. Деякi властивостi диферен-
цiальних, квазiпервинних та диференцiально-первинних пiднапiвмодулiв

Поняття диференцiювання напiвкiльця традицiйно визначають як адитивне вiд-
ображення, яке задовольняє правило Лейбнiца, тобто вiдображення 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 на-
зивають диференцiюванням напiвкiльця 𝑅, якщо 𝛿 (𝑎+ 𝑏) = 𝛿 (𝑎) + 𝛿 (𝑏) i 𝛿 (𝑎𝑏) =
𝛿 (𝑎) 𝑏 + 𝑎𝛿 (𝑏) для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Поняття квазiпервинний iдеал було вперше
введено в комутативних диференцiальних кiльцях, тобто комутативних кiльцях, якi
розглядаються разом iз заданим на них диференцiюванням, як диференцiальний iде-
ал, максимальний серед диференцiальних iдеалiв, якi не перетинаються iз деякою
мультиплiкативно-замкненою пiдмножиною кiльця. Пiднапiвмодуль 𝑃 напiвмодуля𝑀
називають первинним, якщо для будь-якого iдеалу 𝐼 напiвкiльця 𝑅 та будь-якого пiд-
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напiвмодуля 𝑁 напiвмодуля𝑀 з 𝐼𝑁 ⊆ 𝑃 випливає 𝑁 ⊆ 𝑃 або 𝐼 ⊆ (𝑃 : 𝑀). Диференцi-
альний пiднапiвмодуль 𝑃 напiвмодуля𝑀 називають диференцiально-первинний пiд-

напiвмодуль, якщо для будь-яких 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑚 ∈ 𝑀 , 𝑘 ∈ N0 з 𝑟𝑚(𝑘) ∈ 𝑃 випливає, що
𝑟 ∈ (𝑃 : 𝑀) або 𝑚 ∈ 𝑃 .

Ця стаття присвячена дослiдженню понять диференцiальний пiднапiвмодуль, ди-
ференцiально-первинний пiднапiвмодуль, квазiпервинний пiднапiвмодуль в дифе-
ренцiальних напiвмодулях (якi означаються як напiвмодулi разом iз диференцiюван-
ням, заданому на них, яке узгоджується з вiдповiдним диференцiюванням напiвкiль-
ця). Метою статтi є дослiдити деякi властивостi таких пiднапiвмодулiв, показати вза-
ємозв’язки мiж квазiпервинними пiднапiвмодулями та диференцiально-первинними

пiднапiвмодулями у випадку диференцiальних напiвмодулiв, що задовольняють умо-
ву обриву зростаючих ланцюгiв диференцiальних пiднапiвмодулiв. Стаття складає-
ться з двох основних частин. У першiй частинi автор дослiджує деякi властивостi
диференцiальних пiднапiвмодулiв та вiдоповiдних диференцiальних iдеалiв, а також
наводить деякi приклади таких пiднапiвмодулiв. У другiй частинi статтi розглядаю-
ться ланцюги зв’язки, що iснують мiж поняттями квазiпервинний пiднапiвмодуль та
диференцiально-первинний пiднапiвмодуль. Встановлено, що диференцiальний пiд-

напiвмодуль 𝑁 напiвмодуля 𝑀 є диференцiально-первинний пiднапiвмодуль тодi i
тiльки тодi, коли𝑁 є квазiпервинний пiднапiвмодуль диференцiального напiвмодуля
𝑀 , який задовольняє умову обриву зростаючих ланцюгiв диференцiальних пiднапiв-
модулiв.

Ключовi слова: диференцiювання напiвмодуля, диференцiювання напiвкiльця, ди-
ференцiальний напiвмодуль, диференцiальне напiвкiльце, диференцiальний iдеал, ди-
ференцiальний пiднапiвмодуль, диференцiально-первинний пiднапiвмодуль, квазiпер-
винний пiднапiвмодуль.
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ГОМОМОРФIЗМИ ЛIНIЙНИХ ГРУП, ЩО МIСТЯТЬ
НОРМАЛЬНI ПIДГРУПИ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ТРАНСВЕКЦIЙ

У статтi розглядаються розширенi i стандартнi описи гомоморфiзмiв груп 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆
⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 2 над асоцiативними кiльцями 𝑅 з 1.

Показано, що гомоморфiзми з умовою (*) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) � 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4
над асоцiативними кiльцями 𝑅 з 1 мають розширено стандартний опис, а при деяких
обмеженнях стандартний опис на групах 𝐺 i 𝐸 (𝑛,𝑅).

В роботi також описуються гомоморфiзми з умовою (*) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆
𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4, що вiдображають її у групу 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾), 𝑚 ≥ 2, якi є мономорфiзмами
(зокрема такими є iзоморфiзми) або 𝐸 (𝑛,𝐾) ⊆ Λ𝐸 (𝑛,𝑅) над асоцiативними кiльцями
𝑅 i 𝐾 з 1.

Показано, що такi гомоморфiзми допускають стандартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅).

Ключовi слова: асоцiативнi кiльця з 1, гомоморфiзми з умовою (*), розширенi i
стандартнi описи гомоморфiзмiв лiнiйних груп.

1. Вступ. Cтаття присвячена вивченню гомоморфiзмiв матричних груп, якi мi-
стять пiдгрупи елементарних трансвекцiй над асоцiативними кiльцями
з 1.

Вводиться поняття стандартного опису гомоморфiзмiв матричних груп над
асоцiативними кiльцями з 1. Розглядається гомоморфiзм Λ0 групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) у
групу автоморфiзмiв 𝐺𝐿 (𝑊 ) лiвого (необов’язково вiльного) K -модуля W над
довiльними асоцiативними кiльцями R i K з 1, який визначається за правилом

Λ0 (𝑥) = 𝑔−1
[︀
𝛿 (𝑥) 𝑒+ 𝜈(𝑥)−1 (1− 𝑒) + 𝑒1

]︀
𝑔, 𝑥 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) ,

де L i P – лiвi К -модулi, 𝑔 : 𝑊 → 𝐿⊕ · · · ⊕ 𝐿⏟  ⏞  
𝑛

⊕𝑃 – iзоморфiзм K -модулiв, 𝛿 –

кiльцевий гомоморфiзм i 𝜈 – кiльцевий антигомоморфiзм кiльця 𝑅𝑛, iндукова-
нi кiльцевим гомоморфiзмом 𝛿 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 i кiльцевим антигомоморфiзмом
𝜈 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 вiдповiдно в кiльце (𝐸𝑛𝑑𝐿)𝑛, 1 – одиниця i e – центральний
iдемпотент кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿, a 𝑒1 – одиниця кiльця 𝐸𝑛𝑑𝑃 , яка ортогональна з еле-
ментами кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿.

За означенням гомоморфiзм Λ :𝐺→𝐺𝐿 (𝑊) групи 𝐸(𝑛,𝑅)⊆𝐺⊆𝐺𝐿(𝑛,𝑅)
допускає стандартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅), якщо Λ збiгається з Λ0 на цiй
групi.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Будемо казати, що гомоморфiзм Λ :𝐺→𝐺𝐿(𝑊) групи 𝐸(𝑛,𝑅)⊆𝐺⊆𝐺𝐿(𝑛,𝑅)
допускає розширено стандартний опис на групi 𝐺, якщо iснує гомоморфiзм 𝛾 :
𝐺→ 𝐺𝐿 (𝑊 ) такий, що Λ (𝑔) = 𝛾 (𝑔)Λ0 (𝑔), 𝑔 ∈ 𝐺, де 𝑒 – центральний iдемпотент
кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿 i елементи групи 𝛾 (𝐺) попарно комутують з елементами групи
Λ0 (𝐺).

Якщо при цьому елементи групи 𝛾 (𝐺) попарно комутують з елементами
всiєї групи Λ (𝑔), то будемо казати, що Λ допускає стандартний опис на групi
𝐺.

У данiй статтi робиться опис гомоморфiзмiв з умовою (*) групи 𝐸 (𝑛,𝑅)�
� 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 над асоцiативними кiльцями R з 1. Показано, що вони
допускають розширено стандартний опис на групi G, а в окремих випадках
стандартний опис на групi G.

Гомоморфiзми з умовою (*) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 над
довiльними асоцiативними кiльцями R з 1 описанi в [1, 3, 4]. Вони допускають
стандартний опис на пiдгрупi 𝐸 (𝑛,𝑅).

У зв’язку з цим виникає природне запитання про дiю таких гомоморфiзмiв
на всiй групi G. У загальному випадку ця задача повнiстю не розв’язана, хоча
iснує багато окремих випадкiв для яких це можна зробити. Для вiдповiдi на по-
ставлене запитання використовуються спiввiдношення мiж елементами групи G
i елементами її пiдгрупи 𝐸 (𝑛,𝑅). У всiх вiдомих випадках у тiй або iншiй формi
використовується те, що пiдгрупа 𝐸 (𝑛,𝑅) є нормальною пiдгрупою групи G. У
данiй статтi робиться опис гомоморфiзмiв з умовою (*) пiдгруп повної лiнiйної
групи над асоцiативними кiльцями, в яких пiдгрупи елементарних трансвекцiй
є нормальними.

В роботi також описуються гомоморфiзми з умовою (*) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆
⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 у групу 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾), 𝑚 ≥ 2, якi є мономорфiзмами або образи
групи 𝐸 (𝑛,𝑅) яких мiстять пiдгрупу 𝐸 (𝑚,𝐾) над асоцiативними кiльцями 𝑅
i 𝐾 з 1.

Показано, що такi гомоморфiзми допускають стандартний опис на групi
𝐸 (𝑛,𝑅), в якому 𝑃 = 0.

2. Загальнi поняття i твердження. Нехай V i W – лiвi K-модулi, 𝑔 :
𝑊 → 𝑉 iзоморфiзм K -модулiв, 𝑉 = 𝑔𝑊 . Iзоморфiзм 𝑖𝑔 : 𝐺𝐿 (𝑊 ) → 𝐺𝐿 (𝑉 )
називається внутрiшнiм iзоморфiзмом, якщо вiн iндукується iзоморфiзмом 𝑔
за правилом 𝑖𝑔 (𝑥) = 𝑔𝑥𝑔−1, де x – довiльний елемент групи 𝐺𝐿 (𝑊 ).

Твердження 1. Iзоморфiзм 𝑔 iндукує iзоморфiзм

𝑔−1 : 𝑉 → 𝑊, 𝑖𝑔−1 : 𝐺𝐿 (𝑉 ) → 𝐺𝐿 (𝑊 )

i мають мiсце рiвностi 𝑖𝑔𝑖𝑔−1 = 1, 𝑖𝑔−1𝑖𝑔 = 1, 𝑖𝑔−1 = (𝑖𝑔)
−1.

Доведення випливає iз означення внутрiшнього iзоморфiзма.
Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, 𝑅* – група оборотних елементiв кiльця

R, 𝑅𝑛 – кiльце матриць 𝑛 × 𝑛 над R, 𝑛 ≥ 2, 𝐺𝐿 (𝑛, 𝑅) = 𝑅*
𝑛 – повна лiнiйна

(матрична) група оборотних 𝑛× 𝑛 матриць над кiльцем R.
Означення 1. Вiдображення 𝛿 кiльця R в асоцiативне кiльце 𝑅1 з 1 нази-

вається кiльцевим гомоморфiзмом, якщо 𝛿 (0) = 0,

𝛿 (𝑟1 + 𝑟2) = 𝛿 (𝑟1) + 𝛿 (𝑟2) , 𝛿 (𝑟1𝑟2) = 𝛿 (𝑟1) 𝛿 (𝑟2)

для довiльних елементiв 𝑟1, 𝑟2 кiльця R.
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Означення 2. Вiдображення 𝜈 кiльця R в асоцiативне кiльце 𝑅1 з 1 на-
зивається кiльцевим антигомоморфiзмом, якщо 𝜈 (0) = 0,

𝜈 (𝑟1 + 𝑟2) = 𝜈 (𝑟1) + 𝜈 (𝑟2) , 𝜈 (𝑟1𝑟2) = 𝜈 (𝑟1) 𝜈 (𝑟2)

для довiльних елементiв 𝑟1, 𝑟2 кiльця R.
Якщо 𝛿 : 𝑅 → 𝑅1 – кiльцевий гомоморфiзм i 𝜈 : 𝑅1 → 𝑅2 – кiльцевий

антигомоморфiзм, то 𝜈𝛿 : 𝑅 → 𝑅2 є кiльцевим антигомоморфiзмом. Аналогiчно,
якщо 𝜈 : 𝑅 → 𝑅1 – кiльцевий антигомоморфiзм i 𝛿 : 𝑅1 → 𝑅2 – кiльцевий
гомоморфiзм, то 𝛿𝜈 : 𝑅 → 𝑅2 є кiльцевим антигомоморфiзмом.

Означення 3. Нехай 𝑅0 означає кiльце R у якому задана операцiя мно-
ження за правилом 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑦𝑥, де x, y – довiльнi елементи кiльця R. Кiльце
𝑅0 називається опозитом кiльця R.

Вiдображення 𝜈0 : 𝑅 → 𝑅0, задане за правилом 𝜈0 (𝑟) = 𝑟, 𝑟 ∈ 𝑅, є кiльцевим
антигомоморфiзмом 𝑅 в 𝑅0.

Якщо 𝛿 : 𝑅 → 𝑅1 – кiльцевий гомоморфiзм, 𝜈0 : 𝑅1 → 𝑅0
1 – кiльцевий

антигомоморфiзм, то 𝜈0𝛿 : 𝑅 → 𝑅0
1 – кiльцевий антигомоморфiзм. I, навпаки.

Якщо 𝛿 : 𝑅 → 𝑅1 – кiльцевий антигомоморфiзм, 𝜈0 : 𝑅1 → 𝑅0
1 – кiльцевий

антигомоморфiзм, то 𝜈0𝛿 : 𝑅 → 𝑅0
1 – кiльцевий гомоморфiзм.

Звуження кiльцевого гомоморфiзму на мультиплiкативну групу кiльця по-
роджує груповий гомоморфiзм, а кiльцевий антигомоморфiзм породжує групо-
вий антигомоморфiзм мультиплiкативної групи кiльця.

Груповий антигомоморфiзм породжує груповий гомоморфiзм, якщо кожно-
му елементу групи поставити у вiдповiднiсть елемент, який обернений до його
антигомоморфного образу.

Кiльцевий гомоморфiзм 𝛿 :𝑅→𝑅1 iндукує кiльцевий гомоморфiзм 𝛿 :𝑅𝑛 →
→ (𝑅1)𝑛 за правилом 𝛿 (𝑟𝑖𝑗) = (𝛿𝑟𝑖𝑗), де 𝑟𝑖𝑗 ∈ 𝑅, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛.

Кiльцевий антигомоморфiзм 𝜈 : 𝑅 → 𝑅1 iндукує кiльцевий антигомомор-
фiзм 𝜈 : 𝑅𝑛 → (𝑅1)𝑛 за правилом 𝜈 (𝑟𝑖𝑗) = (𝜈𝑟𝑗𝑖) = т (𝜈𝑟𝑖𝑗), де т – означає
класичне транспонування.

Зокрема, кiльцевий гомоморфiзм 𝛿 : 𝑅 → 𝑅1 iндукує груповий гомоморфiзм
𝛿 : 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) → 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅1) за правилом 𝛿𝑔 =

(︀
𝛿𝑔
)︀
, 𝑔 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), а кiльцевий

антигомоморфiзм 𝜈 : 𝑅 → 𝑅1 груповий гомоморфiзм 𝜈 : 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) → 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅1)
за правилом 𝜈𝑔 = (𝜈𝑔)−1, 𝑔 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅).

Гомоморфiзми 𝛿 i 𝜈 прийнято називати кiльцевим i контраградiєнтним го-
моморфiзмами. Вони отримуються замiною елементiв матриць групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅)
на їх образи вiдносно гомоморфiзмiв 𝛿 i 𝜈 вiдповiдно.

Нехай 1 – одиниця, e – iдемпотент кiльця 𝑅1 i 𝑒1 – деякий iдемпотент, який
ортогональний з елементами кiльця 𝑅1. Вiдображення Λ𝑒 групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) ви-
значається за правилом

Λ𝑒 (𝑥) = 𝛿𝑥𝑒+ 𝜈𝑥−1 (1− 𝑒) + 𝑒1, 𝑥 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅)

i є гомоморфiзмом групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) у групу 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐺𝐿 (𝑛,𝑅1) , 1), якщо iдемпотент
е комутує з елементами кiлець 𝛿𝑅, 𝜈𝑅.

Гомоморфiзм Λ𝑒 прийнято називати контраградiєнтно-кiльцевим гомомор-
фiзмом.

Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1,W – лiвий (не обов’язково вiльний) K -
модуль, L та P – лiвi K -модулi, 𝑔 : 𝑊 → 𝐿⊕ · · · ⊕ 𝐿⏟  ⏞  

𝑛

⊕𝑃 – iзоморфiзм K -модулiв,
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𝛿 – кiльцевий гомоморфiзм i 𝜈 – кiльцевий антигомоморфiзм кiльця 𝑅𝑛, iндуко-
ванi кiльцевим гомоморфiзмом 𝛿 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 i кiльцевим антигомоморфiзмом
𝜈 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 вiдповiдно в кiльце (𝐸𝑛𝑑𝐿)𝑛, 1 – одиниця i e – iдемпотент кiль-
ця 𝐸𝑛𝑑𝐿, a 𝑒1 – одиниця кiльця 𝐸𝑛𝑑𝑃 , яка ортогональна з елементами кiльця
𝐸𝑛𝑑𝐿.

Вiдображення Λ0 групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) визначається за правилом

Λ0 (𝑥) = 𝑔−1
[︀
𝛿 (𝑥) 𝑒+ 𝜈(𝑥)−1 (1− 𝑒) + 𝑒1

]︀
𝑔, 𝑥 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅)

i є гомоморфiзмом групи𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) у групу 𝑔−1𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐺𝐿 (𝑛,𝐸𝑛𝑑𝐿) , 1) 𝑔 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑊 ),
якщо e комутує з елементами кiлець 𝛿𝑅, 𝜈𝑅.

Одиничний елемент i центральний iдемпотент е кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿 породжують
одиничний елемент i центральний iдемпотент 𝑒 · 1 кiльця (𝐸𝑛𝑑𝐿)𝑛, якi також
будемо позначати 1 i буквою е вiдповiдно.

Якщо 𝑃 = 0, то iдемпотент 𝑒1 вiдсутнiй. Якщо в Λ𝑒 кiльце 𝑅1 є кiльцем
𝐸𝑛𝑑𝐿, то Λ0 (𝑥) = 𝑔−1Λ𝑒 (𝑥) 𝑔, де 𝑥 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅). Таким чином Λ0 = 𝑖𝑔−1 Λ𝑒.

Позначимо через 𝑒𝑖𝑗 матрицю кiльця 𝑅𝑛, у якої на мiсцi (𝑖, 𝑗) стоїть одиниця,
а на iнших мiсцях нулi. Очевидно, що 𝑒𝑖𝑗𝑒𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝑒𝑖𝑙, де 𝛿𝑗𝑘 – символ Кронекера.
Одиничну матрицю кiльця 𝑅𝑛 будемо позначати 1 або Е.

Означення 4. Елементи 𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = 1+𝑟𝑒𝑖𝑗, де 𝑟 ∈ 𝑅, 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑒𝑖𝑗– стан-
дартна матрична одиниця, будемо називати елементарними трансвекцiями,
а дiагональнi елементи 𝑑𝑖 = 1 − 2𝑒𝑖𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, елементарними iнволюцiями,
трансвекцiї 𝑡𝑖𝑗 (1) будемо називати одиничними елементарними трансвекцiя-
ми.

Оскiльки 𝛿 i 𝜈 – кiльцевi гомоморфiзм i антигомоморфiзм вiдповiдно, то
𝛿 (1) = 1, 𝜈 (1) = 1 i вiдображення Λ0 на одиничних елементарних трансвекцiях
має вигляд

Λ0𝑡𝑖𝑗 (1) = 𝑔−1 [𝑡𝑖𝑗 (1) 𝑒+ 𝑡𝑗𝑖 (−1) (1− 𝑒) + 𝑒1] 𝑔, 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛.

Нехай 𝐸 (𝑛,𝑅) – пiдгрупа групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), яка породжена всiма елементар-
ними трансвекцiями 𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = 1 + 𝑟𝑒𝑖𝑗, 𝑟 ∈ 𝑅, 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛.

Означення 5. У довiльнiй групi G елемент [𝑔1, 𝑔2] = 𝑔1𝑔2𝑔
−1
1 𝑔−1

2 будемо на-
зивати комутатором елементiв 𝑔1, 𝑔2, а елемент [𝑔1, . . . , 𝑔𝑡] = [[𝑔1, . . . , 𝑔𝑡−1] , 𝑔𝑡]
– комутатором довжини t елементiв 𝑔1, . . . , 𝑔𝑡 групи G, де 𝑡 > 2.

Мають мiсце рiвностi 𝑑2𝑘 = 1, 𝑑𝑘𝑒𝑖𝑗𝑑
−1
𝑘 = −𝑒𝑖𝑗, якщо 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑘 ∈ {𝑖, 𝑗}. В iнших

випадках 𝑑𝑘 комутує з 𝑒𝑖𝑗. Тому [𝑑𝑘, 𝑡𝑖𝑗 (𝑟)] = 𝑡𝑖𝑗 (−2𝑟), якщо 𝑘 ∈ {𝑖, 𝑗}, 𝑟 ∈ 𝑅. В
рештi випадкiв 𝑑𝑘 комутує з 𝑡𝑖𝑗 (𝑟).

Безпосередньою перевiркою встановлюється, що має мiсце
Твердження 2. Виконуються наступнi матричнi комутаторнi формули

[𝑡𝑖𝑘 (𝑟1) , 𝑡𝑙𝑗 (𝑟2)] = 𝑡𝑖𝑗 (𝛿𝑘𝑙𝑟1𝑟2) ,

де 1 ≤ 𝑘 ̸= 𝑖, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑙 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛 – довiльнi числа, 𝛿𝑘𝑙 – символ Кронекера, 𝑟1, 𝑟2 –
довiльнi елементи кiльця R. Зокрема, [𝑡𝑖𝑘 (𝑟) , 𝑡𝑘𝑗 (1)] = 𝑡𝑖𝑗 (𝑟), [𝑡𝑖𝑘 (𝑟) , 𝑡𝑘𝑗 (1)] =
= 𝑡𝑖𝑗 (𝑟), де 1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛 – попарно рiзнi довiльнi натуральнi числа, 𝑟 ∈ 𝑅.

Нехай 𝐾0 – оппозит кiльця K. Як вiдмiчалось вище вiдображення 𝜈 : 𝐾 →
𝐾0, яке визначається за правилом 𝜈0 (𝑘) = 𝑘, є антиiзоморфiзмом кiлець K i𝐾0,
𝜈20 = 1. Антиiзоморфiзм 𝜈0 прийнято називати елементарним антиiзоморфiзмом.
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Довiльний антиiзоморфiзм 𝜈 = 𝜈0 (𝜈0𝜈) є добутком кiльцевого гомоморфiзму
𝜈0𝜈 i елементарного антиiзоморфiзму 𝜈0.

Вiдмiтимо, що кiльцевий гомоморфiзм 𝛿 : 𝑅 → 𝐾 iндукує кiльцевий гомо-
морфiзм 𝛿 : 𝑅 → 𝐾𝑒, де е – центральний iдемпотент кiльця K, який також
будемо позначати через 𝛿. Аналогiчно кiльцевi антигомоморфiзми 𝜈 : 𝑅 → 𝐾,
𝜈0 : 𝐾 → 𝐾 iндукують кiльцевi антигомоморфiзми 𝜈 : 𝑅 → 𝐾 (1− 𝑒), 𝜈0 : 𝐾 →
𝐾 (1− 𝑒), якi також будемо позначати 𝜈 i 𝜈0 вiдповiдно.

У цих позначеннях сума 𝛿 + 𝜈0𝜈 кiльцевих гомоморфiзмiв 𝛿 i 𝜈0𝜈 є кiльцевим
гомоморфiзмом i її можна позначати через 𝛿. Гомоморфiзм Λ𝑒 в такому разi
дiє за правилом

Λ𝑒𝑥 = 𝛿 (𝑥) 𝑒+ 𝜈0
(︀
𝛿 (𝑥)

)︀−1
(1− 𝑒) + 𝑒1,

де x – довiльна матриця групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), e – iдемпотент, який комутує з еле-
ментами кiльця 𝛿𝑅, а 𝑒1 – iдемпотент, який ортогональний з елементами кiльця
𝛿𝑅.

Надалi, будемо вважати, що гомоморфiзм Λ𝑒 визначений саме в такий спосiб.
Зокрема,

Λ𝑒𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = 𝑡𝑖𝑗 (𝛿𝑟) 𝑒+ 𝑡𝑗𝑖 (−𝜈0𝛿𝑟) (1− 𝑒) + 𝑒1,

де r – довiльний елемент кiльця R, e – iдемпотент, який комутує, а 𝑒1 – iдем-
потент, який ортогональний з елементами кiльця 𝛿𝑅.

Антиiзоморфiзм 𝜈0 : 𝐾 → 𝐾0 iндукує антиiзоморфiзм 𝜈0 : 𝐾𝑛 → (𝐾0)𝑛 i,
як наслiдок, антиiзоморфiзм 𝜈0 груп 𝐺𝐿 (𝑛,𝐾) i 𝐺𝐿 (𝑛,𝐾0). Останнiй прийня-
то називати елементарно-контраградiєнтним. Вiн утворюється iз нетотожнього
(єдиного) автоморфiзма графа типу 𝐴𝑛, що зберiгає кути, тобто який пару (𝑖, 𝑗)
вiдображає у пару (𝑗, 𝑖).

Аналогiчно кiльцевий гомоморфiзм 1 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛 утворюється з тотожнього
вiдображення 𝐾 → 𝐾 i тотожнього автоморфiзма графа типу 𝐴𝑛, який, зро-
зумiло, зберiгає кути графа.

Таким чином, з точнiстю до внутрiшнього iзоморфiзму i кiльцевого гомомор-
фiзму, пiд стандартними неодиничними гомоморфiзмами алгебраїчної групи ти-
пу 𝐴𝑛, розумiють пов’язанi з iдемпотентами 𝑒 i (1− 𝑒) гомоморфiзми (тотожний
i контраградiєнтний), якi iндукованi автоморфiзмами графа, що зберiгають йо-
го кути.

Нагадаємо, що систему центральних ортогональних iдемпотентiв кiльця на-
зивають повною, якщо їх сума дорiвнює одиницi.

Тому у бiльш загальнiй ситуацiї стандартними вважають тi неодиничнi го-
моморфiзми алгебраїчної групи, якi, з точнiстю до внутрiшнього iзоморфiзму
i кiльцевого гомоморфiзму, при вiдповiдних iдемпотентах повної системи цен-
тральних ортогональних iдемпотентiв утворюють гомоморфiзми алгебраїчної
групи, якi породженi автоморфiзмами графа, що зберiгають його кути.

Гомоморфiзми такого типу можна вважати стандартними навiть над до-
вiльними асоцiативними кiльцями з одиницями. У бiльш широкому розумiннi
поняття стандартних гомоморфiзмiв запропонував Ж. Тiтс [11].

Подiбним чином влаштованi гомоморфiзми груп Шевалльє над комутатив-
ними кiльцями з 1. Найбiльш iстотнi результати в цьому напрямку отриманi
Р. Стейнбергом [12], Дж. Є. Хамфрi [13], Є. Абе [14], О. I. Бунiною [15].

Нехай Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) – гомоморфiзм з умовою (*), який з точнiстю до
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iзоморфiзму визначає розклад модуля W у пряму суму n iзоморфних мiж со-
бою пiдмодулiв, якi iзоморфнi модулю L i деякого пiдмодуля, який iзоморфний
модулю P,𝑊𝑔 = 𝐿⊕ · · · ⊕ 𝐿⏟  ⏞  

𝑛

⊕𝑃 , де L береться n раз i 𝑔 : 𝑊 → 𝑊𝑔 – вiдповiдний

iзоморфiзм. Внутрiшнiй iзоморфiзм 𝑖𝑔 : 𝐺𝐿 (𝑊 ) → 𝐺𝐿 (𝑊𝑔) у цьому випадку
будемо позначати Λ𝑔.

За означенням Λ0=Λ−1
𝑔 Λ𝑒. У [1,3] доведено, що Λ𝑔Λ=Λ𝑒. Тому Λ=Λ−1

𝑔 Λ𝑒=Λ0

на групi 𝐸 (𝑛,𝑅) вiдносно кiльцевого гомоморфiзма 𝛿 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 i централь-
ного iдемпотента 𝑒 кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿.

3. Означення розширено стандартного i стандартного описiв гомо-
морфiзмiв.

Означення 6. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Будемо казати, що го-
моморфiзм Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) допускає стан-
дартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅), якщо Λ збiгається з Λ0 на цiй групi i е –
центральний iдемпотент кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿.

Означення 7. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Будемо казати, що гомо-
морфiзм Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) допускає розширено
стандартний опис на групi G, якщо iснує гомоморфiзм 𝛾 : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) та-
кий, що Λ (𝑥) = 𝛾 (𝑥)Λ0 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺, е – центральний iдемпотент кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿 i
елементи групи 𝛾 (𝐺) попарно комутують з елементами групи Λ0 (𝐺). Якщо
при цьому елементи групи 𝛾 (𝐺) попарно комутують з елементами групи
Λ (𝐺), то будемо казати, що Λ допускає стандартний опис на групi G.

Зауважимо, що якщо Λ допускає стандартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆
𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), то 𝛾 (𝐺) – комутативна група i Λ збiгається з Λ0 на групi 𝐸 (𝑛,𝑅). Це
випливає з рiвностi

Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = [Λ𝑡𝑖𝑘 (𝑟) ,Λ𝑡𝑘𝑗 (1)] =
[︀
𝛾 (𝑡𝑖𝑘 (𝑟))Λ0𝑡𝑖𝑘 (𝑟) , 𝛾 (𝑡𝑘𝑗 (1))Λ0𝑡𝑘𝑗 (1)

]︀
=

= [Λ0𝑡𝑖𝑘 (𝑟) ,Λ0𝑡𝑘𝑗 (1)] = Λ0𝑡𝑖𝑗 (𝑟) ,

де 1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛 – рiзнi числа, 𝑟 ∈ 𝑅.
Тому означення 7 стандартного опису гомоморфiзмiв на групi 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆

𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) цiлком узгоджується iз означенням 6.
4. Гомоморфiзми з умовою (*). Розглянемо гомоморфiзми з умовою (*)

пiдгруп групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 над асоцiативними кiльцями R з 1, якi мiстять
нормальну пiдгрупу 𝐸 (𝑛,𝑅). Зокрема це так, якщо R – довiльне комутативне
кiльце з 1 [16].

Означення 8. Будемо казати, що гомоморфiзм Λ задовольняє умову (*),
якщо для довiльного ненульового нiльпотентного елемента 𝑚 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝑊 , 𝑚2=0
iснують натуральнi числа 𝑠1 i 𝑠2, якi оборотнi в K i 𝐴 ∈ 𝐺 такi, що Λ𝐴=
= 1 + 𝑠1𝑚 i з рiвностi Λ𝐴 · Λ𝐵 = Λ𝐵 · Λ𝐴, 𝐵 ∈ 𝐺 випливає, що 𝐴𝑠2𝐵 = 𝐵𝐴𝑠2.

Зауважимо, що коли мова йде про нiльпотентний елемент m, то передбача-
ється, що вiн iснує. Тому гомоморфiзми з умовою (*) є неодиничними.

Iзоморфiзми задовольняють умову (*), якщо покласти 𝑠1 = 𝑠2 = 1 i скори-
статися тим, що 1 +𝑚 є оборотним елементом.

Якщо в означеннi гомоморфiзма з умовою (*) Λ𝐴 комутує iз скiнченною
кiлькiстю елементiв Λ𝐵𝑖, 𝐵𝑖 ∈ 𝐺, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡, то iснує натуральне число 𝑠2,
яке оборотне в K таке, що 𝐴𝑠2 комутує з 𝐵1, . . . , 𝐵𝑡. Аналогiчно доводиться, що
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замiсть одного елемента 𝐴 ∈ 𝐺 можна розглядати скiнченну кiлькiсть елементiв
групи G.

Вiдмiтимо, що якщо гомоморфiзм Λ0 задовольняє умову (*), то кiльця 𝛿𝑅 i
𝜈𝑅 спiвпадають з кiльцем 𝐸𝑛𝑑𝐿.

5. Гомоморфiзми з умовою (*) груп, якi мiстять нормальну пiдгру-
пу елементарних трансвекцiй.

Теорема 1. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, W – лiвий K-модуль,
𝐸 (𝑛,𝑅) � 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4, Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) – довiльний гомоморфiзм з
умовою (*). Тодi Λ допускає розширено стандартний опис на групi G.

Якщо комутант 𝐺′ = 𝐸 (𝑛,𝑅), то Λ допускає стандартний опис на групi
G.

Доведення.Нехай h – довiльний елемент групиG. За умовою група𝐸 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 3 є нормальною пiдгрупою групи G. Тому

ℎ𝑡𝑖𝑗 (𝑟)ℎ
−1 =

∏︁
𝑡𝑘𝑙 (𝑟𝑘𝑙),

де ℎ ∈ 𝐺, 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑟𝑘𝑙 ∈ 𝑅 i добуток береться по 1 ≤ 𝑘 ̸= 𝑙 ≤ 𝑛.
Як доведено в [3, 4] iснує iзоморфiзм 𝑔 : 𝑊 → 𝑊𝑔, 𝑊𝑔 = 𝐿⊕ · · · ⊕ 𝐿⏟  ⏞  

𝑛

⊕𝑃

такий, що Λ збiгається з Λ0 на пiдгрупi 𝐸 (𝑛,𝑅) групи G. Тому

ΛℎΛ𝑡𝑖𝑗 (𝑟)Λℎ
−1 = Λ

(︀
ℎ𝑡𝑖𝑗 (𝑟)ℎ

−1
)︀
=

=
∏︁

Λ𝑡𝑘𝑙 (𝑟𝑘𝑙) =
∏︁

Λ0𝑡𝑘𝑙 (𝑟𝑘𝑙) = Λ0

(︀
ℎ𝑡𝑖𝑗 (𝑟)ℎ

−1
)︀
= Λ0 (ℎ)Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟) (Λ0 (ℎ))

−1.

Тим самим доведено, що елементи 𝛾 (ℎ) = Λ0(ℎ)
−1Λ (ℎ) комутують iз елемен-

тами Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟), а елементи Λ𝑔𝛾 (ℎ) комутують iз елементами Λ𝑔Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = Λ𝑒𝑡𝑖𝑗 (𝑟)
для всiх 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛 i 𝑟 ∈ 𝑅. Зрозумiло, що 𝛾 – вiдображення групи G у групу
𝐺𝐿 (𝑊 ) i Λ (ℎ) = Λ0 (ℎ) 𝛾 (ℎ), ℎ ∈ 𝐺.

Розглянемо вiдображення 𝜒 : 𝐺→ 𝐺𝐿 (𝑊𝑔), яке задане за правилом 𝜒 (ℎ) =
Λ𝑔𝛾 (ℎ) для всiх ℎ ∈ 𝐺. Оскiльки елементи 𝜒 (ℎ) комутують iз елементами
Λ𝑔Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = Λ𝑒𝑡𝑖𝑗 (𝑟), то для всiх 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑟 ∈ 𝑅 має мiсце рiвнiсть

𝜒 (ℎ) (𝑡𝑖𝑗 (𝛿𝑟) 𝑒+ 𝑡𝑗𝑖 (−𝜈0𝛿𝑟) (1− 𝑒) + 𝑒1) =

= (𝑡𝑖𝑗 (𝛿𝑟) 𝑒+ 𝑡𝑗𝑖 (−𝜈0𝛿𝑟) (1− 𝑒) + 𝑒1)𝜒 (ℎ) .

З неї випливає, що 𝜒 (ℎ) комутує з формальними матрицями

𝑑𝑖𝑎𝑔 ((𝛿𝑟𝑒𝑖𝑗) 𝑒− (𝛿𝑟𝑒𝑗𝑖) (1− 𝑒) , 0)

для всiх 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑟 ∈ 𝑅. Тому

𝜒 (ℎ) = 𝜒1 (ℎ) 𝑒+ 𝜒2 (ℎ) (1− 𝑒) + 𝜒3 (ℎ) 𝑒1,

де 𝜒1 (ℎ) i 𝜒2 (ℎ) – формальнi скалярнi матрицi, якi комутують iз 𝛿𝑟 для всiх
𝑟 ∈ 𝑅.

Оскiльки Λ – гомоморфiзм iз умовою (*), то 𝛿𝑟 = 𝐸𝑛𝑑𝐿 i 𝜒1 (ℎ), 𝜒2 (ℎ) мiс-
тяться в центрi кiльця (𝐸𝑛𝑑𝐿)𝑛. Тому елементи 𝜒 (ℎ) попарно комутують iз
елементами

Λ𝑒 (ℎ1) = 𝛿 (ℎ1) 𝑒+ 𝜈0

(︁
𝛿 (ℎ1)

−1
)︁
(1− 𝑒) + 𝑒1

Роздiл 1: Математика i статистика
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для довiльних елементiв h i ℎ1 групи G. Отже, елементи 𝜒 (𝐺) попарно комуту-
ють iз елементами групи Λ𝑒 (𝐺), а елементи Λ𝑔−1𝜒 (𝐺) = 𝛾 (𝐺) попарно комуту-
ють iз елементами групи Λ𝑔−1Λ𝑒 (𝐺) = Λ0 (𝐺). Оскiльки Λ, Λ0 – гомоморфiзми
групи G i Λ (ℎ) = 𝛾 (ℎ)Λ0 (ℎ), ℎ ∈ 𝐺, то 𝛾 є гомоморфiзмом групи G. Тим самим
доведено, що Λ допускає розширено стандартний опис на групi G.

Зрозумiло, що в такому разi вiдображення 𝜒 : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊𝑔) є гомоморфi-
змом групи G. Тому вiдображення 𝜒3 : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑃 ) також є гомоморфiзмом
групи G. З рiвностi 𝜒3𝐸 (𝑛,𝑅) = 1 випливає, що гомоморфiзм 𝜒3 iндукує гру-
повий гомоморфiзм 𝜒3 : 𝐺/𝐸 (𝑛,𝑅) → 𝐺𝐿 (𝑃 ).

Якщо комутант 𝐺′ групи G мiститься в групi 𝐸 (𝑛,𝑅), то група 𝐺/𝐸 (𝑛,𝑅)
– комутативна. Це означає, що елементи 𝜒3 (ℎ) i 𝜒3 (ℎ1), а значить i елементи
𝜒 (ℎ) i 𝜒 (ℎ1), а також елементи 𝛾 (ℎ) i 𝛾 (ℎ1) комутують для всiх елементiв ℎ i
ℎ1 групи G.

Тим самим доведено, що 𝛾 (𝐺) – комутативна група, елементи якої попарно
комутують з елементами Λ (𝐺). Тому Λ допускає стандартний опис на групi G.

З комутаторних формул випливає
Твердження 3. Нехай G – група, яка породжена групою оборотних дiаго-

нальних матриць 𝐷 (𝑛,𝑅) i групою 𝐸 (𝑛,𝑅). Тодi комутант групи G збiгає-
ться iз групою 𝐸 (𝑛,𝑅).

Згiдно з теоремою 1 гомоморфiзми з умовою (*) групи 𝐷 (𝑛,𝑅) · 𝐸 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 4 над асоцiативними кiльцями R з 1 допускають стандартний опис на цiй
групi. Зокрема, якщо R – локальне кiльце, то група 𝐺 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 2 збiгається
iз групою 𝐷 (𝑛,𝑅) · 𝐸 (𝑛,𝑅).

Вiдмiтимо, що якщо в теоремi 1 𝑃 = 0, то Λ також допускає стандартний
опис на групi G. Адже, в цьому випадку елементи груп 𝛾 (𝐺) i Λ (𝐺) попарно
комутують мiж собою.

Означення 9.Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, 𝐺 – пiдгрупа групи 𝐺 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 2. Автоморфiзм Λ групи 𝐺 називається гомотетiєю, якщо iснує гомомор-
фiзм 𝛾 : 𝐺 → 𝜉(𝑅)* такий, що Λ (𝑔) = 𝛾 (𝑔) 𝑔 для всiх 𝑔 ∈ 𝐺, де 𝜉 (𝑅) – центр
кiльця R.

6. Автоморфiзми лiнiйних i проективних груп над комутативними
кiльцями.

Теорема 2. Нехай R – комутативне кiльце з 1, 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 3. Тодi довiльний автоморфiзм групи G є добутком стандартних авто-
морфiзмiв: внутрiшнього, кiльцевого (розширено-кiльцевого при 𝑛 = 3), кон-
траградiєнтного i гомотетiї.

Доведення. Згiдно з теоремою 1 опис автоморфiзмiв Λ групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆
𝐺⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), з точнiстю до стандартних автоморфiзмiв: внутрiшнього, розши-
рено-кiльцевого, контраградiєнтного зводиться до випадку, коли Λ|𝐸(𝑛,𝑅)=1.

Враховуючи, що 𝐸 (𝑛,𝑅) нормальна пiдгрупа групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) одержуємо,
що Λ (𝑔) 𝑒Λ (𝑔)−1 = Λ (𝑔𝑒𝑔−1) = 𝑔𝑒𝑔−1 для довiльних 𝑔 ∈ 𝐺 i 𝑒 ∈ 𝐸 (𝑛,𝑅). Отже,
елементи 𝛾 (𝑔) = 𝑔−1Λ (𝑔) комутують iз усiма елементами групи 𝐸 (𝑛,𝑅) i тому
є скалярними матрицями.

Тим самим, доведено, що Λ (𝑔) = 𝛾 (𝑔) 𝑔 для всiх 𝑔 ∈ 𝐺, де 𝛾 – гомоморфiзм
групи G у групу 𝑅*. Отже, Λ – гомотетiя.

Багато теорем про гомоморфiзми матричних груп над кiльцями мають мiсце
i у випадку проективних груп [8, 17]. Нагадаємо, що згiдно з означенням, якщо
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G –пiдгрупа групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), то 𝑃𝐺 = 𝐺/𝐺
⋂︀

𝜉𝐺𝐿(𝑛,𝑅) – проективна група, де
𝜉𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) – центр групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅). У роботi [5] доведено, що над комутативни-
ми кiльцями R i K з 1 iзоморфiзми Λ : 𝑃𝐺→ 𝑃𝐻, де 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 3, 𝐸 (𝑚,𝐾) ⊆ 𝐻 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾), 𝑚 ≥ 3 є добутком стандартних iзоморфiзмiв
(при 𝑛 = 𝑚 = 3 в розширеному сенсi).

Зокрема, якщо R – комутативне кiльце з 1 i Λ – автоморфiзм групи 𝑃𝐺,
𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 3, то Λ iндукує автоморфiзм групи 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅),
який є стандартним у розширеному сенсi i продовжується до автоморфiзму гру-
пи 𝑃𝐺. Тому, з точнiстю до стандартних автоморфiзмiв, можна вважати, що
автоморфiзм Λ є тотожним на групi 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅). Як i вище, доводиться, що Λ –
гомотетiя. Це означає, що автоморфiзм Λ з точнiстю до стандартних автомор-
фiзмiв є тотожним на групi 𝑃𝐺.

Зрозумiло, що вищенаведенi мiркування придатнi i у тих випадках, коли
𝐸 (𝑛,𝑅)�𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 2 i Λ – автоморфiзм групи 𝑃𝐺, який тотожний на
групi 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅) над довiльним асоцiативним кiльцем R з 1. Як i вище, тодi Λ –
тотожний автоморфiзм на всiй групi 𝑃𝐺. Iнформацiя про кiльця R, для яких
група 𝐸 (𝑛,𝑅) є нормальною пiдгрупою в групi 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), викладена в [10].

Однак, розраховувати на те, що з тотожностi автоморфiзму Λ групи 𝑃𝐺,
𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) на пiдгрупi 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅) випливає тотожнiсть авто-
морфiзму Λ на всiй групi 𝑃𝐺 над довiльним асоцiативним кiльцем R з 1, не
доводиться. Адже, як випливає iз роботи В.М. Герасiмова [18] iснують асоцiа-
тивнi кiльця R з 1 над якими група 𝐸 (𝑛,𝑅) не є нормальною пiдгрупою групи
𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) i iснують нетотожнi автоморфiзми групи 𝑃𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), якi тотожнi на
всiй групi 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅).

Однак, клас асоцiативних кiлець R з 1 для яких з тотожностi автоморфiзмiв
групи 𝑃𝐺, 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) на пiдгрупi 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅) випливає їхня тото-
жнiсть на всiй групi 𝑃𝐺, досить широкий. Як випливає iз робiт I. З. Голубчика
i О. В. Мiхальова [6], I. З. Голубчика [9] це вiрно, якщо R – є 𝑃𝐼-кiльцем або R
є двостороннiм порядком у регулярному в змiстi Ноймана кiльцi.

Iзоморфiзми матричних груп 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 в групу 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾), 𝑚 ≥ 2 над
асоцiативними кiльцями 𝑅 i 𝐾 з 1 описав I. З. Голубчик [9]. Виявилося, що вони
допускають стандартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅).

7. Гомоморфiзми з умовою (*) в частинних випадках. Нехай 𝑅 i 𝐾
– асоцiативнi кiльця з 1, 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4, Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾) ≡
𝐺𝐿 (𝑊 ) гомоморфiзм з умовою (*), 𝑊 – лiвий 𝐾-модуль розмiру 𝑚.

Нехай 𝐶1 – пiдгрупа групи 𝐸 (𝑛,𝑅), яка породжена одиничними елементар-
ними трансвекцiями 𝑡𝑖𝑛 (1), 1 ≤ 𝑖 < 𝑛, 𝑡𝑛𝑗 (1), 1 < 𝑗 < 𝑛, а 𝐶2 – пiдгрупа гру-
пи 𝐸 (𝑛,𝑅), яка породжена одиничними елементарними трансвекцiями 𝑡𝑖𝑛 (1),
1 < 𝑖 < 𝑛, 𝑡𝑛𝑗 (1), 1 ≤ 𝑗 < 𝑛.

Нехай С – пiдгрупа групи 𝐸 (𝑛,𝑅), яка породжена одиничними елементар-
ними трансвекцiями 𝑡𝑖𝑗 (1), 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛.

Виконується таке твердження.
Твердження 4. Централiзатори 𝐶𝐺 (𝐶1) i 𝐶𝐺 (𝐶2) збiгаються з центра-

лiзатором 𝐶𝐺 (𝐶) i складаються iз скалярних (не обов’язково попарно кому-
тативних) матриць групи 𝐺.

Доведення отримується безпосередньою перевiркою, яка випливає iз ви-
гляду централiзаторiв матричних одиниць.

Роздiл 1: Математика i статистика



ГОМОМОРФIЗМ ЛIНIЙНИХ ГРУП . . . 77

Теорема 3. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 4, 𝑊 – лiвий вiльний K-модуль, 𝑑𝑖𝑚𝑊 = 𝑚, 𝑚 ≥ 2, Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) ≡
𝐺𝐿 (𝑚,𝐾) – гомоморфiзм з умовою (*). Якщо Λ є мономорфiзмом (такими є
iзоморфiзми) або 𝐸 (𝑛,𝐾) ⊆ Λ𝐸 (𝑛,𝑅), то Λ допускає стандартний опис на
групi 𝐸 (𝑛,𝑅) в якому пiдмодуль 𝑃 = 0.

Доведення. Згiдно з роботами [3, 4] гомоморфiзми з умовою (*) мають
стандартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅). Це означає, що iснує iзоморфiзм 𝑔 : 𝑊 →
𝑊𝑔, де 𝑊𝑔 = 𝐿⊕ · · · ⊕ 𝐿⏟  ⏞  

𝑛

⊕𝑃 такий, що 𝐿 ̸= 0, 𝛿 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 – епiморфiзм i

Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = 𝑔−1 (𝑡𝑖𝑗 (𝛿𝑟) 𝑒+ 𝑡𝑗𝑖 (−𝜈0𝛿𝑟) (1− 𝑒) + 𝑒1) 𝑔,

𝑒 – центральний iдемпотент кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿, 𝑒1 – iдемпотент кiльця 𝐸𝑛𝑑𝑃 , який
ортогональний з елементами кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿.

Нехай 𝑥 – довiльний елемент iз 𝐻𝑜𝑚 (𝑃,𝐿).
Згiдно з умовою iснують натуральнi числа 𝑠1, 𝑠2, 𝑠′1, 𝑠

′
2, якi оборотнi в кiльцi

K i матрицi ℎ, ℎ′ групи G такi, що

Λℎ = 𝑔−1

⎛⎝ 𝐸 0 𝑠1𝑒𝑥
0 𝐸 0
0 0 1

⎞⎠ 𝑔 i Λℎ′ = 𝑔−1

⎛⎝ 𝐸 0 𝑠′1 (1− 𝑒)𝑥
0 𝐸 0
0 0 1

⎞⎠ 𝑔

i матрицi ℎ𝑠2 , (ℎ′)𝑠
′
2 комутують з елементами груп 𝐶1 i 𝐶2 вiдповiдно. Оскiльки

централiзатори 𝐶𝐺 (𝐶1) i 𝐶𝐺 (𝐶2) спiвпадають iз централiзатором 𝐶𝐺 (𝐶), то ℎ𝑠2 ,
(ℎ′)𝑠

′
2 комутують з одиничними елементарними трансвекцiями групи С. Тому

Λℎ𝑠2 , Λ (ℎ′)𝑠
′
2 комутують з елементами групи Λ𝐶 i 𝑠1𝑠2𝑒𝑥 = 𝑠′1𝑠

′
2 (1− 𝑒)𝑥 = 0. В

такому разi 𝑒𝑥 = (1− 𝑒)𝑥 = 0, i, як наслiдок, 𝑥 = 0, 𝐻𝑜𝑚 (𝑃,𝐿) = 0. Аналогiчно
доводиться, що 𝐻𝑜𝑚 (𝐿, 𝑃 ) = 0. Тому

𝐾𝑚 = 𝑔−1𝑑𝑖𝑎𝑔 ((𝐸𝑛𝑑𝐿)𝑛, 𝐸𝑛𝑑𝑃 ) 𝑔, 𝐸𝑚 = 𝑔−1𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐸𝑛, 1) 𝑔.

Елемент 𝑔−1𝑑𝑖𝑎𝑔 (0, 1) 𝑔 належить центру кiльця𝐾𝑚, а тому має вигляд 𝜆𝐸𝑚,
де 𝜆2 = 𝜆 – елемент центра кiльця 𝐾.

Аналогiчно елемент 𝑔−1𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐸𝑛, 0) 𝑔 також належить центру кiльця 𝐾𝑚 i
має вигляд (1− 𝜆)𝐸𝑚. Окрiм цього,

Λ𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ (1− 𝜆)𝐾𝑚 + 𝜆𝐸𝑚.

Тому трансвекцiї 𝑡𝑖𝑗 (𝜆𝐾), 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑚 комутують з елементами групи
Λ𝐸 (𝑛,𝑅).

За умовою (*) прообрази деяких степенiв елементiв 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) iснують i ко-
мутують iз скiнченною кiлькiстю елементiв групи 𝐸 (𝑛,𝑅) (наприклад, 𝑡𝑖𝑗 (1),
1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑚), а тому є скалярними матрицями. Однак, з цього не випливає,
що цi скалярнi матрицi комутують мiж собою.

Якщо ж накласти додаткову умову на Λ, з якої випливає, що деякi степенi
трансвекцiй 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) i 𝑡𝑗𝑖 (𝜆) з показниками степенiв, якi є оборотними елементами
в кiльцi 𝐾 комутують мiж собою, то 𝜆2 = 0, 𝜆 = 0 i Λ має стандартний опис, в
якому модуль 𝑃 = 0.
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Такою додатковою умовою може бути, наприклад, вимога, щоб гомоморфiзм
з умовою (*) був мономорфiзмом. Адже, тодi деякi степенi прообразiв, якi iсну-
ють завдяки умовi (*), трансвекцiй 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) i 𝑡𝑗𝑖 (𝜆), з показниками степенiв, якi
є оборотними елементами в кiльцi K, комутують з елементами групи 𝐸 (𝑛,𝑅),
а тому є центральними скалярними матрицями, якi комутують мiж собою. Це
означає, що вiдповiднi степенi трансвекцiй 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) i 𝑡𝑗𝑖 (𝜆) комутують.

Тому Λ має стандартний опис, в якому модуль 𝑃 = 0.
Якщо накласти iншу додаткову вимогу 𝐸 (𝑚,𝐾) ⊆ Λ𝐸 (𝑛,𝑅), то трансвекцiї

𝑡𝑖𝑗 (𝜆) i 𝑡𝑗𝑖 (𝜆) належать групi Λ𝐸 (𝑛,𝑅). Оскiльки кожна з трансвекцiй 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) i
𝑡𝑗𝑖 (𝜆) комутує з елементами групи Λ𝐸 (𝑛,𝑅), то вони комутують мiж собою. Це
означає, що Λ має також стандартний опис, в якому модуль 𝑃 = 0.

Твердження теореми 3 залишається правильним i в тому випадку, якщо
вимагати, щоб хоча б одна трансвекцiя 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) належала групi Λ𝐸 (𝑛,𝑅). Адже,
в такому разi трансвекцiя 𝑡𝑗𝑖 (𝜆), яка комутує з елементами групи Λ𝐸 (𝑛,𝑅),
комутує i з трансвекцiєю 𝑡𝑖𝑗 (𝜆). Тому 𝜆2 = 0, 𝜆 = 0. Як i вище Λ має стандартний
опис, в якому модуль 𝑃 = 0.

8. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй роботi
розглядаються застосування гомоморфiзмiв з умовою (*). Зокрема, розглядає-
ться питання опису гомоморфiзмiв з умовою (*) пiдгруп повної лiнiйної групи
над асоцiативними кiльцями з 1, в яких пiдгрупи елементарних трансвекцiй є
нормальними пiдгрупами, а також знаходиться вигляд гомоморфiзмiв з умовою
(*) в деяких частинних випадках. Показано, що умова нормальностi пiдгрупи
𝐸 (𝑛,𝑅) у пiдгрупах групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), якi її мiстять, дають можливiсть довести,
що гомоморфiзми з умовою (*) допускають розширено стандартний опис, а при
деяких обмеженнях стандартний опис на таких пiдгрупах.

Задача опису гомоморфiзмiв матричних груп над асоцiативними кiльцями
є актуальною, активно розвивається, має застосування в алгебраїчнiй K -теорiї,
теорiї кiлець i модулiв та теорiї зображень груп над кiльцями. В описi гомомор-
фiзмiв є чимало задач, якi потребують вирiшення. Однiєю з них є задача опису
гомоморфiзмiв з умовою (*) лiнiйних груп над асоцiативними кiльцями з 1, якi
мiстять пiдгрупу елементарних трансвекцiй, що не є в них нормальною.

Iншою задачею є описання гомоморфiзмiв лiнiйних груп над асоцiативними
кiльцями з 1, якi мiстять пiдгрупи елементарних трансвекцiй i задаються на
них одиничними гомоморфiзмами.
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Petechuk V. M., Petechuk Y. V. Homomorphisms of linear groups that contain
normal subgroups of elementary transvections.

In the article considers extended and standard descriptions of homomorphisms of groups
𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 2 over the associative rings R with 1.

It is shown that homomorphisms with condition (*) of the group 𝐸 (𝑛,𝑅) � 𝐺 ⊆
𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 over associative rings R of 1 have an extended standard description,
and at some restrictions a standard description.

The article also describes homomorphisms with condition (*) of group 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆
𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 into an group 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾), 𝑚 ≥ 2, which are monomorphisms (particular
such are isomorphisms) or 𝐸 (𝑛,𝐾) ⊆ Λ𝐸 (𝑛,𝑅) over the associative rings 𝑅 and 𝐾 with
1.

It is shown that such homomorphisms allow a standard description.

Keywords: associative rings with 1, homomorphisms with condition (*), extended and
standard descriptions of homomorphisms of linear groups.
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КРАТНОСТI ВАГ НЕЗВIДНИХ ЗОБРАЖЕНЬ АЛГЕБРИ ЛI 𝑆𝐿3

В данiй статтi для комплексної алгебри Лi 𝑠𝑙3 запропонована явна формула зна-
ходження кратностi ваги незвiдного зображення Γ𝜆, яке визначається старшою вагою
𝜆 = (𝑎, 𝑏). Множина всiх ваг Λ такого зображення утворює групове кiльце Z[Λ] з
мультиплiкативним базисом e(𝜇), 𝜇 ∈ Λ. Характер зображення Char Γ𝜆 є елементом
Z[Λ], коефiцiєнти якого i є шуканими кратностями. Головна iдея обчислень полягає у
специфiкацiї базису e(𝜇) = 𝑥𝜇1𝑦𝜇2 групового кiльця Z[𝜆]. Це дало можливiсть предста-

вити характер Char Γ𝑎,𝑏 незвiдного Γ𝑎,𝑏 зображення як многочлен Шура 𝑠𝑎,𝑏

(︂
𝑥,

𝑦

𝑥
,
1

𝑦

)︂
вiд двох змiнних 𝑥, 𝑦 . Як наслiдок ми виразити коефiцiєнти цього многочлена через
простi функцiї, якi легко обчислюються за лiнiйний час. Ключову роль в обчисленнi
зiграли знайденi явно коефiцiєнти розкладу ряду

Δ =
1

(𝑦2 − 𝑥) (1− 𝑦𝑥) (𝑦 − 𝑥2)
,

в термiнах функцiї

𝑐(𝑛, 𝑘) =

⎧⎨⎩ min(𝑛−𝑘 + 2, 𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1,

0, в iншому випадку.

Ключовi слова: алгебри Лi, незвiднi зображення, характери, кратностi, формула
Вейля, многочлени Шура.

1. Вступ. Однiєю iз важливих задач теорiї зображень класичних алгебр Лi є
знаходження кратностей ваг якi зустрiчаються у їхнiх незвiдних зображеннях.
Iснує кiлька обчислювальних формул для розв’язання цiєї задачi.Класичними
є формули Фрейденталя [1], Костанта [1], Рака [3], Климика [4]. Всi цi формули
є наслiдком вiдомої формули Вейля для характерiв, див. [5]. Теоретично, вико-
ристовуючи формулу Вейля можна обчислити кратностi довiльного незвiдного
зображення. Проте практичне використання цих формул є досить незручним,
оскiльки всi вони є рекурентними, тобто визначають лише алгоритм обчислен-
ня кратностей. Крiм того вони використовують, або сумування по групi Вейля,
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або сумування по дiаграмам Юнга, що стає обчислювально складною задачею
при зростаннi розмiрностей алгебр i їхнiх зображень. В зв’язку з цим великий
iнтерес викликають роботи, якi пропонують бiльш ефективнi алгоритми обчи-
слення кратностей. Серед таких робiт варто вiдмiтити статтю Мудi i Патери [6]
та роботи [7]- [9]. Проте в цих роботах не знайдено формул для кратностей у
замкнутому виглядi. Явнi формули кратностей деяких зображень, якi мають
старшi ваги простої структури знайдено в [10], але вони мають складний ком-
бiнаторний вигляд.

В данiй статтi для комплексної алгебри Лi 𝑠𝑙3 авторами запропонована явна
формула знаходження кратностi ваги його незвiдного зображення. Головна iдея
обчислень полягає у специфiкацiї базису групового кiльця ваг зображення, що
дало можливiсть представлення характеру зображення як многочлена Шура.
Це дозволило виразити коефiцiєнти цього многочлена через простi функцiї, якi
швидко обчислюються за лiнiйний час.

2. Ваги та характери незвiдного зображення алгебри Лi 𝑠𝑙3. Роз-
глянемо напiвпросту комплексну скiченновимiрну алгебру Лi 𝐿 з картанiвською
пiдалгеброю ℎ i нехай Λ ⊂ ℎ* – решiтка всiх цiлочисельних функцiй на ℎ, тобто
множина власних значень вiдносно дiї картанiвської пiдалгебри на всiх зобра-
женнях 𝐿. Множина Λ утворює абелеву групу i нехай Z[Λ] цiле групове кiльце
цiєї групи. Базисний елемент Z[Λ], який вiдповiдає вазi 𝜆 ∈ Λ ми позначимо
формальним символом e(𝜆). Зокрема, e(𝜆)e(𝜇) = e(𝜆 + 𝜇) для всiх 𝜆, 𝜇 ∈ Λ.
Таке окреме позначення потрiбне для того, щоб вiдрiзнити вагу 𝜆 як елемента
множини ваг Λ i вагу 𝜆 як елемента групового кiльця Z[Λ].

Нехай 𝑊 – зображення алгебри 𝐿 i Λ𝑊 множина ваг цього зображення.
Оскiльки алгебра 𝐿 напiвпроста, то векторний простiр 𝑊 розкладається в пря-
му суму вагових пiдпросторiв 𝑊 (𝜆) :

𝑊 =
∑︁
𝜆∈Λ𝑊

𝑛𝜆𝑊 (𝜆),

тут 𝑛𝜆 – кратнiсть ваги 𝜆. Формальним характером Char(𝑊 ) зображення 𝑊
скiнченновимiрної алгебри Лi 𝐿 називається сума

Char(𝑊 ) =
∑︁
𝜆∈Λ𝑊

𝑛𝜆e(𝜆).

Характер зображення 𝑊 є елементом групового кiльця Z[Λ].
Надалi ми будемо працювати iз комплексною алгеброю Лi 𝑠𝑙3, яка реалi-

зується як матрична алгебра, що породжується 3 × 3 матрицями з нульовим
слiдом. Позначимо через 𝐸𝑘,𝑖 3 × 3-матрицю, яка має одиницю в 𝑘-тому рядку
та 𝑖-му стовпчику i нуль у всiх iнших мiсцях. Тодi

ℎ = {𝑠1𝐸1,1 + 𝑠2𝐸2,2 + 𝑠3𝐸3,3 | 𝑠1 + 𝑠2 + 𝑠3 = 0, 𝑠𝑖 ∈ C},

– картанiвська пiдалгебра алгебри 𝑠𝑙3. Визначимо 𝐿𝑖 ∈ ℎ* як 𝐿𝑖(𝐸𝑗,𝑗) = 𝛿𝑖,𝑗.
Нехай 𝜑1 = 𝐿1, 𝜑2 = 𝐿1 + 𝐿2 – фундаментальнi ваги вiдносно ℎ. Додатнi коренi
мають вигляд:

𝛼1 := 𝐿1 − 𝐿2 = 2𝜑1 − 𝜑2 = (2,−1),
𝛼2 := 𝐿2 − 𝐿3 = −𝜑1 + 2𝜑2 = (−1, 2),
𝛼3 := 𝐿1 − 𝐿3 = 𝜑1 + 𝜑2 = (1, 1).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Рис. 1. Вагова дiаграма зображення Γ1,1.

Добре вiдомо, див. [5], що множина ваг довiльного незвiдного зображення
напiвпростої алгебри Лi є впорядкованою множиною i максимальнi елементи
вiдносно цього впорядкування (старшi ваги) з точнiстю до iзоморфiзму визна-
чають це зображення. Незвiдне зображення з старшою вагою 𝜆 = (𝑎, 𝑏) позна-
чимо через Γ𝜆 = Γ(𝑎,𝑏), а множину його ваг позначимо через Λ𝑎,𝑏.

Ваги з Λ(𝑎,𝑏), 𝑎 ≥ 𝑏 можна зобразити на площинi як послiдовнiсть вкладених
опуклих шестикутникiв ( трикутникiв для 𝑏 = 0), якi при 𝑎 ̸= 𝑏 вироджую-
ться у трикутник, а при 𝑎 = 𝑏 вироджуються точку, див. [11], [5]. На кожнiй
iз сторiн найбiльшого зовнiшнього шестикутника розмiщено почергово 𝑎 та 𝑏
ваг. Кратностi всiх ваг найпершого зовнiшнього шестикутника рiвнi одиницi, а
потiм кратностi поступово збiльшуються на одиницю на кожному наступному
концентричному шестикутнику. Для прикладу, якщо 𝑎 = 𝑏, то вагова дiаграма
має вигляд концентричних рiвностороннiх шестикутникiв, якi вироджуються
в точку, що вiдповiдає вазi (0, 0). Кратнiсть всiх ваг найбiльшого зовнiшнього
шестикутника, на кожнiй iз сторiн якого розмiщено рiвно 𝑎 ваг, дорiвнює 1, а
кратнiсть ваги (0, 0) рiвна 𝑎 + 1. Якщо 𝑎, або 𝑏 рiвнi нулю, то вагова дiаграма
утворює трикутник i тодi кратнiсть кожної ваги рiвна одиницi.

Всi ваги з Γ𝜆 отримуються iз старшої ваги 𝜆 вiднiмаючи вiд неї лiнiйнi ком-
бiнацiї коренiв 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 з додатними коефiцiєнтами так, щоб отриманi ваги
залишалися в шестикутнику ( чи трикутнику) вагової дiаграми. Наприклад,
для старшої ваги 𝜆 = (1, 1) маємо

𝜆− 𝛼3 = (0, 0),

𝜆− 2𝛼3 = (−1,−1),

𝜆− 𝛼1 = (−1, 2),

𝜆− 𝛼3 − 𝛼1 = (−2, 1),

𝜆− 𝛼2 = (2,−1),

𝜆− 𝛼3 = (1,−2).

Отже, Λ(1,1) = {(1, 1), (−1, 2), (1,−2), (0, 0), (−2, 1), (2,−1), (−1,−1)}, причому кра-
тностi всiх ваг рiвнi одиницi, крiм нульової ваги, для якої кратнiсть рiвна двiйцi.
Вагова дiаграма Λ(1,1) показана на Рис. 1. Аналогiчно для старшої ваги 𝜆 = (2, 1)
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Рис. 2. Вагова дiаграма зображення Γ2,1.

маємо

Λ(2,1) = {(2, 1), (3,−1), (0, 2), (1, 0), (2,−2), (−2, 3), (−1, 1), (0,−1), (1,−3),

(−3, 2), (−2, 0), (−1,−2)},

кратностi всiх ваг рiвнi 1 крiм ваг ((1, 0), (−1, 1), (0,−1), кратностi яких дорiв-
нюють 2. Вагова дiаграма для Λ(2,1) показана на Рис. 2. Зовнiшнi чорнi точки
утворюють шестикутник довжини сторiн якого рiвнi 2 i 1, тобто такi ж, як i
координати старшої ваги 𝜆 = (2, 1).

3. Обчислення кратностi ваг. Розглянемо таку спецiалiзацiю базису
групового кiльця Z[𝜆] :

e(𝜇) = 𝑥𝜇1𝑦𝜇2 ,

для 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2) i формальних змiнних 𝑥, 𝑦. В цих позначеннях характер бу-
де рацiональним виразом вiд двох змiнних 𝑥, 𝑦. Явний вигляд цього виразу в
термiнах симетричних многочленiв Шура дає формула Вейля для характерiв,
див. [11, стор. 400]. З формули Вейля випливає, що спецiалiзований характер
незвiдного зображення алгебри 𝑠𝑙3 iз старшою вагою 𝜆 = (𝑎, 𝑏) має вигляд

Char Γ𝑎,𝑏 = 𝑠𝑎,𝑏

(︂
𝑥,
𝑦

𝑥
,
1

𝑦

)︂
,

де

𝑠𝑎,𝑏(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑥1𝑎+𝑏+2 𝑥2

𝑎+𝑏+2 𝑥3
𝑎+𝑏+2

𝑥1
𝑏+1 𝑥2

𝑏+1 𝑥3
𝑏+1

1 1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑥12 𝑥2

2 𝑥3
2

𝑥1 𝑥2 𝑥3

1 1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ,

є многочленом Шура, який вiдповiдає розбиттю (𝑎, 𝑏).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Для прикладу, знаходимо, що

Char Γ1,0 = 𝑥+
𝑦

𝑥
+

1

𝑦
,

Char Γ1,1 = 2 +
𝑥2

𝑦
+ 𝑥𝑦 +

𝑥

𝑦2
+
𝑦2

𝑥
+

1

𝑥𝑦
+

𝑦

𝑥2
,

Char Γ1,2 = 𝑥𝑦2 + 𝑥2 +
𝑥3

𝑦2
+
𝑦3

𝑥
+ 2 𝑦 + 2

𝑥

𝑦
+
𝑥2

𝑦3
+
𝑦2

𝑥2
+ 2𝑥−1 + 𝑦−2 +

𝑦

𝑥3
+

1

𝑦𝑥2
.

Позначимо через 𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) кратнiсть ваги 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2) в зображеннi Γ𝑎,𝑏.
З прикладу вище, маємо для Γ1,1, що 𝑛1,1(0, 0) = 2, а всi кратностi 𝑛1,1(1, 1),

𝑛1,1(−1, 2), 𝑛1,1(1, 1), 𝑛1,−2(−2, 1), 𝑛1,1(2,−1), 𝑛1,1(−1,−1) рiвнi 1.
За означенням характеру кратнiсть 𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) дорiвнює коефiцiєнту бiля

𝑥𝜇1𝑦𝜇2 в характерi Γ𝑎,𝑏. Позначимо цей факт так

𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) = [𝑥𝜇1𝑦𝜇2 ] Char Γ𝑎,𝑏,

тут символ [𝑥𝑛𝑦𝑚]𝑓(𝑥, 𝑦) позначає коефiцiєнт бiля 𝑥𝑛𝑦𝑚 у виразi 𝑓(𝑥, 𝑦).
Домножимо характер на (𝑥𝑦)𝑎+𝑏 для того щоб уникнути негативних степенiв.

Тодi, очевидно

𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) = [𝑥𝑎+𝑏+𝜇1𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ](𝑥𝑦)𝑎+𝑏Char Γ𝑎,𝑏.

Має мiсце наступне твердження, яка отримується iз виразу для характеру пiсля
обчислення многочлену Шура:

Лема 1.

(𝑥𝑦)𝑎+𝑏Char Γ𝑎,𝑏 =

=
𝑦𝑏+1𝑥𝑎+1 − 𝑦𝑎+2 𝑏+3𝑥2 𝑎+𝑏+3 + 𝑦𝑎+1𝑥2 𝑎+2 𝑏+4 + 𝑦2 𝑎+2 𝑏+4𝑥𝑏+1 − 𝑥𝑎+2 𝑏+3 − 𝑦2 𝑎+𝑏+3

(𝑥− 𝑦2) (1− 𝑦𝑥) (𝑥2 − 𝑦)
.

Зауважимо, що всi степенi у правiй частинi, пiсля спрощень, будуть дода-
тними цiлими числами, тобто вираз (𝑥𝑦)𝑎+𝑏Char Γ𝑎,𝑏 вже буде многочленом вiд
двох змiнних над Z, а його коефiцiєнти будуть шуканими кратностями. Для
знаходження явного виразу для цих кратностей виконаємо деякi попереднi об-
числення.

Покладемо

𝑁𝑎,𝑏 := 𝑦𝑏+1𝑥𝑎+1−𝑦𝑎+2 𝑏+3𝑥2 𝑎+𝑏+3+𝑦𝑎+1𝑥2 𝑎+2 𝑏+4+𝑦2 𝑎+2 𝑏+4𝑥𝑏+1−𝑥𝑎+2 𝑏+3−𝑦2 𝑎+𝑏+3,

i

∆ =
1

(𝑦2 − 𝑥) (1− 𝑦𝑥) (𝑦 − 𝑥2)
.

Для ряду ∆ можна отримати явний вираз:

Лема 2. Коефiцiєнт бiля 𝑥𝑛 в розкладi ∆ в формальний степеневий ряд
обчислюється за формулою
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[𝑥𝑛]∆ = −
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑐(𝑛, 𝑖)𝑦𝑛−3(𝑛+2−𝑖),

де

𝑐(𝑛, 𝑘) =

⎧⎨⎩
min(𝑛−𝑘 + 2, 𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1,

0, в iншому випадку,

i 𝛿𝑖,𝑗 – функцiя Кронекера.

Доведення. Розкладемо кожен iз спiвмножникiв в ряд :

1

𝑦 − 𝑥2
=

1

𝑦

1

1− 𝑥2

𝑦

=
∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+1
,

1

𝑦2 − 𝑥
=

1

𝑦2
1

1− 𝑥
𝑦2

=
∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+2
,

1

1− 𝑥𝑦
= 1 + 𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦2 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 + · · · =

∞∑︁
𝑘=0

(𝑥𝑦)𝑘.

Тодi

∆ =
1

(𝑦2 − 𝑥) (1− 𝑦𝑥) (𝑦 − 𝑥2)
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+1

∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+2

∞∑︁
𝑘=0

(𝑥𝑦)𝑘.

Перемножимо першi два з них i видiлимо коефiцiєнти бiля степенiв 𝑥 :

∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+1

∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+2
=

∞∑︁
𝑛=0

⎛⎝⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦𝑘+1

1

𝑦2(𝑛−2𝑘)+2

⎞⎠𝑥𝑛 =
∞∑︁
𝑛=0

⎛⎝⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦2𝑛−3𝑘+3

⎞⎠𝑥𝑛.

Домножимо на третiй ряд i знову видiлимо коефiцiєнти бiля степенiв 𝑥 :

∆ =
1

𝑦 − 𝑥2
1

𝑦2 − 𝑥

1

1− 𝑥𝑦
=

∞∑︁
𝑛=0

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=0

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦2𝑖−3𝑘+3
𝑦𝑛−𝑖

⎞⎠𝑥𝑛.

Отже

[𝑥𝑛]∆ =
𝑛∑︁

𝑖=0

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦2𝑖−3𝑘+3
𝑦𝑛−𝑖 = 𝑦𝑛−3

𝑛∑︁
𝑖=0

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦3𝑖−3𝑘
.

Отриману подвiйну суму, оскiльки в нiй зустрiчаються однаковi степенi 𝑦,
можна звести до одинарної

𝑛∑︁
𝑖=0

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦3𝑖−3𝑘
=

𝑛∑︁
𝑡=0

𝛼(𝑛, 𝑡)

𝑦3𝑡
.
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Тут 𝛼(𝑛, 𝑡) цiле число яке показує скiльки раз степiнь 𝑦−3𝑡 входить в подвiйну
суму.

Для фiксованого 𝑡 чиcло 𝛼(𝑛, 𝑡) дорiвнює кiлькостi пар (𝑖, 𝑘) таких що 𝑡 =
𝑖−𝑘 при таких обмеженнях на 𝑖, 𝑘 : 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖/2. Оскiльки 𝑘 = 𝑖−𝑡 ми
маємо 0 ≤ 𝑖− 𝑡 ≤ 𝑖/2, i, пiсля спрощень, отримаємо такi обмеження на 𝑖 : 𝑖/2 ≤
𝑡 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Для кожного 𝑖, яке задовольняє цi умови, пара (𝑖, 𝑖− 𝑡) задовольняє
потрiбну умову. Порахуємо, скiльки iснує чисел 𝑖, якi задовольняють умову
𝑖/2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 при фiксованому 𝑡. Легко бачити, що коли 𝑡 ≥ 𝑛/2, то довiльне
𝑖 для якого 𝑡 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 задовiльняє умову, отже таких їх буде 𝑛 − 𝑡 + 1. У
випадку 𝑡 < 𝑛/2, пiдходить довiльне 𝑖, для якого виконується, 𝑖/2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑖
звiдки 𝑡 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑡. Отже ми маємо 𝑡+ 1 таких значень 𝑖. Враховуючи

min(𝑡+ 1, 𝑛− 𝑡+ 1) =

{︃
𝑛− 𝑡+ 1, для 𝑡 ≥ 𝑛/2

𝑡+ 1, для 𝑡 < 𝑛/2
,

в результатi отримаємо, що кiлькiсть таких пар рiвна min(𝑡+1, 𝑛− 𝑡+1), тобто

𝑛∑︁
𝑖=0

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦3𝑖−3𝑘
=

𝑛∑︁
𝑡=0

min(𝑛− 𝑡+ 1, 𝑡+ 1)

𝑦3𝑡

Пiдставивши отриману суму у вираз для ∆, пiсля змiни iндексу сумування,
отримаємо необхiдний результат.

Сформулюємо основний результат роботи.

Теорема 1. Кратнiсть ваги (𝜇1, 𝜇2) в зображеннi Γ𝑎,𝑏 обчислюється за
формулою

𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) = 𝑐

(︂
𝑎+ 𝑏+ 𝜇1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
−

− 𝑐

(︂
𝑏+ 𝜇1 − 1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
− 𝑐

(︂
𝑎+ 𝜇1 − 1,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
.

Доведення.

Позначимо

𝑛𝑎(𝜇1) := [𝑥𝑎+𝑏+𝜇1 ]
(︀
(𝑥𝑦)𝑎+𝑏Char Γ𝑎,𝑏

)︀
.

Тодi, враховуючи, що

[𝑥𝑛]𝑁𝑎,𝑏 = 𝛿𝑛,𝑎+1 𝑦
𝑏+1 + 𝛿𝑛,𝑏+1 𝑦

2𝑎+2𝑏+4 − 𝛿𝑛,0 𝑦
2 𝑎+𝑏+3+

− 𝛿𝑛,2 𝑎+𝑏+3𝑦
𝑎+2 𝑏+3 + 𝛿𝑛,2 𝑎+2 𝑏+4𝑦

𝑎+1 − 𝛿𝑛,𝑎+2 𝑏+3,

маємо

𝑛𝑎(𝜇1) =

𝑎+𝑏+𝜇1∑︁
𝑖=0

(︀
[𝑥𝑖] ∆

)︀ (︀
[𝑥𝑎+𝑏+𝜇1−𝑖]𝑁𝑎,𝑏

)︀
=

= ([𝑥𝑏+𝜇1−1]∆) 𝑦𝑏+1 + ([𝑥𝑎+𝜇1−1]∆) 𝑦2𝑎+2𝑏+4−
−([𝑥𝑎+𝑏+𝜇1 ]∆) 𝑦2 𝑎+𝑏+3−([𝑥𝜇1−𝑎−3]∆) 𝑦𝑎+2 𝑏+3+([𝑥𝜇1−𝑎−𝑏−4]∆) 𝑦𝑎+1−([𝑥𝜇1−𝑏−3]∆).
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Оскiльки |𝜇1| ≤ 𝑎+ 𝑏 тодi 𝜇1−𝑎−𝑏−4<0. Отже [𝑥𝜇1−𝑎−𝑏−4]∆ = 0.
Ми маємо

([𝑥𝑏+𝜇1−1]∆) 𝑦𝑏+1 = −
𝑏+𝜇1∑︁
𝑖=1

𝑐(𝑏+ 𝜇1 − 1, 𝑖)𝑦3(𝑖−1)−𝑏−2𝜇1 .

Звiдси випливає

[𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ]
(︀
[𝑥𝑏+𝜇1−1]∆

)︀
𝑦𝑏+1 = −𝛿𝑎+𝑏+𝜇2,3(𝑖−1)−𝑏−2𝜇1𝑐(𝑏+ 𝜇1 − 1, 𝑖) =

= −𝑐
(︂
𝑏+ 𝜇1 − 1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
.

Аналогiчно,

[𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ]
(︀
[𝑥𝑎+𝜇1−1]∆

)︀
𝑦2𝑎+2𝑏+4 = −𝑐

(︂
𝑎+ 𝜇1 − 1,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
,

[𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ]
(︀
−[𝑥𝑎+𝑏+𝜇1 ]∆

)︀
𝑦2 𝑎+𝑏+3 = 𝑐

(︂
𝑎+ 𝑏+ 𝜇1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
,

[𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ]
(︀
−[𝑥𝜇1−𝑎−3]∆

)︀
𝑦𝑎+2 𝑏+3 = 𝑐

(︂
𝜇1 − 𝑎− 3,

2𝜇1 + 𝜇2 − (2𝑎+ 𝑏)

3
− 1

)︂
,

i

[𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ]
(︀
−[𝑥𝜇1−𝑏−3]∆

)︀
= 𝑐

(︂
𝜇1 − 𝑏− 3,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
.

Оскiльки, 𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) = [𝑦𝑎+𝑏+𝜇2)]𝑛𝑎(𝜇1) то ми отримаємо

𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) = 𝑐

(︂
𝑎+ 𝑏+ 𝜇1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
−

−𝑐
(︂
𝑏+ 𝜇1 − 1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
− 𝑐

(︂
𝑎+ 𝜇1 − 1,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
+

+𝑐

(︂
𝜇1 − 𝑎− 3,

2𝜇1 + 𝜇2 − (2𝑎+ 𝑏)

3
− 1

)︂
+ 𝑐

(︂
𝜇1 − 𝑏− 3,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
.

Доведемо, що двi останнi формули тотожно рiвнi нулю. Справдi, для пер-
шої тотожностi з властивостей вагової дiаграми зображення Γ𝑎,𝑏, ми маємо, що
другий аргумент

2𝜇1 + 𝜇2 − (2𝑎+ 𝑏)

3
− 1 ≤ 0.

Але 𝑐(𝑛, 𝑘) = 0, якщо 𝑘 < 0.
Для другої тотожностi покажемо що другий аргумент є бiльшим нiж пер-

ший. З властивостей вагової дiаграми для рiзницi аргументiв, ми маємо,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
− (𝜇1 − 𝑏− 3) =

𝑎+ 2𝑏+ 𝜇2 − 𝜇1

3
+ 3 > 0.

Але 𝑐(𝑛, 𝑘) = 0 якщо 𝑛 < 𝑘. Отже, ми можемо iгнорувати останнi два вирази.
Теорему доведено.
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Таким чином ми можемо записати характер у явному виглядi:

Char Γ𝑎,𝑏 =
1

𝑥𝑎𝑦𝑏

∑︁
𝜇∈Λ

𝑐

(︂
𝑎+ 𝑏+ 𝜇1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
−

−𝑐
(︂
𝑏+ 𝜇1 − 1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
−𝑐
(︂
𝑎+ 𝜇1 − 1,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
𝑥𝜇1𝑦𝜇2 .

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй робо-
тi для комплексної алгебри Лi 𝑠𝑙3 запропонована явна формула знаходження
кратностi ваги незвiдного зображення Γ𝑎,𝑏, яке визначається старшою вагою
𝜆 = (𝑎, 𝑏). Головна iдея обчислень полягає у наступнiй специфiкацiї базису
e(𝜇) = 𝑥𝜇1𝑦𝜇2 групового кiльця Z[𝜆]. Це дало можливiсть представити характер

Char Γ𝑎,𝑏 незвiдного Γ𝑎,𝑏 зображення як многочлен Шура 𝑠𝑎,𝑏

(︂
𝑥,
𝑦

𝑥
,
1

𝑦

)︂
вiд двох

змiнних 𝑥, 𝑦 . Ключову роль в обчисленнi зiграли знайденi явно коефiцiєнти
розкладу ряду

∆ =
1

(𝑦2 − 𝑥) (1− 𝑦𝑥) (𝑦 − 𝑥2)
,

в термiнах функцiї максимуму двох чисел. Результати обчислення кратностей
поновнiстю спiвпадають iз результатами отриманими iншими методами в статтi
[12].

Iдеї, якi реалiзовано в статтi, автори планують поширити для знаходження
кратностей ваг незвiдних зображень алгебр Лi 𝑠𝑙𝑛 при 𝑛 > 3.
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Ramskyi A. O., Samaruk N. M., Poplavska O. A. Weight multiplicities of
irreducible representations of the Lie algebra 𝑠𝑙3.

In this paper, for the complex Lie algebra 𝑠𝑙3 we propose an explicit formula for finding
the multiplicity of the weight of the irreducible representation Γ𝜆, which is determined by
its higher weight 𝜆 = (𝑎, 𝑏). The set of all weights Λ of such a representation forms a group
ring Z[Λ] with the multiplicative basis e(𝜇), 𝜇 ∈ Λ. The character of the representation
Char Γ𝜆 is an element of Z[Λ], the coefficients of which are the required multiplicities. The
main idea of the calculations is to specify the basis e(𝜇) = 𝑥𝜇1𝑦𝜇2 of the group ring Z[𝜆].
This made it possible to represent the character Char Γ𝜆 of the irreducible representation

Γ𝜆 as a Schur polynomial 𝑠𝑎,𝑏

(︂
𝑥,

𝑦

𝑥
,
1

𝑦

)︂
of two variables 𝑥, 𝑦. As a consequence, we express

the coefficients of this polynomial through simple functions that are easily computed for
linear time. The key role in the calculation was played by the explicitly found coefficients
of the series decomposition

Δ =
1

(𝑦2 − 𝑥) (1− 𝑦𝑥) (𝑦 − 𝑥2)
,

in terms of the function

𝑐(𝑛, 𝑘) =

⎧⎨⎩ min(𝑛−𝑘 + 2, 𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1,

0, otherwise.

Keywords: Lie algebras, irreducible representations, characters, multiplicities, Weyl for-
mula, Schur polynomials.
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МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВОГО СТАЦIОНАРНОГО
ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ З ОБМЕЖЕНИМ СПЕКТРОМ З
ЗАДАНИМИ ТОЧНIСТЮ I НАДIЙНIСТЮ У РIВНОМIРНIЙ

МЕТРИЦI

Робота присвячена подальшому розвитку теорiї моделювання гауссових стацiонар-
них випадкових процесiв за методом, який запропонував i розвивав Ю.В.Козаченко.
Розглянуто гауссовий стацiонарний центрований випадковий процес з обмеженим спе-
ктром з заданою коварiацiйною функцiєю. Використовуючи ентропiйнi характеристи-
ки та оцiнку субгауссового стандарту, для моделi одержано розбиття спектрального
промiжку, при якому модель наближатиме процес з заданими точнiстю i надiйнiстю.
У середовищi Python було змодельовано процес для часткового випадку.

Ключовi слова: гауссiв стацiонарний випадковий процес, модель процесу, ентропiйнi
характеристики, точнiсть, надiйнiсть моделi.

1. Вступ. Однiєю з актуальних задач теорiї випадкових процесiв є побудова
математичної моделi, а також дослiдження її загальних властивостей. На сього-
днiшнiй день активно розроблюються загальнi методи чисельного моделювання
випадкових процесiв, а також швидко зростає область застосування стохасти-
чних моделей, зокрема в радiотехнiцi, електронiцi, у фiнансовiй математицi i
т.д.

Оскiльки бiльшiсть фiзичних явищ залежить вiд багатьох факторiв, то при
їх моделюваннi намагаються вiдтворити процеси, що є сумою великого числа
випадкових факторiв, тобто, згiдно з центральною граничною теоремою, гаус-
совi або близькi до них процеси. Тому найбiльш поширеними i найбiльш роз-
робленими є методи моделювання гауссових випадкових процесiв i полiв. Ряд
нових напрямкiв у галузi моделювання випадкових процесiв та полiв розро-
блено Г. О. Михайловим, Ю. В. Козаченком та їх учнями [5], [1, 3, 4] . Дана
робота присвячена подальшому розвитку теорiї моделювання гауссових стацiо-
нарних випадкових процесiв за методом, який запропонував i розвивав Ю. В.
Козаченко [2]. У роботi [6] дослiджувалась точнiсть i надiйнiсть моделi гауссо-
вого стацiонарного випадкового процесу з обмеженим спектром. У данiй роботi
використовуючи точнiшi оцiнки, побудовано модель поцесу з обмеженим спре-
ктром з заданими точнiстю i надiйнiстю, для часткового випадку комп’ютерно
змодельовано процес.

2. Основний результат. Розглянемо гауссовий стацiонарний дiйсний цен-
трований неперервний в середньому квадратичному випадковий процес 𝑋(𝑡) з
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обмеженим спектром, тобто коварiацiйна функцiя якого має вигляд:

𝑟(𝜏) = 𝐸𝑋(𝑡+ 𝜏)𝑋(𝑡) =

Λ∫︁
0

cos𝜆𝑡𝑑𝐹 (𝜆),

де 𝐹 (𝜆) – неперервна спектральна функцiя цього процесу.
Тодi випадковий процес має зображення

𝑋(𝑡) =

Λ∫︁
0

cos𝜆𝑡𝑑𝜂1(𝜆) +

Λ∫︁
0

sin𝜆𝑡𝑑𝜂2(𝜆),

де 𝜂1(𝜆) та 𝜂2(𝜆) такi незалежнi центрованi гауссовi випадковi процеси, що
𝐸(𝜂𝑖(𝜆2)− 𝜂𝑖(𝜆1))

2 = 𝐹 (𝜆2)− 𝐹 (𝜆1) при 𝜆1 < 𝜆2, 𝑖 = 1, 2.
За модель процесу вiзьмемо випадковий процес

𝑋𝑀(𝑡) =
𝑀−1∑︁
𝑘=0

[𝜂𝑘1 cos 𝜁𝑘𝑡+ 𝜂𝑘2 sin 𝜁𝑘𝑡], (1)

де 𝜂𝑙1, 𝜂𝑚2, 𝜁𝑘 — незалежнi при всiх 𝑙, 𝑚 та 𝑘 випадковi величини,
Λ = {𝜆0, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑀} – таке розбиття iнтервалу [0,Λ], що 𝜆0 = 0, 𝜆𝑘 < 𝜆𝑘+1,
𝜆𝑀 = Λ, 𝜂𝑘1, 𝜂𝑘2 – гауссовi випадковi величини, такi що 𝐸𝜂𝑘1 = 𝐸𝜂𝑘2 = 0,
𝐸𝜂2𝑘1 = 𝐸𝜂2𝑘2 = 𝐹 (𝜆𝑘+1) − 𝐹 (𝜆𝑘) = 𝑏2𝑘, 𝜁𝑘 – випадковi величини, що приймають
значення на вiдрiзках [𝜆𝑘, 𝜆𝑘+1], та якщо 𝑏2𝑘 > 0, то

𝐹𝑘(𝜆) = 𝑃{𝜁𝑘 < 𝜆} =
𝐹 (𝜆)− 𝐹 (𝜆𝑘)

𝐹 (𝜆𝑘+1)− 𝐹 (𝜆𝑘)
.

Якщо 𝑏2𝑘 = 0, то 𝜂𝑘1 = 0, 𝜂𝑘2 = 0, 𝜁𝑘 = 0 з ймовiрнiстю одиниця.

Означення 1 (див. [1]). Випадковий процес 𝑋Λ(𝑡) наближує гауссiв процес
𝑋(𝑡) з надiйнiстю 1 − 𝛽, 0 < 𝛽 < 1 та точнiстю 𝛿 > 0 в просторi 𝐶([0, 𝑇 ]),
якщо iснує таке розбиття Λ, що справедлива нерiвнiсть

𝑃

{︂
sup

0≤𝑡≤𝑇
|𝑋(𝑡)−𝑋Λ(𝑡)| > 𝛿

}︂
≤ 𝛽.

Означення 2 (див. [1]). Випадкову величину 𝜉 називатимемо субгауссовою,
якщо знайдеться таке 𝑎 ≥ 0, що для всiх 𝜆 ∈ 𝑅 виконується нерiвнiсть

𝐸 exp {𝜆𝜉} ≤ exp

{︂
𝑎2𝜆2

2

}︂
.

Клас всiх субгауссових величин будемо позначати 𝑆𝑢𝑏(Ω).
Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ T} називається субгауссовим процесом,
якщо для всiх 𝑡 ∈ T, 𝑋(𝑡) – субгауссова випадкова величина та sup

𝑡∈T
𝜏(𝑋(𝑡)) <∞.

Нехай 𝜂𝑀(𝑡) = 𝑋(𝑡)−𝑋𝑀(𝑡). Тодi

𝜂𝑀(𝑡) =
𝑀−1∑︁
𝑘=0

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(cos𝜆𝑡− cos 𝜁𝑘𝑡)𝑑𝜂1(𝜆) +

𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(sin𝜆𝑡− sin 𝜁𝑘𝑡)𝑑𝜂2(𝜆)

⎞⎠ . (2)

Роздiл 1: Математика i статистика
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Нехай 𝜏(𝜂𝑀(𝑡)) – субгауссiв стандарт процесу 𝜂𝑀(𝑡).
З дослiджень статтi [6] маємо, що для субгауссового процесу 𝜂𝑀(𝑡) має мiсце

така нерiвнiсть

𝜏 (𝜂𝑀(𝑡)) ≤

⎡⎢⎢⎣𝑀−1∑︁
𝑘=0

sup
𝑚≥1

8

𝑏
2/𝑚
𝑘

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

⃒⃒⃒⃒
sin

𝑡(𝑢− 𝜆)

2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝐹 (𝜆)

⎞⎠𝑚

𝑑𝐹 (𝑢)

⎞⎠
1
𝑚

⎤⎥⎥⎦
1
2

, (3)

де 𝑏2𝑘 = 𝐹 (𝜆𝑘+1)− 𝐹 (𝜆𝑘).
Використовуючи твердження iз [1] про ентропiйнi характеристики, маємо,

що при 𝛿 > 8𝐼(𝜀0) для субгауссового процесу 𝜂𝑀(𝑡) виконується нерiвнiсть [6]

𝑃

{︂
sup

0≤𝑡≤𝑇
|𝜂𝑀(𝑡)| > 𝛿

}︂
≤ 2 exp

{︃
− 1

2𝜀20

(︂
𝛿 −

√︁
8𝛿𝐼(𝜀0)

)︂2
}︃
, (4)

де

𝐼(𝜀0) =
1√
2

𝜀0∫︁
0

√︀
𝐻(𝜀)𝑑𝜀 =

1√
2

𝜀0∫︁
0

√︃
ln

(︂
𝑇

2𝜎(−1)(𝜀)
+ 1

)︂
𝑑𝜀 <∞,

𝐻(𝜀) – метрична ентропiя компактної множини [0, 𝑇 ], 𝜀0 = sup
0≤𝑡≤𝑇

𝜏(𝜂𝑀(𝑡)),

𝜎(ℎ) = sup
|𝑡−𝑠|<ℎ

𝜏(𝜂𝑀(𝑡)− 𝜂𝑀(𝑠)) .

Тобто для дослiдження збiжностi моделi до свого випадкового процесу, по-
трiбно оцiнити 𝜀0 i 𝜎(ℎ).

Використовуючи умову (3), матимемо:

𝜀0 = sup
0≤𝑡≤𝑇

𝜏(𝜂𝑀(𝑡)) ≤ sup
0≤𝑡≤𝑇

(︃
𝑀−1∑︁
𝑘=0

8𝑏2𝑘
𝑡2(𝜆𝑘+1 − 𝜆𝑘)

2

4

)︃1/2

=

= sup
0≤𝑡≤𝑇

(︃
𝑀−1∑︁
𝑘=0

2𝑏2𝑘
𝑡2Λ2

𝑀2

)︃1/2

=
𝑇Λ

𝑀

√︀
2𝐹 (Λ).

(5)

Для довiльних 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑇 ] розглянемо рiзницю

𝜂𝑀(𝑡)− 𝜂𝑀(𝑠) =
𝑀−1∑︁
𝑘=0

⎡⎣ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(cos𝜆𝑡− cos 𝜁𝑘𝑡− cos𝜆𝑠+ cos 𝜁𝑘𝑠)𝑑𝜂1(𝜆)

+

𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(sin𝜆𝑡− sin 𝜁𝑘𝑡− sin𝜆𝑠+ sin 𝜁𝑘𝑠)𝑑𝜂2(𝜆)

⎤⎦
Справедлива наступна лема:

Лема 1. Для 𝑚 = 0, 1, · · · справедливi спiввiдношення

𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(cos𝜆𝑡− cos 𝜁𝑘𝑡− cos𝜆𝑠+ cos 𝜁𝑘𝑠)𝑑𝜂1(𝜆)

⎞⎠2𝑚+1

= 0,
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𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(sin𝜆𝑡− sin 𝜁𝑘𝑡− sin𝜆𝑠+ sin 𝜁𝑘𝑠)𝑑𝜂2(𝜆)

⎞⎠2𝑚+1

= 0,

𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(cos𝜆𝑡− cos 𝜁𝑘𝑡− cos𝜆𝑠+ cos 𝜁𝑘𝑠)𝑑𝜂1(𝜆)

⎞⎠2𝑚

≤

≤ ∆2𝑚𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(︂
|𝑡− 𝑠| · |𝑡+ 𝑠| · 𝜆

2 + 𝜁2𝑘
2

)︂2

𝑑𝐹 (𝜆)

⎞⎠𝑚

,

𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(sin𝜆𝑡− sin 𝜁𝑘𝑡− sin𝜆𝑠+ sin 𝜁𝑘𝑠)𝑑𝜂2(𝜆)

⎞⎠2𝑚

≤

≤ ∆2𝑚𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(|𝑡− 𝑠| · (|𝜆|+ |𝜁𝑘|))2 𝑑𝐹 (𝜆)

⎞⎠𝑚

.

Доведення. Проведемо оцiнки пiдiнтегральних виразiв:

|cos𝜆𝑡− cos 𝜁𝑘𝑡− cos𝜆𝑠+ cos 𝜁𝑘𝑠| =

=

⃒⃒⃒⃒
2 sin

𝜆(𝑠− 𝑡)

2
sin

𝜆(𝑠+ 𝑡)

2
+ 2 sin

𝜁𝑘(𝑡− 𝑠)

2
sin 𝜁𝑘

(𝑠+ 𝑡)

2

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 2

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜆(𝑠− 𝑡)

2

⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
sin

𝜆(𝑠+ 𝑡)

2

⃒⃒⃒⃒
+ 2

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜁𝑘(𝑡− 𝑠)

2

⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
sin

𝜁𝑘(𝑡+ 𝑠)

2

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 2

⃒⃒⃒⃒
𝜆(𝑠− 𝑡)

2

⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
𝜆(𝑠+ 𝑡)

2

⃒⃒⃒⃒
+ 2

⃒⃒⃒⃒
𝜁𝑘(𝑡− 𝑠)

2

⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
𝜁𝑘(𝑡+ 𝑠)

2

⃒⃒⃒⃒
=

= |𝑡− 𝑠| · |𝑡+ 𝑠| · 𝜆
2 + 𝜁2𝑘
2

,

| sin𝜆𝑡− sin 𝜁𝑘𝑡− sin𝜆𝑠+ sin 𝜁𝑘𝑠| =

=

⃒⃒⃒⃒
2 sin

𝜆(𝑡− 𝑠)

2
· cos 𝜆(𝑡+ 𝑠)

2
+ 2 sin

𝜁𝑘(𝑠− 𝑡)

2
· cos 𝜁𝑘(𝑡+ 𝑠)

2

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 2

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜆(𝑡− 𝑠)

2

⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
cos

𝜆(𝑡+ 𝑠)

2

⃒⃒⃒⃒
+ 2

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜁𝑘(𝑠− 𝑡)

2

⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
cos

𝜁𝑘(𝑡+ 𝑠)

2

⃒⃒⃒⃒
<

< |𝑡− 𝑠| · (|𝜆|+ |𝜁𝑘|).

Оскiльки для центрованої гауссової випадкової величини 𝜉 маємо 𝐸𝜉=0, 𝐸𝜉2=𝜎2,

Роздiл 1: Математика i статистика



МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВОГО СТАЦIОНАРНОГО ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ . . . 95

𝐸𝜉2𝑘+1 = 0, 𝐸𝜉2𝑘 = ∆2𝑘𝜎
2𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . ., ∆2𝑘 =

(2𝑘)!
2𝑘𝑘!

, то

𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(cos𝜆𝑡− cos𝜆𝑠− cos 𝜁𝑘𝑡+ cos 𝜁𝑘𝑠)𝑑𝜂1(𝜆)

⎞⎠2𝑚

≤

≤ ∆2𝑚𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(cos𝜆𝑡− cos𝜆𝑠− cos 𝜁𝑘𝑡+ cos 𝜁𝑘𝑠)
2𝑑𝐹 (𝜆)

⎞⎠𝑚

≤

≤ ∆2𝑚𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(︂
|𝑡− 𝑠| · |𝑡+ 𝑠| · 𝜆

2 + 𝜁2𝑘
2

)︂2

𝑑𝐹 (𝜆)

⎞⎠𝑚

.

Аналогiчно для синусiв.

𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(sin𝜆𝑡− sin𝜆𝑠− sin 𝜁𝑘𝑡+ sin 𝜁𝑘𝑠)𝑑𝜂2(𝜆)

⎞⎠2𝑚

≤

≤ ∆2𝑚𝐸

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(|𝑡− 𝑠| · (|𝜆|+ |𝜁𝑘|))2 𝑑𝐹 (𝜆)

⎞⎠𝑚

.

Для процесу 𝜂𝑀(𝑡) на [0, 𝑇 ] проведемо оцiнкy величини 𝜎(ℎ) = sup
|𝑡−𝑠|≤ℎ

𝜏(𝜂𝑀(𝑡)−

−𝜂𝑀(𝑠)).
Розглянемо iнтеграли:

𝜔𝑘1 =

𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(cos𝜆𝑡− cos 𝜁𝑘𝑡− cos𝜆𝑠+ cos 𝜁𝑘𝑠)𝑑𝜂1(𝜆),

𝜔𝑘2 =

𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(sin𝜆𝑡− sin 𝜁𝑘𝑡− sin𝜆𝑠+ sin 𝜁𝑘𝑠)𝑑𝜂2(𝜆).

Як i при оцiнцi 𝜏(𝜂𝑀(𝑡)) отримаємо такi нерiвностi

𝜏 2(𝜂Λ(𝑡)− 𝜂Λ(𝑠)) ≤ 2
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀
𝜏 2(𝜔𝑘1) + 𝜏 2(𝜔𝑘2)

)︀
≤ 2

𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀
Θ2(𝜔𝑘1) + Θ2(𝜔𝑘2)

)︀
,

де Θ(𝜔𝑘𝑖) = sup
𝑚≥1

(︁
2𝑚𝑚!
(2𝑚)!

𝐸𝜔2𝑚
𝑘𝑖

)︁ 1
2𝑚

, 𝑖 = 1, 2.
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Отже, згiдно леми 1 матимемо:

𝜏 2(𝜂Λ(𝑡)− 𝜂Λ(𝑠))

≤ 2
𝑀−1∑︁
𝑘=0

sup
𝑚≥1

⎡⎣ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(︂
|𝑡− 𝑠| · (𝑡+ 𝑠) · 𝜆

2 + 𝑢2)

2

)︂2

𝑑𝐹 (𝜆)

⎞⎠𝑚

𝑑𝐹𝑘(𝑢)

⎤⎦
1
𝑚

+

+ 2
𝑀−1∑︁
𝑘=0

sup
𝑚≥1

⎡⎣ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

|𝑡− 𝑠|2 · (|𝜆|+ |𝑢|)2𝑑𝐹 (𝜆)

⎞⎠𝑚

𝑑𝐹𝑘(𝑢)

⎤⎦
1
𝑚

≤ 2
𝑀−1∑︁
𝑘=0

sup
𝑚≥1

⎡⎣𝑏2𝑚𝑘
𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(︂
|𝑡− 𝑠| · (𝑡+ 𝑠) · 𝜆

2 + 𝑢2)

2

)︂2

𝑑𝐹𝑘(𝜆)

⎞⎠𝑚

𝑑𝐹𝑘(𝑢)

⎤⎦
1
𝑚

+

+ 2
𝑀−1∑︁
𝑘=0

sup
𝑚≥1

⎡⎣𝑏2𝑚𝑘
𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

|𝑡− 𝑠|2 · (|𝜆|+ |𝑢|)2𝑑𝐹𝑘(𝜆)

⎞⎠𝑚

𝑑𝐹𝑘(𝑢)

⎤⎦
1
𝑚

≤ 2|𝑡− 𝑠|2
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑏2𝑘(𝑡+ 𝑠)2𝜆4𝑘+1 + 2|𝑡− 𝑠|2
𝑀−1∑︁
𝑘=0

4𝑏2𝑘𝜆
2
𝑘+1 =

= 2|𝑡− 𝑠|2
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑏2𝑘𝜆
2
𝑘+1

(︀
(𝑡+ 𝑠)2𝜆2𝑘+1 + 4

)︀
.

Якщо врахувати, що 𝜆𝑘+1 ≤ Λ i
𝑀−1∑︀
𝑘=0

𝑏2𝑘 = 𝐹 (Λ), то отримаємо, що

𝜏(𝜂𝑀(𝑡)− 𝜂𝑀(𝑠)) ≤ |𝑡− 𝑠|Λ
√︀
8𝐹 (Λ)(𝑇 2Λ2 + 1).

Отже,
𝜎(ℎ) ≤ ℎΛ

√︀
8𝐹 (Λ)(𝑇 2Λ2 + 1). (6)

Теорема 1. Нехай в моделi 𝑋𝑀(𝑡) розбиття Λ таке, що при 𝛿 > 8𝐼(𝜀0)
виконується спiввiдношення:

2 exp

{︃
− 1

2𝜀20

(︂
𝛿 −

√︁
8𝛿𝐼(𝜀0)

)︂2
}︃

≤ 𝛽, (7)

де 𝜀0 = sup
0≤𝑡≤𝑇

𝜏(𝜂𝑀(𝑡)) = 𝜎0,

𝐼(𝜀0) ≤
1√
2

𝜀0∫︁
0

⎯⎸⎸⎷ln

(︃
𝑇Λ
√︀

8𝐹 (Λ)(1 + 𝑇 2Λ2)

2𝜀
+ 1

)︃
𝑑𝜀 <∞. (8)

Тодi iснує гауссiв випадковий процес 𝑋(𝑡), до якого модель 𝑋𝑀(𝑡) наближати-
меться з надiйнiстю 1−𝛽, 0 < 𝛽 < 1 та точнiстю 𝛿 > 0 в просторi 𝐶([0, 𝑇 ]).
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Доведення. Дана теорема випливає з (4) та тверджень з [1]. Дiйсно, з по-
переднiх оцiнок для 𝜎(ℎ) маємо, що

𝜎(−1)(ℎ) =
ℎ

Λ
√︀

8𝐹 (Λ)(1 + 𝑇 2Λ2)
,

тодi

𝐼(𝜀0) ≤
1√
2

𝜀0∫︁
0

⎯⎸⎸⎷ln

(︃
𝑇Λ
√︀
8𝐹 (Λ)(1 + 𝑇 2Λ2)

2𝜀
+ 1

)︃
𝑑𝜀,

яке можна зробити як завгодно малим при певному пiдборi Λ i 𝑀 . Тобто буде
iснувати таке розбиття Λ, для якого виконуватиметься згiдно означення 1 умова

2 exp

{︂
− 1

2𝜀20
(𝛿 −

√︁
8𝛿𝐼(𝜀0))

2

}︂
≤ 𝛽.

Розглянемо реалiзацiю даної теореми на прикладах рiзних спектральних
функцiй. Для цього спершу оцiнимо iнтеграл (8) в теоремi 1.

𝐼(𝜀0) ≤
1√
2

𝜀0∫︁
0

⎯⎸⎸⎷ln

(︃
𝑇Λ
√︀

8𝐹 (Λ)(1 + 𝑇 2Λ2)

2𝜀
+ 1

)︃
𝑑𝜀 <

<
1√
2

𝜀0∫︁
0

√︃
𝑇Λ
√︀

8𝐹 (Λ)(1 + 𝑇 2Λ2)

2𝜀
𝑑𝜀 =

√︁
𝑇Λ𝜀0

√︀
8𝐹 (Λ)(1 + 𝑇 2Λ2) =

= 2Λ𝑇

√︂
𝐹 (Λ)

𝑀
· 4
√
1 + 𝑇 2Λ2.

Пiдставимо даний результат в нерiвнiсть (7), отримаємо

𝑀2

(︃
𝛿 − 4

√
𝛿Λ𝑇 · 4

√︂
𝐹 (Λ)

𝑀
· 8
√
1 + 𝑇 2Λ2

)︃2

≥ 4𝐹 (Λ)Λ2𝑇 2 ln
2

𝛽
.

Пiдставляючи рiзнi спектральнi функцiї, точностi i надiйностi, можемо одер-
жати залежнiсть числа𝑀 вiд довжини спектру Λ. Результати поданi у зведенiй
таблицi 1.

Отже, наприклад, якщо для спектральної функцiї 𝐹 (Λ) = 1− 𝑒−Λ промiжок
[0, 100] розбити на 𝑀 = 561 частин, тодi модель (1) наближатиме випадковий
процес 𝑋(𝑡) з точнiстю 0,001 та надiйнiстю 0,99.

Комп’ютерно змоделюємо процес (1) для даного часткового випадку, вико-
ристовуючи середовище Python. Для цього потрiбно змоделювати компоненти
моделi (1), тобто гауссовi випадковi величини 𝜂𝑘1, 𝜂𝑘2, для яких 𝐸𝜂𝑘1 = 𝐸𝜂𝑘2 = 0,
𝐸𝜂2𝑘1 = 𝐸𝜂2𝑘2 = 𝐹 (𝜆𝑘+1) − 𝐹 (𝜆𝑘) = 𝑏2𝑘 та випадковi величини 𝜁𝑘, що приймають
значення на вiдрiзках [𝜆𝑘, 𝜆𝑘+1] з функцiєю розподiлу

𝐹𝑘(𝜆) = 𝑃{𝜁𝑘 < 𝜆} =
𝐹 (𝜆)− 𝐹 (𝜆𝑘)

𝐹 (𝜆𝑘+1)− 𝐹 (𝜆𝑘)
.
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Таблиця 1.
Залежнiсть числа 𝑀 вiд точностi i надiйностi моделi.

𝐹 (Λ) = 1− 𝑒−Λ 𝐹 (Λ) = ln 2𝑒Λ

1+𝑒Λ

𝛿 𝛽 Λ 𝑀 𝑀
30 56 51

0.01 0.1 50 66 59
100 83 75
30 82 73

0.01 0.01 50 97 87
100 122 109
30 377 332

0.001 0.01 50 446 395
100 561 497

Рис. 1. Модель випадкового процесу,
при 𝐹 (Λ) = 1− 𝑒−Λ.

Рис. 2. Скрiншот результату.

Для моделювання випадкових величин 𝜁𝑘 використано метод Смiрнова, а для
моделювання нормально розподiлених випадкових величин, використано гото-
вi функцiї бiблiотеки numpy.random; часову змiнну 𝑡 взято з промiжку [0, 1].
Одержимо графiчне представлення процесу на рис. 1.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй роботi
побудовано модель гауссового стацiонарного випадкового процесу з обмеженим
спректром у рiвномiрнiй метрицi з заданими точнiстю i надiйнiстю. Для двох
часткових випадкiв спектральних функцiй, деяких значень точностi i надiйностi
одержано таблицю значень числа 𝑀 в залежностi вiд величини спектрального
промiжку. Проаналiзувавши її, видно, що iз покращенням точностi i надiйностi,
зростає кiлькiсть доданкiв у моделi (1). Для точностi 0,001, надiйностi 0,99 i
спектральної функцiї 𝐹 (Λ) = 1−𝑒−Λ, одержано графiчне представлення процесу
(див. рис. 1).
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Tegza A. M. Simulation of a Gaussian stationary random process with a limited
spectrum with a given accuracy and reliability in a uniform metric.

The work is devoted to the further development of the theory of modeling of Gaussian
stationary random processes by the method proposed and developed by Yu.V. Kozachenko.
A Gaussian stationary centered random process with a limited spectrum with a given
covariance function is considered. Using the entropy characteristics and the estimation of
the sub-Gaussian standard, a partition of the spectral interval is obtained for the model,
at which the model will approximate the process with the given accuracy and reliability.
For the partial case, the process was modeled in the Python environment.

Keywords: Gaussian stationary random process, model of random process, entropy char-
acteristics, accuracy, model reliability.
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КРИТИЧНИЙ ВИПАДОК В ТЕОРIЇ МАТРИЧНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

При математичному описаннi рiзноманiтних явищ i процесiв, що виникають в ма-
тематичнiй фiзицi, електротехнiцi, економiцi, доводиться мати справу з матричними
диференцiальними рiвняннями. Тому такi рiвняння є актуальними как для математи-
кiв, так i для фахiвцiв в iнших галузях природознавства. В данiй статтi розглядається
квазiлiнiйне матричне диференцiальне рiвняння з коефiцiєнтами, зображуваними у
виглядi абсолютно та рiвномiрно збiжних рядiв Фур’є з повiльно змiнними в певному
сенсi коефiцiєнтами та частотою (клас 𝐹 ). Рiзницi дiагональних елементiв матриць
лiнiйної частини є суто уявними, тобто ми маємо справу з критичним випадком. Але
мiж цими дiагональними елементами припускаються певнi спiввiдношення, що вказу-
ють на вiдсутнiсть резонансу мiж власними частотами системи i частотою зовнiшньої
збуджуючої сили. Розглядається задача встановлення ознак iснування у такого рiв-
няння розв’язкiв класу 𝐹 . За допомогою низки перетворень рiвняння зводиться до
рiвняння некритичного випадку, i розв’язок класу 𝐹 цього рiвняння шукається мето-
дом послiдовних наближень за допомогою принципа стискуючих вiдображень. Потiм
на пiдставi властивостей розв’язкiв перетвореного рiвняння робляться висновки щодо
властивостей початкового рiвняння.

Ключовi слова: матричнi диференцiальнi рiвняння, ряди Фур’є, повiльно змiннi
параметри.

1. Вступ. Одним з актуальних роздiлiв теорiї звичайних диференцiальних рiв-
нянь є теорiя матричних диференцiальних рiвнянь. Такi рiвняння виникають
при дослiдженнi рiзноманiтних процесiв в математичнiй фiзицi, електротехнi-
цi та iнших галузей, та їм присвячено багато праць, в яких дослiджувалась
розв’язнiсть матричних рiвнянь у рiзних функцiональних просторах, крайовi
задачi для матричних диференцiальних рiвнянь та iншi проблеми [1–5]. В данiй
статтi продовжуються дослiдження, розпочатi в працях [6,7].

2. Основнi позначення та означення. Нехай 𝐺(𝜀0) = {𝑡, 𝜀 : 𝑡 ∈ R, 𝜀 ∈
[0, 𝜀0], 𝜀0∈R+}.

Означення 1. Скажемо, що функцiя 𝑝(𝑡, 𝜀) належить до класу 𝑆(𝑚; 𝜀0)
(𝑚 ∈ N ∪ {0}), якщо виконано наступнi умови

1) 𝑝 : 𝐺(𝜀0) → C,
2) 𝑝(𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶𝑚(𝐺(𝜀0)) за 𝑡;
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3) 𝑑𝑘𝑝(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡𝑘 = 𝜀𝑘𝑝𝑘(𝑡, 𝜀) (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚), причому

‖𝑝‖𝑆(𝑚,𝜀0)
𝑑𝑒𝑓
=

𝑚∑︁
𝑘=0

sup
𝐺(𝜀0)

|𝑝𝑘(𝑡, 𝜀)| < +∞.

Означення 2. Скажемо, що функцiя 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) належить до класу
𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) (𝑚 ∈ N ∪ {0}), якщо ця функцiя зображувана у виглядi:

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

причому
1) 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0) (𝑛 ∈ Z);
2) ‖𝑓‖𝐹 (𝑚;𝜀0,𝜃)

𝑑𝑒𝑓
=

∞∑︀
𝑛=−∞

‖𝑓𝑛‖𝑆(𝑚;𝜀0) < +∞;

3) 𝜃(𝑡, 𝜀) =
𝑡∫︀
0

𝜙(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏 , 𝜙 ∈ R+, 𝜙 ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0), inf
𝐺(𝜀0)

𝜙(𝑡, 𝜀) = 𝜙0 > 0.

Для функцiї 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) позначатимемо:

Γ𝑛[𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃)] = 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) exp(−𝑖𝑛𝜃)𝑑𝜃.

Множина функцiй класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) утворює лiнiйний простiр, який пере-
творюється на повний нормований простiр введенням норми ‖ · ‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃). Має
мiсце ланцюжок включень: 𝐹 (0; 𝜀0; 𝜃) ⊃ 𝐹 (1; 𝜀0; 𝜃) ⊃ . . . ⊃ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Нехай задано двi функцiї класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃):

𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑢𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)), 𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑣𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).

Добуток цих функцiй визначимо формулою [8]:

(𝑢𝑣)(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

(︃
∞∑︁

𝑠=−∞

𝑢𝑛−𝑠(𝑡, 𝜀)𝑣𝑠(𝑡, 𝜀)

)︃
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)). (1)

Очевидно, що 𝑢𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).
Сформулюємо деякi властивостi норми ‖ · ‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃). Нехай 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃),

𝑘 = const. Тодi:
1) ‖𝑘𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) = |𝑘| · ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃);

2) ‖𝑢+ 𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) ≤ ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) + ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃);

3) ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) =
∑︀𝑚

𝑘=0

⃦⃦⃦⃦
1
𝜀𝑘

𝜕𝑘𝑢
𝜕𝑡𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

;

4) ‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) ≤ 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

Дiйсно, при 𝑚 = 0 згiдно з формулою (1) маємо: ‖𝑢𝑣‖𝐹 (0;𝜀0;𝜃) ≤ ‖𝑢‖𝐹 (0;𝜀0;𝜃)·
·‖𝑣‖𝐹 (0;𝜀0;𝜃). Далi, на пiдставi властивостей 1) – 3):

‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)=
𝑚∑︁
𝑘=0

⃦⃦⃦⃦
1

𝜀𝑘
𝜕𝑘(𝑢𝑣)

𝜕𝑡𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

≤
𝑚∑︁
𝑘=0

1

𝜀𝑘

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑘−𝑗𝑢

𝜕𝑡𝑘−𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

≤
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≤ 2𝑚

(︃
𝑚∑︁
𝑗=0

1

𝜀𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

)︃
·

(︃
𝑚∑︁
𝑗=0

1

𝜀𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑗𝑣

𝜕𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

)︃
= 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

На пiдставi властивостi 4) можна стверджувати, що простiр 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) утво-
рює банахову алгебру [9].

Означення 3. Скажемо, що матриця 𝐴(𝑡, 𝜀) = (𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀))𝑗,𝑘=1,𝑁 належить

до класу 𝑆2(𝑚; 𝜀0), (𝑚 ∈ N ∪ {0}), якщо 𝑎𝑗𝑘 ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0) (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁).

Визначимо норму:

‖𝐴(𝑡, 𝜀)‖𝑆2(𝑚;𝜀0) = max
1≤𝑗≤𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

‖𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)‖𝑆(𝑚;𝜀0).

Означення 4. Скажемо, що матриця 𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃) = (𝑏𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑗,𝑘=1,𝑁 на-
лежить до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃) (𝑚 ∈ N ∪ {0}), якщо 𝑏𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃)
(𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁).

Визначимо норму

‖𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) = max
1≤𝑗≤𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

‖𝑏𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

Очевидно, що якщо 𝐵1 ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝐵2 ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), то 𝐵1 + 𝐵2, 𝐵1𝐵2 ∈
∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), i виконано: ‖𝐵1 +𝐵2‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) ≤ ‖𝐵1‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) + ‖𝐵2‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃),
‖𝐵1𝐵2‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) ≤ 2𝑚‖𝐵1‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) · ‖𝐵2‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃).

Для матрицi 𝐴 = (𝑎𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,𝑁 будемо позначати:

(𝐴)𝑗𝑘 = 𝑎𝑗𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁.

3. Постановка задачi. Розглядається матричне диференцiальне рiвняння:

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, 𝜀)𝑋 −𝑋𝐵(𝑡, 𝜀) + 𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃,𝑋), (2)

де 𝑋 –невiдома квадратна матриця порядку 𝑁 , що належить деякiй замкненiй
обмеженiй областi 𝐷⊂C𝑁×𝑁, де C𝑁×𝑁 –простiр комплекснозначних (𝑁×𝑁)–ма-
триць. 𝐴(𝑡, 𝜀), 𝐵(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆2(𝑚; 𝜀0), 𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃). Щодо матрицi-функцiї
Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃,𝑋) припускається, що вона належить до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃) вiдносно
𝑡, 𝜀, 𝜃 i неперервна за 𝑋 в 𝐷. 𝜇 ∈ (0, 1) – дiйсний параметр.

Позначимо 𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀), 𝜆
2
𝑗(𝑡, 𝜀) (𝑗 = 1, 𝑁) – власнi значення вiдповiдно матриць

𝐴(𝑡, 𝜀), 𝐵(𝑡, 𝜀). I припускатимемо виконання наступних умов:
10. inf

𝐺(𝜀0)

⃒⃒
𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆1𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

⃒⃒
≥ 𝑏0 > 0,

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒
𝜆2𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆2𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

⃒⃒
≥ 𝑏0 > 0 ∀𝑛 ∈ Z, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁 , 𝑗 ̸= 𝑘.

20. 𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆2𝑘(𝑡, 𝜀) = 𝑖𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀), 𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀) ∈ R,
inf
𝐺(𝜀0)

|𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)| ≥ 𝑏0 > 0 ∀𝑛 ∈ Z, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁 .

Роздiл 1: Математика i статистика



КРИТИЧНИЙ ВИПАДОК В ТЕОРIЇ МАТРИЧНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ103

Вивчається питання про наявнiсть частинних розв’язкiв класiв 𝐹 (𝑚1; 𝜀1; 𝜃)
𝑚1 ≤ 𝑚; 𝜀1 ≤ 𝜀0 рiвняння (2). Умова 20 показує, що у даному випадку ми маємо
справу з критичнмим випадком, на вiдмiну вiд роботи [6], де припускалося

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒
Re
(︀
𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆2𝑘(𝑡, 𝜀)

)︀⃒⃒
≥ 𝑏0 > 0 (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁).

4. Допомiжнi результати.

Лема 1. Нехай задано скалярне лiнiйне диференцiальне рiвняння 1-го по-
рядку

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜆(𝑡, 𝜀)𝑥+ 𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)), (3)

де 𝜆(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), inf
𝐺(𝜀0)

|Re 𝜆(𝑡, 𝜀)| = 𝛾 > 0, 𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Тодi рiвня-

ння (3) має єдиний частинний розв’язок 𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Цей розв’язок
дається формулою:

𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

𝑡∫︁
𝑇

𝑢(𝜏, 𝜀, 𝜃(𝜏, 𝜀)) exp

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

𝜆(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝜏 , (4)

де

𝑇 =

{︂
−∞, Re𝜆(𝑡, 𝜀) ≤ −𝛾 < 0,
+∞, Re𝜆(𝑡, 𝜀) ≥ 𝛾 > 0,

i, крiм того, iснує 𝐾0 ∈ (0,+∞) таке, що

‖𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) ≤ 𝐾0‖𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃). (5)

Доведення леми наведено в роботi [6].

Лема 2. Нехай рiвняння (2) таке, що iснують матрицi 𝐿1(𝑡, 𝜀), 𝐿2(𝑡, 𝜀) ∈
∈ 𝑆2(𝑚; 𝜀0) такi, що

а) | det𝐿𝑘(𝑡, 𝜀)| ≥ 𝑎0 > 0, (𝑘 = 1, 2),

б) 𝐿−1
1 (𝑡, 𝜀)𝐴(𝑡, 𝜀)𝐿1(𝑡, 𝜀) = 𝐷1(𝑡, 𝜀) = (𝑑1𝑗𝑘(𝑡, 𝜀))𝑗,𝑘=1,𝑁 ,

𝐿2(𝑡, 𝜀)𝐵(𝑡, 𝜀)𝐿−1
2 (𝑡, 𝜀) = 𝐷2(𝑡, 𝜀) = (𝑑2𝑗𝑘(𝑡, 𝜀))𝑗,𝑘=1,𝑁 ,

де 𝐷1(𝑡, 𝜀), 𝐷2(𝑡, 𝜀) – нижнi трикутнi матрицi 𝑁-го порядку, що належать до
класу 𝑆2(𝑚; 𝜀0); 𝑑

1
𝑗𝑗(𝑡, 𝜀) = 𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀), 𝑑

2
𝑘𝑘(𝑡, 𝜀) = 𝜆2𝑘(𝑡, 𝜀).

Тодi пiдстановкою
𝑋 = 𝐿1(𝑡, 𝜀)𝑌 𝐿2(𝑡, 𝜀) (6)

рiвняння (2) зводиться до вигляду:

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)𝑌 − 𝑌 𝐷2(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝐻1(𝑡, 𝜀)𝑌 − 𝜀𝑌 𝐻2(𝑡, 𝜀)+

+𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌 ), (7)

де

𝐻1(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀
𝐿−1
1 (𝑡, 𝜀)

𝑑𝐿1(𝑡, 𝜀)

𝑑𝑡
, 𝐻2(𝑡, 𝜀) =

1

𝜀

𝑑𝐿2(𝑡, 𝜀)

𝑑𝑡
𝐿−1
2 (𝑡, 𝜀),

𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝐿−1
1 (𝑡, 𝜀)𝐹 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝐿−1

2 (𝑡, 𝜀),

Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌 ) = 𝐿−1
1 (𝑡, 𝜀)Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝐿1(𝑡, 𝜀)𝑌 𝐿2(𝑡, 𝜀))𝐿

−1
2 (𝑡, 𝜀).
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Доведення. Щоб переконатися в справедливостi леми, достатньо в рiвняннi
(2) зробити пiдстановку (6) та використати умови леми.

Лема 3. Нехай задано лiнiйне матричне рiвняння

𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐵1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑋 −𝑋

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐵2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
, (8)

𝐷1(𝑡, 𝜀), 𝐷2(𝑡, 𝜀) – тiж самi, що й в лемi 2, 𝐵1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝐵2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑙 = 1, 𝑞) на-
лежать до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝜇 ∈ (0, 1) – малий дiйсний параметр.

Тодi для достатньо малих значень 𝜇 iснує перетворення

𝑋 =

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑄1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑌

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑄2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
, (9)

де 𝑄1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑄2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑙 = 1, 𝑞) належать до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), що приводить
рiвняння (8) до вигляду

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙 + 𝜀

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙 + 𝜇𝑞+1𝑊1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︃
𝑌−

−𝑌

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙 + 𝜀

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙 + 𝜇𝑞+1𝑊2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︃
, (10)

де 𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀), 𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀) (𝑙 = 1, 𝑞) – дiагональнi матрицi, що належать до класу
𝑆2(𝑚; 𝜀0), 𝑉1𝑙, 𝑉2𝑙, 𝑊1,𝑊2 (𝑙 = 1, 𝑞) – квадратнi матрицi, що належать до
класу 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).

Доведення. Пiдставимо вираз (9) в рiвняння (8) i вимагатимемо, щоб пере-
творене рiвняння мало вигляд (10). Тодi одержимо наступнi матричнi рiвняння
для визначення матриць 𝑄11 . . . 𝑄1𝑞 𝑄21 . . . 𝑄2𝑞:

𝑑𝑄11

𝑑𝑡
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)𝑄11 −𝑄11𝐷1(𝑡, 𝜀) +𝐵11(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑈11(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑉11(𝑡, 𝜀, 𝜃), (11)

𝑑𝑄1𝑠

𝑑𝑡
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)𝑄1𝑠 −𝑄1𝑠𝐷1(𝑡, 𝜀) +𝐵1𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) +

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐵1𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄1,𝑠−𝜈−

−
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄1𝜈𝑈1,𝑠−𝜈 − 𝜀
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄1𝜈𝑉1,𝑠−𝜈 − 𝑈1𝑠(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑉1𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑠 = 2, 𝑞, (12)

𝑑𝑄21

𝑑𝑡
= 𝐷2(𝑡, 𝜀)𝑄21 −𝑄21𝐷2(𝑡, 𝜀)−𝐵21(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑈21(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑉21(𝑡, 𝜀, 𝜃), (13)

𝑑𝑄2𝑠

𝑑𝑡
= 𝐷2(𝑡, 𝜀)𝑄2𝑠 −𝑄2𝑠𝐷2(𝑡, 𝜀)−𝐵2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)−

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐵2𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄2,𝑠−𝜈+

+
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄2𝜈𝑈2,𝑠−𝜈 + 𝜀

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄2𝜈𝑉2,𝑠−𝜈 + 𝑈2𝑠(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑉2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑠 = 2, 𝑞. (14)
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Матрицi 𝑊1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), 𝑊2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) визначаться з спiввiдношень:(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑄1𝑙𝜇
𝑙

)︃
𝑊1 =

𝑞−1∑︁
𝑠=0

[︃ ∑︁
𝜎+𝛿=𝑠+𝑞+1

(𝐵1𝜎𝑄1𝜎 −𝑄1𝜎𝑈1𝜎)

]︃
𝜇𝑠−

−𝜀
𝑞−1∑︁
𝑠=0

[︃ ∑︁
𝜎+𝛿=𝑠+𝑞+1

𝑄1𝜎𝑉1𝛿

]︃
𝜇𝑠, (15)

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑄2𝑙𝜇
𝑙

)︃
𝑊2 = −

𝑞−1∑︁
𝑠=0

[︃ ∑︁
𝜎+𝛿=𝑠+𝑞+1

(𝐵2𝜎𝑄2𝜎 −𝑄2𝜎𝑈2𝜎)

]︃
𝜇𝑠+

+𝜀

𝑞−1∑︁
𝑠=0

[︃ ∑︁
𝜎+𝛿=𝑠+𝑞+1

𝑄2𝜎𝑉2𝛿

]︃
𝜇𝑠. (16)

Покладемо 𝑄1𝑠 =
(︀
𝑞1𝑠𝑗𝑘
)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

, 𝑄2𝑠 =
(︀
𝑞2𝑠𝑗𝑘
)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

,

𝐵1𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
(︀
𝑏1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

, 𝐵2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
(︀
𝑏2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

,

𝑈1𝑠(𝑡, 𝜀) =
(︀
𝑢1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

, 𝑈2𝑠(𝑡, 𝜀) =
(︀
𝑢2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

,

𝑉1𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
(︀
𝑣1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

, 𝑉2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
(︀
𝑣2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

, s=1,2,

i запишемо системи (11) – (14) в компонентнiй формi:

𝑑𝑞11𝑗𝑘
𝑑𝑡

=

𝑗∑︁
𝜈=1

𝑑1𝑗𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
11
𝜈𝑘 −

𝑁∑︁
𝜈=𝑘

𝑑1𝜈𝑘(𝑡, 𝜀)𝑞
11
𝑗𝜈 + 𝑏11𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑢11𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣11𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), (17)

𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁,

𝑑𝑞1𝑠𝑗𝑘
𝑑𝑡

=

𝑗∑︁
𝜈=1

𝑑1𝑗𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
1𝑠
𝜈𝑘 −

𝑁∑︁
𝜈=𝑘

𝑑1𝜈𝑘(𝑡, 𝜀)𝑞
1𝑠
𝑗𝜈 + 𝑏1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)+

+

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐵1𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄1,𝑠−𝜈

)︃
𝑗𝑘

−

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄1𝜈𝑈1,𝑠−𝜈(𝑡, 𝜀)

)︃
𝑗𝑘

−𝜀

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄1𝜈𝑉1,𝑠−𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︃
𝑗𝑘

−

−𝑢1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑠 = 2, 𝑞, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁, (18)

𝑑𝑞21𝑗𝑘
𝑑𝑡

=

𝑗∑︁
𝜈=1

𝑑2𝑗𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
21
𝜈𝑘 −

𝑁∑︁
𝜈=𝑘

𝑑2𝜈𝑘(𝑡, 𝜀)𝑞
21
𝑗𝜈 − 𝑏21𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑢21𝑗𝑘(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑣21𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), (19)

𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁,

𝑑𝑞2𝑠𝑗𝑘
𝑑𝑡

=

𝑗∑︁
𝜈=1

𝑑2𝑗𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
2𝑠
𝜈𝑘 −

𝑁∑︁
𝜈=𝑘

𝑑2𝜈𝑘(𝑡, 𝜀)𝑞
2𝑠
𝑗𝜈 − 𝑏2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)−

−

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐵2𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄2,𝑠−𝜈

)︃
𝑗𝑘

+

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄2𝜈𝑈2,𝑠−𝜈(𝑡, 𝜀)

)︃
𝑗𝑘

+𝜀

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄2𝜈𝑉2,𝑠−𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︃
𝑗𝑘

−
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+𝑢2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑣2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑠 = 2, 𝑞, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁. (20)

Розглянемо рiвняння (17). Запишемо його детальнiше:

𝑑𝑞111𝑁
𝑑𝑡

=
(︀
𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑞111𝑁 + 𝑏111𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑢111𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣111𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃), (21)

. . .

𝑑𝑞1111
𝑑𝑡

= −
𝑁∑︁
𝜈=2

𝑑1𝜈1(𝑡, 𝜀)𝑞
11
1𝜈 + 𝑏1111(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑢1111(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣1111(𝑡, 𝜀, 𝜃), (22)

𝑑𝑞112𝑁
𝑑𝑡

=
(︀
𝑑122(𝑡, 𝜀)− 𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑞112𝑁+𝑑

1
2𝑁(𝑡, 𝜀)𝑞

11
1𝑁+𝑏

11
2𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃)−𝑢112𝑁(𝑡, 𝜀)−𝜀𝑣112𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝑑𝑞1121
𝑑𝑡

=
(︀
𝑑122(𝑡, 𝜀)− 𝑑111(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑞1121 + 𝑑121(𝑡, 𝜀)𝑞

11
11−

−
𝑁∑︁
𝜈=2

𝑑1𝜈1(𝑡, 𝜀)𝑞
11
2𝜈 + 𝑏1121(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑢1121(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣1121(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝑑𝑞11𝑁𝑁

𝑑𝑡
=

𝑁−1∑︁
𝜈=1

𝑑1𝑁𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
11
𝜈𝑁 + 𝑏11𝑁𝑁 − 𝑢11𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣11𝑁𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝑑𝑞11𝑁1

𝑑𝑡
=
(︀
𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑑111(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑞11𝑁1 +

𝑁−1∑︁
𝜈=1

𝑑1𝑁𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
11
𝜈1 −

𝑁∑︁
𝜈=2

𝑑1𝜈1(𝑡, 𝜀)𝑞
11
𝑁𝜈+

+𝑏11𝑁1(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑢11𝑁1(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣11𝑁1(𝑡, 𝜀, 𝜃).

Розглянемо рiвняння (21). Нехай

𝑏11𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑏11𝑗𝑘,𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁.

Покладемо

𝑞11𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑞11𝑗𝑘,𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁.

Тодi

𝑞111𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑏111𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀)

𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

𝑢111𝑁(𝑡, 𝜀) = 0,

𝑣111𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑏111𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀)

𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).
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Аналогiчно

𝑞211𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑏211𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀)

𝑑211(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

𝑢211𝑁(𝑡, 𝜀) = 0,

𝑣211𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑏211𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀)

𝑑211(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).

Внаслiдок умови 10 маємо:

𝑞111𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑞
21
1𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑣

11
1𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑣

21
1𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).

Аналогiчно отримуємо: 𝑞111,𝑁−1, . . . , 𝑞
11
12, 𝑞

21
1,𝑁−1, . . . , 𝑞

21
12 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃),

𝑣111,𝑁−1, . . . , 𝑣
11
12, 𝑣

21
1,𝑁−1, . . . , 𝑣

21
12 ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).

Далi розглянемо рiвняння (22). Функцiя

𝑐1111 = −
𝑁∑︁
𝜈=2

𝑑1𝜈1(𝑡, 𝜀)𝑞
11
1𝜈 + 𝑏1111(𝑡, 𝜀, 𝜃),

очевидно, належить до класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Покладемо:

𝑢1111(𝑡, 𝜀) = Γ0[𝑐
11
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)],

𝑞1111(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

Γ𝑛[𝑐
11
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

𝑣1111(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛̸=0)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑐

11
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).

Аналогiчно
𝑢2111(𝑡, 𝜀) = Γ0[𝑐

21
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)],

𝑞2111(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

Γ𝑛[𝑐
21
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

𝑣2111(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛̸=0)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑐

21
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

де

𝑐2111 = −
𝑁∑︁
𝜈=2

𝑑2𝜈1(𝑡, 𝜀)𝑞
21
1𝜈 − 𝑏2111(𝑡, 𝜀, 𝜃).

Очевидно, що 𝑞1111(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑞
21
11(𝑡, 𝜀, 𝜃) належать до класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑢1111(𝑡, 𝜀),

𝑢2111(𝑡, 𝜀) належать до класу 𝑆(𝑚; 𝜀), 𝑣1111(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑣
21
11(𝑡, 𝜀, 𝜃) належать до класу

𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).
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Аналогiчно показуємо, що функцiї 𝑢1122(𝑡, 𝜀), 𝑢
21
22(𝑡, 𝜀), . . . , 𝑢

11
𝑁𝑁(𝑡, 𝜀), 𝑢

21
𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

належать до класу

𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑞
11
𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑞

21
𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)∈𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃)𝑣

11
𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑣

21
𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)∈𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃)(𝑗 ̸=𝑘).

Таким чином, матрицi 𝑈11(𝑡, 𝜀), . . . , 𝑈1𝑞(𝑡, 𝜀), 𝑈21(𝑡, 𝜀), . . . , 𝑈2𝑞(𝑡, 𝜀) – дiагональ-
нi з елементами, що належать до класу 𝑆(𝑚; 𝜀). Матрицi 𝑊1,𝑊2 визначаються
для достатньо малих 𝜇 з рiвнянь (15), (16).

Лему доведено.
Припустимо, що невiдома матриця 𝑌 у рiвняннi (7) належить деякiй замкне-

нiй i обмеженiй областi 𝐷* ⊂ C𝑁×𝑁 .

Лема 4. Нехай матриця-функцiя Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌 ) у рiвняннi (7) має в 𝐷* не-
перервнi похiднi за 𝑌 в сенсi Фреше [9] до порядку 2𝑞 + 1 включно, i якщо
𝑌 ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), то цi похiднi також з класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃). Тодi iснує таке
𝜇0 ∈ (0, 1), що для всiх 𝜇1 ∈ (0, 𝜇0) iснує перетворення

𝑌 = Ψ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + Ψ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍Ψ3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), (23)

де 𝑍 ∈ 𝐷** ⊂ C𝑁×𝑁 , Ψ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇),Ψ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇),Ψ3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), що
зводить рiвняння (7) до вигляду:

𝑑𝑍

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
𝑍 − 𝑍

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+

+𝜀𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇2𝑞𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍 − 𝜀𝑍𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1 (𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍 − 𝑍𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) + 𝜇Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇), (24)

де 𝐾 ∈ 𝐹2(𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃), 𝑈1𝑙, 𝑈2𝑙 ∈ 𝑆2(𝑚; 𝜀0), 𝑅1, 𝑅2, 𝐶 ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑉1, 𝑉2 ∈
∈ 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃), матриця-функцiя Φ2 належить до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃) вiдносно
𝑡, 𝜀, 𝜃, неперервно диференцiйовна в сенсi Фреше за 𝑍 i мiстить доданки не
нижче другого порядку вiдносно 𝑍.

Доведення. Поряд з рiвнянням (7) розглянемо допомiжне рiвняння:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ− Ξ𝐷2(𝑡, 𝜀) + 𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ), (25)

де 𝑡, 𝜀, 𝜙 розглядаються як сталi.
Оскiльки матрицi-функцiї 𝐹1,Φ1 є 2𝜋-перiодичними функцiями змiнної 𝜃, то

для знаходження 2𝜋-перiодичного по 𝜃 розв’язку рiвняння (25) можна застосу-
вати метод малого параметра Пуанкаре [10], згiдно якому у випадку аналiти-
чностi вiдносно Ξ нелiнiйностi Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ) цей розв’язок шукається у виглядi
ряду за степенями малого параметру 𝜇. У випадку виконання умови леми на-
ближений 2𝜋-перiодичний по 𝜃 розв’язок рiвняння (25) можна шукати у виглядi
часткової суми цього ряду:

Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) =

2𝑞−1∑︁
𝑘=0

Ξ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑘. (26)
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При цьому матриця-функцiя Ξ0(𝑡, 𝜀, 𝜃) визначиться з рiвняння:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ0

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ0 − Ξ0𝐷2(𝑡, 𝜀) + 𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃). (27)

Згiдно з термiнологiєю теорiї коливань назвемо це рiвняння породжуючим.
Нехай

Ξ0 = (𝜉0𝑗𝑘(𝑡))𝑗,𝑘=1,𝑁 , 𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
(︀
𝑓 1
𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

.

Тодi, розписуючи рiвняння (27) у компонентнiй формi, прийдемо до скалярної
лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь вигляду:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉0𝑗𝑘
𝑑𝜃

=

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑑1𝑗𝑠(𝑡, 𝜀)𝜉
0
𝑠𝑘 −

𝑁∑︁
𝑠=𝑘

𝑑2𝑠𝑘(𝑡, 𝜀)𝜉
0
𝑗𝑠 + 𝑓 1

𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁. (28)

Або

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉01𝑁
𝑑𝜃

=
(︀
𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉01𝑁 + 𝑓 1

1𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉011
𝑑𝜃

=
(︀
𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑211(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉011 −

𝑁∑︁
𝑠=2

𝑑2𝑠1(𝑡, 𝜀)𝜉
0
1𝑠 + 𝑓 1

11(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉02𝑁
𝑑𝜃

=
(︀
𝑑122(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉02𝑁 + 𝑑121(𝑡, 𝜀)𝜉

0
1𝑛 + 𝑓 1

2𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉021
𝑑𝜃

=
(︀
𝑑122(𝑡, 𝜀)− 𝑑211(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉021 + 𝑑121(𝑡, 𝜀)𝜉

0
11 −

𝑁∑︁
𝑠=2

𝑑2𝑠1(𝑡, 𝜀)𝜉
0
2𝑠 + 𝑓 1

21(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉0𝑁𝑁

𝑑𝜃
=
(︀
𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉0𝑁𝑁 +

𝑁−1∑︁
𝑠=1

𝑑1𝑁𝑠(𝑡, 𝜀)𝜉
0
𝑠𝑁 + 𝑓 1

𝑁𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉0𝑁1

𝑑𝜃
=
(︀
𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑑211(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉0𝑁1+

𝑁−1∑︁
𝑠=1

𝑑1𝑁𝑠(𝑡, 𝜀)𝜉
0
𝑠1−

𝑁∑︁
𝑠=2

𝑑2𝑠1(𝑡, 𝜀)𝜉
0
𝑁𝑠+𝑓

1
𝑁1(𝑡, 𝜀, 𝜃).

Розглянемо перше з рiвнянь цiєї системи. Розкладемо функцiю 𝑓 1
1𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) в

абсолютно та рiвномiрно збiжний ряд Фур’є

𝑓 1
1𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓 1
1𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃)

i шукатимемо функцiю 𝜉01𝑁 у виглядi аналогiчного ряду

𝜉01𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝜉11𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃).

Тодi вiдносно 𝜉11𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀) дiстанемо рiвняння(︀
𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉01𝑁,𝑛 = −𝑓 1

1𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀), 𝑛 ∈ Z.
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Внаслiдок умови 20 функцiя 𝜉01𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) є функцiєю класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Ана-
логiчно i решта функцiй 𝜉0𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁) внаслiдок тiєї ж умови 20 є
функцiями класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), а це означає, що матриця-функцiя Ξ0(𝑡, 𝜀, 𝜃) нале-
жить до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Запишемо тепер часткову суму ряду Тейлора матрицi-функцiї Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ):

Φ2𝑞−1
1 =

2𝑞−1∑︁
𝑘=0

Φ
(𝑘)
1 (𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0)

𝑘!
(Ξ− Ξ0)

𝑘. (29)

Тодi коефiцiєнти Ξ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑘 = 1, 2𝑞 − 1) суми (26) визначаться як 2𝜋-перiодичнi
за 𝜃 розв’язки ланцюжка рiвнянь:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ0

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ0 − Ξ0𝐷2(𝑡, 𝜀) + 𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃), (30)

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ1

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ1 − Ξ1𝐷2(𝑡, 𝜀) + Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0), (31)

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ2

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ2 − Ξ2𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑑Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0)

𝑑𝜃
Ξ1,

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ3

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ3 − Ξ3𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑑Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0)

𝑑𝜃
Ξ2 +

1

2

𝑑2Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0)

𝑑𝜃2
Ξ2
1,

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ𝑠

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ𝑠 − Ξ𝑠𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑑Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0)

𝑑𝜃
Ξ𝑠−1+

+𝑃𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0, · · · ,Ξ𝑠−2), 𝑠 = 4, 2𝑞 − 1,

де 𝑃𝑠 – матричнi полiноми вiдносно Ξ0, · · · ,Ξ𝑠−2 з коефiцiєнтами, що належать
до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Рiвняння (30) – породжуюче рiвняння, i наявнiсть у нього розв’язку кла-
су 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃) встановлено вище. За властивостями функцiї Φ1 вiльний член
Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0) рiвняння (31) також є функцiєю класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃). I, отже, функцiя
Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃) є функцiєю класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃). Аналогiчно i всi функцiї Ξ2, · · · ,Ξ𝑠 теж
є функцiями класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃). Отже, функцiя (26) є функцiєю того ж класу.

Здiйснимо у рiвняннi (7) пiдстановку

𝑌 = Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝑍1, (32)

де 𝑍1 – нова невiдома функцiя. Вiдносно неї дiстанемо рiвняння:

𝑑𝑍1

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐵1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑍1 − 𝑍1

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐵2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
+

+𝜀𝐾1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇2𝑞𝐶1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜀𝐻3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍1 − 𝜀𝑍1𝐻4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1 (𝑅3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍1 − 𝑍1𝑅4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) + 𝜇Φ3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍1, 𝜇).

Тепер на пiдставi леми 3 зводимо це рiвняння до вигляду (24).
Лему доведено.
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5. Основнi результати.

Теорема 1. Нехай рiвняння (24) таке, що iснує 𝑞0 ∈ N (1 ≤ 𝑞0 ≤ 𝑞) таке,
що

inf
𝐺(𝜀0)

|Re ((𝑈1𝑞0(𝑡, 𝜀))𝑗𝑗 − (𝑈2𝑞0(𝑡, 𝜀))𝑘𝑘)| ≥ 𝑏0 > 0 (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁),

i для будь-якого 𝑙 = 1, 𝑞0 − 1 (якщо 𝑞0 > 1) виконано:

Re ((𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀))𝑗𝑗 − (𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀))𝑘𝑘) ≡ 0 (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁).

Тодi iснують 𝜇3 ∈ (0, 1), 𝜀1(𝜇) ∈ (0, 𝜀0) такi, що для будь-яких 𝜇 ∈ (0, 𝜇3),
𝜀 ∈ (0, 𝜀1(𝜇)) рiвняння (24) має частинний розв’язок, що належить до класу
𝐹2(𝑚− 1; 𝜀1(𝜇); 𝜃).

Доведення. Будемо виходити з твердження леми 4. Здiйснимо в рiвняннi
(24) пiдстановку

𝑍 =
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0
̃︀𝑍, (33)

де ̃︀𝑍 – нова невiдома матриця-функцiя. Дiстанемо:

𝑑 ̃︀𝑍
𝑑𝑡

=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃ ̃︀𝑍 − ̃︀𝑍 (︃𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+

+
𝜀𝜇𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇2𝑞+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍 − 𝜀 ̃︀𝑍𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1
(︁
𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍 − ̃︀𝑍𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︁
+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍, 𝜇). (34)

Розглянемо вiдповiдне лiнiйне неоднорiдне рiвняння:

𝑑 ̃︀𝑍0

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃ ̃︀𝑍0 − ̃︀𝑍0

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+

+
𝜀𝜇𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇2𝑞+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇). (35)

На пiдставi леми 2 з роботи [7] можна зробити висновок, що рiвняння (35)
має єдиний частинний розв’язок, що належить до класу 𝐹2(𝑚−1; 𝜀0; 𝜃), причому
iснує 𝑇1 ∈ (0,+∞) таке, що

‖ ̃︀𝑍0(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃) ≤

≤ 𝑇1
𝑏0𝜇𝑞0

(︂
𝜀𝜇𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
‖𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃) +

𝜇2𝑞+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
‖𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︂
<

<
𝑇1
𝑏0

(︀
‖𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃) + ‖𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︀
. (36)

Розв’язок класу 𝐹2(𝑚−1; 𝜀1(𝜇); 𝜃) рiвняння (34) шукатимемо методом послi-
довних наближень, обираючи в якостi початкового наближення ̃︀𝑍0(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), а
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подальшi наближення визначивши як розв’язки класу 𝐹2(𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) лiнiйних
неоднорiдних матричних рiвнянь:

𝑑 ̃︀𝑍𝜈+1

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍𝜈+1

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+

+
𝜀𝜇𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇2𝑞+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍𝜈 − 𝜀 ̃︀𝑍𝜈𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1
(︁
𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︁
+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍𝜈 , 𝜇). (37)

Нехай
Ω =

{︁ ̃︀𝑍 ∈ 𝐹2(𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) : ‖ ̃︀𝑍 − ̃︀𝑍0‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃) ≤ 𝜌
}︁
.

Позначимо:
𝑀(𝜌) = sup̃︀𝑍∈Ω

‖̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃),

𝑉 = max
(︀
‖𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃), ‖𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︀
,

𝑅 = max
(︀
‖𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃), ‖𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︀
.

З того, що ̃︀Φ2 диференцiйовна в сенсi Фреше за ̃︀𝑍, а область Ω замкнена i
обмежена, випливає, що iснує 𝐿(𝜌) ∈ (0,+∞) таке, що для будь-яких 𝑍,𝑍 ∈ Ω
виконано:⃦⃦⃦̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇)− ̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇)

⃦⃦⃦
𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

≤ 𝐿(𝜌)‖𝑍 − 𝑍‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃). (38)

Покажемо, що при певних спiввiдношеннях мiж параметрами 𝜀 i 𝜇 всi на-
ближення, що визначаються формулами (37), залишаються всерединi областi
Ω. Очевидно, що ̃︀𝑍0 ∈ Ω. Припустимо за iндукцiєю, що ̃︀𝑍𝜈 ∈ Ω, i розглянемо:

𝑑
(︁ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍0

)︁
𝑑𝑡

=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃(︁̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍0

)︁
−

−
(︁ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍0

)︁(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+ 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍𝜈 − 𝜀 ̃︀𝑍𝜈𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1
(︁
𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︁
+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍𝜈 , 𝜇). (39)

Оскiльки ̃︀𝑍𝜈 ∈ Ω, то

‖ ̃︀𝑍𝜈‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃) ≤ 𝜌+ ‖ ̃︀𝑍0‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃).

На пiдставi нерiвностi (36) i внаслiдок умов теореми маємо:⃦⃦ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍0

⃦⃦
𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

≤

≤ 𝑇1
𝑏0𝜇𝑞0

[︁
2𝑚+1

(︀
𝜀𝑉 + 𝜇𝑞+1𝑅

)︀ (︁
𝜌+ ‖ ̃︀𝑍0‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︁
+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
𝑀(𝜌)

]︁
. (40)
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Отже, при виконаннi умови

𝑇1
𝑏0𝜇𝑞0

[︁
2𝑚+1

(︀
𝜀𝑉 + 𝜇𝑞+1𝑅

)︀ (︁
𝜌+ ‖ ̃︀𝑍0‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︁
+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
𝑀(𝜌)

]︁
≤ 𝜌0 < 𝜌 (41)

потрiбну належнiсть забезпечено.
Доведемо тепер збiжнiсть процесу, що визначається формулами (37), до

розв’язку класу 𝐹2(𝑚− 1; 𝜀1(𝜇); 𝜃) рiвняння (34). Розглянемо:(︁ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍𝜈

)︁
𝑑𝑡

=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃(︁̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍𝜈

)︁
−

−
(︁ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍𝜈

)︁(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+

+𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)
(︁ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

)︁
− 𝜀

(︁ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

)︁
𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1
(︁
𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

(︁ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

)︁
−
(︁ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

)︁
𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︁
+

+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1

(︁̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍𝜈 , 𝜇)− ̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍𝜈−1, 𝜇)
)︁
.

Звiдси i на пiдставi нерiвностей (36) i (38) матимемо:⃦⃦⃦ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍𝜈

⃦⃦⃦
𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

≤ 𝑇1
𝑏0𝜇𝑞0

[︂
2𝑚(𝜀𝑉 + 𝜇𝑞+1𝑅)

⃦⃦⃦ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

⃦⃦⃦
𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

+

+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
𝐿(𝜌)

⃦⃦⃦ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

⃦⃦⃦
𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

]︂
.

Отже, при виконаннi нерiвностi

𝑇1
𝑏0𝜇𝑞0

[︂
2𝑚(𝜀𝑉 + 𝜇𝑞+1𝑅) +

𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
𝐿(𝜌)

]︂
< 1 (42)

потрiбну збiжнiсть забезпечено. Нерiвностi (41), (42) виконуються для доста-
тньо малих 𝜇, 𝜀/𝜇𝑞0 , 𝜀/𝜇2𝑞0−1. Оскiльки 0 < 𝜇 < 1, то 𝜀/𝜇𝑞0 ≤ 𝜀/𝜇2𝑞0−1, тому до-
статньо вимоги мализни 𝜇 i вiдношення 𝜀/𝜇2𝑞0−1. Таким чином 𝜀1(𝜇) = 𝑇2𝜇

2𝑞0−1,
де 𝑇2 достатньо мале.

З урахуванням (33) отримуємо твердження теореми.
Безпосередньо з леми 4 та теореми 1 випливає наступна теорема.

Теорема 2. Нехай рiвняння (2) таке, що
1) виконано умови 10, 20;
2) виконано умови леми 2;
3) для рiвняння (7), що отримується з рiвняння (2) шляхом пiдстановки (6),
виконано умови леми 4;
4) для рiвняння (24), що отримується з рiвняння (7) шляхом пiдстановки
(23), виконано умови теореми 1.

Тодi iснують такi 𝜇4 ∈ (0, 1), 𝜀4(𝜇) ∈ (0, 𝜀0), що для будь-яких 𝜇 ∈ (0, 𝜇4)
i будь-яких 𝜀 ∈ (0, 𝜀4(𝜇)) рiвняння (2) має частинний розв’язок класу
𝐹2(𝑚− 1; 𝜀4(𝜇); 𝜃).
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Shchogolev S. A., Karapetrov V. V. Block separation of the system of the
linear matrix di�erential equations.

In the mathematical description of various phenomena and processes arising in mathe-
matical physics, electrical engineering, economics, have to deal with matrix differential
equations. Therefore, such equations are relevant as for mathematicians and specialists in
other fields natural sciences. This article considers quasilinear matrix differential equations
with coefficients depicted in the form of absolutely and uniformly convergent Fourier series
with slow variable in a sense coefficients and frequency (class 𝐹 ). The differences of the
diagonal elements of the matrices of the linear part are pure imaginary, that is, we are
dealing with a critical case. But between these diagonal elements assume certain relations
that indicate the absence of resonance between the natural frequencies of the system and
frequency of external excitation force. The problem is considered establishing signs of
existence in such an equation of class solutions 𝐹 . By means of a number of transformations
the equation is reduced to the equation noncritical case, and the solution of the class 𝐹
of this equation is sought by the method of successive approximations using the principle
compression reflections. Then based on the properties of the solutions of the transformed
equation, conclusions are drawn about the properties initial equation.

Keywords: matrix differential equations, Fourier series, slowly varying parameters.
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ДИНАМIЧНI ПРОЦЕСИ В ТIЛАХ (МАТЕРIАЛАХ) З
ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ. ЧАСТИНА 3.

ДИНАМIЧНI ПРОЦЕСИ У ПРУЖНОМУ ДВОХШАРОВОМУ
ПIВПРОСТОРI З ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ ПРИ ДIЇ

РУХОМИХ НАВАНТАЖЕНЬ

У статтi дослiдженi динамiчнi процеси у пружному двошаровому пiвпросторi з
початковими напруженнями при дiї рухомого навантаження. Данi задачi розв’язанi
методом iнтегральних перетворень i за допомогою комплексних потенцiалiв, введених
в роботах академiка НАН України Гузя О.М. i одного iз авторiв цiєї статтi. Проведено
оцiнку можливих значень коренiв характеристичного рiвняння. Отримано необхiднi
i достатнi умови iснування кратних коренiв характеристичного рiвняння. На вiльну
поверхню пружного шару, що лежить на пружному пiвпросторi, дiє навантаження, що
рухається з постiйною швидкiстю. Вважається, що картина деформацiй iнварiантна
у часi в системi координат, що рухається разом з навантаженням. Для матерiалiв з
пружними потенцiалами гармонiчного типу (стисливi тiла) та з пружними потенцiа-
лами типу Бартенєва-Хазановича (нестисливi тiла) проведено численнi дослiдження.
Аналiз отриманих результатiв свiдчить про суттєвий вплив початкових (залишкових)
деформацiй i швидкостi руху поверхневого навантаження на значення коренiв хара-
ктеристичного рiвняння. Крiм цього, доведено, що для заданих параметрiв завжди мо-
жна знайти область значень 𝜆1 (коефiцiєнтiв) подовження, для яких iснують критичнi
швидкостi руху навантаження. Зокрема при жорсткому з’єднаннi шару з пiвпросто-
ром можливо iснування двох критичних швидкостей руху навантаження, у крайньому
випадку, одна iз яких бiльша за швидкiсть поверхневих хвиль Релея. Отриманi ре-
зультати можуть бути використанi для дослiдження напружено-деформованого стану
елементiв багатошарового заздалегiдь деформованого пiвпростору при дiї рухомого
поверхневого навантаження.

Ключовi слова: контактнi напруження, комплекснi потенцiали, фазовi швидкостi,
жорсткi штампи, рухомi навантаження, хвилi Релея, напружено-деформований стан.

1. Вступ. Однiєю з задач, яка має значне наукове i практичне значення є за-
дача про розповсюдження хвиль у тiлах пiд дiєю прикладених до їх границь ру-
хомих навантажень (узагальнена задача Лемба про початковi навантаження).

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Такий тип навантаження має мiсце, наприклад, при прокатцi металiв, виро-
бництвi паперу, пластмас, великогабаритних дзеркал тощо. Задачi такого типу
виникають також при розрахунку аеродромних i дорожнiх покриттiв, при роз-
рахунку пластин i оболонок, якi перебувають у рухомому середовищi або пiд
дiєю рухомих штампiв i в багатьох iнших випадках.

Необхiдно зазначити, що як з математичної так i з фiзичної точки зору ру-
хоме навантаження є поняттям досить загального характеру. Тому основнi за-
кономiрностi дiї рухомого навантаження можуть вивчатися незалежно вiд того,
в результатi якого фiзичного процесу цi проблеми виникають. У данiй статтi
розглянута динамiчна задача для пружного попередньо напруженого шару, що
лежить на пiвпросторi, i на яку дiє поверхневе рухоме навантаження.

Дослiдження проведенi в рамках лiнеаризованої теорiї пружностi для тiл
з початковими напруженнями [1]. В рамках цiєї теорiї рiзнi двомiрнi моделi
багатошарового середовища вивчалися в роботах [2-12]. Необхiдно зазначити,
що остання робота з даної тематики опублiкована на початку 2021р. у статтi
авторiв [13].

2. Актуальнiсть. Актуальнiсть таких дослiджень очевидна, оскiльки пра-
ктично у всiх елементах конструкцiй i деталях машин присутнi початковi (за-
лишковi) напруження. Природа виникнення початкових напружень досить рi-
зноманiтна. Про їх походження i вплив на основнi характеристики контактної
взаємодiї для статичних i динамiчних задач, в тому числi при дiї рухомих штам-
пiв, навантажень детальнiше вивчено в роботах [14-15].

3. Постановка задачi. «Розглянемо задачу в рамках постановки, викладе-
ної в роботах [1-3]. Пружний шар лежить на пружному пiвпросторi. На вiльну
поверхню шару дiє навантаження, що рухається з початковою швидкiстю 𝜈.
Вважаємо, що картина деформацiї iнварiантна вiдносно часу в системi коорди-
нат, що рухається разом з навантаженням.

4. Метод розв’язку. Спочатку розглянемо першу основну динамiчну зада-
чу для пiвплощини, яка аналогiчна задачам статики (задача Фламана). Iншими
словами, розглядається задача, коли граничнi умови вiдповiдають зосередженiй
силi iнтенсивностi p, яка прикладена до границi пiвплощини пiд кутом 𝛼1 до осi
𝑂𝑦1, i яка рухається рiвномiрно вздовж осi 𝑂𝑦1 iз швидкiстю 𝜈. Пiсля ряду пе-
ретворень, аналогiчно [4] для напруження 𝑄̃22 вздовж осi 0𝜂2 (на вертикальнiй
осi) одержано вираз у такому виглядi:

𝑄̃22

⃒⃒⃒⃒
𝜂1 ≡ 𝑦1 − 𝑣𝑡 = 0

= − 𝑃

𝜋𝑦2

{︁
𝐼𝑚
[︁
𝜇1𝜇2

(︁
𝜇1𝛾

(1)
21 − 𝜇2𝛾

(2)
21

)︁]︁}︁−1

×

×𝑅𝑒
[︁(︁
𝜇2
2𝛾

(2)
21 − 𝜇2

1𝛾
(1)
21

)︁]︁
sin𝛼1 + (𝜇1 + 𝜇2) cos𝛼1. (1)

У випадку вiдсутностi початкових напружень величина, яка вiдповiдає (1) для
класичної лiнiйної теорiї пружностi iзотропного тiла, має вигляд

𝑄̃22

⃒⃒⃒⃒
𝜂1 ≡ 𝑦1 − 𝑣𝑡 = 0

=
𝑃

𝜋𝑦2
· 2 cos𝛼1. (2)

Для потенцiалу Трелоара (нестисливе тiло) на основi чисельних розрахункiв
виявлено вплив початкових напружень на закономiрностi розподiлу напружено-
деформованого стану в пiвплощинi з початковими напруженнями для першої
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динамiчної задачi. При цьому початковий напружено-деформований стан та-
кож визначений для плоскої деформацiї (𝜆1𝜆2𝜆3 = 1, 𝜆3 = 1). Одержанi резуль-
тати свiдчать про те, що початковi напруження, якi задаються коефiцiєнтом
подовження 𝜆1, суттєво впливають на розподiл напружень у розглянутiй пер-
шiй динамiчнiй граничнiй задачi для пiвплощин з початковими напруженнями.

В роботi дослiдженi динамiчнi процеси у пружному двохшаровому пiвпро-
сторi з початковими напруженнями при дiї рухомого навантаження методом
iнтегральних перетворень i тi ж самi задачi розв’язанi за допомогою компле-
ксних потенцiалiв. Iншими словами, однiєю iз таких задач є задача про пошире-
ння хвиль у попередньо напружених тiлах пiд дiєю прикладених до їх границь
рухомих навантажень (ускладнення задачi Лемба про точкове навантаження).
Таке навантаження має, наприклад, мiсце при прокатцi металiв, виробництвi
паперу, пластмас, великогабаритних дзеркал тощо. Задачi такого типу виника-
ють також при розрахунку аеродромних i дорожнiх покрить, при розрахунку
пластин i оболонок, якi знаходяться у рухомому середовищi або пiд дiєю рухо-
мих штампiв i в багатьох iнших випадках. Необхiдно зауважити, що як з мате-
матичної, так i з фiзичної точки зору, рухоме навантаження є поняттям досить
широким. Тому основнi закономiрностi дiї рухомого навантаження вивченi не-
залежно вiд того в результатi якого фiзичного процесу цi проблеми виникли.
Розглянуто задачу, коли шароватий пiвпростiр складається iз пружного шару
товщини 2ℎ, який лежить на пружному стисливому або нестисливому попере-
дньо напруженому iзотропному пiвпросторi; причому навантаження рухається
вздовж вiльної поверхнi шару з постiйною швидкiстю 𝑣 на протязi великого
промiжку часу (маємо плоский деформований стан). Вважається також, що ди-
намiчну поведiнку шару можна описати за допомогою системи теорiї пластин,
якi враховують зсув i iнерцiю обертання. Дослiджено два випадки контакту мiж
шаром i пiвпростором при 𝑦2 = −ℎ (жорсткий i нежорсткий контакти).

З використанням методу iнтегральних перетворень Фур’є отриманi фунда-
ментальнi розв’язки задач для стисливих i нестисливих тiл у просторi зобра-
жень при рiзних умовах контакту i швидкостях руху навантажень. Граничнi
умови i рiвняння руху двохшарового пiвпростору для стисливих i нестисливих
матерiалiв зображенi у загальному виглядi (вiдрiзняються тiльки коефiцiєнти).
Розв’язок задачi знайдений за допомогою iнтегрального перетворення Фур’є за
змiнною 𝑦1

𝑓𝐹 (𝑘) =

+∞∫︁
−∞

𝑓 (𝑦1) 𝑒
−𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑦1. (3)

Застосувавши перетворення Фур’є до вiдповiдних рiвнянь, одержимо(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
= 0; 𝑗 = 1, 2. (4)

У статтi знайдено розв’язок задачi для нерiвних i рiвних коренiв характери-
стичного рiвняння i рiзних умов спряження шару i пiвпростору з початковими
напруженнями, причому задача розв’язана у загальному виглядi для будь-якої
швидкостi руху навантаження (дозвукової, трансзвукової i надзвукової).

У випадку нежорсткого контакту перетворенi рiвняння представленi таким
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чином

−𝑖𝑘3𝛼(1)
21 𝜒

𝐹 + 𝑖𝑘𝛼
(2)
21

𝑑2𝜒𝐹

𝑑𝑦22
= 0;

𝑘2𝜃3

(︂
𝑘2𝛽1 − 𝛽2

𝑑2

𝑑𝑦22

)︂
𝜒𝐹 +

(︂
𝑘2𝛼

(1)
22 − 𝛼

(2)
22

𝑑2

𝑑𝑦22

)︂
𝑑𝜒𝐹

𝑑𝑦2
− 2𝑖𝑘𝜅ℎ𝜙𝐹 = 𝑝𝐹2 ;

2𝑖𝑘𝜅

(︂
−𝑘2𝛽1 − 𝛽2

𝑑2

𝑑𝑦22

)︂
𝜒𝐹 −

(︀
𝑘2𝜃2 + 2𝜅

)︀
𝜙𝐹 = 0. (5)

Аналогiчно записуються у просторi зображень рiвняння руху i граничнi умо-
ви, представленi через потенцiали Φ i 𝜓. Перетворенi хвильовi рiвняння руху
записанi у такому виглядi(︂

𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂
Φ𝐹 = 0;

(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
𝜓𝐹 = 0. (6)

Розв’язок перетвореного рiвняння (4) з врахуванням затухання на нескiнчен-
ностi знайдено у виглядi

𝜒𝐹 = 𝐴𝑒𝑘1𝑘𝜂1𝑦2 +𝐵𝑒𝑘2𝑘𝜂2𝑦2 , (7)

де 𝐴 i 𝐵 – постiйнi iнтегрування. Тут 𝑘𝑗 ≡ 𝜎 = |𝑘|
𝑘
, якщо 𝜂2𝑗 > 0 i 𝑘𝑗 = 𝑖,

якщо 𝜂2𝑗 < 0. У випадку коли 𝜂𝑗 приймає комплексне значення, то у зображеннi
(7) треба покласти 𝑘𝑗 = 1; 𝜂𝑗 = 𝜎𝑅𝑒𝜂𝑗 − (−1)𝑗 𝐼𝑚𝜂𝑗, 𝑗 = 1, 2. Розв’язок для
потенцiалiв Φ𝐹 i 𝜓𝐹 , з врахуванням (6), знаходиться у виглядi

Φ𝐹 = 𝐴0𝑒
𝑘1𝑘𝜂1𝑦2 ; 𝜓𝐹 = 𝐵0𝑒

𝑘2𝑘𝜂2𝑦2 , (8)

де 𝐴0 i 𝐵0 – постiйнi iнтегрування. В результатi знайденi критичнi швидко-
стi руху навантаження у випадку стисливого пiвпростору з пружним потенцi-
алом гармонiчного типу (нерiвнi коренi). Аналогiчно дослiджено вплив поча-
ткових напружень, механiчних характеристик пластини i пiвпростору, умов їх
спряження на значення критичних швидкостей руху навантаження у випад-
ку нестисливого пiвпростору з пружним потенцiалом Бартенєва-Хазановича.
На основi одержаних чисельних результатiв для докритичних швидкостей руху
поверхневого навантаження зробленi наступнi висновки. При жорсткому кон-
тактi напруження, швидкостi перемiщень у пiвпросторi i згинальний момент
у пластинi менший, нiж при нежорсткому. Значення параметрiв напружено-
деформованого стану у конкретнiй точцi шаруватого тiла залежить як вiд по-
чаткових напружень, так i вiд її координат. При цьому в дослiджуваному дiа-
пазонi значень 𝜆1 темп зростання амплiтуди розглянених величин при стиску
бiльший, нiж при розтягу. Затухання при вiддаленнi вiд точки прикладання
навантаження для стиску проходить повiльнiше, нiж при розтягу. Вплив поча-
ткових напружень значно збiльшується iз зростанням швидкостi руху наванта-
ження. Особливо останнє має мiсце при попередньому стиску. При жорсткому
контактi вплив швидкостi i початкових напружень значно менший, нiж при не-
жорсткому контактi. Якщо врахування iнерцiї обертання в рамках розглянених
швидкостей руху поверхневого навантаження i значень 𝜆𝑖 у випадку жорсткого
контакту вносить незначну похибку (менше 2,6%), то у випадку нежорсткого
контакту вiдмiннiсть у результатах буде досить суттєвою (до 30%). Особливо
необхiдно враховувати iнерцiю обертання при 𝜆1 < 1 i великих швидкостях руху
навантаження.
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Iз аналiзу одержаних результатiв випливає, що для двохшарового пiвпро-
стору iз нестисливого матерiалу можна зробити тi ж самi висновки, що i для
двохшарового стисливого пiвпростору. Вплив початкових напружень на значе-
ння критичних швидкостей руху навантаження бiльш суттєвий для порiвняно
м’яких пластин i для нежорсткого контакту. При нежорсткому контактi резо-
нанс виникає при меншiй швидкостi руху навантаження, нiж при жорсткому
контактi. Чим м’якша пластина у порiвняннi з пiвпростором, тим меншi у неї
критичнi швидкостi руху навантаження у порiвняннi з швидкiстю хвиль Релея
𝑉𝑅.

В роботi визначено реакцiю на рухоме навантаження двохшарового пружно-
го пiвпростору з початковими напруженнями з використанням комплексних
потенцiалiв. Iз застосуванням комплексних потенцiалiв в загальнiй формi для
стисливих i нестисливих пружних тiл у роботi дана постановка задачi про рух
двохшарового пружного пiвпростору з початковими напруженнями пiд дiєю ру-
хомого поверхневого навантаження. Для плоских динамiчних задач у пружних
тiл з початковими напруженнями, коли данi динамiчнi задачi можуть бути зве-
денi до стацiонарних задач у рухомiй системi координат, яка рухається прямо-
лiнiйно з постiйною швидкiстю, розв’язок можна побудувати через комплекснi
потенцiали. В роботi використано метод М.I. Мусхелiшвiлi, який пов’язаний з
iнтегралами типу Кошi для пiвплощини. У цьому випадку для стисливих тiл
задача зведена до рiвняння

𝜕4𝜒𝑗

𝜕𝑧1𝜕𝑧2𝜕𝑧1𝜕𝑧2
= 0; 𝑗 = 1, 2 (9)

У (9) комплекснi змiннi мають вигляд
𝑧𝑗 = 𝑦1 + 𝜇𝑗𝑦2; 𝑧𝑗 = 𝑦1 + 𝜇̄𝑗𝑦2. (10)

Для рiвних коренiв (𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇) характеристичного рiвняння загальний розв’язок
рiвняння (9) можна зобразити у такому виглядi

𝜒(𝑗) = 𝑅𝑒
[︁
𝐹

(𝑗)
1 (𝑧1) + 𝑧1𝐹

(𝑗)
2 (𝑧1)

]︁
. (11)

Якщо ввести новi аналiтичнi функцiї

𝐹
(1)

′

𝑗 (𝑧1) = 𝜇1𝜙𝑗 (𝑧1) ; 𝐹
(2)

′

𝑗 (𝑧1) = 𝜙𝑗 (𝑧1) ; 𝑗 = 1, 2, (12)

то пiсля деяких перетворень одержимо зображення напружень i перемiщень
через введенi аналiтичнi функцiї 𝜙𝑗 (𝑧1)

𝑄̃𝑘𝑗 = 𝑅𝑒
{︁
𝛾
(1)
𝑘𝑗 [𝜙′′

1 (𝑧1) + 𝑧1𝜙
′′
2 (𝑧1)] + 𝛾

(2)
𝑘𝑗 𝜙

′
2 (𝑧1)

}︁
;

𝑢𝑘 = 𝑅𝑒
{︁
𝛾
(1)
𝑘𝑗 [𝜙′

1 (𝑧1) + 𝑧1𝜙
′
2 (𝑧1)] + 𝛾

(2)
𝑘𝑗 𝜙2 (𝑧1)

}︁
. (13)

Для нерiвних коренiв (𝜇1 ̸= 𝜇2) загальний розв’язок (9) знаходиться у виглядi
𝜒 = 2𝑅𝑒[𝐹1 (𝑧1) + 𝐹2 (𝑧2)], (14)

де 𝐹𝑗 (𝑧𝑗) – довiльнi аналiтичнi функцiї комплексних змiнних 𝑧𝑗 . Пiсля введення
нових аналiтичних функцiй

𝐹 ′′
𝑗 (𝑧𝑗) = Φ𝑗 (𝑧𝑗) (15)

одержимо зображення напружень i перемiщень через введенi аналiтичнi фун-
кцiї Φ𝑗 (𝑧𝑗) у такому виглядi
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𝑄̃𝑖𝑗 = 2𝑅𝑒
[︁
𝛾
(1)
𝑖𝑗 Φ

′

1 (𝑧1) + 𝛾
(2)
𝑖𝑗 Φ

′

2 (𝑧2)
]︁
;

𝑢𝑘 = 2𝑅𝑒
[︁
𝛾
(1)
𝑘 Φ1 (𝑧1) + 𝛾

(2)
𝑘 Φ2 (𝑧2)

]︁
; 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2. (16)

В (16) введенi наступнi позначення коефiцiєнтiв, якi входять у вирази для на-
пружень i перемiщень

𝛾
(𝑘)
𝑗𝑗 = 𝜇𝑘

(︁
𝛼
(1)
𝑖𝑗 + 𝜇2

𝑘𝛼
(2)
𝑖𝑗

)︁
; 𝛾

(𝑘)
𝑗𝑗 = 𝛼

(1)
𝑖𝑗 + 𝜇2

𝑘𝛼
(2)
𝑖𝑗 ;

𝑦
(𝑗)
1 = −𝜇𝑗; 𝑦

(𝑗)
2 = 𝛽1 + 𝜇2

𝑗𝛽2; 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗, (17)

де параметри 𝛽𝑗 i 𝛼
(𝑘)
𝑖𝑗 визначаються iз виразiв, якi входять в комплекснi потен-

цiали.
Вiдносно поведiнки потенцiалiв Φ𝑗 (𝑧𝛾), 𝜙𝛾 (𝑧𝑗) на нескiнченностi приймались

такi ж самi обмеження, як i в лiнiйнiй теорiї пружностi. Критичнi швидкостi
руху навантаження визначались iз умови iснування дiйсних додатних кратних
коренiв характеристичного рiвняння вiдповiдних диференцiальних рiвнянь. Та-
ким чином, в роботi застосовуючи метод комплексних потенцiалiв, отриманi ре-
зультати аналогiчнi тим, якi були одержанi методом iнтегральних перетворень
Фур’є. Крiм висновкiв, сформульованих вище (на основi чисельних розрахун-
кiв) для плоских задач руху двохшарового пружного пiвпростору з початко-
вими напруженнями iз стисливого i нестисливого матерiалу при дiї рухомого
навантаження можна ще зробити i такi. При заданих параметрах завжди мо-
жна знайти область значень 𝜆1, для яких iснують критичнi швидкостi руху
навантаження. Для швидкостей руху навантаження бiльших швидкостi поши-
рення хвиль зсуву у пiвпросторi присутнiсть початкових напружень має бiльш
суттєвий вплив на розподiл напружень i швидкостей перемiщень у пiвпросторi
i згинального моменту у пластинi. Характер цього впливу рiзний в залежностi
вiд розташування розглядуваної точки шаруватого тiла вiдносно точки прикла-
дення навантаження.

Крiм цього в данiй статтi дослiджено вплив початкових напружень i швид-
костi руху поверхневого навантаження на значення коренiв характеристичного
рiвняння, що вiдповiдають рiвнянням руху елементiв шаруватого пiвпростору.
Проведена оцiнка можливих значень коренiв характеристичних рiвнянь. Вказа-
нi необхiднi i достатнi умови iснування кратних коренiв. Для матерiалiв з гармо-
нiчним потенцiалом (стисливi тiла) iз потенцiалом типу Бартенєва-Хазановича
(нестисливi тiла) виконанi чисельнi дослiдження.

5. Висновки. На основi аналiза одержаних числових результатiв встанов-
ленi наступнi механiчнi ефекти;
1) Значення критичних швидкостей руху навантаження i їх кiлькiсть суттєво

залежить вiд початкових напружень у пiвпросторi, механiчних характери-
стик пластини i пiвпростору i умов їх контакту. При жорсткому з’єднаннi
пластини з пiвпростором можливе iснування двох критичних швидкостей
руху навантаження, у крайньому випадку, одна iз яких бiльша за швидкiсть
хвиль Релея.

2) Вплив початкових напружень на значення критичних швидкостей руху на-
вантаження бiльш суттєве для мягких пластин i для нежорсткого контакту.
Чим м’ягче пластина у порiвняннi з пiвпростором, тим менша у неї крити-
чна швидкiсть у порiвняннi з швидкiстю хвиль Релея. Значення найменшої
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критичної швидкостi при жорсткому контактi завжди бiльша нiж при не-
жорсткому.

3) Для заданих параметрiв завжди можна знайти область значень 𝜆1, для
яких iснують критичнi швидкостi руху навантаження.

4) Вплив початкових напружень значно збiльшується iз ростом швидкостi ру-
ху навантаження. Особливо це має мiсце при попередньому стиску. При
жорсткому контактi вплив швидкостi i початкових напружень менш суттє-
вий, нiж при нежорсткому контактi.

5) Для швидкостей руху навантаження, якi бiльшi за швидкiсть розповсю-
дження зсувних хвиль у пiвпросторi, присутнiсть початкових напружень
має суттєвий вплив на розподiл напружень i швидкостей перемiщень у пiв-
просторi i згинального момента у пластинi. Характер цього впливу рiзний
в залежностi вiд положення розглядуваної точки шаруватого тiла вiдно-
сно точки прикладання навантаження. Отриманi дослiдження напружено-
деформованого стану елементiв багатошарового заздалегiдь деформованого
пiвпростору при дiї рухомого поверхневого навантаження.
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Babych S. Yu., Glukhov Yu. P., Lazar V. F. Dynamic processes in bodies
(materials) with initial stresses. Part 3. Dynamic processes in an elastic two-layer
half-space with initial stresses under the action of moving loads.

Dynamic processes in an elastic two-layer half-space with initial tensions under the in-
fluence of a moving load are investigated. These tasks are solved by the method of integral
transformations and with the help of comprehensive potentials introduced in the works
of academician of the National Academy of Sciences of Ukraine Geors O. and one of the
authors of this article. The evaluation of the possible values of the roots of the character-
istic equation is carried out. The necessary and sufficient conditions for the existence of
multiple roots of the characteristic equation are obtained. It is believed that the picture
of the deformation of the invariant time in the coordinate system moving along with the
load. In other words, an elastic multilayer is considered, consisting of flat parallel elastic
layers, lies on a half-space. The free surface of the strip has a load moving at a constant
speed. Studies conducted within the linearized theory of elasticity for bodies with ini-
tial stresses. For materials with elastic potentials of harmonic type (compression bodies)
and with elastic potentials of the type Barteneva-Khazanovich (uncompressed bodies), nu-
merous studies were performed. Analysis of the results of the essential impact of initial
(residual) deformations and speed of surface loading on the value of the roots of the char-
acteristic equation. In addition, it is proved that it is always possible to find the area of
values (coefficients) of elongation for which there are critical speed of loading. In particu-
lar, with a rigid connection of a plane with a half-space, it is possible to exist two critical
load rates, in the extreme case, one of which is larger than the speed of the surface waves
of the relay. The obtained results can be used to investigate the stress-deformed state of
elements of a multilayer pre-deformed half-space under the action of a moving surface load.

Keywords: contact tensions, complex potentials, phase speeds, hard stamps, moving
loads, relay waves, stress-deformed state.
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SEMI-SUPERVISED LEARNING PARADIGM ANALYSIS FOR
CLASSIFICATION OF MULTIMODAL DATA

The paper considers machine learning algorithms. The focus is on semi-controlled
learning, which seems to be the balance between teaching accuracy with a teacher and the
cost of teaching methods without a teacher. Examples of careful processing of labelled data
sets for which supervised learning can be very effective are considered. The semi-supervised
and supervised approaches are compared, and the effectiveness of each is analyzed. The
paper considers S3VM and TSVM approach. The work aimed to investigate whether semi-
controlled methods can compete with controlled or even surpass them. Applying these
approaches to the proposed dataset to determine a more accurate classification of data,
namely at the reference limit, is described.

Keywords: semi-supervised learning, support vector machine, transudative support vec-
tor machines, semi-supervised support vector machines, application programming interface.

1. Introduction. The work is performed by studying semi-supervised learning,
which is learning with a teacher. Supervised learning is a learning paradigm related
to studying how computers and natural systems, such as humans, remember in the
presence of both labelled and unlabeled data. Traditionally, learning is studied either
in an uncontrolled paradigm (e.g., clustering, external shape detection), where all
data is unlabeled, or in a controlled paradigm (e.g., classi�cation, regression), where
all information is labelled [1].

The purpose of semi-controlled learning is to understand how a combination of
labelled and unlabeled data can change learning behaviour and develop algorithms
that use such a combination [2, 6].

Supervised learning is of great interest in machine learning and data exchange,
as it can use readily available unlabeled data to improve tasks when labelled data is
scarce or expensive. Supervised learning also shows potential as a quantitative tool
for understanding human categories of knowledge where much of the contribution is
not apparent [3, 8].

The object of study of this work is semi-supervised learning is an extension of
supervised and supervised learning. SSL algorithms, as a rule, provide a way to
learn about the structure of data from unlabeled examples Reducing the need for
labels. Most problems in the real world have a lot of data, and labelling them is a
cumbersome or even impossible task. Supervised learning is one of the approaches to
overcoming these types of problems. For training, he uses only a small set, marked
by substantial unlabeled data. In semi-controlled training, it is essential what data
are labelled and, depending on the position of the data, its e�ectiveness changes [4,
10].

The semi-supervised learning paradigm attracts much attention in many di�erent
areas, from bioinformatics to web mining. It is easier to get unlabeled than labelled
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data because it requires less e�ort, experience and time [5, 12]. In this context,
traditional supervised learning is limited to using labelled data to build a model.

However, SSL is a learning paradigm for designing models with both labelled
and unlabeled data.In essence, SSL methods use unspeci�ed samples to change or
rethink a hypothesis derived only from labelled samples.

2. Review of methods. Before de�ning the approaches and bene�ts of SSL
and supervised learning algorithms, you should �rst learn what supervised learning
is in everyday use:

– Classi�cation of web pages;

– Detection of fraud;

– Face recognition;

– Language recognition;

– Genetic sequencing.

There is no doubt about the potential and growth of machine learning, and semi-
controlled education often seems to be a balance between the accuracy of teaching
with a teacher and the cost of teaching methods without a teacher [9, 13, 16].

Due to the careful processing of labelled data sets, supervised learning can be
very e�ective.

Imagine the following situation (See Figure 1):

Figure 1. Finding a solution.

In Figure 1, you have only two data points that fall into two di�erent categories,
and the drawn line is the limit of any controlled model [16, 17].

Now, let's say we add some unde�ned data to this data, as shown in the image
below:

Figure 2. Adding unlabeled instances.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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In Figure 2 you can see the di�erence between the two images listed above, the
same can be said that after adding data without labeling, the decision limit of our
model has become more accurate.

Thus, among the advantages of using unlabeled data are:
– Labeled data is expensive and di�cult to obtain, while unlabeled data is plen-
tiful and cheap.

– This improves the stability of the model through a more precise decision bound-
ary.
Typically, the purpose of categorizing images is to classify whether the image

belongs to the category or not. In this work, not only images are used for modelling,
but keywords related to labelled and unlabeled images and unlabeled images are used
to improve the classi�er through semi-control training.

Semi-supervised SVM is an SVM with variable 𝜉𝑖. This model is based
on the assumption that y𝑖 can be either −1 or 1.

Variables 𝜉𝑖 are variables, one for each sample, introduced to reduce the strength
imposed by the initial condition (min ‖𝑤‖), which is based on a hard stock that
incorrectly classi�es all samples that are on the wrong side. They are determined
by the loss of the hinge as follows [12]:

max
(︀
0.1− 𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝑏)
)︀

(1)

With these variables, we allow some points to cross the boundary without classi-
fying them if they remain at a distance controlled by the corresponding weak variable
(which is also minimized during the training phase to avoid uncontrolled growth).
The following diagram shows a schematic representation of this process:

The last elements of each high-density region are reference vectors. Between
them is a low-density region (it can also be zero density), where lies our separate
hyperplane [13].

Theoretically, each function, which is always bounded by two hyperplanes con-
taining reference vectors, is a good classi�er, but we need to minimize the empirical
risk (and, yes, the expected risk). Therefore, we are looking for the maximum mar-
gin between areas of high density. This model can separate two dense regions with
irregular boundaries. By adopting the kernel function, it can also work in nonlinear
scenarios. The main issue at the moment is the question of the best strategy for
the integration of labelled and unlabeled samples when we need to solve a similar
problem in a semi-supervised scenario [6, 9].

The �rst element to consider is the relationship. If we have a low percentage of
marked scores, the problem is mainly controlled, and the generalization skills learned
through the training kit should be su�cient to correctly classify all unmarked scores.
On the other hand, if the number of unlabeled samples is much larger, we return
to the almost pure clustering scenario (as discussed in the section on generative
Gaussian mixtures). This means that to use the power of semi-control methods in
low-density separation problems, we must consider situations where the labelled /
unlabeled ratio is approximately 1.0 [1, 8].
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Figure 3. Hyperlines SVM and S3VM.

Figure 3 shows two hyperlines - one SVM method, the other - S3VM. Blue dots
- unlabeled data, red - class 1, green - class 2.

We can see that SVM has a large gap from the hyperline, but there is a reasonably
high density. Although in S3VM, this interval is smaller, it is more accurate, and we
see that the boundaries of the reference vectors are located just on the last elements.
Then the gap is empty, i.e. the hyperline correctly classi�es the classes [5, 10].

Figure 4. Comparison of the accuracy of linear SVM and S3VM.

Figure 4 shows that the linear S3VM works much better than SVM at a relatively
small amount of labeled data (101, 102). As the amount of labeled data increases,
the accuracy of these two methods converges to one value [13].

Transductive Support Vector Machines. Another approach to the same
problem is o�ered by Transductive Support Vector Machines, which are especially
suitable when the unlabeled sample is not very noisy. The overall structure of
the data set is robust. Everyday use of TSVM is a classi�cation on a data set
that contains data points obtained from the same data generation process (e.g.,
medical photographs collected using the same tool) but only partially labelled for,
for example, economic reasons. Because all images can be trusted, the TSVM can
use a dataset structure to achieve accuracy more signi�cantly than the controlled
classi�er.

The idea is to keep the original goal with two sets of variables - the �rst for
labelled samples and the second for unlabeled:

min

[︃
| |𝑤| |+ 𝐶𝐿

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂𝑖 + 𝐶𝑈

𝑁+𝑀∑︁
𝑖=𝑁+1

𝜉𝑗

]︃
(2)
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Formula (2) describes minimization of the objective function of the TSVMmethod.
Because this is a transductive approach, we need to treat unlabeled samples as
variable-labelled (depending on the learning process), imposing a constraint similar
to controlled items. From a certain point of view, this is equivalent to introducing
a preliminary idea of the �nal classi�cation, �rmly based on the cluster and the
assumption of smoothness.

In other words, the TSVM can trust the structure of the data set more than
the S3VM, and the data scientist has more �exibility in choosing behaviour. Dif-
ferent combinations of CL and CU give results from the complete trust given to
the labelled points to the opposite condition. As explained in the introduction, the
purpose of transductive learning is only to classify unlabeled samples using both
labelled and data set structures. However, contrary to inductive methods, the limi-
tations imposed by labelled samples can be relaxed in favour of a more geometrically
consistent solution.

Comparison of modified SVM methods. An alternative to S3VM is TSVM,
which tries to minimize the target with a condition based on variable labels. Thus,
the problem is divided into two parts: controlled, which is precisely the same as
the standard SVM, and partially controlled, which has a similar structure but does
not have �xed y labels. This problem is also not convex, and various optimization
strategies need to be evaluated to �nd the best trade-o� between accuracy and
computational complexity. TSVM's transductive approach relies heavily on the
data set structure; this is only a reasonably reasonable choice when both labelled
and labelled samples are known to be taken from the same data generation process.

Also, the TSVM can trust the data structure more than the S3VM. However,
S3VM is particularly suitable when the design of the unlabeled sample is partially
(or even wholly) unknown, and the primary responsibility for labelling should lie
with the labelled examples.

Formulation of the problem. It is necessary to solve the classi�cation prob-
lem, namely, to �nd the best strategies for semi-managed classi�cation, which could
compete with the approaches of controlled learning. The idea is to minimize costs
with unlabeled data, thus proving the need for semi-controlled systems.

You need to select a dataset for this task. Make Classi�cation is often used to
compare methods and solve various classi�cation problems because we can manually
set many parameters, thus creating our dataset.

This dataset is generated to solve n-class classi�cation problems.
First, clusters of points are created, usually distributed (std = 1, std is a tensor

with a standard deviation of the normal distribution of each source element) with
vertices of n_informative-sized hypercube with sides of length 2 * class_sep and each
class is assigned an equal number of clusters. This introduces an interdependence
between these features and adds data of di�erent types of noise.

The main idea is to generate centroids by some randomness for di�erent clusters
by their number. How accurately each centroid of the cluster can be controlled is set
by the value of the classes' parameter. Because data will be generated in a Gaussian
distribution with a deviation of 1, this argument contains how each cluster overlaps
with other clusters and adding correlations for informative features by multiplying
the matrix of functions by a randomly generated covariance matrix.

For each data point, the function changes its target to some random class (actu-
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ally, it can be adjusted to an actual type) with a speed of �ip_y, a number between
0 and 1. This makes some noise in the data set.

There are two things to control noise (or how di�erent classes of data overlap)
class_sep: determines how clusters are divided. A large value will cause the data
sets to intersect less.

�ip_y: determines how many data points are marked randomly (noise).
We will generate the following dataset with the following parameters:
Number of signs = 2,
Number of points = 1000,
Number of classes = 3.
As a result, we will receive such dataset:

Figure 5. Dataset visualization.

Create the worst data set by setting �ip_y = 0.3:

Figure 6. Dataset visualization.

In comparisons I use the following dataset:
Number of signs = 2,
Number of points = 200,
Number of classes = 2,
Randomness score = 1000.
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Figure 7. Visualization of the dataset for further work.

Figure 7 shows two classes. Blue dots - class 1, red - class 2. In the future we
will divide these dots into the third class - unlabeled data.

The next step is to implement the best strategies for conducting a semi-supervisory
classi�cation that could compete with the supervised approach.

To implement the calculations, you must additionally download the following
libraries:
– Sklearn;
– Scikit-learn;
– Matplotlib;
– Numpy;
– SVC.
Add a two-dimensional dataset, with labeled and unlabeled data (50% each).

There will be 200 marked, 150 unmarked.
Number of marked (Marked) - 200,
Number of unmarked labels (notMarked) - 150.
Classi�ed dataset:
[0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0
. . .
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0]
In this array we contain the notation of two classes - class 1 (notation 0), and

class 2 (notation 1).
Add unlabeled data and change the structure of the dataset:
[-1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1
1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 -1
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
. . .
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0]
Now the marked data is marked as -1 (class 1) and 1 (class 2), the unmarked

data is 0.
We also have the meaning of signs:
[[-1.05545237e+00 -9.32716065e-01]
[-1.09043812e+00 -1.50493373e+00]
[ 1.22265567e+00 -1.67332726e+00]
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[-8.89284086e-01 -6.713955478e-01]
[-3.42811427e-01 2.156535159e+00]
[ 4.19337679e-01 -1.156065519e+00]
[-1.74121223e+00 7.535533374e-01]
[ 1.02333526e+00 -3.215662196e-01]
[ 2.55739074e+00 -2.381244523e+00]
[-1.68630379e+00 2.599753855e+00]
[-9.12360330e-01-1.860154292e+00]
[-1.07341058e+00 -1.866005323e+00]
[-7.41616980e-01 2.6384354742e-01]
[ 1.40819086e-01 8.4433174723e-01]
[-2.186617475e+00 1.65834393e+00]
[ 7.62332115e-01 -1.9242596277e+00]
[-9.30308962e-01 -4.6841778176e-01]
[-8.69596340e-01 -1.9678237778e-01]
[ 1.259574172e+00 1.037730881e-01]
[-4.745967011e-01 6.549572729e-01]
. . . .
[-1.19220109e+00 -2.076067172e+00]]
We visualize this data.
Initial data:

Figure 8. Visualization of the initial dataset.

Let's mark 150 points as not marked we will receive the following schedule:

Figure 9. Visualization of the dataset after adding unlabeled data.

Figure 9 shows class 1 - blue dots, class 2 - red dots, and unmarked dots, which
are shown in gray.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



SEMI-SUPERVISED LEARNING PARADIGM ANALYSIS FOR CLASSIFICATION . . . 133

Initialize our constant C with a value of 0.1.
We also need to specify the initial variables w (normal vector), b (o�set along

the y axis) and weak variables 𝜂𝑖, 𝜉𝑖, z𝑖.
For the values of w and b the sample will be [-0.1, 0.1], for the rest - [0.0, 0.1].
w - [-0.01975875 0.02131162] size= 2,
𝜂i - [0.04901986 0.02258875 0.01560311 0.04587382 0.0352636 0.00871087
0.08424851 0.0857313 0.0733342 0.09528408 0.05455903 0.06449431
0.05901452 0.04758597 0.01772247 0.07832201 0.07269677 0.09613403
0.02368684 0.06946833] - size = (Marked � notMarked) = 50,
𝜉i - [0.09799687 0.08343227 0.00994421 0.09511786 0.03769766 0.04774885
0.03169544 0.03145913 0.07661224 0.04653426 0.0142706 0.09941006
0.00069853 0.03098653 0.00093538 0.08666854 0.09679364 0.03014508
0.07180447 0.00543835 0.05054611 0.09301137 0.0755189 0.03497578
. . . .
0.0983856 0.09866195 0.08204016 0.09872704 0.06635472 0.07370298]
� size = notMarked = 150,
zi - [0.07221 0.09092026 0.03663539 0.07945663 0.0902111 0.05445606
0.01707353 0.01452738 0.08280087 0.08758461 0.09761866 0.07808664
0.04225707 0.07620617 0.06079858 0.02328625 0.05549894 0.07257086
. . .
0.08668178 0.08250609 0.03545815 0.01125552 0.06446315 0.01788753
0.03401358 0.05677734 0.09136062 0.08023616 0.08339306 0.0975363 ]
- size = notMarked = 150,
b - [0.0529] � size = 1.
Next we need to minimize the following expression:

min

[︃
| |𝑤| |+ 𝐶

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂𝑖 +
𝑁+𝑀∑︁
𝑖=𝑁+1

min(𝜉𝑗, 𝑧𝑗)

)︃]︃
. (3)

Formula 3 describes minimization of the objective function of the S3VM method.
The �rst term of the formula shown in Figure 3.3 imposes the standard SVM condi-
tion on the maximum separation distance, and the second block is divided into two
parts:
– We need to add N weak variables to ensure a soft gap for the labelled samples.
– At the same time, we need to consider unmarked points classi�ed as +1 or -1.
Thus, we have two corresponding sets of variables 𝜉𝑖 and 𝑧𝑖. However, we want
to �nd the minor variable for each possible pair to ensure that the unlabeled
sample is placed in a subspace where maximum accuracy is achieved.
Therefore, we need to impose the following restrictions:

𝑦𝑖
(︀
𝑤𝑇𝑥𝑖 + 𝑏

)︀
≥ 1− 𝜂𝑖 , 𝜂𝑖 ≥ 0 ∀ 𝑖 ∈ (1, 𝑁)(︀

𝑤𝑇𝑥𝑖 − 𝑏
)︀
≥ 1− 𝜉𝑗 , 𝜉𝑗 ≥ 0 ∀ 𝑗 ∈ (𝑁 + 1, 𝑁 +𝑀)

−
(︀
𝑤𝑇𝑥𝑖 − 𝑏

)︀
≥ 1− z𝑗 , z𝑗 ≥ 0 ∀ 𝑗 ∈ (𝑁 + 1, 𝑁 +𝑀)

(4)

Formula 4 describes conditions for the objective function.
The �rst constraint in Figure 3.4 is limited to the marked points, it is the same

as in the controlled SVM. The next two instead consider the possibility that an
unspeci�ed label can be classi�ed as +1 or -1.

We minimize the function with the above restrictions:
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Table 1. Minimize the target function S3VM.

Step
𝑛∑︀

i=0

𝜂i
𝑛∑︀

i=0

min(𝜉i, zj) Vector W Target func-
tion

0 2.410 5.182 [-0.022 0.042] 7.594
100 2.410 5.182 [-0.022 0.042] 7.594
200 2.410 5.182 [-0.022 0.042] 7.594
300 2.410 5.182 [-0.022 0.042] 7.594
400 -47.590 -144.818 [-0.000 -0.000] -192.408
500 -47.590 -144.818 [-0.000 -0.000] -192.408
600 -47.590 -144.818 [-0.000 -0.000] -192.408
700 -47.590 -144.818 [-0.000 -0.000] -192.408
800 -297.601 -894.851 [ 0.000 -0.000] -1192.452
900 -297.601 -894.851 [ 0.000 -0.000] -1192.452
1000 -297.601 -894.851 [ 0.000 -0.000] -1192.452
1100 -1547.657 -4645.019 [-0.000 -0.000] -6192.676
1200 -1547.657 -4645.019 [-0.000 -0.000] -6192.676
1300 -1547.657 -4645.019 [-0.000 -0.000] -6192.676
1400 -1547.657 -4645.019 [-0.000 -0.000] -6192.676
1500 -7797.937 -23395.859 [ 0.000 0.000] -31193.797
1600 -7797.937 -23395.859 [ 0.000 0.000] -31193.797
1700 -7797.937 -23395.859 [ 0.000 0.000] -31193.797
1800 -39049.337 -117150.060 [ 0.000 0.000] -156199.397
1900 -39049.337 -117150.060 [ 0.000 0.000] -156199.397
2000 -39049.337 -117150.060 [ 0.000 0.000] -156199.397
2100 -39049.337 -117150.060 [ 0.000 0.000] -156199.397
2200 -195306.338 -585921.062 [ 0.002 0.000] -781227.400
2300 -195306.338 -585921.062 [ 0.002 0.000] -781227.400
2400 -195306.338 -585921.062 [ 0.002 0.000] -781227.400
2500 -976591.342 -2929776.073 [ 0.009 0.001] -3906367.415
2600 -976591.342 -2929776.073 [ 0.009 0.001] -3906367.415
2700 -976591.342 -2929776.073 [ 0.009 0.001] -3906367.415
2800 -976591.342 -2929776.073 [ 0.009 0.001] -3906367.415
2900 -4883016.361 -14649051.131 [ 0.047 0.007] -19532067.491
3000 -4883016.361 -14649051.131 [ 0.047 0.007] -19532067.491
3100 -4883016.361 -14649051.131 [ 0.047 0.007] -19532067.491
3200 -24415141.456 -73245426.416 [ 0.236 0.033] -97660567.844
3900 -195321158.304 -585964226.958 [-3.108 0.268] -781285380.396
4000 -195321164.767 -585964246.348 [4.892 0.268] -781285399.114
4100 -195321164.767 -585964246.348 [ 4.892 0.268] -781285399.114
4200 -195321164.767 -585964246.348 [ 4.892 0.268] -781285399.114
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Table 1 contains 4200 iterations of minimization. Column
∑︀n

i=0 𝜂i contains the
value of the loss on the labeled data, Column

∑︀n
i=0min (𝜉i, zj) contains the value

of losses on unlabeled data. The vector 𝑊 contains the value of the normal vector.
This is our maximum distance.

Therefore, our target function has been minimized successfully and contains the
following values:

Vector of normal w � [ 4.892 0.268],
b (o�set along the y axis) � 0.0529.
Then we calculate the equation to obtain the classes of our points:

𝑌 = 𝑋 * 𝑤𝑇 + 𝑏 (5)

Formula 5 � equation of the line.
Having obtained the value of 𝑌 , we impose the following condition, which �nal-

izes our calculations and determines to which class our data belong:
If 𝑥 ≤ 0, then class −1,
If 𝑥 > 0, then class 1.
And we get the following result:
[ 1. 1. 1. 1. 1. -1. 1. -1. 1. 1. 1. -1. -1. -1. 1. -1. 1. -1.
-1. -1. -1. -1. -1. -1. 1. -1. -1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. -1.
1. -1. -1. -1. 1. 1. 1. 1. -1. 1. 1. 1. -1. -1. 1. -1. 1. 1.
-1. 1. -1. 1. 1. -1. 1. -1. -1. 1. -1. 1. 1. 1. -1. 1. -1. 1.
1. -1. 1. -1. 1. 1. -1. -1. 1. 1. 1. -1. 1. -1. -1. 1. -1. -1.
1. 1. 1. 1. -1. -1. 1. -1. 1. 1. 1. -1. 1. 1. -1. -1. -1. 1.
-1. 1. 1. 1. -1. 1. 1. -1. -1. -1. -1. 1. -1. 1. -1. -1. 1. 1.
-1. -1. -1. 1. -1. 1. -1. 1. 1. 1. 1. 1. -1. 1. 1. 1. 1. -1.
-1. -1. 1. -1. 1. 1.]
This array contains data after classi�cation. Two classes - class 1 (designation

1) and class 2 (designation -1).
Visualize the result: Graph showing labeled and unlabeled data (See Figure 10):

Figure 10. Visualization of the dataset after adding unlabeled data.

Figure 10 shows class 1 in blue, class 2 in yellow, and unlabeled data in gray.
Schedule after classi�cation (See Figure 11):
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Figure 11. Dataset visualization after classi�cation.

As you can see from Figure 11, the classi�cation was quite successful.
Almost all data are separated, so the hyperline is successful, but contains points

that have the wrong class. This applies to areas of low density.
TSVM approach calculations. Visualization of input data and addition of

unlabeled data is already described in the previous section, so let's start with the
initialization of the initial values of the variables w (normal vector), b (o�set along
the y-axis), 𝑦𝑢(variable for the second constraint condition, this condition must
occur as the �rst, but for unlabeled points) and weak variables 𝜂𝑖, 𝜉𝑖.

For values of w and b the sample will be [-0.1, 0.1], for 𝜂𝑖, 𝜉𝑖 � [0.0 0.1], and for
𝑦𝑢 � [-1.0, 0.1].

𝑤 � [-0.01975875 0.02131162] size= 2,
𝜂𝑖 � [0.04901986 0.02258875 0.01560311 0.04587382 0.0352636 0.00871087
0.08424851 0.0857313 0.0733342 0.09528408 0.05455903 0.06449431
0.07807958 0.05834814 0.07014477 0.0219474 0.06762864 0.02508063
0.05901452 0.04758597 0.01772247 0.07832201 0.07269677 0.09613403
0.08828265 0.09579222 0.00191197 0.0985599 0.08494134 0.00936994
. . .
0.02368684 0.06946833] - size = (Marked � notMarked) = 50,
𝜉𝑖 � [0.09799687 0.08343227 0.00994421 0.09511786 0.03769766 0.04774885
0.04659362 0.09062985 0.03513581 0.05616333 0.02952544 0.0812517
0.0750658 0.02050575 0.089315 0.06914368 0.01608069 0.00452057
0.069853 0.03098653 0.00093538 0.086660854 0.09679364 0.03014508
. . .
0.0983856 0.09866195 0.08204016 0.09872704 0.06635472 0.07370298]
� size = notMarked = 150,
𝑦𝑢 �
[ 0.04063871 0.24102629 0.64432042 -0.71708787 -0.07513165 -0.98990635
-0.2922075 0.00560538 -0.14231635 0.18206645 0.55786814 0.89377577
0.54712419 0.70159914 0.77993996 -0.46725851 -0.84731204 0.37656981
-0.03340037 -0.21165283 0.71084185 -0.40639437 0.44571452 0.01685231
. . .
0.7710943 0.29409488 -0.08909666 -0.31046288 -0.97264293 0.0147352 ] - size=

notMarked = 150,
𝑏 � [0.04816553] � size = 1.
Next you need to de�ne the constants CL and CU, thanks to which we can
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determine which data should be relied on more, if CL is a large value and SU is
a small one, it means that we trust more labeled data, if on the contrary, we look
more at the structure of unlabeled data.

So, let's set CL = 2.0 and SU = 0.1, which will mean that we will rely more on
the labeled data.

Basically, the idea is to preserve the objective function with two sets of lysis
variables (The lysis variable is a variable that is added to the constraint to convert
it from inequality to equality) - the �rst for labeled samples and the second for
unlabeled samples:

min

[︃
| |𝑤| |+ 𝐶𝐿

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂𝑖 + 𝐶𝑈

𝑁+𝑀∑︁
𝑖=𝑁+1

𝜉𝑗

]︃
. (6)

As in the previous algorithm, we assume that we have N labeled samples and M
unlabeled, and therefore the conditions are as follows:

𝑦𝑖
(︀
𝑤𝑇𝑥𝑖+𝑏

)︀
≥1−𝜂𝑖 , 𝜂𝑖≥0 ∀ 𝑖∈(1,𝑁)

𝑦
(𝑢)
𝑗 (𝑤𝑇𝑥𝑗+𝑏)≥1−𝜉𝑗 , 𝜉𝑗≥0 ∀ 𝑗∈(𝑁+1,𝑁+𝑀)

𝑦
(𝑢)
𝑗 ∈ {−1, 1}

(7)

The �rst limitation is the classic SVM, and it only works on labeled samples.
The second uses a variable 𝑦𝑢𝑗 with corresponding weak variables 𝜉𝑗, to impose

a similar condition on the labeled samples, while the third is needed to limit the
labels to -1 and 1.

We minimize the function with the above restrictions:

Table 2. Minimize the target TSVM function.

Step (
∑︀𝑁

𝑖 𝜂𝑖 )*CL (
∑︀𝑁

𝑖 𝜉𝑖 )*CU Vector W Target func-
tion

0 2.501 8.116 [-0.097 -0.092] 5.822
100 2.501 8.116 [-0.097 -0.092] 5.822
200 2.501 8.116 [-0.097 -0.092] 5.822
300 2.501 8.116 [-0.097 -0.092] 5.822
400 -97.499 -6.884 [-0.000 0.000] -195.687
500 -97.499 -6.884 [-0.000 0.000] -195.687
600 -97.499 -6.884 [-0.000 0.000] -195.687
700 -97.499 -6.884 [-0.000 0.000] -195.687
800 -597.677 -81.911 [ 0.000 0.000] -1203.545
900 -597.677 -81.911 [ 0.000 0.000] -1203.545
1000 -597.677 -81.911 [ 0.000 0.000] -1203.545
1100 -3098.566 -457.050 [ 0.000 0.000] -6242.837
1200 -3098.566 -457.050 [ 0.000 0.000] -6242.837
1300 -3098.566 -457.050 [ 0.000 0.000] -6242.837
1400 -3098.566 -457.050 [ 0.000 0.000] -6242.837
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Step (
∑︀𝑁

𝑖 𝜂𝑖 )*CL (
∑︀𝑁

𝑖 𝜉𝑖 )*CU Vector W Target func-
tion

1500 -15603.040 -2332.772 [ 0.000 0.000] -31439.356
1600 -15603.040 -2332.772 [ 0.000 0.000] -31439.356
1700 -15603.040 -2332.772 [ 0.000 0.000] -31439.356
1800 -78125.688 -11711.473 [-0.000 0.000] -157422.523
1900 -78125.688 -11711.473 [-0.000 0.000] -157422.523
2000 -78125.688 -11711.473 [-0.000 0.000] -157422.523
2100 -78125.688 -11711.473 [-0.000 0.000] -157422.523
2200 -390772.967 -58611.180 [-0.001 -0.008] -787407.052
2300 -390772.967 -58611.180 [-0.001 -0.008] -787407.052
2400 -390772.967 -58611.180 [-0.001 -0.008] -787407.052
2500 -1953100.666 -292967.544 [-0.005 -0.002] -3935498.087
2600 -1953100.666 -292967.544 [-0.005 -0.002] -3935498.087
2700 -1953100.666 -292967.544 [-0.005 -0.002] -3935498.087
2800 -1953100.666 -292967.544 [-0.005 -0.002] -3935498.087
2900 -9764739.162 -1464749.366 [-0.024 -0.011] -19675953.261
3000 -9764739.162 -1464749.366 [-0.024 -0.011] -19675953.261
3100 -9764739.162 -1464749.366 [-0.024 -0.011] -19675953.261
3200 -49277493.151 -7391962.039 [-0.120 -0.054] -99294182.496
3300 -49277493.151 -7391962.039 [-0.120 -0.054] -99294182.496
. . . . . . . . . . . . . . .
4900 -10834827210.337 -1625327305.35 [-26.31 -11.82] -21832186735

Table 2 contains 4900 iterations of minimization. Column (
∑︀𝑁

𝑖 𝜂𝑖)*𝐶𝐿 contains
the value of the loss on the tagged data, taking into account the constant 𝐶𝐿, by
which we determine how much we will rely on the tagged data. Column (

∑︀𝑁
𝑖 𝜉𝑖)*𝐶𝑈

contains the value of losses on unlabeled data, which also takes into account the
constant 𝐶𝑈 , contains the value of losses on unlabeled data, which also takes into
account the constant 𝐶𝑈 , by which we determine how much we will rely more on
the structure of the dataset than on the labeled data. The vector W contains the
value of the normal vector. This is our maximum distance.

Therefore, our target function has been minimized successfully and contains the
following values:

Vector of normal w � [-26.317 -11.823],
b (o�set along the y axis) � 0.04816553,
Then we calculate the equation to obtain the classes of our points:

𝑌 = 𝑋 * 𝑤𝑇 + 𝑏 (8)

Having obtained the value of 𝑌 , we impose the following condition, which �nal-
izes our calculations and determines to which class our data belong:

If 𝑥 ≤ 0, then class −1,
If 𝑥 > 0, then class 1.
And we get the following result:
[-1. -1. -1. 1. -1. 1. -1. 1. -1. -1. -1. 1. 1. 1. -1. 1. -1. 1.
1. 1. -1. 1. 1. 1. -1. 1. 1. -1. -1. 1. -1. -1. -1. -1. -1. 1.
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-1. 1. 1. 1. -1. -1. -1. -1. 1. -1. -1. -1. 1. 1. -1. 1. -1. -1.
1. -1. 1. -1. 1. -1. -1. 1. 1. -1. 1. -1. -1. -1. 1. -1. -1. -1.
-1. 1. 1. 1. -1. -1. 1. -1. -1. 1. -1. 1. -1. 1. 1. -1. 1. 1.
-1. -1. -1. -1. 1. 1. -1. 1. -1. -1. -1. 1. 1. -1. 1. 1. 1. -1.
1. -1. -1. -1. 1. -1. -1. 1. 1. 1. 1. -1. 1. -1. 1. 1. -1. -1.
1. 1. 1. -1. 1. -1. 1. -1. -1. -1. -1. -1. 1. -1. -1. -1. -1. 1.
1. -1. -1. 1. -1. -1.]
This array contains data after classi�cation. Two classes - class 1 (designation

1) and class 2 (designation -1).
Graph showing labeled and unlabeled data (Figure 12):

Figure 12. Visualization of the dataset after adding unlabeled data.

Class 1 is shown in blue, class 2 - in yellow, unlabeled data are marked in gray.
Schedule after classi�cation:

Figure 13. Dataset visualization after classi�cation.

Analyzing Figure 13, we see that TSVM also showed a pretty good result, divid-
ing the data into two classes. Further from the boundary of the section, all points
are classi�ed perfectly, but it is on the hyperline in areas of low density that you
can see points with erroneous classi�cation. Given the cost, we can assume that this
method has coped with the task.

SVM approach calculations. For comparison, use the semi-supervised SVM
approach and compare its results (which are quite expensive to obtain) with the
results of the semi-supervised approach.
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We use the dataset that we used in the two previous methods.
Number of marked labels - 200,
Number of unlabeled labels - 150.
Let us set the constant C = 1.
We use a trained SVM model with a linear function, and get the following results:
[-1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 -1
-1 -1 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1
-1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 1
1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 1 1 1
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 1 1 -1]
This array contains data after classi�cation. Two classes - class 1 (designation

1) and class 2 (designation -1).
Graph showing labeled and unlabeled data (Figure 14):

Figure 14. Visualization of the dataset after adding unlabeled data.

Class 1 is shown in blue, class 2 - in yellow, unlabeled data are marked in gray.
Schedule after classi�cation:

Figure 15. Dataset visualization after classi�cation.

As we can see in Figure 15, the classi�cation was better than in the two previous
methods. Almost all points are classi�ed correctly. The hyperline was successful
because the data was correctly separated both at the dividing line and in the high
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and low density zones. The protégé is also important for how costly these results
are. Semi-supervised approaches can also compete with controlled, because they
show close to the controlled approach.

3. Conclusions and prospects for further research. Modern semi-super-
vised approaches require serious assumptions and work poorly if assumptions are
violated (e.g., clustering assumptions). In some cases, they may perform worse
than a controlled classi�er trained only on labelled instances. In addition, the vast
majority need memory. However, my goal was to investigate whether semi-controlled
approaches can compete with controlled ones or outperform them.

Having gathered all the necessary material, I learned about S3VM and TSVM.
Applying these approaches to my dataset, I determined that the TSVM algorithm

more accurately classi�ed the data at the reference limit, but the result of S3VM
was not too bad.

The next step was to compare these algorithms with a method supervised ap-
proach, such as SVM. This algorithm showed the best results, but S3VM and TSVM
have very close results to SVM. And as mentioned above, you need to choose between
accuracy and cost.

You can also consider the case where the TSVM method will work better than
supervised SVM. This is the case when we have a minimal amount of labelled data
and a large number of unlabeled; consider this case:

Suppose we have 100 records, 90 of which are not macros.
Figures 16-18 show two graphs each. The �rst is the data for classi�cation;

blue is class 0, orange is class 1, green is unlabeled. The second is the data after
classi�cation. The red dots are divided into unlabeled squares of class 0 and labelled
circles of class 0. The blue dots are divided into unlabeled triangles (inverted down)
of class 1 and labelled triangles (upwards) of class 1.

SVM will work as follows:

Figure 16. Comparison of data before and after classi�cation (data before category
on the left, after - on the right)

In Figure 16, we see a good result, but this line is not entirely stable, so consider
how the TSVM will work.

We get a similar result by putting the following parameters in TSVM: CL = 1.0
and SU = 10.0 (the set parameters mean that we rely more on the structure of the
dataset than on the labelled data).
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Figure 17. Comparison of data before classi�cation and after (left data before
classi�cation, right - after).

However, by inverting the parameters, we get the following result: CL= 10.0 and
CU= 0.1 (the parameters set mean that we rely more on the tagged data than on
the dataset structure).

Figure 18. Comparison of data before and after classi�cation (before classi�cation
on the left, after - on the right).

In this case, in Figure 18, labelled data can use more �exible boundaries, while
unlabeled data is only allowed to be rigid.

We see that the hyperline runs entirely di�erently and better classi�es our data
at the dividing line and in the high and low-density zones. Also, this result is less
expensive because most of the unlabeled data is used.

As a result, we can assume that semi-supervised approaches solve the classi�ca-
tion problem no worse and sometimes better than supervised approaches.
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Бойко Н. Аналiз парадигми Semi-supervised learning для класифiкацiї мульти-
модальних даних.

У роботi розглядаються алгоритми машинного навчання. Увага зосереджена на
напiвконтрольному навчаннi, яке здається балансом мiж точнiстю навчання з учите-
лем та витратами методiв навчання без учителя. Розглядаються приклади ретельно-
го опрацювання мiчених наборiв даних, для яких навчання пiд наглядом може бути
дуже ефективним. Порiвнюються пiдходи semi-supervised та supervised та проаналiзо-
вана ефективнiсть кожного. В роботi розглядаються пiдходи S3VM та TSVM. Метою
роботи було дослiдити чи можуть напiвконтрольованi пiдходи конкурувати з контро-
льованими або навiть їх перевершити. Описується застосування даних пiдходiв до
запропонованого датасету для визначення бiльш точної класифiкацiї даних, а саме на
опорнiй межi.

Ключовi слова: навчання пiд наглядом, метод опорних векторiв, трандуктивний ме-
тод опорних векторiв, метод опорних векторiв для часткового навчання, прикладний
програмний iнтерфейс.
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АПАРАТНА РЕАЛIЗАЦIЯ МОДУЛIВ ХЕШУВАННЯ НА БАЗI
АЛГОРИТМIВ CRC-32 I ADLER-32

У статтi представленi результати дослiдження хеш-функцiй. Для досягнення опти-
мальної швидкодiї та надiйностi захисту iнформацiї обрана апаратна реалiзацiя алго-
ритмiв хешування. Саме вона гарантує цiлiснiсть розробки та виключає можливiсть
перехоплення iнформацiї.

Розроблено апаратний модуль хешування на основi алгоритмiв CRC -32 i Adler -32,
який вiдрiзняється вiд iснуючих розробок вiдсутнiстю мiкропрограм та запрограмо-
ваних блокiв. Роботою модуля керують спецiальнi блоки керування, що базуються
на автоматах Мура. Спроектований модуль представляє собою цiлiсну розробку, яка
включає сукупнiсть блокiв, що вiдповiдають за конкретнi етапи обчислень. Перебаче-
на можливiсть вдосконалення та додавання нових алгоритмiв хешування.

Запропонованi алгоритми хешування забезпечують швидкодiю обчислення кон-
трольної суми, що в сотнi разiв перевищує можливостi програмних додаткiв. Iмо-
вiрнiсть злому апаратного блоку вважається мiнiмальною, адже передбачає процес
повного розбору пристрою на складовi та прорахунок всiх можливих значень, що по-
ступають вiд складових модуля.

Встановлено, що апаратна реалiзацiя алгоритму Adler -32 виконує обчислення кон-
трольної суми для вхiдного повiдомлення однакової довжини приблизно в 1,481 разiв
швидше, нiж апаратний модуль CRC -32.

Практична цiннiсть отриманих у роботi результатiв полягає в тому, що запропо-
нований спосiб реалiзацiї алгоритмiв дозволяє оцiнити можливостi та переваги апара-
тних розробок, забезпечити цiлiснiсть та захищенiсть пристрою хешування, дослiдити
рiзницю мiж програмними та апаратними розробками, в тому числi й у вiдношеннi ча-
сових затрат на проектування, та забезпечити максимальну швидкодiю в обчисленнi
хеш-сум.

Ключовi слова: контрольна сума, хешування, хеш-сума, хеш, блок керування, алго-
ритм, модуль, апаратний модуль, CRC, Adler.

1. Вступ. Процес пошуку даних у великих обсягах iнформацiї пов’язаний з
часовими витратами, якi обумовленi необхiднiстю постiйно переглядати та по-
рiвнювати з ключем пошуку значне число елементiв. Скорочення пошуку вiдбу-
вається завдяки використанню рiзних алгоритмiв i способiв, якi упорядковують
iнформацiю вiдповiдно до тих, чи iнших вимог. Поширеним методом забезпе-
чення швидкого доступу до iнформацiї, що зберiгається в зовнiшнiй пам’ятi, є
хешування.

Хеш-функцiї використовують для контролю цiлiсностi файлiв операцiйної
системи, конфiденцiйних документiв i програм; для побудови асоцiативних ма-
сивiв i унiкальних iдентифiкаторiв; пошуку дублiкатiв у серiях наборiв даних i

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Том 39, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



146 А. О. ГЕДЕОН, О. М. ГАПАК

контрольного пiдсумовування з метою виявлення випадкових чи навмисних по-
милок при зберiганнi або передачi iнформацiї; у сферi захисту iнформацiї в iн-
формацiйних, телекомунiкацiйних та iнформацiйно-телекомунiкацiйних систе-
мах [1].

Для досягнення оптимальної швидкодiї i надiйностi захисту iнформацiї ра-
цiонально використовувати апаратнi розробки для шифрування та хешування,
що гарантують цiлiснiсть розробки, забезпечують максимально можливу швид-
кiсть обробки даних i виключають можливiсть перехоплення iнформацiї.

Бiльшiсть криптографiчних модулiв захисту даних реалiзованi у виглядi
спецiальних фiзичних пристроїв, що пiд’єднують до лiнiї зв’язку. Апаратна ре-
алiзацiя дозволяє зробити процес хешування непомiтним для користувача, пiд-
вищити стiйкiсть системи до зовнiшнього впливу i створити внутрiшню логiчну
структуру, внесення мiнiмальних коректив в яку призводить до повного виходу
з ладу системи та неможливостi отримати доступ до конфiденцiйних даних [2].

Основоположниками теорiї хеш-функцiй вважаються дослiдники
Картер Дж. Л., Вегман М. Н., Бiербрауер Ю. У перших версiях вiдповiднi
алгоритми задiянi в якостi iнструментарiю для формування унiкальних образiв
послiдовностей символiв довiльної довжини з подальшою метою їх iдентифiка-
цiї i перевiрки на предмет достовiрностi [3]. До вiдомих алгоритмiв хешування
вiдносяться: Adler -32, BTIH, Fletcher, CRC-32, ГОСТ Р 34.11-94, сiмейства MD,
IPEMD SHA, TTH.

СтандартMD5 ( сiмействоMD; 128-бiтний алгоритм хешування) опублiкова-
ний Рональдом Ривестом з Массачусетського технологiчного iнституту. В рам-
ках проекту MD5CRK [4] китайськi криптографи Сяоюнь Ван (Xiaoyun Wang),
Денгуо Фен (Dengguo Feng), Сюецзя Лай (Xuejia Lai) i Хонбо Ю (Hongbo Yu)
довели, що при знаходженнi контрольних сум MD5 зустрiчаються колiзiї (на
їх визначення витрачається вiд 15 секунд до двох годин). Швидкiсть хешува-
ння MD5 на IBM PS/2 (16 MHz 80386) складає 1849 Кбiт/с, тодi як SHA –
710 Кбiт/с.

У дослiдженнях авторiв RFC 3385 [5] проведено аналiз ефективностi виявле-
ння помилок контрольних сум Adler -32, IEEE-802, Fletcher, CRC-32. Результати
представленi в табл. 1, де: d - мiнiмальна вiдстань на блоцi довжини Block, Block
- довжина блоку в бiтах, i/byte - кiлькiсть програмних iнструкцiй на байт, Pudb
- ймовiрнiсть невиявлених групових помилок, Puds - ймовiрнiсть невиявлених
одиничних помилок.

Таблиця 1.
Результати дослiдження RFC 3385.

Алгоритм d Block i/byte Pudb Puds
Adler -32 3 2∧19 3 10∧-36 10∧-35
Fletcher-32 3 2∧19 2 10∧-37 10∧-36
IEEE -802 3 2∧16 2.75 10∧-41 10∧-40
CRC32C 3 2∧31-1 2.75 10∧-41 10∧-40

Ймовiрностi невиявлених помилок, приведенi в таблицi, обчисленi при рiв-
номiрному розподiлi даних та дозволяють вiдслiдкувати суттєву рiзницю у вiд-
ношеннi алгоритмiв хешування Adler -32 i CRC-32.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Метою роботи є дослiдження стандартiвAdler -32 i CRC-32, визначення швид-
кодiї апаратних модулiв хешування при симуляцiї роботи проектованих схем у
пакетi NI Multisim, а також порiвняння швидкодiї формування хеш-сум при
програмнiй i апаратнiй реалiзацiї цих алгоритмiв.

2. Постановка задачi. Об’єктом дослiдження є апаратний модуль хешу-
вання на базi алгоритмiв загального призначення CRC -32 i Adler -32.

Предметом дослiдження є методи побудови апаратних модулiв хешування,
що забезпечують пiдвищення ефективностi захисту iнформацiї.

Проектованi модулi хешування на базi алгоритмiв загального призначення
повиннi вiдповiдати вимогам:
1) модульна архiтектура;
2) цiлiснiсть розробки (вiдсутня можливiсть роздiлити пристрiй на окремi не-

залежнi складовi для подальшого дослiдження, змiни параметрiв i пiдбору
вхiдних значень);

3) оптимальна швидкодiя;

(а) хешування та зберiгання контрольної суми вiдбувається в самiй мiкро-
схемi, а не в оперативнiй пам’ятi комп’ютера;

(б) незалежний блок керування на базi скiнченного автомата для кожного
з алгоритмiв;

(в) оптимальне споживання ресурсiв;

(г) завантаження ключiв i формування промiжних значень результату
вiдбувається без використання оперативної пам’ятi i системної шини
комп’ютера (виключає можливiсть перехоплення значень).

3. Опис модулiв CRC -32 i Adler-32. Апаратний модуль хешування
реалiзовано в пакетi NI Multisim, програмна реалiзацiя алгоритмiв CRC -32 i
Adler -32 виконана у виглядi функцiй на мовi програмування 𝐶# в середовищi
розробки Microsoft Visual Studio.

Алгоритм CRC-32[6]:
1) На регiстр зберiгання даних поступає вхiдне слово, яке перетворюється в

послiдовнiсть одиниць та нулiв.
2) Блок хешування аналiзує кожен бiт, що поступає в вiдповiдний регiстр, та

виконує обчислення з заданим полiномом.
3) Лiчильник контролює функцiонування блоку хешування та в разi необхi-

дностi подає сигнал дозволу на запис регiстру хешу.
4) Пiсля подання сигналу обчислення блоком хешування припиняються та ре-

гiстр хешу демонструє результати – контрольну суму.
Алгоритм Adler -32[7]:

1) На регiстр зберiгання даних поступає вхiдне слово, яке перетворюється в
послiдовнiсть одиниць та нулiв.

2) Блок хешування зчитує посимвольно вхiдне слово та роздiляє кожен символ
(послiдовнiсть 1 та 0) на частини А та В. Кожна частина надсилається на
вiдповiдний блок для проведення обрахункiв.

3) Лiчильник контролює функцiонування блоку хешування та в разi необхi-
дностi подає сигнал дозволу на перевiрку розмiру хешу.

4) Блок хешування формує хеш з отриманих частин А та В та перевiряє, чи
не перевищений лiмiт.
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5) Блок керування передає сигнал дозволу на демонстрацiю отриманої кон-
трольної суми.
Спроектований блок хешування на базi модулiв CRC -32 i Adler -32 включає

наступнi компоненти:
– блок керування (2 шт.);
– блок хешування (2 шт.);
– блок iндикацiї (спецiальнi дисплеї для вiдображення символiв в 16-тковiй
системi числення та вiдображення англiйського алфавiту i цифр);

– перетворювач сигналiв (спецiальний пристрiй, що дозволяє взаємодiяти дис-
плеям рiзних типiв з вихiдними сигналами регiстрiв);

– блок формування хешу;
– блок iдентифiкацiї вхiдного слова.
Схематична реалiзацiя блоку приведена на рис. 1. Спроектований пристрiй

представляє собою цiлiсну розробку, яка включає сукупнiсть блокiв, що вiдпо-
вiдають за конкретнi етапи обчислень.

Рис. 1. Структура схема блоку хешування

Починаючи з перших, блоки керування (далi в текстi БК, А2 та А7) повиннi
взаємодiяти з блоками хешування та у заданий час подавати керуючi сигнали,
спроможнi контролювати всю роботу апаратного модуля. Кожен БК включає

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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перелiк дiй та сигналiв, що взаємодiють мiж собою для виконання вказаного
алгоритму (CRC -32 або Adler -32).

Блоки хешування (A3 та А8) чiтко розподiляються на окремi модулi, не
пов’язанi мiж собою (передбачається можливiсть розширення схеми та додава-
ння нових блокiв хешування). В залежностi вiд того, на який з БК буде поданий
сигнал запуску, буде активований вiдповiдний модуль хешування (складається
з цiлого набору компонентiв).

Блоки iндикацiї (А6 та А9) для демонстрацiї результатiв з’єднанi з блока-
ми формування хешу та вхiдними регiстрами, що записують початкове слово,
введено користувачем. В залежностi вiд того, де розташований дисплей i для
чого вiн використовується, будуть встановленi рiзнi варiанти: стандартнi дис-
плеї Multisim (DCD_HEX_DIG) для демонстрацiї 16-тковiй системи числення
та 15-сегментнi ALPHA_NUMERIC_COM, що призначенi для демонстрацiї ан-
глiйського алфавiту i цифр вiд 0 до 9. Останнi пiдключаються до спецiальних
перетворювачiв сигналiв, якi в свою чергу – до виходiв 32-бiтних регiстрiв.

Важливим компонентом є блок iдентифiкацiї даних (А1), котрий дозволяє
ввести вiдповiднi данi (в тому числi початкове слово та ключ, що вiдповiдає за
обрання алгоритму), блок формування хешу (А4), що зберiгає кiнцевий резуль-
тат хешування та передає його на блоки iндикацiї, та блок лiчильникiв (А5),
котрий вiдповiдає за контроль обчислень та при необхiдностi передає сигнали
блоку керування, якщо необхiдно завершити розрахунок.

Апаратний модуль, що включає декiлька алгоритмiв хешування, можна ви-
користовувати в якостi окремої мiкросхеми, що пiд’єднується до каналу зв’язку,
або як окремий пристрiй для миттєвого вiдображення контрольної суми для
введеного вхiдного повiдомлення. Основнi завдання проектованого модуля: об-
числення контрольної суми для заданого повiдомлення, надання вибору двох
варiантiв обчислень, швидкий обрахунок та вiдсутнiсть збоїв.

Проведено дослiдження швидкодiї обрахункiв для кожного з алгоритмiв, до-
датково визначено спiввiдношення швидкодiї апаратних i програмних модулiв
та вiдстежино змiни швидкостi при змiни тактової частоти процесора. Серiя
тестування для кожного алгоритму включила по 30 дослiдiв для вхiдних слiв
розмiром 40, 48, 56 i 64 бiт згенерованих випадковим чином (загалом 480 симу-
ляцiй роботи апаратних i програмних модулiв). Тестування програмних моду-
лiв проводилось на базi процесора 3-го поколiння Intel i3 з тактовою частотою
2,4 GHz.

За висновками дослiджень середня швидкiсть роботи апаратного модуля
хеш-функцiї CRC -32 iз заданою тактовою частотою 24 MHz в 1,913 рази пе-
ревищила можливостi програмної реалiзацiї. Пiд час тестування iз тактовою
частотою 240 MHz виявлено, що швидкiсть обчислень апаратного модуля пере-
вищує можливостi програмної функцiї в 189,5 разiв.

Симуляцiя роботи апаратних блокiв Adler -32 проводилась iз заданою такто-
вою частотою в 2,4 MHz i 24 MHz. Швидкiсть обчислень апаратного модуля у
середньому в 14,35 i 143,63 разiв вiдповiдно перевищила можливостi програмної
функцiї.

Що стосується апаратної реалiзацiї алгоритмiв Adler -32 i CRC -32, апара-
тний модуль Adler -32 виконує обчислення контрольної суми для вхiдного повi-
домлення аналогiчної довжини приблизно в 1,481 разiв швидше, нiж апаратний
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модуль CRC -32.
Результати дослiдження показують, що запропонованi алгоритми хешуван-

ня забезпечують швидкодiю обчислення контрольної суми, яка в сотнi разiв пе-
ревищує можливостi програмних додаткiв. Можливiсть злому апаратного бло-
ку вважається мiнiмальною, адже передбачає процес повного розбору пристрою
на складовi та розрахунок всiх можливих значень, що надходять вiд складових
модуля.

4. Висновки. Апаратна реалiзацiя алгоритмiв загального призначення га-
рантує цiлiснiсть розробки: пiсля змiнення параметрiв пристрою блок повнiстю
виходить з ладу, адже будь-якi корективи впливають на результати обчислень
та не дозволяють пiдiбрати вхiдне слово. Вiдсутнiсть пiдпрограм компенсує-
ться блоками управлiння на базi скiнченних автоматiв (автоматiв Мура), що
також пiдвищують швидкодiю i надiйнiсть апаратного модулю в порiвняннi з
програмними аналогами.

Пiд час розробки апаратного блоку передбачена можливiсть вдосконален-
ня загальної схеми, шляхом додавання нових алгоритмiв хешування, для яких
зарезервованi бiтовi комбiнацiї, що надходять на блок вводу даних. Це дозво-
ляє доповнити загальну схему додатковими алгоритмами хешування, що будуть
працювати незалежно вiд наявних модулiв.

Практична цiннiсть отриманих в роботi результатiв полягає в тому, що за-
пропонований спосiб реалiзацiї алгоритмiв дозволяє оцiнити можливостi та пе-
реваги апаратних розробок, забезпечити цiлiснiсть та захищенiсть пристрою
хешування, дослiдити рiзницю мiж програмними та апаратними розробками,
в тому числi й у вiдношеннi часових затрат на проектування, та забезпечити
максимальну швидкодiю в обчисленнi хеш-сум.
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Hedeon A. O., Hapak O. M. Hardware implementation of hashing modules based
on algorithms CRC-32 and Adler-32.

The article presents the results of the study of hash functions. To achieve optimal
speed and reliability of information protection, the hardware implementation of hashing
algorithms is chosen. It guarantees the integrity of the development and excludes the
possibility of interception of information.

A hardware hashing module based on CRC-32 and Adler-32 algorithms has been de-
veloped, which differs from existing developments by the absence of micro program and
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programmed blocks. The operation of the module is controlled by special control units
based on Moore machine. The designed module is a holistic development, which includes
a set of blocks responsible for specific stages of calculations. The possibility of improving
and adding new hashing algorithms is provided.

The proposed hashing algorithms provide the speed of calculating the checksum, which
exceeds a hundred times the capabilities of software applications. The probability of hack-
ing the hardware unit is considered minimal, because it involves the process of complete
disassembly of the device into components and the calculation of all possible values coming
from the components of the module.

It has been found that the hardware implementation of the Adler-32 algorithm performs
a checksum calculation for an incoming message of the same length approximately 1,481
times faster than the CRC-32 hardware module.

The practical value of the obtained results in the work is that the proposed method
of algorithms implementation allows to assess the capabilities and benefits of hardware
development, ensure the integrity and security of the hashing device, investigate the dif-
ference between software and hardware development, including the time spent on design,
and provide maximum speed in calculating of hash sums.

Keywords: checksum, hashing, hash sum, hash, control unit, algorithm, module, hard-
ware module, CRC, Adler.
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БАЗИСНА ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ У КЛАСI УНIВЕРСАЛЬНИХ
БУЛЕВИХ АЛГЕБР

У роботi вводиться поняття базисної еквiвалентностi, будується фактор-решiтка
класу алгебр 𝑀2, встановлюється розташування вершин у фактор-решiтцi по бази-
снiй еквiвалетностi класу 𝑀2. Будуються сигнатурнi графи сумiжних класiв алгебри
𝑀2. Дослiджується 265 елементна базисна решiтка фактор класу 𝑀1

2 /𝜎. Доводиться
теорема про потужнiсть класу 𝑀2/𝜎.

Ключовi слова: базисна еквiвалентнiсть, базисна решiтка, сигнатурний граф сумi-
жних класiв

1. Вступ. У данiй роботi продовжуються дослiдження класу унiверсальних
булевих алгебр, сигнатура яких складається з операцiй, арнiсть яких не пе-
ревищує два [1, 2]. Вiдомо, що в класi таких булевих функцiй можна побу-
дувати дев’ять двохоперацiйних базисiв 𝑎1 = {0,⇒}, 𝑎2 = {0,⇒}, 𝑎3 = {¬,∧},
𝑎4 = {¬,∨}, 𝑎5 = {¬,⇒}, 𝑎6 = {¬,⇒}, 𝑎7 = {⊕,⇒}, 𝑎8 = {⇒,⇒}, 𝑎9 = {⇒,⇔} i
шiсть трьохоперацiйних базисiв 𝑎10 = {0,∧,⇔}, 𝑎11 = {0,∨,⇔}, 𝑎12 = {1,∧,⊕},
𝑎13 = {1,∨,⊕}, 𝑎14 = {∧,⊕,⇔}, 𝑎15 = {∨,⊕,⇔} та два однооперацiйних базисiв
𝑎16 = {↑}, 𝑎17 = {|}. Iз сiмнадцяти базисiв можна утворити 217 рiзних комбi-
нацiй базисiв. Для бiльшостi комбiнацiй базисiв не iснують унiверсальнi булевi
алгебри з операцiй яких можна побудувати тiльки тi базиси, що входять у ви-
брану комбiнацiю. З iншого боку, iснують унiверсальнi булевi алгебри з рiзними
сигнатурами, з операцiй яких можна побудувати однакову множину базисiв.

2. Базисна еквiвалентнiсть. Кожнiй алгебрi 𝑈𝑖 = ⟨𝐴, Ω𝑖⟩ ∈𝑀 поставимо
у вiдповiднiсть 17-мiрний булевий вектор 𝐻𝑖 = {𝛼𝑖

1, 𝛼
𝑖
2, . . . , 𝛼

𝑖
17}, де 𝛼𝑖

𝑗 = 1, якщо
з операцiй Ω𝑖 можна утворити 𝑗-базис i 𝛼𝑖

𝑗 = 0 у iншому випадку. Вектор 𝐻𝑖

називається характеристичним базисним вектором алгебри 𝑈𝑖. Позначимо через
𝐵(𝑈𝑖) множину усiх базисiв алгебри 𝑈𝑖 = ⟨𝐴, Ω𝑖⟩ з операцiй, що входять в Ω𝑖.

Означення 1. Алгебри 𝑈1 i 𝑈2 ∈𝑀 називаються базисно еквiвалентними
𝑈1

𝜎
=𝑈2, якщо 𝐵(𝑈1) = 𝐵(𝑈2). Зрозумiло, що 𝑈1

𝜎
=𝑈2 тодi i тiльки тодi, коли

𝐻1 = 𝐻2, де 𝜎−вiдношення еквiвалентностi.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Побудуємо фактор-решiтку класу 𝑀2 за базисною еквiвалентнiстю 𝜎, ви-
користовуючи характеристичнi базиснi вектори. Якщо алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩
i 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ мають характеристичнi базиснi вектори 𝐻1 = {𝛼1

1, 𝛼
1
2, . . . , 𝛼

1
17}

i 𝐻2 = {𝛼2
1, 𝛼

2
2, . . . , 𝛼

2
17}, то 𝑈1 ≤ 𝑈2 тодi i тiльки тодi, коли 𝐻1 ≤ 𝐻2, тобто

𝛼1
𝑖 ≤ 𝛼2

𝑖 , ∀𝑖 = 1, 2, ..., 17. Алгебри, якi входять у нульовий елемент фактор-
решiтки мають характеристичний базисний вектор (0, 0, . . . , 0) з операцiй яких
не можна утворити жодного базису. Максимальним елементом фактор-решiтки
є алгебра 𝑈* така, що 𝑀* = (1, 1, . . . , 1), з операцiй сигнатури яких можна
утворити 17 базисiв.

Побудуємо базисну фактор-решiтку 𝑅(𝑀2/𝜎). Вершинами 𝑅(𝑀2/𝜎) є сумi-
жнi класи множини 𝑀2/𝜎, а операцiї решiтки визначаються за допомогою ха-
рактеристичних базисних векторiв.

У базиснiй решiтцi 𝑅(𝑀2/𝜎) є сiмнадцять ярусiв, на k -му ярусi знаходяться
всi алгебри з сигнатури операцiй яких можна скласти k базисiв. У сигнатурних
графах ребра несли iнформацiю про операцiю, яка змiнювала сигнатури алгебр,
що їх з’єднували. У базисних графах ребра вказують на базис, який змiнює
два сумiжнi класи 𝑀2/𝜎. Оскiльки така змiна може призвести до виникнення
додаткових базисiв, то ребра в базисних графах можуть з’єднувати сумiжнi
класи, якi знаходяться не на сусiднiх ярусах.

Аналогiчно, як в роботах [1, 2], розiб’ємо 𝑀2 на класи: 𝑀1
2 – клас алгебр

у сигнатуру яких входять операцiї 𝑄 = {0, 1, ¬, ∧, ∨, ⊕, ⇒, ⇐, ⇔}; 𝑀2
2 –

клас алгебр у сигнатуру яких окрiм вказаних операцiй входить операцiя стрiлка
Пiрса; 𝑀3

2 – клас алгебр у сигнатуру яких, окрiм вказаних операцiй входить
операцiя штрих Шефера; 𝑀4

2 – клас алгебр у сигнатуру яких, окрiм вказаних
операцiй входять операцiї стрiлка Пiрса та штрих Шефера.

Розглянемо сумiжнi класи𝑀1
2 за базисною еквiвалентнiстю 𝜎. Найбiльше ал-

гебр класу 𝑀1
2 мають характеристичний базисний вектор (0, 0, . . . , 0). Це вiсiм-

десят вiсiм функцiонально неповних алгебр [1]. Є два сумiжнi класи до складу
яких входять по десять алгебр: 𝐾1

10 = {130, 138, 146, 162, 178, 386, 394, 402,
418, 434}, 𝐾2

10 = {260, 261, 276, 292, 308, 388, 389, 406, 420, 436}. Класи 𝐾1
10 i

𝐾2
10 мають iзоморфнi сигнатурнi графи.

Рис. 1. Сигнатурний граф сумiжних класiв 𝐾1
10 i 𝐾

2
10.
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Три сумiжнi класи мiстять у своєму складi по 8 алгебр:
𝐾1

8 = {80, 81, 88, 208, 209, 336, 344, 464}, 𝐾2
8 = {96, 97, 104, 224, 225, 352, 360, 480},

𝐾3
8 = {112, 113, 120, 240, 241, 368, 376, 490} та мають iзоморфнi сигнатурнi графи

(рис. 2).

Рис. 2. Сигнатурний граф сумiжних класiв 𝐾1
8 , 𝐾

2
8 i 𝐾

3
8 .

Чотири класи мають у своєму складi по 7 алгебр:
𝐾1

7 = {3, 11, 19, 35, 51, 259, 267}, 𝐾2
7 = {12, 13, 28, 44, 60, 140, 141},

𝐾3
7 = {131, 139, 147, 163, 179, 387, 395}, 𝐾4

7 = {268, 269, 284, 300, 316, 396, 397}, якi
можемо зобразити у виглядi сигнатурних графiв (рис. 3).

Рис. 3. Сигнатурний граф сумiжних класiв 𝐾1
7 , 𝐾

2
7 , 𝐾

3
7 , 𝐾

4
7 .

Двадцять два сумiжнi класи 𝐾𝑡1
4 , 𝑡1 = 1, 2, . . . , 22 до класу яких входить

чотири алгебри, тридцять класiв 𝐾𝑡2
2 , 𝑡2 = 1, 2, . . . , 30 мiстять по двi алгебри i

сто сiмдесят шiсть класiв 𝐾𝑡3
1 , 𝑡3 = 1, 2, . . . , 176 – по однiй алгебрi. Сигнатурнi

решiтки цих класiв зображенi на рис. 4.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 4. Сигнатурний граф сумiжних класiв 𝐾𝑡1
4 , 𝐾

𝑡2
2 , 𝐾

𝑡3
1 .

Побудуємо базисну решiтку фактор-класу M2/𝜎 . Вершини решiтки будуть
кодуватися бiнарними кодами базисiв або сигнатурним кодом канонiчних ал-
гебр, якi входять до вiдповiдного класу. Ребра будуть кодуватися або номерами
базисiв або кодами операцiй, якi з’єднують канонiчнi алгебри. У кожному су-
мiжному класi є одна канонiчна алгебра, а решта алгебр – вiльнi. Тому фактор
решiтку можна побудувати, використовуючи множину канонiчних алгебр.

На рис. 5 побудована фактор-решiтка, на який зображенi алгебри, що мають
однакову базиснiсть, а саме:
1) 0-базиснi алгебри (88 алгебр) утворюють нульову вершину фактор-решiтки.
2) Алгебри першого ярусу — це однобазиснi алгебри, якi розподiленi по де-

в’ять елементiв фактор-класу: до складу двох входить по десять алгебр,
двох по вiсiм, двох по сiм, трьох по чотири. Цi класи можемо задати при
побудовi фактор-решiтки вiдповiдними канонiчними алгебрами цього класу
з номерами 3, 6, 12, 66, 68, 80, 96, 130, 260.

3) Алгебри третього ярусу — це сорок трьохбазисних канонiчних алгебр.

Рис. 5. Базисна решiтка фактор-класу M2/𝜎.
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Оскiльки мiж канонiчними алгебрами i базисними векторами iснує взаєм-
нооднозначна вiдповiднiсть, то базисна решiтка iзоморфна сигнатурнiй решiтцi
канонiчних алгебр, яка описана в [1]. Для побудови базисної решiтки класу
алгебр 𝑀1

2 , скористаємось твердженням 6 [1], яке стверджує, що кiлькiсть еле-
ментiв в решiтцi 𝑅(𝑀1

2/𝜎) по ярусах задає наступна таблиця:

Таблиця 1

Ярус 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Кiлькiсть
сумiжних
класiв

1 15 39 39 49 39 35 16 13 9 2 5 2 - - 1

З цiєї таблицi випливає, що |𝑀1
2/𝜎| рiвна 265 алгебр. Базиснi решiтки

𝑅(𝑀2
2/𝜎), 𝑅(𝑀

3
2/𝜎), 𝑅(𝑀

4
2/𝜎) iзоморфнi решiтцi 𝑀

1
2/𝜎 [3]. Якщо об’єднати цi

решiтки в одну базисну решiтку 𝑅(𝑀2/𝜎), то вiдповiднi алгебри 𝑈 𝑖
𝑘 решiток

𝑀 𝑖
2/𝜎, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, утворюють пiдрешiтки такого типу:

Рис. 6. Базисний граф iзоморфних алгебр класiв 𝑀 𝑖
2/𝜎.

Звiдси випливає теорема.

Теорема 1. Потужнiсть класу 𝑀2/𝜎 рiвна 1060 алгебр.

Дiйсно |𝑀2/𝜎| = |𝑀1
2/𝜎|+ |𝑀2

2/𝜎|+ |𝑀3
2/𝜎|+ |𝑀4

2/𝜎| = 4 · 265 = 1060.
3. Висновки. З 17 базисiв можна скласти 217 рiзних комбiнацiй i тiльки

1060 таким комбiнацiям можна знайти алгебру яка має тiльки тi базиси що
вказанi у вибранiй комбiнацiї.
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Mych I. A., Nykolenko V. V., Vartsaba O. V. Basic equivalence in class
universal boolean algebras.

In this paper, the concept of basic equivalence has been introduced and the factor-
grating 𝑅(𝑀1

2 /𝜎) of the class of algebras 𝑀2 is obtained. The ordering of the vertexes of
factor-grating of basic equivalence of the class 𝑀2 is installed. The signature graph of the
adjacent classes of algebra 𝑀2 is given. 265-elements bases grating factor class 𝑀1

2 /𝜎 is
investigated. Theorem about the power of class 𝑀2/𝜎 has been proven.
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КОНЦЕПТУАЛЬНА МОДЕЛЬ ОЦIНЮВАННЯ РIВНЯ
КЕРОВАНОСТI ПРОЦЕСАМИ У СКЛАДНИХ СИСТЕМАХ

ВРАХОВУЮЧИ РИЗИК-ОРIЄНТОВАНI ФАКТОРИ

Проведено дослiдження актуальної задачi розроблення концептуальної моделi оцi-
нювання рiвня керованостi процесами у складних системах враховуючи ризик-орiєнто-
ванi фактори.

У дослiдженнi вперше запропоновано етапи управлiння ризиками у процесi оцiню-
вання рiвня керованостi складних систем. Формалiзовано вхiднi данi, що використо-
вуються для оцiнювання ризикiв за допомогою нечiтких моделей для рiзних складних
систем, а саме: показники ризику, що оцiнюється деяким експертом за допомогою лiн-
гвiстичної змiнної; кiлькiсної оцiнки «достовiрностей» експертiв щодо мiркувань про
показник ризику; кiлькiсної оцiнки критерiю ризику на основi iнтелектуального аналi-
зу даних величин, що породжують ризик, iз застосуванням теорiї нечiтких множин та
функцiй належностi; лiнгвiстичної змiнної наслiдкiв реалiзацiї загроз на систему; сте-
пiнь можливостi реалiзацiї загрози в системi; тяжкiсть наслiдкiв iнциденту по активу
системи, що оцiнюється деяким експертом за допомогою лiнгвiстичної змiнної.

Вперше запропоновано концептуальну модель, що розв’язує клас задач оцiнюван-
ня керованостi процесами у складних системах враховуючи ризик-орiєнтованi факто-
ри впливу та алгоритм вибору моделi ризик-орiєнтованого оцiнювання. В результатi
отримуємо вихiдну оцiнку, що несе змiст керованостi процесiв у системi враховуючи
ризик-орiєнтованi фактори впливу. Як iнструмент прикладного застосування пропо-
нуються узагальненi алгоритми, за допомогою яких можна адекватно вирiшити iнно-
вацiйну проблему.
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Достовiрнiсть отриманих результатiв забезпечується коректним використанням те-
орiї нечiтких множин для опрацювання експертних знань, системного пiдходу, що
пiдтверджується результатами дослiджень. Проведене дослiдження буде корисним iн-
струментом для пiдтримки прийняття рiшень, щодо пiдвищення керованостi процеса-
ми у рiзних складних системах шляхом врахування ризикiв та загроз її функцiонува-
ння.

Ключовi слова: керованостi процесами, фактори ризику, нечiтка множина, рiвень
ризику, прийняття рiшень, iнтелектуальний аналiз.

1. Вступ. Рiвень безпеки дiяльностi людства кожного дня покращується за
рахунок удосконалення технологiй, аналiзу даних, систем управлiння, та iншi.
Стандарти навчання персоналу та управлiння безпекою теж стали помiтно ви-
щi. Але тим не менше, стикаємося з множиною ризикiв, якi потенцiйно можуть
поставити пiд загрозу успiх операцiйної дiяльностi, якщо ними адекватно не
керувати. Однiєю з ключових складових вимiрювання ризику функцiонування
складних систем є генерування сценарiїв розвитку основних факторiв ризику.

Кожна складна система функцiонування має рiзний базовий рiвень, стосов-
но унiкальностi своїх даних. Це певна кiлькiсть та якiсть даних, якi можна
обробляти. Великi данi в складних системах можуть створюватися з великого
набору датчикiв, баз даних, iнформацiйних систем, соцiальних мереж i т. д.

Тому дiяльнiсть складної системи вимагає прийняття певних рiшень, а це
в свою чергу пов’язане з оцiнюванням майбутнього. Таке оцiнювання реалiзує-
ться шляхом максимального врахування невизначеностей та ризикiв. Ефектив-
не управлiння ризиками забезпечить пiдвищення якостi рiшень. Ризики є необ-
хiдною складовою людської дiяльностi, коли iснує невпевненiсть у результатах
того чи iншого процесу рiшення. При прийняттi управлiнських рiшень, осо-
бливо актуальною є проблема розкриття невизначеностi даних, на основi яких
приймаються рiшення, та адекватного оцiнювання для мiнiмiзацiї ризикiв.

Метою дослiдження є актуальна задача розробки концептуальної моделi оцi-
нювання рiвня керованостi процесами у складних системах враховуючи ризик-
орiєнтованi фактори. Модель оцiнювання представлено сукупнiстю нечiтких ме-
тодiв, що базуються на врахуваннi ризик-орiєнтованих факторiв впливу iз за-
стосуванням: досвiду експертiв щодо їх оцiнювання, лiнгвiстичного рiвня кри-
терiїв оцiнювання ризикiв, наслiдкiв реалiзацiї рiзних загроз на систему. Мо-
дель оцiнювання дозволить оцiнити керованiсть процесами для складної систе-
ми враховуючи рiзнi ризики, що впливають на функцiонування системи.

Даний пiдхiд можна застосувати для розв’язання низки прикладних задач
у рiзних складних системах, наприклад: для соцiо-економiчних систем це мо-
делювання фiнансових ризикiв [1-2]; для соцiально технiчних це оцiнювання
ризикiв та iнцидентiв безпеки мережевих та iнформацiйних систем аеропорту
[3]; для гуманiстичних систем це оцiнювання ризику виконання iндивiдуальних
стрибкiв парашутистiв для пiдвищення їх безпеки [4]; для технiчних систем це
оцiнювання ризикiв польотiв безпiлотникiв для дослiдження довкiлля у гiрськiй
мiсцевостi [5], та багато iнших.

2. Огляд лiтератури. У стислому Оксфордському словнику англiйської
мови ризик визначається як «небезпека, ймовiрнiсть поганих наслiдкiв, втрата
або схильнiсть до випадковостi». Макнейл, Фрей та Ембрехтс [6] ризик визна-
чають, як будь-яку подiю або дiю, що може негативно вплинути на здатнiсть
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органiзацiї досягати своїх цiлей та виконувати її стратегiї. Незважаючи на те,
що всi цi визначення охоплюють деякi ключовi елементи ризику, неможливо
охопити всi його аспекти одним визначенням з одного речення. Однак очеви-
дно, що ризик сильно пов’язаний з невизначенiстю щодо майбутнiх подiй. В
загальному випадку, пiд поняттям ризику можна розглядати ситуацiю небезпе-
ки можливостi настання несприятливої подiї або загроз можливих втрат, щодо
яких невiдомо чи вiдбудуться вони у майбутньому.

Згiдно з [7, 8] видiляють три основнi пiдходи оцiнювання ризикiв при розв’я-
заннi практичних задач.

1. Iнтуїцiя, досвiд та знання експертiв, що роблять судження щодо природи
особливостей процесiв функцiонування складної системи. Для нових iнновацiй-
них об’єктiв дослiдження – це єдиний доступний спосiб для аналiзу процесiв,
якi не iснували або мали iншу структуру в минулому, i статистична iсторiя за
якими вiдсутня або не має сенсу.

2. Спостереження за фактичними ситуацiями та збитками вiд ризикiв на
тривалому попередньому перiодi часу. У багатьох практичних задачах такi данi
вiдсутнi. Крiм того, у критичних технiчних, соцiальних, економiчних i еколо-
гiчних системах, в яких значний вплив має дуже мiнливе середовище процесу,
такi данi мiстять опис динамiки процесу при минулих станах середовища, а це
часто не вiдповiдає сучасностi.

3. Використання даних спостережень за групами окремих ризикiв з подiбни-
ми характеристиками, що можуть бути зробленi протягом невеликого перiоду
часу. Такий пiдхiд є найбiльш придатним i перспективним у складних задачах
керування ризиками в умовах всiх типiв невизначеностей [9]. Окремi ризик-
орiєнтованi фактори впливу утворюють класи ризикiв, якi загалом складають
певну класифiкацiю ризикiв для задач заданого типу.

До сьогоднi не сформовано загальних принципiв та ознак класифiкацiї ри-
зикiв, практично не iснує розробок з узагальнення та формалiзацiї класифiкацiї
ризикiв, що можуть бути застосованi у мiждисциплiнарних дослiдженнях.

У роботi [10] Згуровський розглядає задачу формалiзованої класифiкацiї
ризикiв, як iнформацiйно взаємозв’язанi задачi класифiкацiї ситуацiй ризикiв i
задачi розпiзнавання ситуацiй ризикiв, на основi множини факторiв їх виникне-
ння. При цьому зазначається, що принциповий вплив на якiсть класифiкацiї,
яка виражається у точностi i достовiрностi класифiкацiї ризикiв, спричиняє ви-
бiр множини факторiв ризикiв та множини ознак кожного фактору ризику.

У роботi [11] Панягина видiляє два основнi пiдходи предметної та управлiн-
ської класифiкацiї. Предметна класифiкацiя здiйснюється за смислом i змiстом
кожного виду i типу ризику, вона дає можливiсть проводити iдентифiкацiю
ризикiв та характеризувати можливi наслiдки вiд ризикiв (операцiйнi, iннова-
цiйнi, неповернення iнвестицiй, i т. д.). Управлiнська класифiкацiя передбачає
видiлення класiв ризикiв за джерелами та етапами виникнення ризикiв та за
способами керування ризиками (технологiчний, екологiчний, помилки персона-
лу, i т. д.).

Пiдхiд групування ризикiв за ресурсами, якi перебувають пiд ризиком втрат,
дозволяє при прогнозуваннi чи виникненнi певної ситуацiї ризику класифiку-
вати ризик та оперативно попередньо визначити групу адекватних заходiв i
моделей керування конкретним класом ризикiв [12].
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Х. Фелiкс Кломан [13] пiд управлiнням ризиками визначає наступне. Для
багатьох аналiтикiв, полiтикiв та науковцiв саме управлiння екологiчними та
ядерними ризиками – це тi технологiї, що генерують макроризики, що загро-
жують нашому iснуванню. Для банкiрiв та фiнансових службовцiв – це розумне
використання таких методiв, як хеджування валют та своп процентних ставок.
Для страхових агентiв – це координацiя страхових ризикiв та зменшення стра-
хових витрат. Для адмiнiстраторiв лiкарнi – це може означати «забезпечення
якостi». Для фахiвцiв з безпеки – це зменшення кiлькостi нещасних випадкiв
та травм.

Таким чином, Кломана вважає, що управлiння ризиками – це спектр ме-
тодiв, що використовується для ефективнiшого управлiння своїм життям та
органiзацiями в умовах «безпрецедентної невизначеностi». Або – це дисциплiна
для забезпечення стiйкостi до майбутнiх подiй, що можуть спричинити неспри-
ятливi наслiдки.

Аналiзуючи джерела, отримаємо, що наступнi дослiдники описали процес
управлiння ризиками. Наприклад, Ферлi [14] представив сiм крокiв: виявити
фактори ризику; оцiнити ймовiрнiсть та наслiдки ризику; розробляти страте-
гiї зменшення виявлених ризикiв; контролювати фактори ризику; застосову-
вати план дiй на випадок непередбачених ситуацiй; управляти кризою; вийти
з кризи. Бем [15] описав процес iз двома основними етапами: оцiнка ризику
включає iдентифiкацiю, аналiз, визначення прiоритетiв та контроль ризикiв,
що включає планування управлiння ризиками, вирiшення ризикiв та плануван-
ня, вiдстеження та коригувальнi дiї. Подiбно циклу полiпшення якостi Демiнга
(планувати, робити, перевiряти, дiяти), Клiєм та Людiн [16] запропонували чо-
тири фазний процес (iдентифiкацiя, аналiз, контроль та звiтування). За даними
Мiжнародної органiзацiї зi стандартизацiї 31000, управлiння ризиками створює
та захищає цiннiсть [17]. У лiтературi повiдомляється про декiлька популярних
методiв аналiзу управлiння ризиками, включаючи моделювання Монте-Карло
[18], процес аналiтичної iєрархiї [19] та теорiю нечiтких множин [20].

На виявлення факторiв ризику впливає галузь дiяльностi об’єкту дослiдже-
ння. Наприклад, ключовi фактори ризику проектiв державно-приватного пар-
тнерства подiляються на двi категорiї. Перший включає фактори ризику, якi
мають потужнi, незалежнi впливи такi, як затримка з затвердженням уряду,
державний кредит та недосконалiсть правової та регуляторної систем. До дру-
гої категорiї належать фактори ризику, якi мають велику мiнливiсть i на якi
легко вплинути, такi як ризики завершення роботи, недостатнiй дохiд на ринку
та змiни плати [21].

Амеяу та Чан [22] згадали про iншi фактори ризику, такi як ринковi / до-
хiднi ризики, фiнансовi ризики, ризики вiдносин та соцiальнi ризики. Згiдно з
Лесардом [23], управлiння ризиками вимагає систематичного управлiння ризи-
ками, що генеруються в межах кожної ланки ланцюга та, що бiльш важливо, в
iнтерфейсах мiж ланками, щоб обмежити зриви та їх поширення по всiй системi.

Це все доводить, що ефективне управлiння ризиком вимагає пiдхiд систем-
ного мислення – розумiння того, як системи впливають одна на одну в цiлому.

На думку Неемана [24], процес управлiння ризиками став невiд’ємною ча-
стиною процедур управлiння оборонними проектами, для яких управлiння не-
визначенiстю є однiєю з головних проблем поточного планування та управлiння

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Том 39, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



162 В.В.ПОЛIЩУК, М.КEЛЕМЕН, Ю.Ю.МЛАВЕЦЬ, О.А.ТИМОШЕНКО, М.КEЛЕМЕН

проектами. Бiльше того, у вiдповiдь на небезпечнi подiї, такi як авiакатастрофи
чи зльоти, вимоги безпеки в обороннiй промисловостi суворi та вимогливi.

Класифiкацiя ризикiв при розв’язаннi задач оцiнювання керованостi про-
цесами у складних системах має важливе, а часто, вирiшальне значення на
формалiзацiю i постановку задачi, що розв’язується, i, вiдповiдно, на якiсть
результату. Вибiр неефективної або недостатньо коректної класифiкацiї ризи-
кiв для певної задачi може призвести до звуження i неповноти опису ризикiв
в задачi, i, як наслiдок, може спричинити одержання некоректних розв’язкiв
задачi, або навiть унеможливити одержання адекватних розв’язкiв [25].

Наприклад, iншi пiдходи оцiнювання рiвня керованостi процесами у загаль-
них динамiчних системах розглянуто у роботах [26-27]. Данi моделi описуються
за допомогою динамiчних збурених систем на основi вiнерiвського процесу з
розв’язанням задач оцiнки якостi мультиплiкативної та адитивної апроксимацiї
розв’язку стохастичних диференцiальних рiвнянь. Це дозволяє дослiджувати
асимптотичну поведiнку бiльш загальних динамiчних систем. Також, вейвлет
аналiз можна застосовувати для оцiнювання керованостi процесами. Актуаль-
нiсть такого застосування наведена у роботi [28], що присвячена знаходженню
умов рiвномiрної збiжностi вейвлет розкладiв класу випадкових процесiв iз про-
сторiв FΨ(Ω).

Наведене вище, аргументує та пiдтверджує актуальнiсть дослiдження: роз-
робки концептуальної моделi впливу ризик-орiєнтованих факторiв на рiвень ке-
рованостi процесiв функцiонування системи. Актуальнiсть даного дослiдження
доводиться необхiднiстю розумiння керованiстю процесами у рiзних складних
системах дослiдження, враховуючи ризики її функцiонування, для досягнення
цiлей системою та формалiзацiєю таких процесiв.

3. Матерiали та методи. Нехай вiдомо деякий об’єкт дослiдження, що бу-
демо розглядати, як складну слабо структуровану систему S. Вiдома множина
системних цiлей та множина факторiв, що впливають на керованiсть процесами
складної системи. Також вiдомi показники ризик-орiєнтованих факторiв впливу
на систему в межах досягнення цiлей системою. На основi вiдомих показникiв
будуються нечiткi моделi оцiнювання системи. В межах цього, потрiбно оцiнити
керованiсть процесами у об’єктi дослiдження для якiсного прийняття рiшень в
залежностi вiд ризик-орiєнтованих факторiв впливу на систему.

Таким чином, пропонуються етапи управлiння ризиками у процесi оцiнюва-
ння рiвня керованостi складних систем.

1. Формування перелiку факторiв ризику:
� видiлення цiлей та задач щодо виявлення ризик-орiєнтованих факторiв впли-
ву;

� виявлення самих ризик-орiєнтованих факторiв впливу;
� аналiз ризик-орiєнтованих факторiв впливу.
Перший етап полягає в усвiдомленнi специфiчностi загрози i мiсця її можли-

вого прояву.
Пiд iдентифiкацiєю та аналiзом ризикiв розумiється вивчення його специфi-

ки та особливостей, якi обумовленi їх природою та iншими рисами, характерни-
ми саме цiєї нагоди. Важливо вивчити майбутнi втрати, а також змiну ризикiв
у часi, ступiнь загрози щодо конкретного перiоду.

2. Побудова моделей для оцiнювання ризикiв щодо керованостi процесами в
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складних системах.
Головна мета цього етапу полягає в дослiдженнi та розробленi моделей, мето-

дiв, засобiв та iнструментiв, якi будуть оцiнювати фактори ризикiв у дiяльностi
складної системи, а також у дослiдженнi їх негативного впливу на керованiсть
процесами складної системи.

3. Аналiз, вибiр та прийняття рiшення зi зменшення загроз ризик-орiєнтова-
них факторiв впливу:
� вибiр стратегiї та тактики управлiння ризиком;
� вибiр програми дiй (сценарiй) зi зниження ризикiв;
� прийняття рiшень та органiзацiя виконання розробленої програми.
На цьому етапi особа, що приймає рiшення (ОПР) формує i пiдбирає iн-

дивiдуальний пiдхiд до ризику функцiонування складної системи. Потреба цi-
єї процедури вибору пов’язана з рiзною результативнiстю способiв управлiння
ризиком i рiзним розмiром ресурсiв, якi потрiбнi для їх реалiзацiї. Вибираючи
ризик i метод його управлiння, завжди потрiбно враховувати ресурснi обме-
ження i намагатися оптимiзувати їх втрати. Для оцiнки всiх ресурсiв можна
узагальнити в одну шкалу – фiнансову.

Отже, в залежностi вiд розглядуваної складної системи необхiдно: адекватно
пiдiбрати фактори ризикiв, щодо ресурсу системи, що може зазнати втрат при
виникненнi ризику; визначити шкали оцiнювання ризикiв; побудувати методи
оцiнювання; здiйснити аналiз, вибiр та прийняття рiшення щодо проактивного
управлiння зниження ризику для пiдвищення керованостi процесами у дослi-
джуванiй системi.

На основi дослiдження системи необхiдно визначити набори вхiдних даних
𝐾 = (𝐾1, 𝐾2, ..., 𝐾𝑚), згiдно яких буде оцiнюватись рiвень керованостi процеса-
ми у складнiй системi S. Показники можуть представляти собою цiлу систему
критерiїв ризику, факторiв та моделей, на основi яких виводиться одна агре-
гована оцiнка. Наприклад на рiвень керованостi лiтака впливають показники,
що залежать вiд ризик-орiєтованих ситуацiй або на рiвень безпечного фiнансу-
вання iнновацiйних проектiв впливають фактори управлiння та передбачення
ризиками.

Для оцiнювання рiвня керованостi процесiв функцiонування системи згi-
дно ризик-орiєнтованих факторiв впливу на систему, пропонується клас задач
𝑍 – нечiтке оцiнювання системи враховуючи ризик-орiєнтованi фактори впливу.
Розв’язанням задачi 𝑍 отримується розумiння керованостi процесами в скла-
дних системах враховуючи та розкриваючи рiзнi ризики.

Системна теоретико-множинна модель задачi оцiнювання керованостi про-
цесами у складних системах, враховуючи ризик-орiєнтованi фактори впливу
може бути представлена наступним чином:

𝑍 = {𝑆,𝐾𝑅,𝑀𝑅|𝑌 )}, (1)

де 𝑆 – складна слабо структурована система; 𝐾𝑅 – iнформацiйнi моделi кри-
терiїв (груп критерiїв) оцiнювання ризик-орiєнтованих факторiв впливу на си-
стему, чи моделi оцiнювання загроз на систему, що потенцiйно призведуть до
послаблення керованостi процесами в нiй; 𝑀𝑅 – вид моделi оцiнювання проце-
сiв керованостi у складних системах враховуючи загрози системи, показники
рiзних ризикiв та досвiду експертiв.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Том 39, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



164 В.В.ПОЛIЩУК, М.КEЛЕМЕН, Ю.Ю.МЛАВЕЦЬ, О.А.ТИМОШЕНКО, М.КEЛЕМЕН

В результатi отримуємо вихiдну оцiнку Y, що несе змiст керованостi процесiв
у системi враховуючи ризик-орiєнтованi фактори впливу. Дану оцiнку будемо
називати агрегованою ризик-орiєнтованою оцiнкою рiвня керованостi процеса-
ми в системi.

На Рис. 1. пропонується алгоритм вибору моделi ризик-орiєнтованого оцi-
нювання рiвня керованостi процесами в складнiй системi, на основi наявних
вхiдних даних, врахування загроз системи, показникiв рiзних ризикiв та досвi-
ду експертiв. На виходi кожної моделi буде агрегована ризик-орiєнтована оцiнка
рiвня керованостi процесами у системi, що виходить iз оцiнки ризику функцiо-
нування системи.

Оскiльки дане дослiдження спрямоване на рiзнi складнi системи, тому на
основi проведеного теоретичного дослiдження можемо формалiзувати вхiднi
данi, що використовуються для оцiнювання ризикiв за допомогою нечiтких мо-
делей.

1. Ризик-орiєнтованi фактори впливу – це показники ризику, що оцiнюється
деяким експертом за допомогою лiнгвiстичної змiнної. Для цього, на основi
досвiду, вмiнь та знань про вплив ризикiв на систему 𝑆 група експертiв (чи екс-
перт) роблять висновки та ставлять лiнгвiстичну оцiнку кожному показнику
𝐾, з деякої терм-множини 𝑇 = {𝑇1; 𝑇2; . . . ; 𝑇𝑙}. Терм-множину лiнгвiстичних
змiнних представимо, як рiвень ймовiрностi настання ризикової подiї описану
показником K для досягнення цiльових потреб системи. Також до кожної оцiн-
ки експерт ставить або число «достовiрностi» 𝜇(𝑇 ) своїх мiркувань з iнтервалу
[0; 1], або нормовану кiлькiсну оцiнку ризику. Для отримання кiлькiсної оцiн-
ки ризику, окремо для кожного критерiю, пропонується iнтелектуальний аналiз
даних величин, що породжують ризик, оснований на теорiї нечiтких множин та
функцiй належностi [6]. Функцiя належностi будується та дослiджується в за-
лежностi вiд типу даних, їх структури, перiодичностi отримання, суб’єктивiзму
отримання та iнших характеристик. Це дозволить порiвнювати отриманi оцiн-
ки, шляхом переведення у нормовану шкалу, розкрити нечiткiсть та невизна-
ченiсть отриманих даних, що пiдвищить якiсть прийняття рiшень, зроблених з
використанням iнтелектуального аналiзу таких даних.

2. Ризик-орiєнтованi фактори впливу – це множина загроз K деяких активiв
системи, що при можливостi виникнення такого явища або подiї, наслiдком
якого можуть бути небажанi впливи на систему, що призведуть до послаблення
керованостi процесами в нiй. Вхiднi данi у даному поняттi визначимо наступнi:
� T – наслiдки реалiзацiї загроз K. Даний показник визначається за до-
помогою лiнгвiстичної змiнної з деякої терм множини, наприклад: 𝑇 =
{𝑀 ;𝐴;𝐻;𝐶}, де М – мiнiмальнi наслiдки загрози, А – середнi наслiдки
загрози, Н – максимальнi наслiдки загрози, С – критичнi наслiдки загро-
зи;

� 𝜇 – степiнь можливостi реалiзацiї загрози в системi. Степiнь вимiрюється
кiлькiсно з iнтервалу [0; 1], наприклад покладаючи рiзний змiст: неможли-
во реалiзувати загрозу; мiнiмальна можливiсть реалiзацiї загрози; середня
можливiсть реалiзацiї загрози; висока можливiсть реалiзацiї загрози; кри-
тична можливiсть реалiзацiї загрози;
L – тяжкiсть наслiдкiв iнциденту по активу. Iнцидентом називається реалi-

зована загроза.
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Рис. 1. Алгоритм вибору моделей оцiнювання ризику функцiонування систем

Даний показник оцiнюється експертно за допомогою лiнгвiстичної змiнної з
деякої терм множини L, де змiннi можуть бути, наприклад: життєво-важливий
наслiдок (якщо призведе до неможливостi досягнення глобальних цiлей систе-
мою), вирiшальний наслiдок (якщо призведе до неможливостi досягнення ло-
кальних цiлей системи, та в деякiй мiрi впливає на якiсть досягнення глобаль-
них цiлей), корисний або не застосовується (iншi випадки).

Концептуальна модель отримання агрегованої ризик-орiєнтованої оцiнки рiв-
ня керованостi процесами у складних системах може бути представлена за допо-
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могою побудованих нечiтких моделей та на їх основi узагальнених алгоритмiв,
а саме: дворiвнева нечiтка математична модель встановлення ризику функцiо-
нування системи та рiвень керованостi процесами в нiй; нечiтка модель оцiню-
вання ризику функцiонування систем iз застосування iнтелектуального аналiзу
даних; експертна модель оцiнювання ризикiв функцiонування системи з враху-
ванням наслiдкiв реалiзацiї рiзних загроз на систему та оцiнювання фiнансових
збиткiв.

Дворiвнева математична модель, за допомогою якої можна врахувати про-
цеси керованостi у складних системах та оцiнити рiвень ризику функцiонування
систем, в повнiй мiрi описана в роботах [1-2]. Дана модель використовує мiрку-
ваннях експерта щодо оцiнок за рiзними критерiями оцiнювання, достовiрностi
його мiркувань та на основi цього вiдбувається агрегування думок за групами
критерiїв у остаточну оцiнку. Модель розкриває нечiткiсть вхiдних оцiнок, пiд-
вищує об’єктивнiсть експертних суджень. База знань моделi не залежить вiд
кiлькостi критерiїв по групах, тому їх можна збiльшувати при потребi, а також
змiнювати рiвнi прийняття рiшень.

Наступна нечiтка модель оцiнювання ризику функцiонування систем iз за-
стосування iнтелектуального аналiзу даних, розроблена, доведена та апробова-
на для задачi оцiнювання ризикiв безпеки мережевих систем, оцiнювання ризи-
кiв фiнансування проектiв, оцiнювання ризику системи мунiципалiтету та iншi
[4].

Експертна модель оцiнювання ризикiв функцiонування системи з врахува-
нням наслiдкiв реалiзацiї рiзних загроз на систему та оцiнювання фiнансових
збиткiв апробована для прикладної задачi оцiнювання безпеки мережевих iн-
формацiйних систем аеропорту для безпечного та стiйкого повiтряного транс-
порту [3]. Модель спроможна оцiнити ризики функцiонування складної систе-
ми, використовує iнтелектуальний аналiз знань експертiв, розкриває нечiткiсть
вхiдних оцiнок, пiдвищує ступiнь обґрунтованостi прийняття подальших управ-
лiнських рiшень на основi отриманих результатiв.

4. Обговорення. Для застосування технологiї визначення рiвня керова-
ностi процесами у системi, до розв’язання класу прикладних задач нечiткого
оцiнювання системи враховуючи ризик-орiєнтованi фактори впливу, необхiдно
адекватно визначити множину ризикiв оцiнювання, вибрати та налаштувати
запропонованi нечiткi моделi, налаштувати фазифiкацiю вхiдних даних. Цi всi
задачi покладенi на системних аналiтикiв, що розробляють iнформацiйну систе-
му у межах прикладної задачi. Таким чином, для якiсного порiвняння даних
та розмежування термiв, необхiдно окремо проводити для кожного показника,
оскiльки рiзнi показники несуть у собi свiй числовий змiст. Для якiсного отри-
мання вхiдних кiлькiсних оцiнок та iнтелектуального аналiзу даних (знань) з
використанням теорiї нечiтких множин, функцiй належностi та системного пiд-
ходу можна використати моделi описанi в [1-4].

В рамках дослiдження пропонується клас задач нечiткого оцiнювання си-
стеми враховуючи ризик-орiєнтованi фактори впливу, розв’язанням яких отри-
мується розумiння керованостi процесами в складних системах враховуючи та
розкриваючи рiзнi ризики. Концептуальна модель, що складається iз сукупнi-
стю методiв та базується на врахуваннi ризик-орiєнтованих факторiв впливу
має ряд переваг, а саме: пiдвищує об’єктивнiсть експертних оцiнок використо-

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



КОНЦЕПТУАЛЬНА МОДЕЛЬ ОЦIНЮВАННЯ РIВНЯ КЕРОВАНОСТI . . . 167

вуючи вхiднi гiбриднi данi: лiнгвiстичнi змiннi та кiлькiснi оцiнки; виводить
агреговану ризик-орiєнтовану оцiнку функцiонування системи з огляду на мiр-
кування ОПР; виводить рiвень керованостi процесами у складних системах.

Як iнструмент прикладного застосування пропонується узагальненi алгори-
тми, вибiр яких залежить вiд наявних вхiдних даних, врахування загроз си-
стеми, показникiв рiзних ризикiв та досвiду експертiв. Узагальненi алгоритми
– це iнструмент, за допомогою якого можна адекватно вирiшити iнновацiйну
проблему.

До недолiкiв даного пiдходу можна вiднести використання рiзних моделей
згорток для отримання агрегованої оцiнки, що може приводити до неоднозна-
чностi кiнцевих результатiв.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У проведеному
дослiдженi запропоновано концептуальну модель оцiнювання рiвня керованостi
процесами у складних системах враховуючи ризик-орiєнтованi фактори. При
цьому вперше отримано такi результати:
� запропоновано етапи управлiння ризиками у процесi оцiнювання рiвня керо-
ваностi складних систем на основi проведеного теоретичного дослiдження;

� формалiзовано вхiднi данi, що використовуються для оцiнювання ризикiв
за допомогою нечiтких моделей для рiзних складних систем, а саме: пока-
зники ризику, що оцiнюється деяким експертом за допомогою лiнгвiстичної
змiнної; кiлькiсної оцiнки «достовiрностей» експертiв щодо мiркувань про
показник ризику; кiлькiсної оцiнки критерiю ризику на основi iнтелекту-
ального аналiзу даних величин, що породжують ризик, iз застосуванням
теорiї нечiтких множин та функцiй належностi; лiнгвiстичної змiнної на-
слiдкiв реалiзацiї загроз на систему; степiнь можливостi реалiзацiї загрози
в системi; тяжкiсть наслiдкiв iнциденту по активу системи, що оцiнюється
деяким експертом за допомогою лiнгвiстичної змiнної;

� запропоновано концептуальну модель, що розв’язує клас задач оцiнювання
керованостi процесами у складних системах враховуючи ризик-орiєнтованi
фактори впливу та алгоритм вибору моделi ризик-орiєнтованого оцiнюва-
ння.
Рацiональнiсть отриманих агрегованих ризик-орiєнтованих оцiнок функцiо-

нування системи для визначення рiвня керованостi процесами у системi, дово-
дить значними апробацiями моделей для рiзних прикладних задач. Достовiр-
нiсть отриманих результатiв забезпечується коректним використанням теорiї
нечiтких множин для опрацювання експертних знань, системного пiдходу, що
пiдтверджується результатами дослiджень.

Подальше дослiдження проблематики вбачаємо: у конструюваннi узагаль-
нених покрокових алгоритмiв на основi розроблених моделей. Проведене дослi-
дження буде корисним iнструментом для пiдтримки прийняття рiшень, щодо
пiдвищення керованостi процесами у рiзних складних системах шляхом враху-
вання ризикiв та загроз її функцiонування.

6. Подяка. Робота виконувалась у межах стипендiальної програми спiв-
робiтництва мiж Мiнiстерством освiти i науки України та Мiнiстерством освiти
Словацької Республiки в галузi освiти на базi Кошицького технiчного унiверси-
тету, Авiацiйного факультету.

Ця робота була пiдтримана Словацьким агентством дослiджень i розробок
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Polishchuk V. V., Kelemen M., Mlavets Yu. Yu, Tymoshenko O. A.,
Kelemen M. Jr. Conceptual model for assessing the level of process control in
complex systems considering risk-oriented factors.

The research of the actual task of developing a conceptual model for assessing the level
of process control in complex systems, considering risk-oriented factors.

The study for the first-time proposed stages of risk management in the process of assess-
ing the level of controllability of complex systems. The input data used for risk assessment
using fuzzy models for various complex systems are formalized, namely: risk indicators
assessed by some expert using a linguistic variable; quantitative assessment of the "relia-
bility" of experts in relation to considerations of the risk indicator; quantitative assessment
of the risk criterion on the basis of intellectual analysis of the data generating the risk, us-
ing the theory of fuzzy sets and membership functions; linguistic variable consequences of
the implementation of threats to the system; the degree of possibility of realization of the
threat in the system; the severity of the consequences of the incident on the asset of the
system, which is estimated by some expert using a linguistic variable.

For the first time, a conceptual model was proposed that solves a class of problems
of process control assessment in complex systems considering risk-oriented factors and
an algorithm for selecting a risk-oriented assessment model. As a result, we obtain an
initial assessment that carries the content of process control in the system, considering
risk-oriented factors of influence. As a tool for application, generalized algorithms are
proposed, with the help of which it is possible to adequately solve the innovation problem.

The reliability of the obtained results is ensured by the correct use of fuzzy set theory
for the development of expert knowledge, a systematic approach, which is confirmed by
research results. The study will be a useful tool to support decision-making to improve
process control in various complex systems by considering the risks and threats to its
operation.

Keywords: process control, risk factors, fuzzy set, level of risk, decision-making, intellec-
tual analysis.
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3. Kelemen, M., Polishchuk, V., Gavurová, B., Andoga, R., Szabo, S., Yang, W., Chri-
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