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ВIТАЛЬНЕ СЛОВО ЮВIЛЯРУ 7

ВIТАЛЬНЕ СЛОВО ЮВIЛЯРУ

Василь Васильович Маринець – вiдомий вчений у галузi математики (дифе-
ренцiальнi рiвняння), доктор фiзико-математичних наук, професор, академiк
АН вищої школи України по вiддiленню математики, заслужений працiвник
народної освiти України, лауреат Державної премiї України в галузi освiти в
номiнацiї «Вища освiта», закордонний член Угорської Академiї наук, Почесний
громадянин мiста Ужгорода, професор кафедри алгебри та диференцiальних
рiвнянь Ужгородського нацiонального унiверситету вiдсвяткував свiй вiсiмде-
сятирiчний ювiлей.

Народився В. В. Маринець 29 сiчня 1942 року в мiстi Мукачевi Закарпатської
областi у незаможнiй робiтничiй родинi. Тi часи для закарпатцiв були нелег-
кими, а тому й майбутньому вченому довелося з дитячих рокiв залучатися до
фiзичної працi.

Iз 1949 до 1956 року навчався в середнiй школi № 2, а вiдтак продовжив
навчання у школi № 16 м. Мукачева, яку закiнчив у 1959 роцi.

У цьому ж роцi Василь Маринець вступив на перший курс фiзико- матема-
тичного факультету Ужгородського державного унiверситету (вiддiлення ма-
тематики). Навчання давалось йому вiдносно легко й пiсля успiшного захисту
дипломної роботи рiшенням Державної екзаменацiйної комiсiї вiд 11 грудня
1964 року В. В. Маринцю присвоєно квалiфiкацiю математика-обчислювача та
рекомендовано до аспiрантури. Пiсля року служби в армiї вiн вступає до аспi-
рантури УжДУ – на кафедру обчислювальної математики (науковий керiвник
– доц. Буледза А. В.). В аспiрантурi Василь Маринець займався науковими про-
блемами теорiї пружностi та спектральною теорiєю бiгармонiчних операторiв.

З 1 вересня 1968 року – асистент, а з 1 вересня 1969 року – ст.викладач
кафедри теоретичної механiки i диференцiальних рiвнянь УжДУ.

21 березня 1972 року в Iнститутi математики АН УРСР в мiстi Києвi захищає

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 40, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



8 М. М. МАЛЯР

дисертацiю “Двостороннiй метод наближеного iнтегрування нелiнiйних систем
диференцiальних рiвнянь iз запiзнюючим аргументом” на здобуття наукового
ступеня кандидата фiзико-математичних наук.

З вересня 1972 р. до липня 1975 р. – довгострокове вiдрядження в Алжир,
де працює завiдувачем кафедри вищої математики Аннабинського унiверсите-
ту. За успiшне виконання мiждержавних угод з Алжирською республiкою –
з пiдготовки нацiональних кадрiв – В. В. Маринця нагороджують урядовими
грамотами СРСР. З 1 вересня 1976 року – доцент кафедри диференцiальних
рiвнянь i математичної фiзики, а 12 жовтня 1977 року йому присвоєно вчене
звання доцента цiєї ж кафедри. У вереснi 1978 року його обрано завiдувачем
згаданої кафедри.

В цей перiод Маринець В. В. успiшно працює над науковими проблемами
з розробки нових модифiкацiй двостороннього методу наближеного iнтегрува-
ння та дослiдження задач теорiї диференцiально-функцiональних рiвнянь як
звичайних, так i в частинних похiдних. Його працi публiкуються у провiдних
наукових виданнях країни, вiн часто виступає з доповiдями на рiзних науко-
вих форумах i, як результат, 31 жовтня 1995 року в Iнститутi математики НАН
України успiшно захистив дисертацiю “Диференцiальнi нерiвностi та наближенi
методи в теорiї диференцiальних рiвнянь з вiдхиляючим аргументом” на здо-
буття наукового ступеня доктора фiзико-математичних наук (науковий кон-
сультант академiк НАН України проф. М. О. Перестюк). 24 жовтня 1996 року
В. В. Маринцю присвоєно вчене звання професора по кафедрi диференцiальних
рiвнянь та математичної фiзики.

Пiсля захисту докторської дисертацiї В. В. Маринець звертає велику увагу
на органiзацiйну роботу на пiдготовку науково-педагогiчних кадрiв з матема-
тики. З цiєю метою для керiвництва аспiрантами на кафедру як викладачiв-
сумiсникiв запрошено провiдних вчених НАН України та Київського нацiональ-
ного унiверситету iм. Т. Г. Шевченка: академiк М. О. Перестюк, професори
М. Д. Бабич, М. Й. Ронто. Така робота дала свої результати: чимало випускни-
кiв аспiрантури успiшно захистили кандидатськi дисертацiї (зокрема й учнi
проф. В. В. Маринця), а доцент I. I. Король – докторську дисертацiю.

З 1 лютого 1996 року, згiдно з наказом ректора УжДУ, В. В. Маринець при-
значається деканом математичного факультету. Упродовж трьох рокiв на цiй
посадi вiн провiв значну роботу по змiцненню навчально-технiчної бази факуль-
тету (три комп’ютернi класи обладнано новою технiкою, проведено капiтальнi
ремонти аудиторного фонду факультету тощо).

Беручи до уваги особистий внесок у розвиток нацiональної освiти, впрова-
дження сучасних методiв навчання i виховання молодi 2 жовтня 1998 року Ука-
зом Президента України проф. В. В. Маринцю було присвоєно Почесне звання
„Заслужений працiвник народної освiти України”.

У листопадi 1999 року його призначено проректором Ужгородського дер-
жавного унiверситету з навчальної роботи. На цiй посадi до його обов’язкiв
входив значний обсяг робiт (безпосереднє керiвництво природничими факульте-
тами, керiвництво науково-методичною Радою УжДУ, конкурсною, тендерною,
бюджетною комiсiями тощо) i виконував вiн їх добросовiсно. Саме за часiв про-
ректорування проф. В. В. Маринця Ужгородський унiверситет набув статус
нацiонального вищого навчального закладу.
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У липнi 2004 року згiдно з поданою ним заявою (iз 29 сiчня 2002 року, як
пенсiонер, Василь Маринець працював на цiй посадi на контрактнiй основi) вiн
звiльняється з посади проректора i продовжує керувати кафедрою диференцi-
альних рiвнянь i математичної фiзики до 31 серпня 2021 року. З 1 червня 2013
року до 29 травня 2015 року – декан математичного факультету.

Професор В. В. Маринець опублiкував близько 160 наукових робiт, серед
яких чотири монографiї, один пiдручник (спiвавтор академiк М. О. Перестюк)
– „Теорiя рiвнянь математичної фiзики” (К., видавництво „Либiдь”, 2006, 424 с),
виданий МОН України, вiсiм посiбникiв та методичних розробок. Має патенти
на винаходи.

В. В. Маринець виступає органiзатором низки наукових форумiв, шкiл, якi
проводилися на базi УжНУ був членом оргкомiтетiв багатьох мiжнародних кон-
ференцiй, симпозiумiв, якi проводились як в нашiй країнi, так i за її межами.

За високий рiвень наукових результатiв на Українських математичних кон-
гресах 2001 та 2009 рр. нагороджувався дипломами та пам’ятними медалями
М. В. Остроградського та М. М. Боголюбова. Беручи до уваги науковi дося-
гнення проф. Маринця В. В., з листопада 2003 року Угорська Академiя наук
приймає його як закордонного члена.

За час роботи в УжНУ проф. В. В. Маринець викладав на рiзних факульте-
тах такi навчальнi дисциплiни: „Вища математика”, „Диференцiальнi рiвняння”,
„Рiвняння математичної фiзики” та iншi, розробив та читав курси за вибором:
„Теорiя крайових задач”, „Теорiя стiйкостi”, „Диференцiальнi рiвняння з вiд-
хиляючим аргументом”, „Аналiтичнi методи в теорiї диференцiальних рiвнянь
в частинних похiдних”, „Нелiнiйнi задачi математичної фiзики” тощо. З цiлої
низки курсiв за вибором пiдготовлено та видано навчальнi посiбники.

За вагомi науковi здобутки та вклад у пiдготовку i виховання науково-
педагогiчних кадрiв для нашої країни у квiтнi 2007 року проф. В. В. Маринця
обрано академiком Академiї наук вищої школи України.

За весь перiод трудової дiяльностi проф. В. В. Маринець займає активну гро-
мадському позицiю у життi колективу факультету i унiверситету. Вiн обирався
до керiвних органiв громадських органiзацiй унiверситету. Упродовж багатьох
рокiв був членом науково-методичної ради УжНУ, вченої ради унiверситету, ви-
давничої ради, членом науково-методичної комiсiї з математики та експертної
ради при Мiнiстерствi освiти i науки, молодi та спорту України. Був головним
редактором «Наукового вiсника Ужгородського унiверситету», серiя «Матема-
тика i iнформатика», головою вченої Ради математичного факультету. Упро-
довж 50-ти рокiв В. В. Маринець є учасником хорової капели Ужгородського
унiверситету «Боян».

В 2012 роцi Василь Васильович став Лауреатом Державної премiї в галузi
освiти у номiнацiї «вища освiта» за навчально-методичний комплект «Дифе-
ренцiальнi рiвняння» (авторський колектив у складi: академiкiв НАН України
А. М. Самойленко, М. О. Перестюк та докторiв фiз.-мат.наук С. А Кривошея,
В. В. Маринець, М. П. Моклячук, I. О. Парасюк).

У 2013 роцi став Почесним громадянином мiста Ужгорода за вагомий вне-
сок у соцiально-економiчний розвиток мiста, значнi досягнення на науково-
педагогiчнiй нивi, пiдготовку висококвалiфiкованих спецiалiстiв, високий про-
фесiоналiзм, творчу працю, активну участь у громадському життi краю.
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Слiд особливо вiдзначити його любов до хорового мистецтва. Мабуть, не
випадково у студентськi роки вiн був активним учасником художньої самодi-
яльностi, а при заснуваннi самодiяльної народної хорової капели викладачiв та
спiвробiтникiв УжНУ (лютий 1964 р.) вiн був одним iз її засновникiв. На запро-
шення вiн бере участь i в камерному хорi „Кредо” (м. Ужгород) та духовному
хорi iм. Августина Волошина (худ. керiвник Кирлик Я. Ю.).

За багаторiчну науково-педагогiчну, виховну та громадську роботу проф.
В. В. Маринець неодноразово вiдзначався рiзними нагородами та вiдзнаками
МОН України, Закарпатської областi, мiста Ужгорода та Ужгородського унi-
верситету.

В. В. Маринець нагороджений дипломами та пам’ятними медалями
М. В. Остроградського в 2001 р. та М. М. Боголюбова у 2009 р. У 2017 роцi рi-
шенням Президiї АН ВШ України нагороджений ювiлейною медаллю «25 рокiв
Академiї наук вищої школи України». Василь Васильович голова закарпатсько-
го обласного представництва всеукраїнської благодiйної органiзацiї «Фонд спри-
яння розвитку математичної науки», член секцiї математичної освiти Україн-
ського математичного товариства, президент Ужгородського регiонального вiд-
дiлення математичного товариства, член наукової ради МОН України (секцiя
«Математика», наказ МОН № 45 вiд. 22.01.2016 р.) захiдного наукового центру
НАН i МОН України, вiддiлення фiзико-технiчних i математичних наук (се-
кцiя «Математика i математичне моделювання», голова секцiї по Закарпатськiй
областi), науковий керiвник редакцiйної групи з математики «Енциклопедiї За-
карпаття: визначнi особи ХХ ст.». Має трьох захищених учнiв – кандидатiв
фiзико-математичних наук, член оргкомiтетiв низки мiжнародних та україн-
ських наукових форумiв з теорiї диференцiальних рiвнянь (останнi вiдбулися в
2018 роцi в м. Мiшкольц, Угорщина, в 2019 р. м. Київ, у 2020 р. м. Львiв).

Колектив факультету математики та цифрових технологiй бажає Василю
Васильовичу творчих успiхiв та зичить здоров’я на многiї благiї лiта.

Маляр М. М. доктор технiчних наук, професор, декан факуль-

тету математики та цифрових технологiй Ужгородського нацiо-

нального унiверситету.

Одержано 15.04.2022
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THE COEFFICIENTS OF TRANSITIVITY OF THE POSETS OF
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀-TYPE BEING THE HIGHEST SYPERCRITICAL POSET

The representations of partially ordered sets (abbreviated as posets), introduced by
L. A. Nazarova and A. V. Roiter (in matrix form) in 1972, play an important role in the
modern representation theory. In his first paper on this topic M. M. Kleiner proved that
a poset 𝑆 is of finite representation type (i.e. has a finite number, up to equivalence, of
indecomposable representations) if and only if it does not contain subposets of the form
K1 = (1, 1, 1, 1),K2 = (2, 2, 2),K3 = (1, 3, 3),K4 = (1, 2, 5) and K5 = (N, 4). Specified
posets are called critical posets relative to the finiteness of the type. They are also called
the Kleiner’s (critical) posets. In 1974 Yu. A. Drozd proved that a poset 𝑆 has finite
representation type if and only if its Tits quadratic form

𝑞𝑆(𝑧) =: 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

is weakly positive (i.e., positive on the set of non-negative vectors). Consequently, the
Kleiner’s posets are critical relative to weak positivity of the Tits quadratic form, and
there are no (up to isomorphism) other such posets. In 2005 the authors proved that a
poset is critical relative to the positivity of the Tits quadratic form if and only if it is
minimax isomorphic to a Kleiner’s poset.

A similar situation takes place for posets of tame representation type. In 1975 L. A. Na-
zarova proved that a poset 𝑆 is tame if and only if it does not contain subsets of the form
N1 = (1, 1, 1, 1, 1), N2 = (1, 1, 1, 2), N3 = (2, 2, 3), N4 = (1, 3, 4), N5 = (1, 2, 6) and
N6 = (N, 5). She called these posets supercritical; they are also critical relative to weak
non-negativity of the Tits quadratic. In 2008 the authors proved that a poset is critical
relative to non-negativity of the Tits quadratic form if and only if it is minimax isomorphic
to a supercritical poset.

In this paper we study the combinatorial properties of posets, minimax isomorphic
to the supercritical poset of greatest height, i.e. (1, 2, 6). The importance of studying
minimax isomorphic posets is determined by the fact that their Tits quadratic forms are
Z-equivalent, and minimax isomorphism itself is a fairly general constructively defined
Z-equivalence of the Tits quadratic forms for posets.

Keywords: representation, critical and supercritical poset, Tits quadratic form, finite
and tame representation type, positivity and weak positivity, non-negativity and weak
non-negativity, minimax isomorphism, coefficient of transitivity.
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1. Introduction. The representations of partially ordered sets (abbreviated as
posets), introduced by L. A. Nazarova and A. V. Roiter (in matrix form) in 1972 [1],
play an important role in the modern representation theory. In his �rst paper on this
topic M. M. Kleiner [2] proved that a posets 𝑆 is of �nite representation type (i.e.
has a �nite number, up to equivalence, of indecomposable representations) if and
only if it does not contain subposets of the form K1 = (1, 1, 1, 1),K2 = (2, 2, 2),K3 =
= (1, 3, 3),K4 = (1, 2, 5) and K5 = (N, 4). Speci�ed posets are called critical posets
relative to the �niteness of the type (i,e. they are minimal posets with an in�nite
number of indecomposable representations, up to equivalence). They are also called
the Kleiner’s (critical) posets. On the other hand, Yu. A. Drozd [3] proved that a
poset has �nite representation type if and only if its Tits quadratic form is weakly
positive (i.e., positive on the set of nonnegative vectors). From these two statements
it follows that the critical posets are also critical relatively to the weak positivity of
the Tits quadratic form.

In 2005 the authors proved that a poset is critical relatively to the positivity
of the Tits quadratic form if and only if it is minimax isomorphic to a Kleiner's
poset [4] (such isomorphism was introduced by the �rst author in [5]); in this paper
all such posets, which were named by the authors as 𝑃 -critical, were fully described.

A similar situation takes place in the case of tame posets. A poset 𝑆 is tame if
and only if it does not contain subsets of the form N1 = (1, 1, 1, 1, 1), N2 = (1, 1, 1, 2),
N3 = (2, 2, 3), N4 = (1, 3, 4), N5 = (1, 2, 6), N6 = (N, 5) [6], and this is equivalent
to the weak non-negativity of the Tits quadratic form of 𝑆; these posets are called
supercritical. In [7] the authors proved that a poset is critical relatively to the non-
negativity of the Tits quadratic form if and only if it is minimax isomorphic to
a supercritical poset. In [8] all such posets, which were named by the authors as
𝑁𝑃 -critical, were fully described.

In addition to the above three papers of the authors, posets with positive and
non-negative Tits quadratic form. were also studied in many of their other papers
(see e.g. [9] � [17]).

In this paper, continuing to study the combinatorial properties of di�erent classes
of posets (see e.g. [18] � [22]), we consider posets that are minimax isomorphic to
the supercritical poset of greatest height.

2. The list of posets of 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀-type (1, 2, 6)(1, 2, 6)(1, 2, 6). Throught the paper, all posets
will be supposed �nite.

Let 𝑆 be a poset. For a minimal (resp. maximal) element 𝑎 of 𝑆, denote by
𝑇 = 𝑆↑

𝑎 (respect. 𝑇 = 𝑆↓
𝑎) the following poset: 𝑇 = 𝑆 as usual sets, 𝑇 ∖ 𝑎 = 𝑆 ∖ 𝑎 as

posets, the element 𝑎 is maximal (resp. minimal) in 𝑇 , and 𝑎 is comparable with 𝑥
in 𝑇 if and only if they are incomparable in 𝑆. Two posets 𝑆 and 𝑇 are called (min,
max)-equivalent if there are posets 𝑆1, . . . , 𝑆𝑝 (𝑝 ≥ 0) such that, if we put 𝑆 = 𝑆0

and 𝑇 = 𝑆𝑝+1, then, for every 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑝, either 𝑆𝑖+1 = (𝑆𝑖)
↑
𝑥𝑖
or 𝑆𝑖+1 = (𝑆𝑖)

↓
𝑦𝑖
[5].

Obviously, any poset is (min, max)-equivalent to itself. Since some time we also use
the term minimax equivalence.

The notion of minimax equivalence can be naturally continued to the notion of
minimax isomorphism: posets 𝑆 and 𝑆 ′ are minimax isomorphic if there exists a
poset 𝑇 , which is minimax equivalent to 𝑆 and isomorphic to 𝑆 ′.

When 𝑃 is a �x poset, we call that a poset 𝑆 is of 𝑀𝑀 -type 𝑃 if 𝑆 is minimax

Роздiл 1: Математика i статистика
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isomorphic to 𝑃 [19].
From the results of [8] it follows that the following table contains all posets (up

to isomorphism and duality) of𝑀𝑀 -type (1, 2, 6), which is the highest supercritical
poset (in the sense of its longest chain):

c cc cc
cc
cc

1(70)

c cc
c

c

�
�
�
�

cc
cc

2(19)

c cc
c

c

�
�
�
�

cc
c

c��

3(20)

c cc
c

c

�
�
�
�

cc

c��c

4(21)

cc cc

c

�
�
�
�
cc

c
�
�

c

5(22)

c cc
c

c

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

cc
cc

6(23)

c cc
c

c

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

cc
c

c��

7(24)

c cc
c

c

�
�

cc
c

c

8(25)

c cc
c

c

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
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c

c

9(26)

c cc
c

c

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
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c

c

10(27)

c cc
c

c

�
�
�
�
�
�
�
�cccc

11(28)

c cc
c

c

�
�
�
�
�
�
�
�

cccc

12(29)

c cc
c
c

�
�
�
�
�
�
cccc

13(30)

c cc
c
c

�
�
�
�
�
�cccc

14(31)

c c cc
c

c

�
�
�
�

cc
c

15(71)

c c cc
c

c

�
�
�
�

cc

�
�c

16(72)

c
c cc

c
c

�
�
�
�

c

�
�cc

17(73)

c c cc
c

c

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

cc
c

18(74)

c c

c

cc

c

�
�
�
�c c
c

19(77)
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cc c

c

cc

c

�
�
�
�
c

c��

20(78)

cc c

c
c c

c

�
�
�
�c

c
�
�

21(79)

c c
c

cc

c

�
�
�
�c cc

22(80)

c
cc c cc

c

�
�
�
�
c

c��

23(81)

c c
c

cc
c

�
�
�
�c cc

24(82)

c c
c c c

c
�
�
�
�

c cc

�
�

25(83)

c c
c

cc

c

�
�
�
�c cc

26(84)

c cc cc

c

�
�

c
�
�

cc
27(94)

c cc cc

c

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

c
�
�

cc
28(95)

c cc cc

c

�
�
�
�
�
�
�
�

c
�
�

c c
29(96)

c c
cc cc

c

�
�
�
�
�
�

�
�

cc
30(99)

c c
cc
c

c
c

�
�
�
�

�
�

c

c
31(101)

3. Coefficients of transitivity. Main results. Let 𝑆 be a poset and
𝑆2
< := {(𝑥, 𝑦) |𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑥 < 𝑦}. If (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆2

< and there is no 𝑧 satisfying 𝑥 < 𝑧 < 𝑦,
then we say that 𝑥 and 𝑦 are neighboring. Put 𝑛𝑤 = 𝑛𝑤(𝑆) := |𝑆2

<| and denote by
𝑛𝑒 = 𝑛𝑒(𝑆) the number of pairs of neighboring elements. The ratio 𝑘𝑡 = 𝑘𝑡(𝑆) of the
numbers 𝑛𝑤 − 𝑛𝑒 and 𝑛𝑤 are called the coefficient of transitiveness of 𝑆; if 𝑛𝑤 = 0
(then 𝑛𝑒 = 0), we assume 𝑘𝑡 = 0 (this notion was introduced in [18]).

In this part of the paper we calculate 𝑘𝑡 for all posets of 𝑀𝑀 -type N5 =
= (1, 2, 6) = {1, 2, · · · , 9 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9}, which is the highest
supercritical one.

Theorem 1. The following holds for posets 1 – 31 of 𝑀𝑀-type N5:

𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡 𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡 𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡
1 6 16 0,625 11 8 20 0,6 22 7 16 0,5625
2 8 34 0,76471 12 8 20 0,6 23 8 16 0,5
3 9 34 0,73529 13 8 18 0,55556 24 7 14 0,5
4 9 34 0,73529 14 8 18 0,55556 25 8 14 0,42857
5 9 34 0,73529 15 7 26 0,73077 26 7 14 0,5
6 8 30 0,73333 16 8 26 0,69231 27 8 22 0,63636
7 9 30 0,7 17 8 26 0,69231 28 8 18 0,55556
8 8 28 0,71429 18 7 22 0,68182 29 8 16 0,5
9 8 24 0,66667 19 7 20 0,65 30 8 16 0,5
10 8 24 0,66667 20 8 20 0,6 31 8 18 0,55556

21 8 20 0,6

The transitivity coe�cients are written out with an accuracy of �ve decimal
places. The value is exact if and only if the number of decimal places is less than
�ve, and two values equal to exactly �ve digits are equal at all.
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The proof is carried out by direct calculations.
Recall that the greatest length among the lengths of all linear ordered subsets of

a poset 𝑆 is called its height An element of a poset is called nodal, if it is comparable
with all the others elements. A subposet 𝑋 of 𝑇 is said to be dense if there is not
𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑇 ∖𝑋 such that 𝑥1 < 𝑦 < 𝑥2.

Note that a poset of 𝑀𝑀 -type N5 can have at most six nodal elements.

Corollary 1. The coefficient 𝑘𝑡(𝑆) of a poset 𝑆 is the largest among all the
posets of 𝑀𝑀-type N5 if and only if 𝑆 contains a dense subposet with six nodal
elements.

Corollary 2. The coefficient 𝑘𝑡(𝑆) of a poset 𝑆 is the smallest among all the
posets of 𝑀𝑀-type N5 if and only if 𝑆 is a self-dual poset of height four.

4. Conclusions. In this paper we investigate combinatorial aspects of su-
percritical posets which arise in the study of tame posets. Namely, we indicate,
up to isomorphism and duality, all the posets that are minimax isomorphic to the
supercritical posets (1, 2, 6) and describe for them the coe�cients of transitivity.

The importance of studying minimax isomorphic posets is determined by the
fact that their Tits quadratic forms are Z-equivalent. Using this fact the authors,
in particular, proved (earlier) that a poset is critical relative to the positivity of the
Tits quadratic form if and only if it is minimax isomorphic to a critical Kleiner's
poset, and a poset is critical relatively to the non-negativity of the Tits quadratic
form if and only if it is minimax isomorphic to a supercritical poset. They also
described all the posets that are minimax isomorphic to any critical or supercritical
poset, classi�ed all the posets with positive Tits quadratic form and solved a number
of other classi�cation problems,

The obtained results can be used in the study of combinatorial aspects of other
classes of posets.
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Бондаренко В. М., Стойка М. В., Стьопочкiна М. В. Коефiцiєнти тран-
зитивностi частково впорядкованих множин найвищого суперкритичного 𝑀𝑀 -
типу.

Зображення частково впорядкованих (скорочено ч. в.) множин, якi введенi Л. А. На-
заровою i А. В. Ройтером (в матричнiй формi) в 1972 р., вiдiграють важливу роль в
сучаснiй теорiї зображень. У своїй першiй працi за цiєю тематикою М. М. Клейнер
довiв, що ч. в. множина 𝑆 має скiнченний зображувальний тип (тобто має скiнчен-
не число нерозкладних зображень, з точнiстю до еквiвалентностi) тодi i лише тодi,
коли вона не мiстить ч. в. пiдмножин вигляду 𝐾1 = (1, 1, 1, 1),𝐾2 = (2, 2, 2),𝐾3 =
= (1, 3, 3),𝐾4 = (1, 2, 5) i 𝐾5 = (N, 4). Вказанi ч. в. множини називаються критичними
ч. в. множин щодо скiнченностi типу (тобто вони є мiнiмальними ч. в. множинами
з нескiнченним числом нерозкладних зображень, з точнiстю до еквiвалентностi). Їх
також називають (критичними) ч. в. множинами Клейнера. У 1974 р. Ю. А. Дрозд
довiв, що ч. в. множина 𝑆 має скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли
її квадратична форма Тiтса

𝑞𝑆(𝑧) =: 𝑧20 +
∑︁
𝑖 𝑖𝑛𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗 𝑖𝑛𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖 𝑖𝑛𝑆

𝑧𝑖

є слабко додатною (тобто додатною на множинi невiд’ємних векторiв). Таким чином,
ч. в. множини Клейнера є критичними щодо слабкої додатностi квадратичної форми
Тiтса, i iнших таких ч. в. множин немає (з точнiстю до iзоморфiзму). У 2005 р. автори
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довели що ч. в. множина є критичною щодо додатностi квадратичної форми Титса
тодi i лише тодi, коли вона мiнiмаксно iзоморфна деякiй ч. в. множинi Клейнера.

Подiбну ситуацiю маємо з ч. в. множинами ручного зображувального типу. У
1975 р. Л. А. Назарова довела, що ч. в. множина 𝑆 є ручною тодi i лише тодi, коли во-
на не мiстить ч. в. пiдмножин вигляду 𝑁1 = (1, 1, 1, 1, 1), 𝑁2 = (1, 1, 1, 2), 𝑁3 = (2, 2, 3),
𝑁4 = (1, 3, 4), 𝑁5 = (1, 2, 6) i (N, 5). Вона назвала цi ч. в. множини суперкритични-
ми; вони є також критичними щодо слабкої невiд’ємностi квадратичної форми Тi-
тса. У 2009 роцi автори довели, що ч. в. множина є критичною щодо невiд’ємностi
квадратичної форми Тiтса тодi i лише тодi, коли вона мiнiмаксно iзоморфна деякiй
суперкритичнiй ч. в. множинi.

У цiй статтi вивчаються комбiнаторнi властивостi ч. в. множин, мiнiмаксно iзо-
морфних суперкритичнiй ч. в. множинi найбiльшої висоти, тобто (1, 2, 6). Важливiсть
вивчення мiнiмаксно iзоморфних ч. в. множин визначається тим фактом, що їх ква-
дратичнi форми Тiтса Z-еквiвалентнi, а сам мiнiмаксний iзоморфiзм є досить загаль-
ною конструктивно визначеною Z-еквiвалентнiстю для квадратичних форм Тiтса ч.
в. множин.

Ключовi слова: зображення, критична i суперкритична ч. в. множина, квадратична
форма Тiтса, скiнченний i ручний зображувальний тип, додатнiсть i слабка дода-
тнiсть, негативнiсть i слабка негативнiсть, мiнiмаксний iзоморфiзм, коефiцiєнт тран-
зитивностi.
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КОМБIНАТОРНI ХАРАКТЕРИСТИКИ КАТЕГОРIЇ
ЗОБРАЖЕНЬ НАПIВГРУПИ 𝑆0

(22)𝑆0
(22)𝑆0
(22)

Напiвгрупи третього порядку вперше описав у 1953 р. Т. Тамура, а згодом, у 1955 р.,
за допомогою комп’ютерної програми Г. Е. Форсайт (в термiнах таблиць Келi з точ-
нiстю до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму). Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi
визначальнi спiввiдношення для всiх таких напiвгруп побудованi першим автором ра-
зом з Я. В. Зацiхою (2013 р.). Це дало їм змогу, використовуючи методи Київської
школи з теорiї матричних задач, описати матричнi зображення всiх напiвгруп тре-
тього порядку над довiльним полем (2018 р.). Вони також описали зображувальний
тип напiвгруп третього порядку (серед них немає диких) i вказали канонiчну форму
матричних зображень для напiвгруп скiнченного зображувального типу (тобто таких,
якi мають, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число нерозкладних зображень).

Автори цiєї статтi продовжили дослiдження в даному напрямку, детально вивча-
ючи природнi наднапiвгрупи напiвгруп третього порядку (тобто таких, якi мають
фактор-напiвгрупу, iзоморфну напiвгрупi третього порядку), особливу увагу придiля-
чи їхнiм матричним зображенням. Описується зображувальний тип нових напiвгруп
(серед яких вже зустрiчаються i дикi), дослiджуються алгебри Ауслендера (як одна
iз форм задання категорiй зображень) та iдейно пов’язанi з ними Σ-функцiї, тощо.
Зокрема, автори описали зображувальний тип стандартних наднапiвгруп напiвгрупи
третього порядку, породженої двома взаємно анульовними 2-нiльпотентним i 2-по-
тентним (iдемпотентним) елементами, тобто комутативної напiвгрупи

(0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0

(в круглих дужках вказано всi елементи напiвгрупи, а в кутових дужках — мiнiмальну
систему твiрних; потiм вказано визначальнi спiввiдношення). Серед таких наднапiв-
груп видiляється напiвгрупа 𝑆0

(22) як найменша серед напiвгруп

𝑆0
(𝑚𝑛) := (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏𝑚 = 0, 𝑐𝑛 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0.

де 𝑚,𝑛 ≥ 2. Напiвгрупа 𝑆0
(22) є “промiжною” мiж вказаною вище комутативною напiв-

групою та ручною напiвгрупою, породженою 2-нiльпотентним i 2-потентним елемен-
тами без додаткових визначальних спiввiдношень.

Напiвгрупа 𝑆0
(22) має скiнченний зображувальний тип i її нерозкладнi зображення

описанi авторами ранiше. У цiй статтi вивчаються комбiнаторнi властивостi її катего-
рiї матричних зображень.

Ключовi слова: поле, розмiрнiсть, напiвгрупа i наднапiвгрупа, визначальнi спiввiд-
ношення, 2-кiльпотентний i 2-потентний елементи, матричнi зображення, еквiвалент-
нiсть, категорiя, ендоморфiзм, стабiлiзатор, зображувальний тип, алгебра Ауслендера,
Σ-функцiя.
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1. Вступ. Напiвгрупи третього порядку вперше описав у 1953 р. Т. Тамура [1],
а згодом, у 1955 р. за допомогою комп’ютерної програми Г. Е. Форсайт [2] (в
термiнах таблиць Келi з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму). Мiнi-
мальнi системи твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiдношення для всiх та-
ких напiвгруп побудованi першим автором разом з Я. В. Зацiхою [3]. Це дало
їм змогу, використовуючи методи Київської школи з теорiї матричних задач,
описати матричнi зображення всiх напiвгруп третього порядку над довiльним
полем [4] (вiдносно методiв Київської школи див., зокрема, роботи [5]– [17]).
У роботi [4] також описано зображувальний тип напiвгруп третього порядку
(серед них немає диких) i вказано канонiчну форму матричних зображень для
напiвгруп скiнченного зображувального типу (тобто таких, якi мають, з точнi-
стю до еквiвалентностi, скiнченне число нерозкладних зображень).

Автори цiєї статтi продовжили дослiдження в даному напрямку, деталь-
но вивчаючи природнi наднапiвгрупи напiвгруп третього порядку (тобто та-
ких, якi мають фактор-напiвгрупи, iзоморфнi напiвгрупи третього порядку),
особливу увагу придiлячи їхнiм матричним зображенням. Описується зобра-
жувальний тип нових напiвгруп (серед яких вже зстрiчаються i дикi), дослiд-
жуються алгебри Ауслендера (як одна iз форм задання категорiй зображень),
тощо (див. [18]– [21]). Зокрема, в [20] автори описали зображувальний тип стан-
дартних наднапiвгруп напiвгрупи третього порядку, породженої двома взаємно
анульовними 2-нiльпотентним i 2-потентним (iдемпотентним) елементами, тоб-
то комутативної напiвгрупи з твiрними 𝑏, 𝑐 i визначальними спiввiдношеннями
𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0. Серед таких наднапiвгруп видiляється напiвгрупа
𝑆0
(22) як найменша серед напiвгруп з твiрними 𝑏, 𝑐 i визначальними спiввiдношен-

нями 𝑏𝑚 = 0, 𝑐𝑛 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0, де 𝑚,𝑛 ≥ 2. Напiвгрупа 𝑆0
(22) є “промiжною” мiж

вказною вище комутативною напiвгрупою та ручною напiвгрупою, породже-
ною 2-нiльпотентним i 2-потентним елементами без додаткових визначальних
спiввiдношень.

Напiвгрупа 𝑆0
(22) має скiнченний зображувальний тип i її нерозкладнi зобра-

ження описанi авторами ранiше. У цiй статтi вивчаються комбiнаторнi власти-
востi її категорiї матричних зображень.

2. Формулювання основного результату. Нехай 𝑇 : 𝑠→ 𝑇 (𝑠) — матрич-
не зображення над полем 𝐾 (скiнченно-породженої в нашому випадку) напiв-
групи 𝑆. Позначимо через 𝑝(𝑇 ) максимальне число незалежних параметрiв мат-
рицi 𝑋, що задовольняє систему лiнiйних матричних рiвнянь 𝑇 (𝑠)𝑋 = 𝑋𝑇 (𝑠),
де 𝑠 пробiгає 𝑆. Бiльш формально, 𝑝(𝑇 ) — розмiрнiсть векторного простору,
утвореного всiма такими 𝑋. Очевидно, що 𝑝(𝑇 ) не змiнюється при замiнi 𝑇
на еквiвалентне йому зображення. Якщо 𝑆 — напiвгрупа скiнченного зобра-
жувального типу над 𝐾 (тобто, за означенням, має скiнченне число класiв
еквiвалентностi нерозкладних зображень), а 𝑇 = {𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑚} — повна сис-
тема її нерозкладних попарно нееквiвалентних матричних зображень, то для
𝑛 ∈ [1,𝑚] =: {1, 2, . . . ,𝑚} покладемо

𝑝𝑛(𝑇 ) =:
∑︁

𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑛

𝑝(𝑇𝑖1 ⊕ 𝑇𝑖2 ⊕ . . .⊕ 𝑇𝑖𝑛), Σ𝑆(𝑛) =: 𝑝𝑛(𝑇 ).

Введена функцiя Σ𝑆 : [1,𝑚] → N називається Σ-функцiєю напiвгрупи 𝑆 [22].
Вiдносно цих означень на категорнiй мовi див. параграф 3.
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У цiй статтi обчислюється Σ-функцiя напiвгрупи 𝑆0
(22) (див. вступ).

Теорема 1. Напiвгрупа 𝑆 = 𝑆0
(22) має 5 класiв еквiвалентностi нерозклад-

них зображень i

Σ𝑆(𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
7, якщо 𝑛 = 1,
41, якщо 𝑛 = 2.
81, якщо 𝑛 = 3,
53, якщо 𝑛 = 4.
20, якщо 𝑛 = 5.

3. Алгебра Ауслендепра напiвгрупи 𝑆0
(22)𝑆0
(22)𝑆0
(22). Для довiльних матриць

𝐴 i 𝐵 над полем 𝐾 позначимо через 𝑆𝑡(𝐴,𝐵) множину (векторний простiр)
всiх матриць 𝑋 таких, що 𝐴𝑋 = 𝑋𝐵. У випадку, коли 𝐴 квадратна, алгеб-
ру 𝑆𝑡(𝐴) := 𝑆𝑡(𝐴,𝐴) називатимемо стабiлiзатором матрицi 𝐴. Множина всiх
матриць над (довiльним фiксованим) полем 𝐾 є категорiєю, якщо множиною
морфiзмiв iз 𝐴 в 𝐵 вважати 𝑆𝑡(𝐴,𝐵). Тодi стабiлiзатор 𝑆𝑡(𝐴) є множиною всiх
ендоморфiзмiв матрицi 𝐴. Категорiя матричних зображень будь-якої напiвгру-
пи iндукується категорiєю матриць. Зокрема, алгеброю ендоморфiзмiв матри-
чного зображення 𝑇 : 𝑠→ 𝑇 (𝑠) напiвгрупи 𝑆 є алгебра ∩𝑠∈𝑆𝑆𝑡(𝑇 (𝑠)) (очевидно,
достатньо розглядати 𝑠 iз довiльної фiксованої системи твiрних елементiв).

Згiдно загального означення алгеброю Ауслендера A(𝑆) напiвгрупи скiнчен-
ного зображувального типу 𝑆 називається алгебра ендоморфiзмiв прямої суми
всiх нерозкладних зображень (по одному представнику iз кожного класу еквi-
валентностi). Якщо зображення розглядаються в матричному виглядi (як i в
нашiй статтi), то алгебра Ауслендера називається матричною алгеброю Аус-
лендера. Вона не залежить вiд вибору представникiв у класах еквiвалентностi;
а саме всi отриманi таким чином алгебри будуть iзоморфними i навiть спряже-
ними у вiдповiднiй повнiй матричнiй алгебрi. Взагалi кажучи, замiсть вказаної
прямої суми зображень можна брати довiльне еквiвалентне їй зображення.

Переходимо до опису алгебри Аусленднра напiвгрупи 𝑆0
(22).

Нерозкладнi зображення 𝑇 = {𝑇 (𝑏) = 𝐵, 𝑇 (𝑐) = 𝐶} напiвгрупи 𝑆0
(22) ви-

черпуються (з точнiстю до еквiвалентностi) наступними зображеннями 𝑇1 – 𝑇5
(див. [20]):

1) 𝐵1 = (0), 𝐶1 = (1);

2) 𝐵2 = (0), 𝐶2 = (0);

3) 𝐵3 =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝐶3 =

(︂
1 0
0 0

)︂
;

4) 𝐵4 =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝐶4 =

(︂
0 0
0 0

)︂
;

5) 𝐵5 =

⎛⎝ 0 0 1
0 0 1
0 0 0

⎞⎠, 𝐶5 =

⎛⎝ 1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠.
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Теорема 2. Матрична алгебра Ауслендера A(𝑆0
(22)) напiвгрупи 𝑆

0
(22) над по-

лем 𝐾 (вiдносно 𝑇 = 𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇3⊕𝑇4⊕𝑇5) складається з усiх матриць вигляду

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥33 0 0 0 0 0 0 0 0
0 𝑥99 0 𝑥98 0 𝑥97 0 0 𝑥96
𝑥13 0 𝑥11 0 0 0 𝑥12 0 0
0 0 0 𝑥11 0 0 0 0 𝑥12
0 𝑥59 0 𝑥58 𝑥55 𝑥57 0 𝑥54 𝑥56
0 0 0 0 0 𝑥55 0 0 𝑥54
𝑥23 0 0 0 0 0 𝑥22 0 0
0 𝑥49 0 𝑥48 0 𝑥47 0 𝑥22 𝑥46
0 0 0 0 0 0 0 0 𝑥22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де 𝑥𝑖𝑗 — елементи поля 𝐾.

Доведення. У роботi [21] пряма сума 𝑇1 ⊕ 𝑇2 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5 цих зображень
записана з точнiстю до переставної подiбностi, а саме у виглядi зображення
𝑇0 = {𝑇 (𝑏) = 𝐵0, 𝑇𝑐 = 𝐶0}, де

𝐵0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝐶0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

i доведено, що в цьому випадку матрична алгебра Ауслендера A′(𝑆0
(22)) склада-

ється з усiх матриць вигляду

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥11 𝑥12 𝑥13 0 0 0 0 0 0
0 𝑥22 𝑥23 0 0 0 0 0 0
0 0 𝑥33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝑥22 0 𝑥46 𝑥47 𝑥48 𝑥49
0 0 0 𝑥54 𝑥55 𝑥56 𝑥57 𝑥58 𝑥59
0 0 0 0 0 𝑥22 0 0 0
0 0 0 0 0 𝑥54 𝑥55 0 0
0 0 0 0 0 𝑥12 0 𝑥11 0
0 0 0 0 0 𝑥96 𝑥97 𝑥98 𝑥99

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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де 𝑥𝑖𝑗 — елементи поля 𝐾.
Зображення 𝑇 отримується iз зображення 𝑇0 наступною перестановкою ряд-

кiв та стовпцiв: 3, 9, 1, 8, 5, 7, 2, 4, 6. Значить (параметрична) матриця 𝑋, що за-
дає алгебру Ауслендера вiдносно 𝑇 , отримується iз матрицi 𝑋, яка задає ал-
гебру Ауслендера вiдносно 𝑇0, також зп допомогою такої перестановки. Легко
бачити, що матриця ;𝑙𝑋 має вигляд, вказаний в умовi теореми.

4. Доведення теореми 1. Для доведення теореми потрiбно обчислити
алгебри ендоморфiзмiв прямих сум рiзних комбiнацiй матричних зображень
𝑇1–𝑇5, а потiм їх розмiрностi.

Але цей процес можна спростити, якщо скористатися наступним тверджен-
ням, яке випливає iз правила множення блокових матриць.

Лема 1. Нехай 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑚 — квадратнi матрицi над полем 𝐾 i 𝐴 — їх
пряма сума. Зафiксуємо послiдовнiсть натуральних чисел 𝐼 = (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑠),
де 1 ≤ 𝑠 < 𝑚, таку, що 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑠), i позначимо через 𝐴𝐼 пряму
суму матриць 𝐴𝑖1 , 𝐴𝑖2 , . . . , 𝐴𝑖𝑠. Параметричнi матрицi 𝑆𝑡(𝐴) i 𝑆𝑡(𝐴𝐼) будемо
вважати, як i матрицi 𝐴 та 𝐴𝐼 , блочними (розмiри блокiв визначаються
розмiрностями матриць 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑚). Тодi 𝑆𝑡(𝐴𝐼) — блокова пiдматриця
матрицi 𝑆𝑡(𝐴), яка стоїть на перетинi горизонтальних i вертикальних смуг
з номерами iз 𝐼.

Нами ця лема використовується наступним чином. Спочатку обчислюємо
алгебру Ауслендера (див теорему 2), а решту потрiбних стабiлiзаторiв отриму-
ємо iз параметричної матрицi, якп задає цю алгебру, викреслюванням тих чи
iнших горизонтальних i вертикальних смуг (а саме, в кожному конкретному
випадку, тих. якi вiдповiдають зображенням 𝑇𝑖, якi не входять в пряму суму).
Пiдрахунок же параметрiв є простою задачею. В результатi маємо наступнi
рiвностi:

1) 𝑝(𝑇1) = 𝑝(𝑇2) = 𝑝(𝑇3) = 1, 𝑝(𝑇4) = 𝑝(𝑇5) = 2;

2( 𝑝(𝑇1⊕𝑇2) = 2, 𝑝(𝑇1⊕𝑇3) = 3, 𝑝(𝑇1⊕𝑇4) = 3, 𝑝(𝑇1⊕𝑇5) = 4, 𝑝(𝑇2⊕𝑇3) = 3,
𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇4) = 5, 𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇5) = 5, 𝑝(𝑇3 ⊕ 𝑇4) = 4, 𝑝(𝑇3 ⊕ 𝑇5) = 5, 𝑝(𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 7;

3) 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇3) = 5, 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇4) = 6, 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇5) = 7, 𝑝(𝑇1⊕𝑇3⊕𝑇4) = 6,
𝑝(𝑇1 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇5) = 8, 𝑝(𝑇1 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 9, 𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇4) = 8, 𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇5) = 9,
𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 12, 𝑝(𝑇3 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 11,

4) 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇3⊕𝑇4) = 10, 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇3⊕𝑇5) = 12, 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇4⊕𝑇5) = 14,
𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 17,

i 5) 𝑝5(𝑇 ) = 𝑝(𝑇1 ⊕ 𝑇2 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 20.

Отже, 𝑝1(𝑇 ) = 7 𝑝2(𝑇 ) = 41, 𝑝3(𝑇 ) = 81, 𝑝4(𝑇 ) = 53, 𝑝5(𝑇 ) = 20, що i треба
було довести.

5. Висновки. У роботi вивчаються комбiнаторнi властивостi категорiї
матричних зображень наднапiвгрупи спецiального вигляду напiвгрупи третьо-
го порядку, яка породжена двома взаємно анульовними 2-нiльпотентним i 2-
потентним (iдемпотентним) елементами. Отриманi результати (разом з вiдпо-
вiдними методами дослiджень) знайдуть застосування при вивченнi категорiй
зображень iнших напiвгруп.
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Bondarenko V. M., Zubaruk O. V. Combinatorial characteristics of the category
of representations of the semigroup 𝑆0

(22).

Semigroups of the third order were first described in 1953 by T. Tamura, and later,
in 1955, with the help of a computer program by G. E. Forsythe (in terms of Kelly tab-
les, up to isomorphism and antiisomorphism). The minimal systems of generators and
the corresponding defining relations for all such semigroups were constructed by the first
author together with Ja. V. Zaciha (2013). This allowed them, using the methods of
the Kyiv school on the theory of matrix problems, to describe matrix representations of
all semigroups of the third order over an arbitrary field (2018). They also described the
representation type of third-order semigroups (there are no wild ones among them) and
indicated the canonical form of matrix representations for semi-groups of finite represen-
tation type (i.e. those that have, up to equivalence, a finite number of indecomposable
representations).

The authors of this article continued research in this direction, studying in detail the
natural oversemigroups of semigroups of the third order (i.e, those that have a factor
semigroup, isomorphic to a semigroup of the third order), paying special attention to their
matrix representations. They also described the representation type of new semigroups
(among which there are already wild), and investigated the Auslander algebras (as one
of the forms of defining the categories of representations) and ideologically related Σ-
functions, etc. In particular, the authors described the representation type of standard
oversemigroups of semigroups of the third order, generated by two mutually annihilating
2-nilpotent and 2-potent (idempotent) elements, i.e. commutative semigroup

(0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0

(all the elements of the semigroup are indicated in parentheses, and in the angle brackets
the minimal system of generators is indicated; then specified the defining relations). Among
such oversemigroups the semigroup stands out 𝑆0

(22) as the smallest among semigroups

𝑆0
(𝑚𝑛) := (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏𝑚 = 0, 𝑐𝑛 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0.

where 𝑚,𝑛 ≥ 2. The semigroup 𝑆0
(22) is “intermediate” between specified above the com-

mutative semigroup and the tame semigroup generated 2-nilpotent and 2-potent elements
without additional defining relations.

Semigroup 𝑆0
(22) has a finite representation type and its indecomposable representations

are described by the authors earlier. This article studies the combinatorial properties of
its category of matrix representations.

Keywords: field, dimension, semigroup and oversemigroup, defining relations, 2-nilpotent
and 2-potent elements, matrix representations, equivalence, category, endomorphism, sta-
bilizer, representation type, Auslander algebra, Σ-function.
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РОЗШИРЕНI БIНАРНI КОДИ ГОЛЕЯ ЗА ГРУПОВОЮ
АЛГЕБРОЮ ГРУПИ ДIЕДРА

Для побудови лiнiйних бiнарних самодуальних кодiв було встановлено багато рi-
зних конструкцiй. У статтi розглядаємо побудову розширених бiнарних кодiв Голея за
головними iдеалами (лiвими) груповою алгеброю F2𝐷24 групи дiедра 𝐷24 порядку 24
над полем з двох елементiв F2. Розроблено алгоритм вiдшукання та знайдено програм-
ним шляхом всi елементи 𝑣 ∈ F2𝐷24, якi породжують головнi iдеали, що визначають
розширених бiнарних кодiв Голея. Ранiше таким способом розширений бiнарний код
Голея будувався за одним елементом 𝑣 ∈ F2𝐷24, що 𝑣 = 𝑣*. Було знайдено всi 36 864
елементiв 𝑣 ∈ F2𝐷24 за якими можна побудувати розширений бiнарний код Голея та
з’ясовано, що 768 з них задовольняє умову 𝑣 = 𝑣*.

Ключовi слова: групова алгебра, розширенi бiнарнi коди, коди Голея, самодуальнi
коди, коди над полями, група дiедра.

1. Вступ. В 1967 р. С. Д. Бермана [1] (див. також [8]) запропонував пiонер-
ський пiдхiд в побудовi кодiв, який розглядає одностороннi iдеали в групових
алгебрах скiнченних груп над скiнченними полями, як коди над тими ж полями.
Бiльшiсть вiдомих на той час кодiв з оптимальними параметрами вкладалися
в запропоновану схему. I. МакЛоглiн та Т. Харлi в [2, 6] використовуючи таку
ж конструкцiю побудував розширений бiнарний код Голея, як головний iдеал
породжений деяким елементом 𝑣 групової алгебри групи дiедра 𝐺 = 𝐷24 поряд-
ку 24 над полем F2 з двох елементiв. Для iнших груп 𝐺 порядку 24 розширенi
бiнарнi коди Голея за головним iдеалом їх групових алгебр будувалися в [3–5].
Зокрема, було з’ясовано для яких груп така побудова можлива, а для групи
(𝐶6 × 𝐶2) o 𝐶2 (𝐶𝑛 — циклiчна група порядку 𝑛) була з’ясована точна кiль-
кiсть всiх таких елементiв 𝑣 за якими будуються розширенi бiнарнi коди Голея
розглядуваним способом. В статтi розглядаємо аналогiчну задачу для групи
𝐺 = 𝐷24.

Опишемо використовувану конструкцiю та означимо розширенi бiнарнi коди
Голея. Нехай 𝐺 = {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑛} — скiнченна група порядку 𝑛. Нехай 𝑣 =
= 𝛼𝑔1𝑔1+𝛼𝑔2𝑔2+. . .+𝛼𝑔𝑛𝑔𝑛 ∈ F2𝐺 (𝛼𝑖 ∈ F2). Визначимо матрицю 𝜎(𝑣) ∈𝑀(𝑛,F2)

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 40, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



28 М. Ю. БОРТОШ, О. А. ТИЛИЩАК, М. В. ХИМИНЕЦЬ

вигляду

𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛼𝑔−1

1 𝑔1
𝛼𝑔−1

1 𝑔2
. . . 𝛼𝑔−1

1 𝑔𝑛

𝛼𝑔−1
2 𝑔1

𝛼𝑔−1
2 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
2 𝑔𝑛

...
...

. . .
...

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔1

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Для заданого елемента 𝑣 ∈ F2𝐺 визначаємо бiнарний код: 𝐶(𝑣), як пiдпро-
стiр простору F𝑛

2 породжений рядками матрицi 𝜎(𝑣). В просторi F𝑛
2 вводиться

скалярний добуток [(𝑣1, . . . , 𝑣1), (𝑤1, . . . , 𝑤1)] =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑣𝑖𝑤𝑖 i вiдповiдне ортого-
нальне доповнення 𝐶⊥ = {𝑣 ∈ F𝑛

2 |[𝑣, 𝑤] = 0, 𝑤 ∈ 𝐶}. Бiнарний код 𝐶 нази-
вається самоортогональним, якщо 𝐶 ⊂ 𝐶⊥ i самодуальним — якщо 𝐶 = 𝐶⊥.
Зрозумiло, що код 𝐶(𝑣) самоортогональний, якщо 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 0. Для елемента
𝑣 = 𝛼𝑔1𝑔1+𝛼𝑔2𝑔2+. . .+𝛼𝑔𝑛𝑔𝑛 ∈ F2𝐺 позначимо 𝑣* = 𝛼𝑔1𝑔

−1
1 +𝛼𝑔2𝑔

−1
2 +. . .+𝛼𝑔𝑛𝑔

−1
𝑛 ∈

F2𝐺. Легко бачити, що 𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣*).
Розглядаючи лiнiйний код над полем з двох елементiв, використовуватиме-

мо термiн [𝑛, 𝑘, 𝑑]-код для позначення лiнiйних бiнарних кодiв, де 𝑛 — довжина
кодових слiв, 𝑘 — розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв i 𝑑 — мiнiмальна вiд-
стань Хемiнга коду. Легко бачити, що вiдстань Хемiнга мiж довiльними кодо-
вими словами бiнарного самодуального коду парна. Розширений бiнарний код
Голея визначається, як будь-який бiнарний лiнiйний [24,12,8]-код. Вiдомо [7], що
розширений бiнарний код Голея самодуальний.

Теорема 1 ( [6]). Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 гру-
пової алгебри F2𝐺. Якщо
1) 𝑣 = 𝑣*,
2) 𝑣2 = 0,
3) rank(𝜎(𝑣)) = 12,
тодi код 𝐶(𝑣) самодуальний.

У [2–4, 6] встановлено, що з 15 неiзоморфних груп 24-го порядку для яких
будується розширений бiнарний код Голея 𝐷24, 𝑆4, (𝐶6 × 𝐶2) o 𝐶2, 𝐶3 × 𝐷8,
𝐶2×𝐴4 вiн будується за достатнiми властивостями самодуальностi коду наведенi
в теореми 1. Теорема 2 дає достатню умову, щоб код 𝐶(𝑣) був розширеним
бiнарним кодом Голея Скористаємося таким очевидним критерiєм.

Теорема 2. Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 групової
алгебри F2𝐺. Код 𝐶(𝑣) самодуальний тодi i тiльки тодi, коли
1) 𝑣𝑣* = 0,
2) rank(𝜎(𝑣)) = 12.

2. Побудова кодiв за групою 𝐺 = 𝐷24.

Лема 1. Нехай 𝐺 = 𝐷24 = ⟨𝑥, 𝑦 |𝑥12 = 1, 𝑦2 = 1, 𝑦−1𝑥𝑦 = 𝑥−1⟩, 𝑣 =

=
11∑︀
𝑖=0

𝛼𝑖+1𝑥
𝑖 + 𝛼𝑖+13𝑥

𝑖𝑦. Якщо код 𝐶(𝑣) самодуальний, тодi
24∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖 = 0,

(𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7 + 𝛼9 + 𝛼11)(𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼8 + 𝛼10 + 𝛼12)+

(𝛼13 + 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24) = 0,

(𝛼1 + 𝛼5)(𝛼3 + 𝛼7) + (𝛼1 + 𝛼9)(𝛼7 + 𝛼11) + (𝛼2 + 𝛼6)(𝛼4 + 𝛼8)+
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(𝛼2 + 𝛼10)(𝛼8 + 𝛼12) + (𝛼13 + 𝛼17)(𝛼15 + 𝛼19) + (𝛼13 + 𝛼21)(𝛼19 + 𝛼23)+

(𝛼14 + 𝛼18)(𝛼16 + 𝛼20) + (𝛼14 + 𝛼22)(𝛼20 + 𝛼24) = 0,

𝛼1 + (𝛼1 +𝛼5)(𝛼1 +𝛼9) +𝛼2 + (𝛼2 +𝛼6)(𝛼2 +𝛼10) +𝛼3 + (𝛼3 +𝛼7)(𝛼3 +𝛼11) +𝛼4+

(𝛼4+𝛼8)(𝛼4+𝛼12)+𝛼13+(𝛼13+𝛼17)(𝛼13+𝛼21)+𝛼14+(𝛼14+𝛼18)(𝛼14+𝛼22)+𝛼15+

(𝛼15 + 𝛼19)(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼16 + (𝛼16 + 𝛼20)(𝛼16 + 𝛼24) = 0.

Доведення. Обчислення в групi 𝐺 = 𝐷24 показують, що 𝜎(𝑣) має вигляд:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24
𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23
𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22
𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21
𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20
𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19
𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18
𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17
𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16
𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15
𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14
𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13
𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2
𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3
𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4
𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5
𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6
𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7
𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8
𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9
𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10
𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11
𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12
𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тодi матриця 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) набуває вигляду:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

де 𝛾1 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8 + 𝛼9 + 𝛼10 + 𝛼11 + 𝛼12 + 𝛼13 + 𝛼14 +
+ 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24;

𝛾2 = (𝛼1 + 𝛼3)(𝛼4 + 𝛼2) + (𝛼1 + 𝛼5)(𝛼6 + 𝛼4) + (𝛼1 + 𝛼7)(𝛼8 + 𝛼6) + (𝛼1 + 𝛼9) ·
· (𝛼10 +𝛼8) + (𝛼1 +𝛼11)(𝛼12 +𝛼10) + (𝛼13 +𝛼15)(𝛼16 +𝛼14) + (𝛼13 +𝛼17)(𝛼18 +𝛼16) +
+ (𝛼13 + 𝛼19)(𝛼20 + 𝛼18) + (𝛼13 + 𝛼21)(𝛼22 + 𝛼20) + (𝛼13 + 𝛼23)(𝛼24 + 𝛼22),

або 𝛾2 = 𝛼1(𝛼12 + 𝛼2) + 𝛼3(𝛼2 + 𝛼4) + 𝛼5(𝛼4 + 𝛼6) + 𝛼7(𝛼6 + 𝛼8) + 𝛼9(𝛼8 + 𝛼10) +
𝛼11(𝛼10 + 𝛼12) +𝛼13(𝛼24 + 𝛼14) +𝛼15(𝛼14 +𝛼16) +𝛼17(𝛼16 +𝛼18) +𝛼19(𝛼18 +𝛼20) +
𝛼21(𝛼20 + 𝛼22) + 𝛼23(𝛼22 + 𝛼24);
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𝛾3 = (𝛼1 + 𝛼5)(𝛼3 + 𝛼7) + (𝛼1 + 𝛼9)(𝛼7 + 𝛼11) + (𝛼2 + 𝛼6)(𝛼4 + 𝛼8) + (𝛼2 + 𝛼10) ·
· (𝛼8 + 𝛼12) + (𝛼13 + 𝛼17)(𝛼15 + 𝛼19) + (𝛼13 + 𝛼21)(𝛼19 + 𝛼23) + (𝛼14 + 𝛼18)(𝛼16 +
+ 𝛼20) + (𝛼14 + 𝛼22)(𝛼20 + 𝛼24),

або 𝛾3 = 𝛼1(𝛼11 + 𝛼3) + 𝛼2(𝛼12 + 𝛼4) + 𝛼5(𝛼3 + 𝛼7) + 𝛼6(𝛼4 + 𝛼8) + 𝛼9(𝛼7 + 𝛼11) +
𝛼10(𝛼8 + 𝛼12) + 𝛼13(𝛼23 + 𝛼15) + 𝛼14(𝛼24 + 𝛼16) + 𝛼17(𝛼15 + 𝛼19) + 𝛼18(𝛼16 + 𝛼20) +
𝛼21(𝛼19 + 𝛼23) + 𝛼22(𝛼20 + 𝛼24);

𝛾4 = (𝛼1 + 𝛼7)(𝛼4 + 𝛼10) + (𝛼2 + 𝛼8)(𝛼5 + 𝛼11) + (𝛼3 + 𝛼9)(𝛼6 + 𝛼12) + (𝛼13 + 𝛼19) ·
· (𝛼16 + 𝛼22) + (𝛼15 + 𝛼21)(𝛼18 + 𝛼24) + (𝛼17 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼20);

𝛾5 = 𝛼1 + (𝛼1 +𝛼5)(𝛼1 +𝛼9) +𝛼2 + (𝛼2 +𝛼6)(𝛼2 +𝛼10) +𝛼3 + (𝛼3 +𝛼7)(𝛼3 +𝛼11) +
+ 𝛼4 + (𝛼4 + 𝛼8)(𝛼4 + 𝛼12) + 𝛼13 + (𝛼13 + 𝛼17)(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼14 + (𝛼14 + 𝛼18)(𝛼14 +
+ 𝛼22) + 𝛼15 + (𝛼15 + 𝛼19)(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼16 + (𝛼16 + 𝛼20)(𝛼16 + 𝛼24),

або 𝛾5 = 𝛼1(𝛼9 +𝛼5) +𝛼2(𝛼10 +𝛼6) +𝛼3(𝛼11 +𝛼7) +𝛼4(𝛼8 +𝛼12) +𝛼24(𝛼20 +𝛼16) +
𝛼23(𝛼19 + 𝛼15) + 𝛼22(𝛼18 + 𝛼14) + 𝛼17(𝛼21 + 𝛼13) + 𝛼9𝛼5 + 𝛼10𝛼6 + 𝛼11𝛼7 + 𝛼12𝛼8 +
𝛼18𝛼14 + 𝛼19𝛼15 + 𝛼20𝛼16 + 𝛼13𝛼21;

𝛾6 = (𝛼1 + 𝛼11)(𝛼6 + 𝛼4) + (𝛼1 + 𝛼9)(𝛼4 + 𝛼2) + (𝛼1 + 𝛼7)(𝛼2 + 𝛼12) + (𝛼21 + 𝛼5) ·
· (𝛼12 + 𝛼10) + (𝛼1 + 𝛼3)(𝛼10 + 𝛼8) + (𝛼13 + 𝛼23)(𝛼18 + 𝛼16) + (𝛼13 + 𝛼21)(𝛼16 +
+ 𝛼14) + (𝛼13 + 𝛼19)(𝛼14 + 𝛼24) + (𝛼13 + 𝛼17)(𝛼24 + 𝛼22) + (𝛼13 + 𝛼15)(𝛼22 + 𝛼20);

або 𝛾6 = 𝛼1(𝛼6 +𝛼8) +𝛼2(𝛼7 +𝛼9) +𝛼3(𝛼8 +𝛼10) +𝛼4(𝛼9 +𝛼11) +𝛼5(𝛼10 +𝛼12) +
𝛼20(𝛼13 + 𝛼15) +𝛼21(𝛼14 +𝛼16) +𝛼22(𝛼15 +𝛼17) +𝛼23(𝛼16 + 𝛼18) +𝛼24(𝛼17 + 𝛼19) +
𝑎6𝑎11 + 𝑎7𝑎12 + 𝑎13𝑎18 + 𝑎14𝑎19.

Звiдси отримаємо,

𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾6 = (𝛼1 +𝛼3 +𝛼5 +𝛼7 +𝛼9 +𝛼11)(𝛼2 +𝛼4 +𝛼6 +𝛼8 +𝛼10 +𝛼12) + (𝛼13 +
+ 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24).

Якщо код 𝐶(𝑣) самодуальний, то за умовою 1 теореми 2 виконуються умови:
𝑣𝑣* = 0 i 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) = 0 a, отже, 𝛾𝑖 = 0 (𝑖 = 1, . . . , 6). Тодi 𝛾1 = 0,
𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾6 = 0, 𝛾3 = 0, 𝛾5 = 0. Звiдси отримуємо вiдповiдно рiвняння наведенi
у висновку леми.

Одним з знайдених елементiв є, наприклад, 𝑣 = 𝑥2 +𝑥4 +𝑥6 +𝑥9 +𝑥11 +𝑥3𝑦+
+ 𝑥9𝑦 + 𝑥11𝑦. Для нього 𝑣* = 𝑥10 + 𝑥8 + 𝑥6 + 𝑥3 + 𝑥 + 𝑥3𝑦 + 𝑥9𝑦 + 𝑥11𝑦 ̸= 𝑣. В
таблицi подано добутки всiх доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣*.

Таблиця 1.
Таблиця добуткiв доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣*

𝑥10 𝑥8 𝑥6 𝑥3 𝑥 𝑥3𝑦 𝑥9𝑦 𝑥11𝑦
𝑥2 1 𝑥10 𝑥8 𝑥5 𝑥3 𝑥5𝑦 𝑥11𝑦 𝑥𝑦
𝑥4 𝑥2 1 𝑥10 𝑥7 𝑥5 𝑥7𝑦 𝑥𝑦 𝑥3𝑦
𝑥6 𝑥4 𝑥2 1 𝑥9 𝑥7 𝑥9𝑦 𝑥3𝑦 𝑥5𝑦
𝑥9 𝑥7 𝑥5 𝑥3 1 𝑥10 𝑦 𝑥6𝑦 𝑥8𝑦
𝑥11 𝑥9 𝑥7 𝑥5 𝑥2 1 𝑥2𝑦 𝑥8𝑦 𝑥10𝑦
𝑥3𝑦 𝑥5𝑦 𝑥7𝑦 𝑥9𝑦 𝑦 𝑥2𝑦 1 𝑥6 𝑥4

𝑥9𝑦 𝑥11𝑦 𝑥𝑦 𝑥3𝑦 𝑥6𝑦 𝑥8𝑦 𝑥6 1 𝑥10

𝑥11𝑦 𝑥𝑦 𝑥3𝑦 𝑥5𝑦 𝑥8𝑦 𝑥10𝑦 𝑥8 𝑥2 1

Роздiл 1: Математика i статистика
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Таким чином, 𝑣𝑣* = 0. З вигляду 𝑣 одержимо, що

𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1
1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Звичайно важко дати теоретичне обґрунтування, але обчислення в системi
комп’ютерної алгебри GAP показують, що rank(𝜎(𝑣)) = 12, а мiнiмальна вiд-
стань Хемiнга коду 𝐶(𝑣) рiвна 8. Тобто 𝐶(𝑣) є розширений бiнарний код Голея.

3. Числовi результати. Групова алгебра F2𝐷24 складається, очевидно,
з 224 = 16 777 216 елементiв 𝑣. В результатi обчислень одержуємо кiлькiсть
елементiв 𝑣 ∈ F2𝐷24, що 𝐶(𝑣) — розширений бiнарний код Голея. Подаємо цi
результати для порiвняння з кiлькiстю тих же елементiв при умовi 𝑣 = 𝑣*.

Таблиця 2.
Кiлькiсть елементiв з групової алгебри F2𝐷24

Мiнiмальна вiдстань Хемiнга 𝐶(𝑣) 2 4 6 8
Кiлькiсть елементiв 𝑣, що 𝑣 = 𝑣* 640 8 704 768 768

Кiлькiсть елементiв 𝑣 19 200 287 232 36 864 36 864

Таким чином, iснує рiвно 36 864 елементiв 𝑣 ∈ F2𝐷24, що 𝐶(𝑣) є розширеним
бiнарним кодом Голея.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Ця стаття при-
свячена дослiдженню конструкцiй розширених бiнарних кодiв Голея за групо-
вою алгеброю F2𝐺 групи 𝐺 = 𝐷24. Знайдено 36 864 елементiв 𝑣 ∈ F2𝐷24, що 𝐶(𝑣)
є розширеним бiнарним кодом Голея. В подальших дослiдженнях крiм вже роз-
глянутих (𝐶6×𝐶2)o𝐶2, 𝐷24 можна буде розглянути iншi групи порядку 24 або
групи вищих порядкiв для отримання кодiв бiльшої довжини.

Автори щиро вдячнi професору Бондаренку В. М. за кориснi поради та змi-
стовнi дискусiї при пiдготовцi роботи.
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Many different structures for construction linear binary self-dual codes were established.
In the paper we consider the construction of extended binary Golay codes according to the
principle ideals (left) of the group algebra F2𝐷24 of the dihedral group 𝐷24 of order 24
over a field of two elements F2. A search algorithm has been developed and all elements
𝑣 ∈ F2𝐷24, which generate the principle ideals that define extended binary Golay codes,
have been found programmatically. Previously, in this way the extended binary Golay code
was built on one element 𝑣 ∈ F2𝐷24, which 𝑣 = 𝑣*. All 36 864 elements 𝑣 ∈ F2𝐷24 were
found, on which the define extended binary Golay codes can be constructed, and it was
found that 768 of them satisfy the condition 𝑣 = 𝑣*.–
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ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ IНТЕГРАЛЬНИХ КРАЙОВИХ
ЗАДАЧ

У данiй статтi обгрунтований оригiнальний метод побудови чисельно-аналiтичної
схеми дослiдження розв’язкiв нелiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь,
пiдпорядкованих нелiнiйним iнтегральним крайовим умовам. В основi методу лежить
перехiд вiд заданих iнтегральних крайових умов до параметризованих умов модель-
ного типу, якi мають простий вигляд початкових умов. Для модельної параметризо-
ваної задачi побудована конструктивна чисельно–аналiтична схема, яка базується на
параметризованих послiдовних наближеннях iз покращеними характеристиками збi-
жностi. Встановлено зв’язок мiж розв’язками модельної та вихiдної крайових задач.
Доведено, що дiленням вiдрiзка iнтегрування навпiл у два рази можна покращити
достатнi умови рiвномiрної збiжностi параметризованих послiдовних наближень. Цю
технiку та її переваги продемонстровано на прикладi iнтегральної крайової задачi, в
якiй для виконання достатнiх умов збiжностi потрiбно подiлити вiдрiзок iнтегрування
навпiл.

Ключовi слова: звичайнi диференцiальнi рiвняння, нелiнiйна iнтегральна крайова
задача, неперервно диференцiйовний розв’язок, параметризацiя, умова Лiпшиця, дi-
лення вiдрiзку iнтегрування, збiжнiсть послiдовних наближень.

1. Вступ. Дослiдження розв’язкiв крайових задач пов’язане з властивостями
спецiальних послiдовностей функцiй. Головне обмеження, пов’язане iз збiжнi-
стю цих послiдовностей, полягає в тому, що найбiльше власне значення матрицi

𝑄 =
3(𝑏− 𝑎)

10
𝐾

припускається меншим за одиницю:

𝑟(𝑄) < 1. (1)

У данiй роботi показано, що використовуючи вiдповiдну технiку дiлення
заданого iнтервалу на пiдiнтервали, достатню умову (1) вдається послабити в
два рази.
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2. Постановка та зведення до двох модельних задач. Розглянемо
систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь (2), пiдпорядковану iнтегральним
крайовим умовам вигляду (3)

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑢(𝑡),

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] , (2)

𝑏∫︁
𝑎

𝑔 (𝑠, 𝑢(𝑠)) 𝑑𝑠 = 𝑑, (3)

де 𝑓 : [𝑎, 𝑏]×𝐷×𝐷1 → R𝑛 i 𝑔 : [𝑎, 𝑏]×𝐷 → R𝑛 є неперервними в певнiй обмеженiй
областi, яка є коректно визначеною нижче, 𝑑 ∈ R𝑛 – заданий вектор.

Зафiксуємо деякi вiдкритi обмеженi областi 𝐷𝑎, 𝐷𝑎+𝑏
2
, 𝐷𝑏 ⊂ R𝑛 i цiкавимося

неперервно диференцiйовними розв’язками 𝑥 крайової задачi (2), (3) такими,
що

𝑢(𝑎) ∈ 𝐷𝑎, 𝑢

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
, 𝑢(𝑏) ∈ 𝐷𝑏. (4)

Загалом можемо вибрати 𝐷𝑎, 𝐷𝑎+𝑏
2
, 𝐷𝑏 опуклими множинами.

На основi множин 𝐷𝑎 i 𝐷𝑎+𝑏
2
введемо у розгляд множину

𝐷𝑎,𝑎+𝑏
2

= (1 − 𝜃)𝑧 + 𝜃𝜂, 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2
, 𝜃 ∈ [0, 1] (5)

i її покомпонентний векторний 𝜌𝑥-окiл

𝐷𝑥 = 𝐵
(︁
𝐷𝑎,𝑎+𝑏

2
, 𝜌𝑥
)︁
. (6)

Аналогiчно, на основi множин 𝐷𝑎+𝑏
2
i 𝐷𝑏 визначимо множину

𝐷𝑎+𝑏
2

,𝑏 = (1 − 𝜃)𝜂 + 𝜃𝜆, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2
, 𝜆 ∈ 𝐷𝑏, 𝜃 ∈ [0, 1] (7)

i її покомпонентний векторний 𝜌𝑦-окiл.

𝐷𝑦 = 𝐵
(︁
𝐷𝑎+𝑏

2
,𝑏, 𝜌

𝑦
)︁
. (8)

Важливо пiдкреслити, що 𝐷𝑥, 𝐷𝑦 є обмеженими множинами, i надалi при-
пускається, що умови Лiпшиця

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑥, 𝐷
𝑥) , 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑦, 𝐷

𝑦) , (9)

|𝑓 (𝑡, 𝑢, 𝑣) − 𝑓 (𝑡, 𝑢̃, 𝑣)| ≤ 𝐾𝑥
1 |𝑢− 𝑢̃| +𝐾𝑥

2 |𝑣 − 𝑣| , 𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
, {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐷𝑥,

|𝑓 (𝑡, 𝑢, 𝑣) − 𝑓 (𝑡, 𝑢̃, 𝑣)| ≤ 𝐾𝑦
1 |𝑢− 𝑢̃| +𝐾𝑦

2 |𝑣 − 𝑣| , 𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
, {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐷𝑦

в цих областях виконуються локально.
Ставимо задачу знаходження неперервно диференцiйовного розв’язку 𝑢(𝑡)

задачi (2), (3), для якого має мiсце включення (4).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Насамперед, спростимо iнтегральнi крайовi умови (3) i зведемо їх до прида-
тних умов модельного типу. Для цього введемо в розгляд векторнi параметри

𝑧 =

⎛⎜⎝𝑧1...
𝑧𝑛

⎞⎟⎠ , 𝜂 =

⎛⎜⎝𝜂1...
𝜂𝑛

⎞⎟⎠ , 𝜆 =

⎛⎜⎝𝜆1...
𝜆𝑛

⎞⎟⎠ , (10)

формально поклавши

𝑧 = 𝑢(𝑎), 𝜂 = 𝑢

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
, 𝜆 = 𝑢(𝑏). (11)

Пiсля цього, замiсть крайової задачi (2), (3), використовуючи технiку дiле-
ння вiдрiзку навпiл, будемо розглядати вiдповiдно на iнтервалах 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑎+𝑏

2
] та

𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
наступнi двi параметризованi задачi модельного типу (12)-(13) та

(14)-(15):
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑥(𝑡),

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
, 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
, 𝑥 (𝑎) = 𝑧, (12)

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑥(𝑡),

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
, 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
, 𝑥

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
= 𝜂 (13)

та
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡),

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
, 𝑡 ∈

[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
, 𝑦

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
= 𝜂, (14)

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡),

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
, 𝑡 ∈

[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
, 𝑦(𝑏) = 𝜆, (15)

кожна з яких складається з двох задач Кошi, де 𝑧, 𝜂, 𝜆 ∈ R𝑛 вважаються пара-
метрами. Зауважимо, що довжина iнтервалу в задачах (12)-(13) та (14)-(15) є
𝑏−𝑎
2

на противагу 𝑏− 𝑎 у випадку вихiдної задачi (2), (3).
Технiка параметризацiї, яку будемо використовувати, полягає у тому, що за-

мiсть вихiдної задачi (2),(3) вивчаємо сiм’ю параметризованих модельних задач
(12)-(13) та (14)-(15). Пiсля цього, розв’язки вихiдної крайової задачi отримую-
ться вiдповiдним вибором чисельних значень введених параметрiв.

Зауваження 1. [9, Зауваження 4] Множина розв’язкiв крайової задачi
(2), (3) спiвпадає з тiєю множиною розв’язкiв параметризованих задач (12)–
(13) та (14)–(15), якi задовольняють додатковi умови (11).

Наведемо допомiжнi означення та твердження, якi потрiбнi для обгрунту-
вання результатiв.

Означення 1. [5, Означення 1] Для будь-якого невiд’ємного вектора
𝜌 ∈ R𝑛 i точки 𝑧 ∈ R𝑛 пiд компонентним векторним околом точки розумiємо
множину

𝐵 (𝑧, 𝜌) = {𝜓 ∈ R𝑛 : |𝜓 − 𝑧| ≤ 𝜌} .

Аналогiчно, для будь-якої обмеженої областi Ω ∈ R𝑛 i будь-якого невiд’ємного
вектора 𝜌 ∈ R𝑛 пiд векторним 𝜌-околом областi Ω розумiємо множину

𝐵 (Ω, 𝜌) = 𝐵 (𝑧, 𝜌) .
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Означення 2. [5, Означення 2] На основi двох обмежених множин
𝐷𝑎 ∈ R𝑛, 𝐷𝑏 ∈ R𝑛 визначимо множину

𝐷𝑎,𝑏 = (1 − 𝜃) 𝑧 + 𝜃𝜂, 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑏, 𝜃 ∈ [0, 1]

i її векторний 𝜌-окiл
𝐷 = 𝐵 (𝐷𝑎,𝑏, 𝜌) .

Таким чином, множину𝐷𝑎,𝑏 формують всi можливi «вiдрiзки», що з’єднують
точки множин 𝐷𝑎 та 𝐷𝑏.

Лема 1. [1, Лема 2] Для будь-якої неперервної функцiї 𝑓 : [𝜏, 𝜏 + 𝐼] → R𝑛,
має мiсце оцiнка⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝑡∫︁

𝜏

⎡⎣𝑓 (𝜏) − 1

𝐼

𝜏+𝐼∫︁
𝜏

𝑓(𝑠)𝑑𝑠

⎤⎦ 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝛼1 (𝑡, 𝜏, 𝐼)

max
𝑠∈[𝜏,𝜏+𝐼]

𝑓(𝑠) − min
𝑠∈[𝜏,𝜏+𝐼]

𝑓(𝑠)

2
(16)

для всiх 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝐼], де

𝛼1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) = 2 (𝑡− 𝜏)

(︂
𝑎− 𝑡− 𝜏

𝐼

)︂
, |𝛼1 (𝑡, 𝜏, 𝐼)| ≤ 𝐼

2
, 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝐼] . (17)

Лема 2. [3, Лема 3] Нехай послiдовнiсть неперервних функцiй [𝛼𝑚 (𝑡, 𝜏, 𝐼)]∞𝑚
для 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝐼] визначається рекурентним спiввiдношенням

𝛼𝑚+1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) =

(︂
1 − 𝑡− 𝜏

𝐼

)︂ 𝑡∫︁
𝜏

𝛼𝑚 (𝑠, 𝜏, 𝐼) 𝑑𝑠+

+
𝑡− 𝜏

𝐼

𝜏+𝐼∫︁
𝑡

𝛼𝑚 (𝑠, 𝜏, 𝐼) 𝑑𝑠,𝑚 = 0, 1, 2, . . . , (18)

де 𝛼0 (𝑡, 𝜏, 𝐼) = 1. Тодi мають мiсце наступнi оцiнки для всiх 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝐼]:

𝛼𝑚+1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) ≤ 10

9

(︂
3𝐼

10

)︂𝑚

𝛼1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) , 𝑚 ≥ 0, (19)

𝛼𝑚+1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) ≤ 3𝐼

10
𝛼𝑚 (𝑡, 𝜏, 𝐼) , 𝑚 ≥ 2,

де 𝛼1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) наводиться в (17).

3. Дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл та послiдовнi наближення.
Отже, ми пропонуємо замiсть iнтегральної крайової задачi (2), (3) дослiджувати
спочатку окремо двi допомiжнi модельнi задачi (12)–(13) та (14)–(15). Для цього
побудуємо придатнi iтерацiйнi процеси i вивчимо їх властивостi.

Покладемо, що областю визначення за фазовою змiнною функцiї 𝑓 у правiй
частинi системи (2) є множина 𝐷𝑥 вигляду (6), тобто 𝑓 :

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
×𝐷𝑥×𝐷1 → R𝑛.

Припустимо, що 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑥, 𝐷
𝑥) з вектором 𝜌𝑥, який задовольняє нерiвнiсть

𝜌𝑥 ≥ 𝑏− 𝑎

4
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓), (20)
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крiм того,

𝑟(𝑄𝑥) < 1, 𝑄𝑥 =
3(𝑏− 𝑎)

20
𝐾𝑥. (21)

Для параметризованої задачi (12)—(13) введемо в розгляд наступну реку-
рентну параметризовану послiдовнiсть функцiй 𝑥𝑚 :

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
×𝐷𝑎×𝐷𝑎+𝑏

2
→ R𝑛,

𝑚 = 0, 1, 2, . . ., поклавши

𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂) = 𝑧 +
2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎
[𝜂 − 𝑧] =

[︂
1 − 2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎

]︂
𝑧 +

2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎
𝜂,

𝑥𝑚+1 (𝑡, 𝑧, 𝜂) = 𝑧 +

𝑡∫︁
𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠−

−2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎

𝑎+𝑏
2∫︁

𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠− 2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎
[𝜂 − 𝑧] , (22)

при 𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
для всiх 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , яка задовольняє початковi умови

𝑥(𝑎) = 𝑧, 𝑥(𝑎+𝑏
2

) = 𝜂 для всiх 𝑧, 𝜂 ∈ R𝑛, де 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2

вважаються
параметрами.

Подiбно, для параметризованої задачi (14)–(15) на пiдiнтервалi
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
по-

кладемо, що областю визначення за фазовою змiнною функцiї 𝑓 є множина 𝐷𝑦

вигляду (8), крiм того, припустимо, що 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑦, 𝐷
𝑦) з вектором 𝜌𝑦, який

задовольняє нерiвнiсть

𝜌𝑦 ≥ 𝑏− 𝑎

4
𝛿[𝑎+𝑏

2
,𝑏],𝐷𝑦(𝑓) (23)

i

𝑟(𝑄𝑦) < 1, 𝑄𝑦 =
3(𝑏− 𝑎)

20
𝐾𝑦. (24)

Для вивчення другої модельної задачi (14)—(15) введемо у розгляд параме-
тризовану послiдовнiсть функцiй 𝑦𝑚 :

[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
×𝐷𝑎+𝑏

2
×𝐷𝑏 → R𝑛, 𝑚 = 0, 1, 2, . . .,

поклавши

𝑦0 (𝑡, 𝜂, 𝜆) = 𝜂 +
2𝑡− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎
[𝜆− 𝜂] =

[︂
1 − 2𝑡− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎

]︂
𝜂 +

2𝑡− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎
𝜆,

𝑦𝑚+1 (𝑡, 𝜂, 𝜆) = 𝜂 +

𝑡∫︁
𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦𝑚 (𝑠, 𝜂, 𝜆) ,

𝑑𝑦𝑚 (𝑠, 𝜂, 𝜆)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠−

−2𝑡− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦𝑚 (𝑠, 𝜂, 𝜆) ,

𝑑𝑦𝑚 (𝑠, 𝜂, 𝜆)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠+

2𝑡− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎
[𝜆− 𝜂] , (25)

при 𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
для всiх 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝜆 ∈ R𝑛 i 𝜂 ∈ R𝑛.

Зауважимо, що всi члени послiдовностi функцiй (22), (25) задовольняють
двоточковi модельнi крайовi умови (11) для всiх 𝑧, 𝜂, 𝜆 ∈ R𝑛.
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4. Дослiдження збiжностi послiдовних наближень та визначальнi
рiвняння. Наступне твердження показує, що послiдовнiсть функцiй (22) рiв-
номiрно збiгається для всiх (𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑎×𝐷𝑎+𝑏

2
i ї ї гранична функцiя є розв’язком

певної адитивно збуреної задачi.

Теорема 1. Припустимо, що iснує невiд’ємний вектор 𝜌𝑥 такий, що
𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑥, 𝐷

𝑥) на iнтервалi 𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
, i який задовольняє нерiвнiсть (20)

та виконується
𝑟(𝑄𝑥) < 1

з матрицею 𝐾, для якої виконуються умови (21).
Тодi, для довiльної пари векторiв (𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏

2
:

1. Всi члени послiдовностi (22) є неперервно диференцiйовними функцiями
на вiдрiзку 𝑡 ∈

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
i задовольняють модельнi умови

𝑥𝑚 (𝑡 = 𝑎, 𝑧, 𝜂) = 𝑧, 𝑥𝑚

(︂
𝑡 =

𝑎+ 𝑏

2
, 𝑧, 𝜂

)︂
= 𝜂.

2. Послiдовнiсть функцiй (22) рiвномiрно збiгається вiдносно 𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
при 𝑚→ ∞ до граничної функцiї

𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) = lim
𝑚→∞

𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) .

3. Гранична функцiя задовольняє умови:

𝑥∞ (𝑎, 𝑧, 𝜂) = 𝑧, 𝑥∞

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑧, 𝜂

)︂
= 𝜂.

4. Функцiя 𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) в областi 𝐷𝑥 є єдиним абсолютно неперервним розв’язком
iнтегрального рiвняння

𝑥 (𝑡) = 𝑧 +

𝑡∫︁
𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥(𝑠),

𝑑𝑥(𝑠)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠−

−2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎

𝑎+𝑏
2∫︁

𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥(𝑠),

𝑑𝑥(𝑠)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠+

2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎
[𝜂 − 𝑧] , 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
. (26)

Iнакше кажучи, 𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) є розв’язком наступної задачi Кошi для адитив-
но збуреної системи диференцiальних рiвнянь:

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑓
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

)︁
+ 2

𝑏−𝑎
∆ (𝑧, 𝜆) , 𝑡 ∈

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
,

𝑥 (𝑎) = 𝑧,

(27)

де збурення ∆ (𝑧, 𝜂) : 𝐷𝑎×𝐷𝑎+𝑏
2

→ R𝑛 – вiдображення, яке визначене формулою:

∆ (𝑧, 𝜂) := [𝜂 − 𝑧] −

𝑎+𝑏
2∫︁

𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠. (28)
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5. Справедлива оцiнка

|𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂)| ≤

≤ 10

9
𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝑄𝑚

𝑥 (𝐼𝑛 −𝑄𝑥)−1 𝛿[𝑎,𝑎+𝑏
2 ],𝐷𝑥(𝑓), 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
, 𝑚 ≥ 0, (29)

де

𝛿[𝑎,𝑎+𝑏
2 ],𝐷𝑥(𝑓) =

1

2

[︃
max

(𝑡,𝑥,𝑥′ )∈[𝑎,𝑎+𝑏
2 ]×𝐷𝑥×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑥

′
)︁
−

− min
(𝑡,𝑥,𝑥′ )∈[𝑎,𝑎+𝑏

2 ]×𝐷𝑥×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑥

′
)︁]︃

. (30)

Доведення. Справедливiсть твердження 1 перевiряється прямим обчисле-
нням. Доведемо, що за умов теореми для фiксованих 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
i

𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
послiдовнiсть функцiй (22) належить областi 𝐷 i є послiдовнiстю

Кошi у банаховому просторi 𝐶
(︀[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
,R𝑛

)︀
зi стандартною рiвномiрною нор-

мою.
Дiйсно, з використанням оцiнки (16) iз леми 1 для 𝜏 = 𝑎, 𝐼 = 𝑏−𝑎

2
i спiввiд-

ношення (22) при 𝑚 = 0, 𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
випливає, що

|𝑥1 (𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂)| ≤

≤ 1

2
𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂[︃
max

𝑡∈[𝑎,𝑎+𝑏
2 ]
𝑓
(︁
𝑡, 𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂) , 𝑥

′

0 (𝑡, 𝑧, 𝜂)
)︁
−

− min
𝑡∈[𝑎,𝑎+𝑏

2 ]
𝑓
(︁
𝑡, 𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂) , 𝑥

′

0 (𝑡, 𝑧, 𝜂)
)︁]︃

≤

≤ 𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓) ≤ 𝑏− 𝑎

4
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓). (31)

Отже, приходимо до висновку, що 𝑥1 (𝑡, 𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑥 при (𝑡, 𝑧, 𝜂) ∈ [𝑎, 𝑏] ×𝐷𝑎 ×
×𝐷𝑎+𝑏

2
.

Використовуючи це, i мiркуючи за iндукцiєю згiдно з лемою 2, легко пере-
конатися в тому, що

|𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂)| ≤ 𝛼1

(︀
𝑡, 𝑎, 𝑏−𝑎

2

)︀
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓) ≤ 𝑏−𝑎
4
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓),

𝑚 = 2, 3, . . . ,

а це означає, що всi функцiї послiдовностi (22) мiстяться в областi 𝐷𝑥 для всiх
𝑚 = 1, 2, 3, . . . та (𝑡, 𝑧, 𝜂) ∈ [𝑎, 𝑏] ×𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏

2
.

Розглянемо рiзницю функцiй

𝑥𝑚+1 (𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) =

=

𝑡∫︁
𝑎

[︂
𝑓

(︂
𝑠, 𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
− 𝑓

(︂
𝑠, 𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂]︂
𝑑𝑠−
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−2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎

𝑎+𝑏
2∫︁

𝑎

[︂
𝑓

(︂
𝑠, 𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
− ,

−𝑓
(︂
𝑠, 𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂]︂
𝑑𝑠, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , (32)

i введемо позначення

𝑟𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) = |𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚−1 (𝑡, 𝑧, 𝜂)| , 𝑚 = 1, 2, . . .

Вiдповiдно до рекурентного спiввiдношення (18) леми 1, використовуючи
умову Лiпшиця (9) i умову (19) для 𝑚 = 1, з (31) i (32) випливає, що

𝑟2(𝑡, 𝑧, 𝜆) ≤

≤ 𝐾𝑥

⎡⎣(︁1 − 2(𝑡−𝑎)
𝑏−𝑎

)︁ 𝑎∫︁
𝑡

𝛼1

(︀
𝑠, 𝑎, 𝑏−𝑎

2

)︀
𝑑𝑠+ 2(𝑡−𝑎)

𝑏−𝑎

𝑡∫︁
𝑏

𝛼1

(︀
𝑠, 𝑎, 𝑏−𝑎

2

)︀
𝑑𝑠

⎤⎦ 𝛿[𝑎,𝑎+𝑏
2

],𝐷𝑥(𝑓) ≤

≤ 𝐾𝑥𝛼2

(︀
𝑡, 𝑎, 𝑏−𝑎

2

)︀
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2
],𝐷𝑥(𝑓) ≤ 10

9
𝑄𝑥𝛼1

(︂
𝑠, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2
],𝐷𝑥(𝑓),

де матриця 𝑄𝑥 має вигляд (21). Методом iндукцiї легко переконатися, що

𝑟𝑚+1 (𝑡, 𝑧, 𝜂) ≤ 𝐾𝑚
𝑥 𝛼𝑚+1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷,𝐷1
𝑥
(𝑓) ≤

≤ 10

9
𝑄𝑚

𝑥 𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝛿[𝑎,𝑏],𝐷,𝐷1

𝑥
(𝑓).

Таким чином, з урахуванням останньої нерiвностi

|𝑥𝑚+𝑗(𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚(𝑡, 𝑧, 𝜂)| ≤

≤ |𝑥𝑚+𝑗(𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚+𝑗−1(𝑡, 𝑧, 𝜂)| + |𝑥𝑚+𝑗−1(𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚+𝑗−2(𝑡, 𝑧, 𝜂)| + . . .+

+ |𝑥𝑚+1(𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚(𝑡, 𝑧, 𝜂)| =

𝑗∑︁
𝑖=1

𝑟𝑚+𝑖(𝑡, 𝑧, 𝜂) ≤

≤ 10

9
𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂ 𝑗∑︁
𝑖=1

𝑄𝑚+𝑖−1
𝑥 𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2
],𝐷𝑥(𝑓) =

=
10

9
𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝑄𝑚

𝑥

𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑄𝑖
𝑥𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2
],𝐷𝑥(𝑓),

(33)
де 𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓) має вигляд (30). Оскiльки максимальне власне значення матрицi

𝑄𝑥 вигляду (21) не перевищує одиницю, то

𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑄𝑖
𝑥 ≤ (𝐼𝑛 −𝑄𝑥)−1 , lim

𝑚→∞
𝑄𝑚

𝑥 = 0𝑛.
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Таким чином, згiдно з критерiєм Кошi, з нерiвностi (33) випливає, що послi-
довнiсть функцiй [𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂)]∞𝑚=0 вигляду (22) рiвномiрно збiгається в областi
(𝑡, 𝑧, 𝜂) ∈ [𝑎, 𝑏] ×𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏

2
до граничної функцiї 𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂).

Оскiльки всi функцiї послiдовностi (22) задовольняють умови 𝑥𝑚 (𝑎, 𝑧, 𝜂) =
= 𝑧, 𝑥𝑚 (𝑏, 𝑧, 𝜂) = 𝜂 для всiх значень введених параметрiв 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
, мо-

жна зробити висновок, що гранична функцiя 𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) також їх задовольняє.
Перейшовши у рiвностi (22) до границi при 𝑚 → ∞ отримаємо, що гранична
функцiя задовольняє iнтегральне рiвняння (26) або, що те ж саме, є розв’язком
задачi Кошi (27), де ∆ (𝑧, 𝜂) задається формулою (28). За переходу до границi
при 𝑗 → ∞ у (22) отримаємо оцiнку (29), що й завершує доведення.

Теорема 2. Припустимо, що iснує невiд’ємний вектор 𝜌𝑦 такий, що
𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑦, 𝐷

𝑦) на iнтервалi 𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
i який задовольняє нерiвнiсть (20)

та виконується умова
𝑟(𝑄𝑦) < 1,

де матриця 𝑄𝑦 задана (24).
Тодi, для довiльної пари векторiв (𝜂, 𝜆) ∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
×𝐷𝑏:

1. Усi члени послiдовностi (25) є неперервно диференцiйовними функцiями
на вiдрiзку 𝑡 ∈

[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
i задовольняють модельнi умови

𝑦𝑚

(︂
𝑡 =

𝑎+ 𝑏

2
, 𝜂, 𝜆

)︂
= 𝜂, 𝑦𝑚 (𝑡 = 𝑏, 𝜂, 𝜆) = 𝜆.

2. Послiдовнiсть функцiй (25) рiвномiрно збiгається вiдносно 𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀

при 𝑚→ ∞ до граничної функцiї

𝑦∞ (𝑡, 𝜂, 𝜆) = lim
𝑚→∞

𝑦𝑚 (𝑡, 𝜂, 𝜆) .

3. Гранична функцiя задовольняє умови:

𝑦∞

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝜂, 𝜆

)︂
= 𝜂, 𝑦∞ (𝑎, 𝜂, 𝜆) = 𝜆.

4. Функцiя 𝑦∞ (𝑡, 𝜂, 𝜆) в областi 𝐷𝑦 є єдиним абсолютно неперервним розв’язком
iнтегрального рiвняння

𝑦 (𝑡) = 𝜂 +

𝑡∫︁
𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦(𝑠),

𝑑𝑦(𝑠)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠−

−2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦(𝑠),

𝑑𝑦(𝑠)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠+

2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎
[𝜆− 𝜂] , 𝑡 ∈

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

)︂
. (34)

Iнакше кажучи, 𝑦∞ (𝑡, 𝜂, 𝜆) є розв’язком наступної задачi Кошi для адитив-
но збуреної системи диференцiальних рiвнянь:

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= 𝑓
(︁
𝑡, 𝑦, 𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡

)︁
+ 2

𝑏−𝑎
𝐻 (𝜂, 𝜆) , 𝑡 ∈

(︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
)︀
,

𝑦
(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
= 𝜂,

(35)
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де збурення 𝐻 (𝜂, 𝜆) : ×𝐷𝑎+𝑏
2

×𝐷𝑏 → R𝑛 – вiдображення, яке визначене форму-
лою:

𝐻 (𝜂, 𝜆) := [𝜆− 𝜂] −
𝑏∫︁

𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆) ,

𝑑𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠. (36)

5. Справедлива оцiнка

|𝑦∞ (𝑡, 𝜂, 𝜆) − 𝑦𝑚 (𝑡, 𝜂, 𝜆)| ≤

≤ 10

9
𝛼1

(︂
𝑡,
𝑎+ 𝑏

2
,
𝑏− 𝑎

2

)︂
𝑄𝑚

𝑦 (𝐼𝑛 −𝑄𝑦)
−1 𝛿[𝑎+𝑏

2
,𝑏],𝐷𝑦(𝑓), 𝑡 ∈

[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
, 𝑚 ≥ 0,

де

𝛿[𝑎+𝑏
2

,𝑏],𝐷𝑦(𝑓) =
1

2

[︃
max

(𝑡,𝑦,𝑦′ )∈[𝑎+𝑏
2

,𝑏]×𝐷𝑦×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑦, 𝑦

′
)︁
−

− min
(𝑡,𝑦,𝑦′ )∈[𝑎+𝑏

2
,𝑏]×𝐷𝑦×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑦, 𝑦

′
)︁]︃

. (37)

Доведення. За анологiєю з теоремою 1 може бути встановлена рiвномiрна
збiжнiсть послiдовностi функцiй (25).

Граничнi функцiї 𝑥∞(𝑡, 𝑧, 𝜂) i 𝑦∞(𝑡, 𝜂, 𝜆) послiдовностей (22) i (25) на пi-
дiнтервалах

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
,
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
можуть бути корисними для отримання критерiю

розв’язностi iнтегральної крайової задачi (2),(3). Виявляється, що функцiї

∆(𝑧, 𝜂) : 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏
2

→ R𝑛 i 𝐻(𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎+𝑏
2

×𝐷𝑏 → R𝑛

якi заданi рiвняннями (28) i (36), дають можливiсть зробити такий висновок.
Насправдi, теореми 1 i 2 гарантують, що за наведених припущень функцiї

𝑥∞(𝑡, 𝑧, 𝜂) :

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
→ R𝑛, 𝑦∞(𝑡, 𝜂, 𝜆) :

[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
→ R𝑛

є коректно визначеними для всiх (𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑎 × 𝐷𝑎+𝑏
2
, (𝜂, 𝜆) ∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
× 𝐷𝑏. Тому,

якщо покласти

𝑢∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆) :=

{︃
𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) , 𝑡 ∈

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
,

𝑦∞ (𝑡, 𝜂, 𝜆) , 𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀ (38)

ми одержимо функцiю 𝑢∞(𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆) : [𝑎, 𝑏] × 𝐷𝑎 × 𝐷𝑎+𝑏
2

× 𝐷𝑏 → R𝑛, яка та-
кож коректно визначена для тих же значень параметрiв (𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑎 × 𝐷𝑎+𝑏

2
i

(𝜂, 𝜆) ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2

× 𝐷𝑏. Очевидно, що ця функцiя є неперервною, тому що в точцi

𝑡 = 𝑎+𝑏
2

маємо

𝑥∞

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑧, 𝜂

)︂
= 𝑦∞

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝜂, 𝜆

)︂
= 𝜂. (39)

Поряд iз рiвняннями (12) i (13), визначених вiдповiдно на iнтервалах
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
i
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
, введемо в розгляд наступнi рiвняння з адитивним збуренням у правiй

частинi:
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑥,

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
+

2

𝑏− 𝑎
𝜇𝑥, 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
(40)
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з початковою умовою
𝑥(𝑎) = 𝑧 (41)

та
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑦,

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
+

2

𝑏− 𝑎
𝜇𝑦, 𝑡 ∈

[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
(42)

з початковою умовою

𝑦

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
= 𝜂, (43)

де

𝜇𝑥 =

⎛⎜⎝𝜇
𝑥
1
...
𝜇𝑥
𝑛

⎞⎟⎠ , 𝜇𝑦 =

⎛⎜⎝𝜇
𝑦
1
...
𝜇𝑦
𝑛

⎞⎟⎠ ∈ R𝑛

вважаємо керуючими параметрами.

Теорема 3. Нехай 𝑧 ∈ 𝐷𝑎 i 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2

є фiксованi. Припустимо, що всi
умови теорем 1, 2 мають мiсце.

Тодi для того, щоб розв’язки 𝑥(·, 𝑎, 𝑧) i 𝑦(·, 𝑎+𝑏
2
, 𝜂) задач Кошi (40), (41) i

(42), (43) вiдповiдно мали властивостi модельних умов

𝑥(𝑎) = 𝑧, 𝑥

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑎, 𝑧

)︂
= 𝜂,

𝑦

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
= 𝜂, 𝑦

(︂
𝑏,
𝑎+ 𝑏

2
, 𝜂

)︂
= 𝜆,

необхiдно i достатньо, щоб керуючi параметри 𝜇𝑥 i 𝜇𝑦 були заданi формулами:

𝜇𝑥 = 𝜂 − 𝑧 −

𝑎+𝑏
2∫︁

𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠 (44)

та

𝜇𝑦 = 𝜆− 𝜂 −
𝑏∫︁

𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆) ,

𝑑𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠 (45)

де 𝑥∞ (·, 𝑧, 𝜂) i 𝑦∞ (·, 𝜂, 𝜆) є вiдповiдно граничними функцiями послiдовностей
(22) та (25). Бiльш того, в цьому випадку

𝑥 (·, 𝑎, 𝑧) = 𝑥∞ (·, 𝑧, 𝜂) , 𝑦

(︂
·, 𝑎+ 𝑏

2
, 𝜂

)︂
= 𝑦∞ (·, 𝜂, 𝜆) . (46)

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню теореми 2 [2].
Наступна теорема встановлює зв’язок функцiї (38) з розв’язком iнтегральної

крайової задачi (2), (3) в термiнах нулiв функцiй ∆(𝑧, 𝜂) : 𝐷𝑎 × 𝐷𝑎+𝑏
2

→ R𝑛 та
𝐻(𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎+𝑏

2
×𝐷𝑏 → R𝑛, якi визначенi в (28), (36).
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Теорема 4. Нехай виконуються умови теорем 1, 2. Тодi:
1. Функцiя

𝑢∞(𝑡, 𝑧*, 𝜂*, 𝜆*) = lim
𝑚→∞

𝑢𝑚 (𝑡, 𝑧*, 𝜂*, 𝜆*)

є неперервно диференцiйовним розв’язком iнтегральної крайової задачi (2), (3)
тодi й тiльки тодi, коли трiйка векторiв (𝑧*, 𝜂*, 𝜆*) задовольняє систему 3𝑛
алгебраїчних рiвнянь

∆(𝑧, 𝜂) = 𝜂 − 𝑧 −
𝑎+𝑏
2∫︀
𝑎

𝑓
(︁
𝑠, 𝑥∞(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝑑𝑥∞(𝑠,𝑧,𝜂)

𝑑𝑠

)︁
𝑑𝑠 = 0,

𝐻(𝜂, 𝜆) = 𝜆− 𝜂 −
𝑏∫︀

𝑎+𝑏
2

𝑓
(︁
𝑠, 𝑦∞(𝑠, 𝜂, 𝜆), 𝑑𝑦∞(𝑠,𝜂,𝜆)

𝑑𝑠

)︁
𝑑𝑠 = 0,

Λ (𝑧, 𝜂, 𝜆) =

𝑎+𝑏
2∫︀
𝑎

𝑔 (𝑠, 𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂)) 𝑑𝑠+
𝑏∫︀

𝑎+𝑏
2

𝑔 (𝑠, 𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆)) 𝑑𝑠− 𝑑 = 0.

(47)

2. Для будь-якого розв’язку 𝑈(·) задачi (2), (3) з властивiстю(︂
𝑈 (𝑎) , 𝑈

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
, 𝑈(𝑏)

)︂
∈ 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏

2
×𝐷𝑏,

iснує така трiйка векторiв (𝑧0, 𝜂0, 𝜆0) , що

𝑈(·) = 𝑢∞(𝑡, 𝑧0, 𝜂0, 𝜆0),

де функцiя 𝑢∞(𝑡, 𝑧0, 𝜂0, 𝜆0) задана згiдно з (38).

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню теореми 3 [6].
Систему рiвнянь (47) називають системою визначальних рiвнянь тому, що

її коренi визначають розв’язки заданої крайової задачi.
Хоча теорема 4 теоретично дає вiдповiдь, як побудувати розв’язок крайової

задачi (2), (3), однак її застосування пов’язане з труднощами, тому що явний
вигляд 𝑥∞(𝑡, 𝑧, 𝜂), 𝑦∞(𝑡, 𝜂, 𝜆) i функцiй

∆(𝑧, 𝜂) : 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+ 𝑏

2

→ R𝑛, 𝐻(𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎+𝑏
2

×𝐷𝑏 → R𝑛,

Λ(𝑧, 𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏
2

×𝐷𝑏 → R𝑛,

якi заданi в (47), зазвичай є невiдомими. Цi труднощi можуть бути подоланi,
якщо застосувати функцiї 𝑥𝑚(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝑦𝑚(𝑠, 𝜂, 𝜆) для якогось фiксованого 𝑚. На
їх основi замiсть точної визначальної системи можна розглядати так звану𝑚-ту
наближену систему визначальних рiвнянь:

Роздiл 1: Математика i статистика



ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ IНТЕГРАЛЬНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ 45

∆𝑚(𝑧, 𝜂) = 𝜂 − 𝑧 −
𝑎+𝑏
2∫︀
𝑎

𝑓
(︁
𝑠, 𝑥𝑚(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝑑𝑥𝑚(𝑠,𝑧,𝜂)

𝑑𝑠

)︁
𝑑𝑠 = 0,

𝐻𝑚(𝜂, 𝜆) = 𝜆− 𝜂 −
𝑏∫︀

𝑎+𝑏
2

𝑓
(︁
𝑠, 𝑦𝑚(𝑠, 𝜂, 𝜆), 𝑑𝑦𝑚(𝑠,𝜂,𝜆)

𝑑𝑠

)︁
𝑑𝑠 = 0,

Λ𝑚 (𝑧, 𝜂, 𝜆) =

𝑎+𝑏
2∫︀
𝑎

𝑔 (𝑠, 𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂)) 𝑑𝑠+
𝑏∫︀

𝑎+𝑏
2

𝑔 (𝑠, 𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆)) 𝑑𝑠− 𝑑 = 0.

(48)

Зауважимо, що на противагу (47) 𝑚-та наближена визначальна система (48)
мiстить у собi члени, якi залежать вiд функцiй 𝑥𝑚(·, 𝑧, 𝜂), 𝑦𝑚(·, 𝜂, 𝜆) i тому вона
явно може бути побудована.

Природно очiкувати, що наближення до невiдомого розв’язку задачi (2), (3)
може бути отримане на основi функцiї

𝑢𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) , 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
,

𝑦𝑚 (𝑡, 𝜂, 𝜆) , 𝑡 ∈
[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
,

(49)

яка є «наближеним» варiантом до (38) i яка коректно визначена для всiх
𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] та (𝑧, 𝜂) : 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏

2
→ R𝑛, (𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎+𝑏

2
×𝐷𝑏 → R𝑛.

5. Модельний приклад. Розглянемо нелiнiйну систему диференцiальних
рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥
′
1(𝑡) = 1

2
𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡)

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
+ 𝑡2

4
𝑥22(𝑡) − 1

9
𝑡3 + 1

18
𝑡2 + 23

72
𝑡+ 1

36
,

𝑥
′
2(𝑡) = 1

2
𝑥22(𝑡)

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
+ 𝑡𝑥1(𝑡) − 5

27
𝑡3 − 1

12
𝑡+ 1

3
, 𝑡 ∈ [0, 2] ,

(50)

з iнтегральними крайовими умовами⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2∫︁
0

𝑠𝑥1(𝑠)𝑥2(𝑠)𝑑𝑠 =
58

135
,

2∫︁
0

𝑠2𝑥22(𝑠)𝑑𝑠 =
32

45
.

(51)

Очевидно, що (50), (51) є окремим випадком (2), (3) при 𝑎 := 0, 𝑏 := 2,

𝑓
(︁
𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥

′

1, 𝑥
′

2

)︁
:=

⎛⎝1
2
𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡)

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
+ 𝑡2

4
𝑥22(𝑡) − 1

9
𝑡3 + 1

18
𝑡2 + 23

72
𝑡+ 1

36

1
2
𝑥22(𝑡)

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
+ 𝑡𝑥1(𝑡) − 5

27
𝑡3 − 1

12
𝑡+ 1

3

⎞⎠ ,
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𝑔 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2∫︁
0

𝑡𝑥1𝑥2𝑑𝑡

2∫︁
0

𝑡2𝑥22𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑑 :=

(︂
𝑑1
𝑑2

)︂
=

⎛⎝ 58
135

32
45

⎞⎠ .

Точний розв’язок iнтегральної крайової задачi (50), (51) має вигляд:

𝑥*1(𝑡) =
𝑡2

6
+

1

12
, 𝑥*2(𝑡) =

𝑡

3
. (52)

Прямi обчислення показують, що для крайової задачi (50), (51) не виконує-
ться достатня умова (1):

𝐾 =

⎛⎝325
202

295
202

254
101

438
505

⎞⎠ , 𝑄 =

⎛⎝195
202

177
202

762
505

1314
2525

⎞⎠ , 𝑟(𝑄) = 1.914050065 > 1.

Тому застосуємо технiку дiлення вiдрiзку iнтегрування, що описана вище на
вiдрiзку [0, 2] . Введемо наступнi параметри, згiдно з (10):

𝑧 := 𝑥(0) =

(︂
𝑥1(0)
𝑥2(0)

)︂
=

(︂
𝑧1
𝑧2

)︂
,

𝜂 := 𝑥(1) =

(︂
𝑥1(1)
𝑥2(1)

)︂
=

(︂
𝜂1
𝜂2

)︂
,

𝜆 := 𝑥(2) =

(︂
𝑥1(2)
𝑥2(2)

)︂
=

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂
.

Нехай опуклi пiдмножини 𝐷𝑎 i 𝐷𝑎+𝑏
2
, де шукаємо значення розв’язку 𝑥(𝑎) та

𝑥
(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
, мають вигляд:

𝐷𝑎 = 𝐷𝑎+𝑏
2

= {(𝑥1, 𝑥2) : −0.1 ≤ 𝑥1 ≤ 0.8,−0.1 ≤ 𝑥2 ≤ 0.7} ,

𝐷1
𝑥 =

{︂(︂
𝑑𝑥1
𝑑𝑡
,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

)︂
: −0.1 ≤ 𝑑𝑥1

𝑑𝑡
≤ 0.4,−0.1 ≤ 𝑑𝑥2

𝑑𝑡
≤ 0.4

}︂
.

А опуклi пiдмножини 𝐷𝑎+𝑏
2
i 𝐷𝑏 , де шукаємо значення розв’язку 𝑥

(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
та

𝑥(𝑏), виглядають наступним чином:

𝐷𝑎+𝑏
2

= 𝐷𝑏 = {(𝑦1, 𝑦2) : −0.1 ≤ 𝑦1 ≤ 0.6,−0.1 ≤ 𝑦2 ≤ 0.7} ,

𝐷1
𝑦 =

{︂(︂
𝑑𝑦1
𝑑𝑡
,
𝑑𝑦2
𝑑𝑡

)︂
: −0.1 ≤ 𝑑𝑦1

𝑑𝑡
≤ 0.4,−0.1 ≤ 𝑑𝑦2

𝑑𝑡
≤ 0.4

}︂
.

У цьому випадку опукла лiнiйна комбiнацiя 𝐷𝑎,𝑎+𝑏
2
вигляду (5) для векторiв

𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2
є наступною: 𝐷𝑎,𝑎+𝑏

2
= 𝐷𝑎 = 𝐷𝑎+𝑏

2
.

А опукла лiнiйна комбiнацiя 𝐷𝑎+𝑏
2
, 𝑏 вигляду (7) для векторiв 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
,

𝜆 ∈ 𝐷𝑏 є наступною: 𝐷𝑎+𝑏
2

,𝑏 = 𝐷𝑎+𝑏
2

= 𝐷𝑏.
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Вектори 𝜌𝑥 та 𝜌𝑦 вибираємо наступним чином:

𝜌𝑥 = 𝜌𝑦 =

(︂
0.6
0.6

)︂
.

Отже, 𝜌𝑥-окiл 𝐷𝑎,𝑎+𝑏
2
дається наступним чином

𝐷𝑥 = {(𝑥1, 𝑥2) : −0.7 ≤ 𝑥1 ≤ 1.4,−0.7 ≤ 𝑥2 ≤ 1.3} . (53)

Векторний 𝜌𝑦-окiл 𝐷𝑎,𝑎+𝑏
2
задається наступним чином

𝐷𝑦 = {(𝑦1, 𝑦2) : −0.7 ≤ 𝑥1 ≤ 1.2,−0.7 ≤ 𝑥2 ≤ 1.3} . (54)

Пiсля дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл в областях 𝐷𝑥 та 𝐷𝑦 умова Лi-
пшиця виконується, вiдповiдно з матрицями 𝐾𝑥, 𝐾𝑦, на пiдставi яких

𝑄𝑥 :=
3

20
𝐾𝑥 =

3

20

⎛⎝ 75
101

225
202

154
101

438
505

⎞⎠ , 𝑟(𝑄𝑥) = 0.63289 < 1,

𝑄𝑦 :=
3

20
𝐾𝑦 =

3

20

⎛⎝195
404

177
404

381
505

657
2525

⎞⎠ , 𝑟(𝑄𝑦) = 0.95702 < 1.

Крiм того, з (30), (37) отримаємо

𝛿[𝑎,𝑎+𝑏
2

],𝐷𝑥,(𝑓) =
1

2

[︃
max

(𝑡,𝑥,𝑥′)∈[𝑎,𝑎+𝑏
2

]×𝐷𝑥×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑥

′
)︁
−

− min
(𝑡,𝑥,𝑥′)∈[𝑎,𝑎+𝑏

2
]×𝐷𝑥×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑥

′
)︁]︃

=

[︂
0.579
0.511

]︂
,

𝜌𝑥 =

[︂
0.6
0.6

]︂
≥ 𝑏− 𝑎

4
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2
],𝐷𝑥(𝑓) =

[︂
0.289
0.2556

]︂
.

𝛿[𝑎+𝑏
2

,𝑏],𝐷𝑦(𝑓) =
1

2

[︃
max

(𝑡,𝑦,𝑦′)∈[𝑎+𝑏
2

,𝑏]×𝐷𝑦×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑦, 𝑦

′
)︁
−

− min
(𝑡,𝑦,𝑦′)∈[𝑎+𝑏

2
,𝑏]×𝐷𝑦×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑦, 𝑦

′
)︁]︃

=

[︂
0.6724
1.151

]︂
,

𝜌𝑦 =

[︂
0.6
0.6

]︂
≥ 𝑏− 𝑎

4
𝛿[𝑎+𝑏

2
,𝑏],𝐷𝑦(𝑓) =

[︂
0.336
0.575

]︂
.

Таким чином, ми перевiрили, що всi умови теорем 1, 2 виконуються для
крайової задачi (50), (51).

Використовуючи пакет символьної математики Maple, розв’язуємо наближе-
ну систему визначальних рiвнянь (48) при 𝑚 = 0, 1, 2, 3, 4 i отримуємо чисельнi
результати, якi поданi у Tабл. 1.
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Таблиця 1.
Наближенi значення параметрiв для точного розв’язку (52)

𝑚 𝑧1 𝑧2 𝜂1 𝜂2 𝜆1 𝜆2
0 0.0544236 0.00383804 0.7235553 0.6653011 0.221925 0.3354314
1 0.0838575 -0.0036436 0.7507277 0.6633951 0.2499014 0.32943908
2 0.0872916 -0.0014107 0.7524909 0.6670138 0.25282909 0.333472055
3 0.08318309 0.00018941 0.74997514 0.66677822 0.2498736 0.333419237
4 0.0829641 0.01294231 0.7497939 0.66660603 0.24973132 0.3333301

𝑥1𝑛𝑎𝑏𝑙1 := 0.08385759124 − 0.006960104218𝑡4 + 0.02743264167𝑡3 + 0.1389005564𝑡2+

+0.00667146813𝑡,

𝑥2𝑛𝑎𝑏𝑙1 := −0.003643689810 − 5

108
𝑡4 + 0.05841846573𝑡3 + 0.0001613689350𝑡2+

+0.3207992385𝑡,

𝑦1𝑛𝑎𝑏𝑙1 := 0.0376664262 − 0.006905526170𝑡4 + 0.04601773050𝑡3 + 0.05458044925𝑡2+

+0.1185430734𝑡,

𝑦2𝑛𝑎𝑏1 := 0.0698292949− 5

108
𝑡4 + 0.1762511131𝑡3− 0.1675061485𝑡2 + 0.2971611239𝑡.

Графiки точного розв’язку (лiнiя) та його першого наближення (×) вигля-
дають наступним чином:

а) перша компонента б) друга компонента

Рис. 1. Точний розв’язок (52) (лiнiя) та його перше наближення (×).

Похибка першої апроксимацiї (𝑚 = 1):

max
𝑡∈[0,2]

|𝑥*1(𝑡) − 𝑥11(𝑡)| ≈ 0.008, max
𝑡∈[0,2]

|𝑥*2(𝑡) − 𝑥21(𝑡)| ≈ 0.006.
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Похибка четвертої апроксимацiї (𝑚 = 4):

max
𝑡∈[0,2]

|𝑥*1(𝑡) − 𝑥14(𝑡)| ≈ 0.0005, max
𝑡∈[0,2]

|𝑥*2(𝑡) − 𝑥24(𝑡)| ≈ 0.00012.

6. Висновки. У данiй статтi показано, що у тих випадках, коли не ви-
конуються достатнi умови збiжностi для нелiнiйної системи диференцiальних
рiвнянь, а саме коли найбiльше власне значення певної матрицi бiльше за оди-
ницю, тодi доцiльно застосовувати технiку дiлення вiдрiзку iнтегрування на
пiдiнтервали.

Будуються двi модельнi параметризованi послiдовностi функцiй. Доведена
їх рiвномiрна збiжнiсть. Встановлено зв’язок мiж розв’язками модельної та ви-
хiдної iнтегральної крайової задачi.

Теоретичнi результати перевiрили на прикладi крайової задачi з нелiнiйними
iнтегральними крайовими умовами.

Унiверсальнiсть даного методу пiдтверджується тим, що вiн може легко за-
стосовуватися у випадку крайових умов бiльш складного вигляду, включаючи
нелiнiйнi функцiональнi та iнтегральнi обмеження. Цiкаво вiдзначити, що для
вивчення параметризованої модельної задачi застосувується одна i та же чи-
сельно–аналiтична схема, яка орiєнтована спецiально на модельну задачу.

Список використаної лiтератури
1. Rontо M., Ronto A., Varha Y. A new approach to non-local boundary value problems for

ordinary differential systems. Applied Mathematics and Computation. 2015. Vol. 250. P. 689–
700.
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In this article the original method of constructing a numerical-analytical scheme for
investigation the solutions of nonlinear systems of ordinary differential equations under
nonlinear integral boundary conditions is substantiated. At the heart of the method lies
transition from given integral boundary conditions to parameterized conditions of model
type, which have a simple appearance of the initial conditions. For a model parameterized
problem, a constructive numerically-analytical scheme is constructed, which is built on
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parameterized approximations with improved convergence characteristics. The connection
between the solutions of the model and transitional boundary value problems is established.
It is proved that by dividing the segment of integration in half, twice can be improved the
sufficient conditions of uniform convergence for parameterized sequential approximations.
This technique and its advantages are illustrated by example of one integral boundary
value problem, in which to perform sufficient convergence conditions you need to split the
integration segment in half.

Keywords: ordinary differential equations, nonlinear integral boundary value problems,
continuously differentiated solution, parameterization, Lipshitz conditions, division of in-
tegration segment, convergence of successive approximations.
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НАВКОЛО СТАЛОЇ ЕЙЛЕРА

За аналогiєю зi сталою Ейлера побудована однопараметрична сiм’я сталиx, яка
визначається як границя рiзницi послiдовностi часткових сум узагальненого гармонi-
чного ряду та вiдповiдного iнтеграла залежного вiд параметра. Доведена нескiнченна
диференцiйовнiсть по параметру на додатнiй пiвoсi, виявлена розривнiсть в нулi та
знайдена границя при прямуваннi параметра до нескiнченностi.

Ключовi слова: узагальнений гармонiчний ряд, стала Ейлера, узагальнення сталої
Ейлера.

1. Вступ. Вперше стала Ейлера була вiдкрита швейцарським математиком Ле-
онардом Ейлером при дослiдженнi асимптотичної поведiнки часткових сум гар-
монiчного ряду. Пiзнiше вона виникла у дослiдженнях iталiйського математика
Лоренцо Маскеронi при розкладi первiсних функцiй 𝑔 (𝑥) = 1

ln𝑥
, 𝑥 > 0, 𝑥 ̸= 1 та

ℎ (𝑥) = 𝑒𝑥

𝑥
, 𝑥 ̸= 0 у функцiональнi ряди i була порахована ним до 32 знаку пiсля

коми.
Стала Ейлера визначається як границя рiзницi часткових сум гармонiчного

ряду i натурального логарифма:

𝛾 = lim
𝑛→∞

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘
− ln𝑛

)︃
= 0, 577215 . . .

Записавши натуральний логарифм за допомогою iнтегралу, отримаємо:

𝛾 = lim
𝑛→∞

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘
− ln𝑛

)︃
= lim

𝑛→∞

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡

⎞⎠ .

Вiдмитимо, що кожна з послiдовностей

{︂
𝑛∑︀

𝑘=1

1
𝑘
, 𝑛 ≥ 1

}︂
,

{︂
𝑛∫︀
1

1
𝑡
𝑑𝑡, 𝑛 ≥ 1

}︂
роз-

бiжна. Але для iснування границi вигляду:

lim
𝑛→∞

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘) −
𝑛∫︁

1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ , (1)

де функцiя 𝑓 : [1,+∞) → (−∞,+∞) локально iнтегровна за Рiманом на [1,+∞),

взагалi кажучи, збiжнiсть кожної з послiдовностей

{︂
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑓(𝑘), 𝑛 ≥ 1

}︂
,{︂

𝑛∫︀
1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑛 ≥ 1

}︂
не є обов’язковою. А тому, цiкаво визначити для якого класу

функцiй 𝑓 : [1,+∞) → (−∞,+∞) iснує границя вигляду (1).
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У статтi [1] показано, що клас функцiй для яких iснує границя вигляду (1)
мiстить в собi клас монотонних, неперервних i збiжних до нуля функцiй.

У статтi [2] результат був покращений. В теоремi 1 цiєї статтi було показано,
що границя вигляду (1) iснує для всiх монотонних i обмежених функцiй, що не
обов’язково неперервнi. В теоремi 3 — що для функцiї 𝑓 ∈ 𝐶∞ ((0,+∞)), що для
кожного натурального 𝑛 розкладна в степеневий ряд на iнтервалi
(𝑛− 1 − 𝜀𝑛, 𝑛+ 1 + 𝜀𝑛), для деякого 𝜀𝑛 > 0, границя (1) iснує тодi i лише то-

дi, коли збiгається ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛, де 𝑏𝑛 :=
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘+1 𝑓 (𝑘)(𝑛)
(𝑘+1)!

, 𝑛 ≥ 1. А в теоремi 5

було доведено, що для функцiї 𝑓 ∈ 𝐶1

(︂
∞⋃︀
𝑛=1

(𝑛, 𝑛+ 1)

)︂
, що неперервна злiва i

має границю справа в натуральних точках, границя (1) iснує тодi i лише тодi,

коли iснує границя lim
𝑛→∞

𝑛∫︀
1

𝑓 ′(𝑥){𝑥}𝑑𝑥, де {𝑥} — дробова частина числа 𝑥.

Ґрунтуючись на результатах статей [1] та [2], ми побудували однопараме-
тричну сiм’ю сталих, яка для кожного фiксованого значення параметра є гра-
ницею рiзницi часткових сум узагальненого гармонiчного ряду та вiдповiдного
iнтегралу:

𝜈 (𝛼) := lim
𝑛→∞

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘𝛼
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎤⎦ , 𝛼 ≥ 0. (2)

Цю параметричну сiм’ю сталих можна розглядати як функцiю дiйсної змiн-
ної 𝛼. Для цiєї функцiї 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0, розглянемо питання неперервностi та дифе-
ренцiйовностi на [0,+∞), обмеженостi для всiх 𝛼 ∈ [0,+∞), знайдемо границю
lim

𝛼→+∞
𝜈 (𝛼) .

2. Основний результат. В прикладi 2 до теореми 1 статтi [1] доведено
iснування границi наступної послiдовностi, для кожного значення параметра
𝛼 > 0:

𝜈𝑛(𝛼) :=
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘𝛼
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼
, 𝑛 ≥ 1. (3)

А в точцi 𝛼 = 0 безпосередньо отримуємо рiвнiсть:

𝜈𝑛(0) =
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘0
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡0
=

𝑛∑︁
𝑘=1

1 −
𝑛∫︁

1

𝑑𝑡 = 𝑛− (𝑛− 1) = 1, 𝑛 ≥ 1.

Таким чином, функцiя 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0, що задана рiвнiстю (2) – визначена кор-
ректно.

Основним результатом статтi є теореми в яких доведена нескiнченна дифе-
ренцiйовнiсть функцiї 𝜈 (·) на (0,+∞), з’ясована розривнiсть в нулi та обмеже-
нiсть для всiх 𝛼 ∈ [0,+∞), знайдено lim

𝛼→+∞
𝜈(𝛼).

Теорема 1. Для функцiї 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 справедливi наступнi твердження:

(i) Для довiльного 𝛼 ∈ [0,+∞) : 0 ≤ 𝜈(𝛼) ≤ 1;
(ii) lim

𝛼→+∞
𝜈(𝛼) = 1.
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Доведення. Вiдмiтимо, що 𝜈 (0) = 1, а тому нехай далi 𝛼 > 0. В теоремi 1 з
статтi [2] показано, що для кожного фiксованого значення параметра 𝛼 > 0, для
числових послiдовностей {𝑎𝑛(𝛼), 𝑛 ≥ 1}, {𝑏𝑛(𝛼), 𝑛 ≥ 1}, визначених рiвностями:

𝑏𝑛(𝛼) :=
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘𝛼
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼
= 𝜈𝑛(𝛼), 𝑎𝑛(𝛼) :=

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘𝛼
−

𝑛+1∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼
, 𝛼 > 0, 𝑛 ≥ 1.

Виконується наступний ланцюжок нерiвностей:

𝑎1(𝛼) < 𝑎2(𝛼) < . . . < 𝑎𝑛(𝛼) < 𝑏𝑛(𝛼) < . . . < 𝑏2(𝛼) < 𝑏1(𝛼), 𝑛 ≥ 1, 𝛼 > 0.

При цьому lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 (𝛼) = lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 (𝛼) = 𝜈 (𝛼) , 𝛼 ≥ 0. Звiдси випливає, що має

мiсце нерiвнiсть для кожного 𝛼 ∈ (0,+∞) :

𝑎1(𝛼) < 𝑏𝑛(𝛼) < 𝑏1(𝛼), 𝑛 ≥ 1.

Перейшовши в отриманiй нерiвностi до границi при 𝑛 → ∞, маємо, що для
всiх 𝛼 ∈ (0,+∞) :

0 ≤ 𝑎1(𝛼) = 1 −
2∫︁

1

𝑡−𝛼𝑑𝑡 ≤ 𝜈(𝛼) ≤ 𝑏1(𝛼) = 1.

Отримали твердження (i). Далi, так як:

lim
𝛼→+∞

𝑎1(𝛼) = lim
𝛼→+∞

⎡⎣1 −
2∫︁

1

𝑡−𝛼𝑑𝑡

⎤⎦ = 1,

lim
𝛼→+∞

𝑏1(𝛼) = 1,

то iснує границя

lim
𝛼→+∞

𝜈(𝛼) = 1.

Теорему доведено.
Для дослiдження властивостей функцiї 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 зобразимо її у виглядi

суми функцiонального ряду, щоб застосувати теорему про диференцiйовнiсть
суми ряду.

Лема 1. Функцiя 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 є сумою функцiонального ряду:

𝜈(𝛼) = 1 +
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼),

де 𝑢𝑘(𝛼) = 1
(𝑘+1)𝛼

−
𝑘+1∫︀
𝑘

𝑑𝑡
𝑡𝛼
, 𝑘 ≥ 1, 𝛼 ≥ 0.
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Доведення. В точцi 𝛼 = 0 це перевiряється безпосередньо. Для кожних
𝛼 ∈ (0,+∞) , 𝑛 ≥ 1 має мiсце рiвнiсть:

𝜈𝑛(𝛼) =
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘𝛼
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼
= 1 +

𝑛∑︁
𝑘=2

1

𝑘𝛼
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼
= 1 +

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑘=2

1

𝑘𝛼
−

𝑛∑︁
𝑘=2

𝑘∫︁
𝑘−1

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎤⎦ =

= 1 +
𝑛∑︁

𝑘=2

⎡⎣ 1

𝑘𝛼
−

𝑘∫︁
𝑘−1

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎤⎦ = 1 +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

⎡⎣ 1

(𝑘 + 1)𝛼
−

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎤⎦ := 1 +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼),

де 𝑢𝑘(𝛼) = 1
(𝑘+1)𝛼

−
𝑘+1∫︀
𝑘

𝑑𝑡
𝑡𝛼
, 𝑘 ≥ 1, 𝛼 ≥ 0.

Тодi має мiсце рiвнiсть:

𝜈(𝛼) = lim
𝑛→∞

𝜈𝑛(𝛼) = lim
𝑛→∞

[︃
1 +

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼)

]︃
= 1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼), 𝛼 ≥ 0.

Лему доведено.

Зауваження 1. Для кожного фiксованого 𝛼 ∈ [0,+∞), 𝑢𝑘(𝛼) ≤ 0, 𝑘 ≥ 1.
Дiйсно,

𝑢𝑘(𝛼) =
1

(𝑘 + 1)𝛼
−

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑑𝑡

𝑡𝛼
= −

𝑘+1∫︁
𝑘

(︂
1

𝑡𝛼
− 1

(𝑘 + 1)𝛼

)︂
𝑑𝑡 ≤ 0, 𝑘 ≥ 1.

Для дослiдження функцiї на нескiнченну диференцiйовнiсть нам знадобля-
ться похiднi всiх порядкiв доданкiв суми функцiонального ряду. Вiдмiтимо, що
послiдовнiсть функцiй 𝑢𝑘(𝛼), 𝑘 ≥ 1 є послiдовностю нескiнченно диференцiйов-
них функцiй на iнтервалi (0,+∞) i для всiх 𝑚 ≥ 1; 𝑘 ≥ 1; 𝛼 > 0 має мiсце
наступна рiвнiсть:

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚
(𝑢𝑘(𝛼)) =

(−1)𝑚(ln(1 + 𝑘))𝑚

(1 + 𝑘)𝛼
−

𝑘+1∫︁
𝑘

(−1)𝑚(ln 𝑡)𝑚
𝑑𝑡

𝑡𝛼
.

Теорема 2. Функцiя 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 нескiнченно диференцiйовна на iнтерва-
лi (0,+∞). При цьому, для кожного фiксованого 𝑚 ≥ 1 має мiсце наступна
рiвнiсть:

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝛼𝑚
(𝛼) =

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼)

)︃
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚
(𝑢𝑘(𝛼)) , 𝛼 > 0.

Доведення. Доведемо рiвномiрну збiжнiсть кожного з функцiональних ря-

дiв
∞∑︀
𝑘=1

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚 (𝑢𝑘(𝛼)) для всiх 𝑚 ≥ 1 на кожнiй з множин [𝛿, 𝐿], для всiх

0 < 𝛿 < 𝐿. Для всiх 𝑚 ≥ 1; 𝑘 ≥ 1; 𝛼 > 0 застосуємо теорему про середнє у
iнтегралi Рiмана, тодi, для деякого 𝜇 = 𝜇(𝑘, 𝛼) : 𝑘 < 𝜇 < 𝑘 + 1 :

𝑘+1∫︁
𝑘

(−1)𝑚(ln 𝑡)𝑚
𝑑𝑡

𝑡𝛼
=

(−1)𝑚 (ln𝜇(𝑘, 𝛼))𝑚

(𝜇(𝑘, 𝛼))𝛼
.
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Далi, для всiх фiксованих 𝑚 ≥ 1, 𝛼 > 0, для диференцiйовної на [1,+∞)

функцiї ℎ(𝑡) := (ln 𝑡)𝑚

𝑡𝛼
, можемо застосувати теорему Лагранжа на кожному з

вiдрiзкiв [𝜇(𝑘, 𝛼), 𝑘 + 1], тодi iснує 𝜉 = 𝜉(𝑘, 𝛼) : 𝑘 < 𝜇 < 𝜉 < 𝑘 + 1, таке що:

(ln(𝑘 + 1))𝑚

(𝑘 + 1)𝛼
− (ln𝜇(𝑘, 𝛼))𝑚

(𝜇(𝑘, 𝛼))𝛼
= (𝑘 + 1 − 𝜇(𝑘, 𝛼))

𝑑

𝑑𝑡

(︂
(ln 𝑡)𝑚

𝑡𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜉

=

= (𝑘 + 1 − 𝜇(𝑘, 𝛼))
𝑚(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚−1 − 𝛼(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚

(𝜉(𝑘, 𝛼))1+𝛼
.

Далi, для всiх 𝑚 ≥ 1, 𝑘 ≥ 1, 𝐿 > 𝛿 > 0, 𝛼 ∈ [𝛿, 𝐿] маємо:⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚
(𝑢𝑘(𝛼))

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
(𝑘 + 1 − 𝜇(𝑘, 𝛼))

𝑚(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚−1 − 𝛼(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚

(𝜉(𝑘, 𝛼))1+𝛼

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑚(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚−1 + 𝐿(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚

(𝜉(𝑘, 𝛼))1+𝛼
≤ 𝑚(ln(𝑘 + 1))𝑚−1 + 𝐿(ln(𝑘 + 1))𝑚

𝑘1+𝛿
.

При чому, для всiх 𝑚 ≥ 1 числовий ряд

∞∑︁
𝑘=1

𝑚(ln(𝑘 + 1))𝑚−1 + 𝐿(ln(𝑘 + 1))𝑚

𝑘1+𝛿
,

збiжний за ознакою порiвняння, оскiльки:

𝑚(ln(𝑘 + 1))𝑚−1 + 𝐿(ln(𝑘 + 1))𝑚

𝑘1+𝛿
= 𝑜

(︂
1

𝑘1+
𝛿
2

)︂
, 𝑘 → ∞.

А тому, кожен з рядiв
∞∑︀
𝑘=1

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚 (𝑢𝑘(𝛼)) ,𝑚 ≥ 1 рiвномiрно збiгається на кожно-

му з вiдрiзкiв [𝛿, 𝐿], 0 < 𝛿 < 𝐿 за ознакою Вейєрштрасса рiвномiрної збiжностi.
Далi, послiдовно застосовуючи теорему про диференцiйовнiсть суми функцiо-
нального ряду, врахувавши довiльнiсть вибору 𝑚, 𝛿, 𝐿, отримаємо твердження
теореми. При цьому, для кожного фiксованого 𝑚 ≥ 1 має мiсце наступна рiв-
нiсть:

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝛼𝑚
(𝛼) =

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼)

)︃
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚
(𝑢𝑘(𝛼)) , 𝛼 > 0.

Теорему доведено.
Для доведення розривностi в точцi 𝛼 = 0 нам знадобиться наступна лема.

Лема 2. Має мiсце рiвнiсть:

lim
𝑛→∞

(︃
(𝑛+ 1)1−

1
𝑛(︀

1 − 1
𝑛

)︀ − (𝑛+ 1)2−
1
𝑛 − 𝑛2− 1

𝑛(︀
1 − 1

𝑛

)︀ (︀
2 − 1

𝑛

)︀ )︃ =
1

2
. (4)

Доведення. Шукану границю позначимо символом 𝐿. Вираз пiд знаком
границi приведемо до спiльного знаменника, так як:

lim
𝑛→∞

(︂
2 − 1

𝑛

)︂(︂
1 − 1

𝑛

)︂
= 2,
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тодi

𝐿 =
1

2
lim
𝑛→∞

(︂(︂
2 − 1

𝑛

)︂
(𝑛+ 1)1−

1
𝑛 − (𝑛+ 1)2−

1
𝑛 − 𝑛2− 1

𝑛

)︂
.

Далi, за формулою Маклорена з залишковим членом у формi Пеано:

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥+
𝑥2

2
+
𝑥3

6
+ 𝑜

(︀
𝑥3
)︀
, 𝑥→ 0.

Враховуючи, що ln(𝑛+1)
𝑛

, ln(𝑛)
𝑛

→ 0, 𝑛→ ∞, отримуємо, що:

(𝑛+ 1)−
1
𝑛 = 1 − ln (𝑛+ 1)

𝑛
+

ln2 (𝑛+ 1)

2𝑛2
− ln3 (𝑛+ 1)

6𝑛3
+ 𝑜

(︂
ln3 (𝑛+ 1)

6𝑛3

)︂
, 𝑛→ ∞.

При цьому

− ln3 (𝑛+ 1)

6𝑛3
+ 𝑜

(︂
ln3 (𝑛+ 1)

6𝑛3

)︂
= 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂
, 𝑛→ ∞.

А тому

(𝑛+ 1)−
1
𝑛 = 1 − ln (𝑛+ 1)

𝑛
+

ln2 (𝑛+ 1)

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂
, 𝑛→ ∞,

i аналогiчно

𝑛− 1
𝑛 = 1 − ln (𝑛)

𝑛
+

ln2 (𝑛)

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂
, 𝑛→ ∞.

Таким чином

𝐿 =
1

2
lim
𝑛→∞

(︂(︂
2 − 1

𝑛

)︂
(𝑛+ 1)

(︂
1 − ln (𝑛+ 1)

𝑛
+

ln2 (𝑛+ 1)

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂)︂
−

−(𝑛+ 1)2
(︂

1 − ln (𝑛+ 1)

𝑛
+

ln2 (𝑛+ 1)

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂)︂
−

−𝑛2

(︂
1 − ln (𝑛)

𝑛
+

ln2 (𝑛)

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂)︂)︂
.

Пiсля спрощення виразу пiд знаком границi отримаємо, що:

𝐿 =
1

2
lim
𝑛→∞

(︂
𝑛 ln

(︂
𝑛+ 1

𝑛

)︂
+ 4 ln

(︂
𝑛+ 1

𝑛

)︂
+

ln2 (𝑛) − ln2 (𝑛+ 1)

2
+ 𝑜 (1)

)︂
=

1

2
.

Лему доведено.

Теорема 3. Функцiя 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 є розривною в точцi 𝛼 = 0.

Доведення. Вiд супротивного. Припустимо, що функцiя

𝜈(𝛼) = 1 +
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼),

є неперервною на вiдрiзку
[︀
0, 1

2

]︀
. Тодi вона задовольняє умови теореми Дiнi з

[3: 431], адже члени ряду 𝑢𝑘(𝛼), 𝑘 ≥ 1 неперервнi, та внаслiдок зауваження до
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леми 1 — недодатнi на всьому вiдрiзку
[︀
0, 1

2

]︀
. Тодi функцiональна послiдовнiсть

часткових сум 𝑆𝑛(𝛼) := 1+
𝑛−1∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼), 𝛼 ∈
[︀
0, 1

2

]︀
рiвномiрно збiгається до функцiї

𝜈 = 𝜈(𝛼) на вiдрiзку
[︀
0, 1

2

]︀
, а тому для супремуму залишку ряду справедливо:

sup
𝛼∈[0, 12 ]

|𝜈(𝛼) − 𝑆𝑛(𝛼)| = sup
𝛼∈[0, 12 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑢𝑘(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒→ 0, 𝑛→ ∞. (5)

З iншого боку, функцiя 𝑝𝛼(𝑠) := − 1
(𝑠+1)𝛼

+
𝑠+1∫︀
𝑠

𝑑𝑡
𝑡𝛼

така, що для всiх 𝑘 ≥ 1 :

𝑝𝛼 (𝑘) = − 1
(𝑘+1)𝛼

+
𝑘+1∫︀
𝑘

𝑑𝑡
𝑡𝛼

= 𝑢𝑘 (𝛼) , для кожного фiксованого 𝛼 ∈
[︀
0, 1

2

]︀
монотонна

незростаюча на [1,+∞). Бо, за формулою Лейбнiца з [4: 202] маємо, що:

𝑑𝑝𝛼
𝑑𝑠

(𝑠) =
𝑑

𝑑𝑠

⎛⎝− 1

(𝑠+ 1)𝛼
+

𝑠+1∫︁
𝑠

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎞⎠ =
𝛼

(𝑠+ 1)𝛼+1 +
1

(𝑠+ 1)𝛼
− 1

𝑠𝛼
=

=
𝛼

(𝑠+ 1)𝛼+1 − 𝛼

𝑠+1∫︁
𝑠

𝑑𝑡

𝑡𝛼+1
= 𝛼

𝑠+1∫︁
𝑠

[︂
1

(𝑠+ 1)1+𝛼 − 1

𝑡1+𝛼

]︂
𝑑𝑡 ≤ 0,

для кожного фiксованого параметра 𝛼 ∈
(︀
0, 1

2

]︀
та будь-якого 𝑠 ∈ [1,+∞) . А

для випадку коли 𝛼 = 0, монотоннiсть очевидна, бо 𝑝𝛼 (𝑠) = 0, 𝑠 ≥ 1.
А тому, супремум залишку ряду можна корректно оцiнити за допомогою

нерiвностi 10а з [3: 284]:

sup
𝛼∈[0, 12 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑢𝑘(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = sup

𝛼∈[0, 12 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=𝑛

⎛⎝ 1

(𝑘 + 1)𝛼
−

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒ =

sup
𝛼∈[0, 12 ]

∞∑︁
𝑘=𝑛

⎛⎝− 1

(𝑘 + 1)𝛼
+

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎞⎠ ≥ sup
𝛼∈[0, 12 ]

+∞∫︁
𝑛

⎛⎝− 1

(𝑠+ 1)𝛼
+

𝑠+1∫︁
𝑠

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎞⎠ 𝑑𝑠

Далi, за властивiстю супремуму, отримаємо:

sup
𝛼∈[0, 12 ]

⎡⎣ +∞∫︁
𝑛

⎛⎝− 1

(𝑠+ 1)𝛼
+

𝑠+1∫︁
𝑠

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎞⎠ 𝑑𝑠

⎤⎦ ≥

≥ sup
𝛼∈(0, 12 ]

⎡⎣ +∞∫︁
𝑛

(︂
− 1

(𝑠+ 1)𝛼
+

(𝑠+ 1)1−𝛼 − 𝑠1−𝛼

1 − 𝛼

)︂
𝑑𝑠

⎤⎦ ≥

≥ sup
𝛼∈(0, 12 ]

(︃[︂
−(𝑠+ 1)1−𝛼

1 − 𝛼
+

(𝑠+ 1)2−𝛼 − 𝑠2−𝛼

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)

]︂⃒⃒⃒⃒+∞

𝑛

)︃
.
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Далi, доведемо що

lim
𝑠→+∞

[︂
−(𝑠+ 1)1−𝛼

1 − 𝛼
+

(𝑠+ 1)2−𝛼 − 𝑠2−𝛼

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)

]︂
= 0, 𝛼 ∈

(︂
0,

1

2

]︂
.

Дiйсно, позначимо шукану границю через 𝐴, тодi

𝐴 = lim
𝑠→+∞

[︂
−(𝑠+ 1)1−𝛼

1 − 𝛼
+

(𝑠+ 1)2−𝛼 − 𝑠2−𝛼

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)

]︂
=

=
1

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)
lim

𝑠→+∞

[︀
(𝑠+ 1)2−𝛼 − 𝑠2−𝛼 − (2 − 𝛼) (𝑠+ 1)1−𝛼]︀ =

=
1

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)
lim

𝑠→+∞
𝑠2−𝛼

[︃(︂
1 +

1

𝑠

)︂2−𝛼

− 1 − (2 − 𝛼)

𝑠

(︂
1 +

1

𝑠

)︂1−𝛼
]︃
.

Далi, за формулою Маклорена:

(1 + 𝑡)𝛼 = 1 + 𝛼𝑡+
𝛼 (𝛼− 1)

2
𝑡2 + 𝑜

(︀
𝑡2
)︀
, 𝑡→ 0.

Для 𝑡 = 1
𝑠
отримаємо:

𝐴 =
1

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)
lim

𝑠→+∞
𝑠2−𝛼

[︂
1 +

2 − 𝛼

𝑠
+

(2 − 𝛼) (1 − 𝛼)

2𝑠2
+

+𝑜

(︂
1

𝑠2

)︂
− 1 − 2 − 𝛼

𝑠

(︂
1 +

1 − 𝛼

𝑠
+ 𝑜

(︂
1

𝑠

)︂)︂]︂
= 0.

А тому

sup
𝛼∈(0, 12 ]

(︃[︂
−(𝑠+ 1)1−𝛼

1 − 𝛼
+

(𝑠+ 1)2−𝛼 − 𝑠2−𝛼

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)

]︂⃒⃒⃒⃒+∞

𝑛

)︃
≥

≥ (𝑛+ 1)1−
1
𝑛(︀

1 − 1
𝑛

)︀ − (𝑛+ 1)2−
1
𝑛 − 𝑛2− 1

𝑛(︀
1 − 1

𝑛

)︀ (︀
2 − 1

𝑛

)︀ .

Тодi згiдно з (4), остаточно отримаємо, що:

sup
𝛼∈[0, 12 ]

|𝜈(𝛼) − 𝑆𝑛(𝛼)| ≥ (𝑛+ 1)1−
1
𝑛(︀

1 − 1
𝑛

)︀ − (𝑛+ 1)2−
1
𝑛 − 𝑛2− 1

𝑛(︀
1 − 1

𝑛

)︀ (︀
2 − 1

𝑛

)︀ → 1

2
, 𝑛→ ∞.

Це суперечить рiвностi (5). Отже, методом вiд супротивного 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 —
розривна в нулi.

Теорему доведено.
Цiкаво буде дослiдити характер точки розриву та знайти границю функцiї

𝜈(𝛼) в нулi справа.
Гiпотеза. 𝜈 (𝛼) → 1

2
, 𝛼→ 0+.

3. Висновки. У статтi, для побудованої однопараметричної сiм’ї сталих,
яка є аналогом сталої Ейлера на випадок узагальненого гармонiчного ряду,
показана нескiнченна диференцiйовнiсть за параметром, обмеженiсть для всiх
значень параметра. Отримано значення границi при прямуваннi параметра до
нескiнченностi. Сформульовано гiпотезу щодо значення границi в нулi справа.
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ПРО ПОРУШЕННЯ ЄДИНОСТI РОЗВ’ЯЗКУ КРАЙОВОЇ
ЗАДАЧI В БАГАТОКУТНИКУ

В роботi одержано критерiй однозначної розв’язностi однорiдної крайової задачi з
однiєю умовою для безтипового диференцiального рiвняння в багатокутнику. Порядок
рiвняння збiгається з кiлькiстю сторiн багатокутника. Доведення результату базується
на принципi двоїстостi рiвняння-область. Схему побудови нетривiального розв’язку
проiлюстровано на прикладi задачi в трикутнику для рiвняння третього порядку.

Ключовi слова: багатокутник, нетривiальний розв’язок, двоїстiсть рiвняння-область,
диференцiальний оператор, однорiдний символ.

1. Вступ. Дослiдженню загальних крайових задач в областях з кутовими то-
чками присвячено роботи багатьох вiдомих авторiв [1, 2, 3, 4]. Так, Г. I. Ескiн [1]
довiв нормальну розв’язнiсть задачi в пласкiй областi з даними, що задоволь-
няють умову Лопатинського. В роботi В. В. Фуфаєва [2] розглядається перша
крайова задача, i вивчаються диференцiальнi властивостi гармонiчної на пло-
щинi функцiї. В. О. Кондратьєв [4] довiв, що функцiї, похiднi яких сумовнi
з певною вагою, є розв’язками загальної крайової задачi в областi з конiчни-
ми точками. В роботi [5] доведено необхiдну умову iснування нетривiального
розв’язку «майже задачi Кошi» в багатокутнику для рiвняння високого поряд-
ку з однорiдним за порядком диференцiювання символом.

В данiй роботi, за допомогою схеми, наведеної в [5], та методу двоїсто-
стi рiвняння-область [6], доведено критерiй однозначної розв’язностi задачi з
однiєю крайовою умовою в багатокутнику. Побудовано приклад нетривiально-
го розв’язку задачi в трикутнику для рiвняння третього порядку.

2. Основний результат. Нехай

Ω =
{︀
𝑥 ∈ R2 : 𝐻1 · 𝑥+ 𝑑1 > 0, 𝐻2 · 𝑥+ 𝑑2 > 0, . . . , 𝐻𝑛 · 𝑥+ 𝑑𝑛 > 0

}︀
— деякий багатокутник на площинi, обмежений прямими 𝐻𝑗 · 𝑥 + 𝑑𝑗 = 0, 𝑗 =
= 1, 2, . . . , 𝑛, з нормальними векторами 𝐻𝑗 =

(︀
𝐻𝑗

1 , 𝐻
𝑗
2

)︀
(див. рис. 1).

Для рiвняння

𝐿𝑢 ≡
(︀
𝑎1 · ∇

)︀
·
(︀
𝑎2 · ∇

)︀
· . . . · (𝑎𝑛 · ∇)𝑢 = 0, (1)
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Рис. 1. Багатокутник

де

∇ =

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
,
𝜕

𝜕𝑥2

)︂
, 𝑎𝑘 =

(︀
𝑎𝑘1, 𝑎

𝑘
2

)︀
∈ C2,

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑢 = (𝑢1 (𝑥1, 𝑥2) , 𝑢2 (𝑥1, 𝑥2)) ,

розглянемо наступну крайову задачу:

𝑢|𝜕Ω = 0. (2)

Вiдзначимо, що порядок розглянутого рiвняння повинен збiгатися з кiлькi-
стю сторiн багатокутника Ω.

Виникає питання щодо порушення єдиностi розв’язку задачi (1), (2), вiдпо-
вiдь на яке дає наступна теорема.

Теорема 1. Для того, щоб задача (1), (2) мала нетривiальний розв’язок в
просторi 𝐶𝑛

(︀
Ω̄
)︀
, необхiдно i достатньо, щоб послiдовнiсть визначникiв {∆𝑀} ,

𝑀 ≥ 𝑛, де

∆𝑀 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
(︁
𝐻̃1 · 𝑎̃1

)︁𝑀 (︁
𝐻̃2 · 𝑎̃1

)︁𝑀
· · ·

(︁
𝐻̃𝑛 · 𝑎̃1

)︁𝑀(︁
𝐻̃1 · 𝑎̃2

)︁𝑀 (︁
𝐻̃2 · 𝑎̃2

)︁𝑀
· · ·

(︁
𝐻̃𝑛 · 𝑎̃2

)︁𝑀
· · · · · · · · · · · ·(︁

𝐻̃1 · 𝑎̃𝑛
)︁𝑀 (︁

𝐻̃2 · 𝑎̃𝑛
)︁𝑀

· · ·
(︁
𝐻̃𝑛 · 𝑎̃𝑛

)︁𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , (3)

мала хоча б один нуль. При цьому, якщо деякий визначник ∆𝑀 = 0, то 𝑀 —
мiнiмальне число, для якого виконується рiвнiсть (3), тобто:

∆𝑛 ̸= 0, ∆𝑛+1 ̸= 0, . . . , ∆𝑀−1 ̸= 0, ∆𝑀 = 0.

Тут 𝐻̃𝑗 i 𝑎̃𝑘 - вектори, ортогональнi векторам 𝐻𝑗 i 𝑎𝑘 вiдповiдно.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑢 ∈ 𝐶𝑛
(︀
Ω̄
)︀
— нетривiальний розв’язок

задачi (1), (2), 𝑢̃ ∈ 𝐶𝑛 (R2) — довiльне продовження функцiї 𝑢 (𝑥) на простiр.
Позначимо через 𝜃Ω характеристичну функцiю областi:

𝜃Ω =

{︂
1, 𝑥 ∈ Ω,
0, 𝑥∈̄ Ω.
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Подiємо оператором 𝐿 на добуток 𝑢̃ · 𝜃Ω:

𝐿 (𝑢̃ · 𝜃Ω) = −𝑙 (𝜐) 𝑢̃
′

𝜐𝛿𝜕Ω. (4)

Тут 𝜐 — зовнiшня нормаль до межi 𝜕Ω багатокутника, 𝛿𝜕Ω — мiра, зосере-
джена на межi 𝜕Ω багатокутника, 𝑙 (𝜐) = (𝑎1 · 𝜐) (𝑎2 · 𝜐) . . . (𝑎𝑛 · 𝜐) — однорiдний
символ диференцiального оператора, 𝛿𝜕Ω, 𝜙 = ∫

𝜕Ω
𝜙𝑑𝑠, ∀ 𝜙 ∈ 𝐶∞ (R2), 𝜕𝜃Ω

𝜕𝜏
= 0,

𝜕𝜃Ω
𝜕𝜐

= −𝛿𝜕Ω.
Помножимо рiвнiсть (4) на добуток полiномiв, що визначають межу областi;

одержимо: (︀
𝐻1𝑥+ 𝑑1

)︀ (︀
𝐻2𝑥+ 𝑑2

)︀
. . . (𝐻𝑛𝑥+ 𝑑𝑛)𝐿 [(𝑢̃ · 𝜃Ω) (𝑥)] = 0. (5)

Застосуємо до рiвностi (5) перетворення Фур’є:(︂
𝐻1 · 𝑖 𝜕

𝜕𝜉
+ 𝑑1

)︂(︂
𝐻2 · 𝑖 𝜕

𝜕𝜉
+ 𝑑2

)︂
. . .

(︂
𝐻𝑛 · 𝑖 𝜕

𝜕𝜉
+ 𝑑𝑛

)︂
𝑙
(︁
̂̃𝑢 · 𝜃Ω

)︁
(𝜉) = 0. (6)

Оскiльки добуток (𝑢̃ · 𝜃Ω) (𝑥) — узагальнена функцiя з компактним носiєм,

то, за теоремою Пелi-Вiнера [7], перетворення Фур’є
(︁
̂̃𝑢 · 𝜃Ω

)︁
(𝜉) є цiлою фун-

кцiєю, яка може бути представлена у виглядi:(︁
̂̃𝑢 · 𝜃Ω

)︁
(𝜉) = 𝑣0 + 𝑣1 (𝜉) + 𝑣2 (𝜉) . . .+ 𝑣𝑚 (𝜉) . . . .

Тодi iз рiвностi (6) для молодшої однорiдної частини 𝑣𝑚 (𝜉) випливає:(︀
𝐻1 · ∇

)︀ (︀
𝐻2 · ∇

)︀
. . . (𝐻𝑛 · ∇) [𝑙 (𝜉) 𝑣𝑚 (𝜉)] = 0. (7)

Позначимо через 𝑤 (𝜉) = 𝑙 (𝜉) 𝑣𝑚 (𝜉) довiльний полiномiальний розв’язок рiв-
няння (7), який є однорiдним полiномом степеня 𝑀 = 𝑚+ 𝑛:

𝑤 (𝜉) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑤𝑘

(︁
𝐻̃𝑘 · 𝜉

)︁
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 ·
(︁
𝐻̃𝑘 · 𝜉

)︁𝑀
. (8)

Очевидно, що 𝑤 (𝜉) = 0, коли символ 𝑙 (𝜉) = 0, тобто коли 𝜉 дорiвнює
𝑎̃1, . . . , 𝑎̃𝑛 . Отже, рiвнiсть (8), за умови 𝑤 (𝜉) = 0, перетворюється на систе-
му лiнiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих коефiцiєнтiв
𝑐1, . . . , 𝑐𝑛, причому визначник системи спiвпадає з визначником (3):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐1

(︁
𝐻̃1 · 𝑎̃1

)︁𝑀
+ 𝑐2

(︁
𝐻̃2 · 𝑎̃1

)︁𝑀
+ . . .+ 𝑐𝑛

(︁
𝐻̃𝑛 · 𝑎̃1

)︁𝑀
= 0;

𝑐1

(︁
𝐻̃1 · 𝑎̃2

)︁𝑀
+ 𝑐2

(︁
𝐻̃2 · 𝑎̃2

)︁𝑀
+ . . .+ 𝑐𝑛

(︁
𝐻̃𝑛 · 𝑎̃2

)︁𝑀
= 0;

· · ·
𝑐1

(︁
𝐻̃1 · 𝑎̃𝑛

)︁𝑀
+ 𝑐2

(︁
𝐻̃2 · 𝑎̃𝑛

)︁𝑀
+ . . .+ 𝑐𝑛

(︁
𝐻̃𝑛 · 𝑎̃𝑛

)︁𝑀
= 0.

Оскiльки, за припущенням, iснує нетривiальний розв’язок 𝑢 ∈ 𝐶𝑛
(︀
Ω̄
)︀
зада-

чi (1), (2), то, згiдно з методом двоїстостi [6], поряд iз тим iснує нетривiаль-
ний розв’язок рiвняння (7). Нагадаємо, що твердження двоїстостi полягає в на-
ступному: для кожного нетривiального розв’язку задачi (1), (2) iснує єдиний
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нетривiальний розв’язок рiвняння (7), що належить деякому класу Z цiлих
функцiй, i навпаки. Клас Z визначається як простiр образiв Фур’є функцiй
виду 𝑢̃ · 𝜃Ω.

Вищесказане означає, що iснування нетривiального розв’язку задачi (1), (2)
призводить до наявностi нетривiального розв’язання останньої системи, а, отже,
до рiвностi нулю її визначника. Що i потрiбно довести в необхiдностi.

Достатнiсть. Покажемо, що для iснування нетривiального розв’язку за-
дачi (1), (2) достатньо виконання рiвностi

∆𝑀 = 0. (9)

Для доведення достатностi при виконаннi рiвностi (9) побудуємо нетривiаль-
ний полiномiальний розв’язок 𝑢 (𝑥) задачi (1), (2) в явному виглядi. З урахува-
нням того, що будь-який полiном степеня𝑀 можна представити у виглядi суми
однорiдних полiномiв, степiнь яких не перевищує𝑀 , а також в силу ортогональ-
ностi векторiв 𝑎𝑘 i 𝑎̃𝑘 при кожному 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, — будь-який полiномiальний
розв’язок рiвняння (1) можна записати в наступнiй формi:

𝑢 (𝑥) =
𝑀∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙 (𝑥) + 𝑢0 =
𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑙𝑘
(︀
𝑎̃𝑘 · 𝑥

)︀𝑙
+ 𝑢0. (10)

Тут 𝑐𝑙𝑘 — константи, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑀 . Зауважимо, що для по-
будови нетривiального розв’язку задачi (1), (2) необхiдно так пiдiбрати функцiї
𝑢𝑙, щоб функцiя (10) задовольняла, крiм того, граничнi умови (2) при деякому
ненульовому наборi сталих

{︀
𝑐𝑙𝑘
}︀
.

Виходячи з того, що на межi багатокутника мають мiсце рiвностi

𝐻𝑗 · 𝑥+ 𝑑𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

в якостi 𝑥 вiзьмемо 𝑥 = 𝐻̃𝑗𝑡 + 𝑒𝑗, де 𝐻̃𝑗 — вектори, ортогональнi нормальним
векторам 𝐻𝑗 прямих, якi обмежують багатокутник Ω. При цьому вектори 𝑒𝑗

повиннi мати координати:

𝑒𝑗 =

(︃
𝑒𝑗1; −𝐻

𝑗
1𝑒

𝑗
1 + 𝑑𝑗

𝐻𝑗
2

)︃
.

Пiдставимо у вираз (10) 𝑥 = 𝐻̃𝑗𝑡+ 𝑒𝑗:

𝑢 (𝑡) =
𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑙𝑘

(︁
𝑎̃𝑘𝐻̃𝑗𝑡+ 𝑎̃𝑘𝑒𝑗

)︁𝑙
+ 𝑢0. (11)

Пiсля зведення у степiнь у виразi (11), з урахуванням граничних умов (2),
приходимо до рiвностi:

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑙∑︁
𝑖=0

𝑐𝑙𝑘𝑙!

𝑖! (𝑙 − 𝑖)!

(︁
𝑎̃𝑘 · 𝐻̃𝑗𝑡

)︁𝑙−𝑖 (︀
𝑎̃𝑘 · 𝑒𝑗

)︀𝑖
+ 𝑢0 = 0. (12)
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В рiвностi (12) спрямуємо 𝑡 до нуля, пiсля чого отримаємо спiввiдношення,
яке пов’язує сталi 𝑐𝑙𝑘, де 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑀 :

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑙𝑘
(︀
𝑎̃𝑘𝑒𝑗

)︀𝑙
+ 𝑢0 = 0.

Очевидно, що це спiввiдношення призводить до обертання в нуль вiльного
члену в рiвностi (12). Отже,

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑙−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑙𝑘𝑙!

𝑖! (𝑙 − 𝑖)!

(︁
𝑎̃𝑘 · 𝐻̃𝑗𝑡

)︁𝑙−𝑖 (︀
𝑎̃𝑘 · 𝑒𝑗

)︀𝑖
= 0. (13)

Роздiлимо рiвнiсть (13) на 𝑡, пiсля чого перейдемо до границi при 𝑡 → 0.
Зрозумiло, що в результатi одержимо спiввiдношення, яке зв’язує коефiцiєнти
при перших степенях 𝑡 в (12):

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑙𝑘𝑙
(︁
𝑎̃𝑘 · 𝐻̃𝑗

)︁ (︀
𝑎̃𝑘𝑒𝑗

)︀𝑙−1
= 0.

З урахуванням цього спiввiдношення, в (13) анулюються лiнiйнi за 𝑡 доданки.
Таким чином,

𝑀∑︁
𝑙=2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑙−2∑︁
𝑖=0

𝑐𝑙𝑘𝑙!

𝑖! (𝑙 − 𝑖)!

(︁
𝑎̃𝑘 · 𝐻̃𝑗

)︁𝑙−𝑖

𝑡𝑙−𝑖−1
(︀
𝑎̃𝑘 · 𝑒𝑗

)︀𝑖
= 0. (14)

Далi, виконавши в (14) дiлення на 𝑡 i знову спрямувавши 𝑡 до нуля, отримає-
мо спiввiдношення, яке зв’язує коефiцiєнти при других степенях 𝑡 в (12). Повто-
рюючи цю процедуру скiнченну кiлькiсть разiв, на останньому кроцi отримаємо:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑀𝑘

(︁
𝑎̃𝑘 · 𝐻̃𝑗

)︁𝑀
= 0. (15)

Система (15) є однорiдною системою з n невiдомими 𝑐𝑀1 , . . . , 𝑐
𝑀
𝑛 . Визначник

системи спiвпадає з визначником, який знаходиться в лiвiй частинi рiвностi
(9), якщо в ньому переставити мiсцями рядки i стовпцi з вiдповiдними номе-
рами. Оскiльки такий визначник дорiвнює нулю, система (15) має ненульовий
розв’язок 𝑐𝑀1 , . . . , 𝑐

𝑀
𝑛 .

Тепер повернемось до спiввiдношення, отриманого ранiше спiввiдношення
(15), а саме:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑀−1
𝑘

(︁
𝑎̃𝑘 · 𝐻̃𝑗

)︁𝑀−1

= −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑀𝑘 𝑀
(︁
𝑎̃𝑘 · 𝐻̃𝑗

)︁𝑀−1 (︀
𝑎̃𝑘 · 𝑒𝑗

)︀
. (16)

Оскiльки визначник в лiвiй частинi (16)

|𝐴| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
(︁
𝑎̃1 · 𝐻̃1

)︁𝑀−1 (︁
𝑎̃2 · 𝐻̃1

)︁𝑀−1

· · ·
(︁
𝑎̃𝑛 · 𝐻̃1

)︁𝑀−1(︁
𝑎̃1 · 𝐻̃2

)︁𝑀−1 (︁
𝑎̃2 · 𝐻̃2

)︁𝑀−1

· · ·
(︁
𝑎̃𝑛 · 𝐻̃2

)︁𝑀−1

· · · · · · · · · · · ·(︁
𝑎̃1 · 𝐻̃𝑛

)︁𝑀−1 (︁
𝑎̃2 · 𝐻̃𝑛

)︁𝑀−1

· · ·
(︁
𝑎̃𝑛 · 𝐻̃𝑛

)︁𝑀−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ̸= 0
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в силу твердження теореми, то матриця 𝐴 є невиродженою, i розв’язок 𝑐𝑀−1
1 , . . . ,

𝑐𝑀−1
𝑛 системи (16) однозначно визначається за вже знайденими 𝑐𝑀1 , . . . , 𝑐

𝑀
𝑛 . Ана-

логiчно обчислюються iншi коефiцiєнти 𝑐𝑀−2
1 , . . . , 𝑐𝑀−2

𝑛 , . . . , 𝑐11, . . . , 𝑐
1
𝑛 функцiї

𝑢 (𝑥). Таким чином, в результатi буде побудовано шуканий нетривiальний
розв’язок задачi (1), (2).

3. Приклад (задача у трикутнику). Розглянемо наступну крайову за-
дачу

𝑢|𝜕𝑇 = 0

для рiвняння третього порядку

𝐿𝑢 ≡
(︀
𝑎1 · ∇

)︀
·
(︀
𝑎2 · ∇

)︀
·
(︀
𝑎3 · ∇

)︀
𝑢 = 0

з векторами 𝑎1 = (1, 𝑖) , 𝑎2 = (1,−𝑖) , 𝑎3 = (1, 0) в рiвносторонньому трику-
тнику 𝑇 . Довжина сторони трикутника дорiвнює 2, а вершини розташованi в
точках 𝐴 (−1, 0) , 𝐵

(︀
0,

√
3
)︀
, 𝐶 (1, 0) (див. рис. 2).

За побудовою нормальнi вектори 𝐻𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, до прямих, на яких лежать
сторони трикутника 𝑇 , мають компоненти:

𝐻1 =
(︀√

3, −1
)︀
, 𝐻2 =

(︀√
3, 1

)︀
, 𝐻3 = (0, 1) .

Рис. 2. Трикутник

Тодi вiдповiднi ортогональнi вектори 𝐻̃𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, такi:

𝐻̃1 =
(︀
1,

√
3
)︀
, 𝐻̃2 =

(︀
−1,

√
3
)︀
, 𝐻̃3 = (−1, 0) .

Зауважимо також, що

𝑎̃1 = (−𝑖, 1) , 𝑎̃2 = (𝑖, 1) , 𝑎̃3 = (0, 1) .

Звертаючись до теореми, складемо визначник

∆𝑀 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
(︀√

3 − 𝑖
)︀𝑀 (︀√

3 + 𝑖
)︀𝑀

𝑖𝑀(︀√
3 + 𝑖

)︀𝑀 (︀√
3 − 𝑖

)︀𝑀
(−𝑖)𝑀(︀√

3
)︀𝑀 (︀√

3
)︀𝑀

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =
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=
(︁
𝑖
√

3
)︁𝑀

·
(︁

1 + (−1)𝑀
)︁
·
(︂(︁√

3 + 𝑖
)︁𝑀

−
(︁√

3 − 𝑖
)︁𝑀)︂

.

Ясно, що ∆𝑀 = 0 при непарних M. З урахуванням обмеження на M, що
приводиться в умовi теореми, в данiй ситуацiї 𝑀 ≥ 3.

Тепер побудуємо в явному виглядi полiномiальний розв’язок 𝑢 (𝑥) третього
степеня задачi 𝑢|𝜕𝑇 = 0 для рiвняння третього порядку:

𝑢 (𝑥) = 𝑐1
(︀
𝑎̃1 · 𝑥

)︀3
+ 𝑐2

(︀
𝑎̃2 · 𝑥

)︀3
+ 𝑐3

(︀
𝑎̃3 · 𝑥

)︀3
+ 𝑐4

(︀
𝑎̃1 · 𝑥

)︀2
+ 𝑐5

(︀
𝑎̃2 · 𝑥

)︀2
+

+𝑐6
(︀
𝑎̃3 · 𝑥

)︀2
+ 𝑐7

(︀
𝑎̃1 · 𝑥

)︀
+ 𝑐8

(︀
𝑎̃2 · 𝑥

)︀
+ 𝑐9

(︀
𝑎̃3 · 𝑥

)︀
+ 𝑐10.

Використовуємо алгоритм, описаний при доведеннi достатностi. Система
(15) в нашому випадку набуває вигляду:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑐1
(︀√

3 − 𝑖
)︀3

+ 𝑐2
(︀√

3 + 𝑖
)︀3

+ 𝑐3
√

27 = 0,

𝑐1
(︀√

3 + 𝑖
)︀3

+ 𝑐2
(︀√

3 − 𝑖
)︀3

+ 𝑐3
√

27 = 0,
−𝑐1 + 𝑐2 = 0.

(17)

Визначник ∆3 лiнiйної однорiдної системи (17) алгебраїчних рiвнянь вiдно-
сно коефiцiєнтiв 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 дорiвнює нулю внаслiдок приведених вище мiркувань,
тому система (17) має нескiнченну кiлькiсть ненульових розв’язкiв. Наведемо
один з нетривiальних наборiв: (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) = (1, 1, 0).

Далi, скористаємося спiввiдношенням (16) i отримаємо:

𝑐4

(︁
𝑎̃1 · 𝐻̃𝑗

)︁2
+ 𝑐5

(︁
𝑎̃2 · 𝐻̃𝑗

)︁2
+ 𝑐6

(︁
𝑎̃3 · 𝐻̃𝑗

)︁2
=

= −3

[︂(︁
𝑎̃1 · 𝐻̃𝑗

)︁2 (︀
𝑎̃1 · 𝑒𝑗

)︀
+
(︁
𝑎̃2 · 𝐻̃𝑗

)︁2 (︀
𝑎̃2 · 𝑒𝑗

)︀]︂
.

Оскiльки 𝑒𝑗 =
(︁
𝑒𝑗1; −𝐻𝑗

1𝑒
𝑗
1+𝑑𝑗

𝐻𝑗
2

)︁
, то, поклавши 𝑒1 =

(︀
1, 2

√
3
)︀
, 𝑒2 = (1, 0), 𝑒3 =

= (−1, 0), запишемо систему для знаходження коефiцiєнтiв 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐4 ·
(︀√

3 − 𝑖
)︀2

+ 𝑐5 ·
(︀√

3 + 𝑖
)︀2

+ 3𝑐6 =

= −3
(︁(︀√

3 − 𝑖
)︀2 · (︀2√3 − 𝑖

)︀
+
(︀√

3 + 𝑖
)︀2 · (︀2√3 + 𝑖

)︀)︁
,

𝑐4 ·
(︀√

3 + 𝑖
)︀2

+ 𝑐5 ·
(︀√

3 − 𝑖
)︀2

+ 3𝑐6 =

= −3
(︁(︀√

3 + 𝑖
)︀2 · (−𝑖) +

(︀√
3 − 𝑖

)︀2 · 𝑖)︁ ,
−𝑐4 − 𝑐5 = 3 (−𝑖+ 𝑖) .

(18)

Неважко переконатися, що розв’язком системи (18) є набiр (𝑐4, 𝑐5, 𝑐6) =
=
(︀
0, 0,−4

√
3
)︀
.

Наступну трiйку коефiцiєнтiв (𝑐7, 𝑐8, 𝑐9) визначимо iз спiввiдношення

3𝑐1

(︁
𝑎̃1 · 𝐻̃𝑗

)︁ (︀
𝑎̃1 · 𝑒𝑗

)︀2
+ 3𝑐2

(︁
𝑎̃2 · 𝐻̃𝑗

)︁ (︀
𝑎̃2 · 𝑒𝑗

)︀2
+ 3𝑐3

(︁
𝑎̃3 · 𝐻̃𝑗

)︁ (︀
𝑎̃3 · 𝑒𝑗

)︀2
+

+2𝑐4

(︁
𝑎̃1 · 𝐻̃𝑗

)︁ (︀
𝑎̃1 · 𝑒𝑗

)︀
+ 2𝑐5

(︁
𝑎̃2 · 𝐻̃𝑗

)︁ (︀
𝑎̃2 · 𝑒𝑗

)︀
+ 2𝑐6

(︁
𝑎̃3 · 𝐻̃𝑗

)︁ (︀
𝑎̃3 · 𝑒𝑗

)︀
+
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+𝑐7

(︁
𝑎̃1 · 𝐻̃𝑗

)︁
+ 𝑐8

(︁
𝑎̃2 · 𝐻̃𝑗

)︁
+ 𝑐9

(︁
𝑎̃3 · 𝐻̃𝑗

)︁
= 0, 𝑗 = 1, 2, 3,

яке пiсля пiдстановки знайдених скалярних добуткiв i значень коефiцiєнтiв
𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6 перетвориться на лiнiйну однорiдну систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3
(︀√

3 − 𝑖
)︀ (︀

2
√

3 − 𝑖
)︀2

+ 3
(︀√

3 + 𝑖
)︀ (︀

2
√

3 + 𝑖
)︀2 − 48

√
3 =

= −
(︀
𝑐7
(︀√

3 − 𝑖
)︀

+ 𝑐8
(︀√

3 + 𝑖
)︀

+ 𝑐9
√

3
)︀
,

3
(︀√

3 + 𝑖
)︀

(−𝑖)2 + 3
(︀√

3 + 𝑖
)︀
· 𝑖2 =

= −
(︀
𝑐7
(︀√

3 + 𝑖
)︀

+ 𝑐8
(︀√

3 − 𝑖
)︀

+ 𝑐9
√

3
)︀
,

−3𝑖+ 3𝑖 = − (𝑖𝑐7 − 𝑖𝑐8) .

Розв’язком отриманої системи є трiйка (𝑐7, 𝑐7, 6 − 2𝑐7), де 𝑐7 довiльне, то-
му, поклавши для визначеностi 𝑐7 = 1, матимемо один з розв’язкiв наступного
вигляду: (𝑐7, 𝑐8, 𝑐9) = (1, 1, 4) .

Нарештi, виходячи з рiвностi

𝑐1
(︀
𝑎̃1 · 𝑒𝑗

)︀3
+ 𝑐2

(︀
𝑎̃2 · 𝑒𝑗

)︀3
+ 𝑐3

(︀
𝑎̃3 · 𝑒𝑗

)︀3
+ 𝑐4

(︀
𝑎̃1 · 𝑒𝑗

)︀2
+ 𝑐5

(︀
𝑎̃2 · 𝑒𝑗

)︀2
+

+𝑐6
(︀
𝑎̃3 · 𝑒𝑗

)︀2
+ 𝑐7

(︀
𝑎̃1 · 𝑒𝑗

)︀
+ 𝑐8

(︀
𝑎̃2 · 𝑒𝑗

)︀
+ 𝑐9

(︀
𝑎̃3 · 𝑒𝑗

)︀
+ 𝑐10 = 0,

робимо висновок, що 𝑐10 = 0.
Таким чином, отримано ненульовий набiр коефiцiєнтiв

(𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6, 𝑐7, 𝑐8, 𝑐9, 𝑐10) =
(︁

1, 1, 0, 0, 0,−4
√

3, 1, 1, 4, 0
)︁
,

i побудовано нетривiальний полiномiальний розв’язок третього степеня задачi

𝐿𝑢 ≡ (𝑎1 · ∇) (𝑎2 · ∇) (𝑎3 · ∇)𝑢 = 0, 𝑢|𝜕𝑇 = 0.

Запишемо побудований розв’язок 𝑢 (𝑥) в остаточному виглядi:

𝑢 (𝑥) = (−𝑖𝑥1 + 𝑥2)
3 + (𝑖𝑥1 + 𝑥2)

3 − 4
√

3 (−𝑥1)2 + (−𝑖𝑥1 + 𝑥2) +

+ (𝑖𝑥1 + 𝑥2) − 4𝑥1 = 2𝑥32 − 6𝑥21𝑥2 − 4
√

3𝑥21 − 4𝑥1 + 2𝑥2.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй роботi
одержано критерiй порушення єдиностi розв’язку однорiдної крайової задачi з
однiєю умовою для безтипового диференцiального рiвняння в багатокутнику.
Порядок рiвняння спiвпадає з кiлькiстю сторiн багатокутника. Доведення ре-
зультату базується на принципi двоїстостi рiвняння-область. В якостi прикладу
побудовано нетривiальний розв’язок задачi в трикутнику для рiвняння третього
порядку.
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The criterion of unique solvability of a homogeneous boundary value problem with one
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ON DIFFERENTIALLY PRIME IDEALS OF NOETHERIAN
SEMIRINGS

The paper is devoted to the investigation of the notion of a differentially prime

ideal of a differential commutative semiring (i. e. a semiring equipped with a derivation),
and its interrelation with the notions of a quasi-prime ideal and a primary ideal. The
notion of a semiring derivation is traditionally defined as an additive map satisfying the
Leibnitz rule, i. e. a map 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 is called a derivation on 𝑅 if 𝛿 (𝑎+ 𝑏) = 𝛿 (𝑎) + 𝛿 (𝑏)
and 𝛿 (𝑎𝑏) = 𝛿 (𝑎) 𝑏+ 𝑎𝛿 (𝑏) for any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅.

A differential ideal 𝑃 of 𝑅 is called a differentially prime ideal if for any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,
𝑘 ∈ N0, 𝑎𝑏(𝑘) ∈ 𝑃 follows 𝑎 ∈ 𝑃 or 𝑏 ∈ 𝑃 . It is proved that an ideal 𝑃 of a semiring 𝑅
is prime if and only if for any ideals 𝐼 and 𝐽 of 𝑅 the inclusion 𝐼𝐽 ⊆ 𝑃 follows 𝐼 ⊆ 𝑃 or
𝐽 ⊆ 𝑃 . A quasi-prime ideal is a differential ideal of a semiring which is maximal among
those ideals disjoint from some multiplicatively closed subset of a semiring.

In this paper we investigate some properties of such differentially prime ideals, in par-
ticular in case of differential Noetherian semirings. The paper consists of two main parts.
The first part of the paper is devoted to establishing some properties of differentially
prime ideals and gives some examples of such ideals. In the second part, the author in-
vestigates the connection existing between quasi-prime ideals, primary ideals and
differentially prime ideals in differential Noetherian semirings. It is established
that in a differential Noetherian semiring 𝑅 a differential ideal 𝐼 of 𝑅 is differentially prime
if and only if 𝐼 is a quasi-prime ideal.

Keywords: semiring derivation, differential semiring, differential semiring ideal, differen-
tially prime ideal, quasi-prime ideal, primary ideal, Noetherian semiring.

1. Introduction. The notion of a derivation for semirings, defined in [1] as an addi-
tive map satisfying the Leibnitz rule, as well as the notion of a differential semiring
recently received a lot of attention in [2–4]. Different properties of semiring derivati-
ons, differential semirings, ideals of differential semirings were investigated. Quasi-
prime ideals of differential rings were introduced and studied in [5,6], its generalizati-
ons for differential modules, semirings and semimodules were studied in [3, 4, 7, 8].
Differentially prime ideals were introduced in [9] for differential, not necessarily
commutative, rings. Differentially prime submodules of modules over associative
rings were studied in [10]. In [11] the author studied the relations between differenti-
ally prime and quasi-prime submodules of differential modules. The objective of this
paper is to investigate some properties of differentially prime ideals of differential
commutative semirings. We aim to find the connections between differentially prime
ideals and other types of ideals of differential semirings with the ascending chain
condition for their ideals (Noetherian semirings), in particular quasi-prime ideals.

For the sake of completeness some definitions and properties used in the paper
will be given here. For more information see [1, 12–14].
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Throughout the paper N denotes the set of positive integers and N0 = N
⋃︀
{0}

the set of non-negative integers. Let 𝑅 be a nonempty set and let + and · be binary
operations on 𝑅. An algebraic system (𝑅,+, ·) is called a semiring if (𝑅,+, 0) is
a commutative monoid, (𝑅, ·) is a semigroup and multiplication distributes over
addition from either side. A semiring (𝑅,+, ·) is said to be commutative if · is
commutative on 𝑅. A semiring which is not a ring is called a proper semiring.

Zero 0𝑅 ∈ 𝑅 is called (multiplicatively) absorbing if 𝑎 · 0𝑅 = 0𝑅 · 𝑎 = 0 for all
𝑎 ∈ 𝑅. Note that 0𝑅 ∈ 𝑅 cannot be additively absorbing when 𝑅 contains more than
one element. An element 1𝑅 ∈ 𝑅 is called identity if 𝑎 · 1𝑅 = 1𝑅 ·𝑎 = 𝑎 for all 𝑎 ∈ 𝑅.
A subset 𝑆 of 𝑅 closed under addition and multiplication is called a subsemiring of
𝑅.

A left ideal of a semiring 𝑅 is a nonempty set 𝐼 ̸= 𝑅 which is closed under +
and satisfying the following conditions 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 for all 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑟 ∈ 𝑅. Similarly we can
define right ideal and two-sided ideal of a semiring. An ideal 𝐼 of a semiring 𝑅 is
called subtractive (or k-ideal) if 𝑎 ∈ 𝐼 and 𝑎+ 𝑏 ∈ 𝐼 follow 𝑏 ∈ 𝐼.

An element 𝑎 ∈ 𝑅 is called additively cancellable if 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐 follows 𝑏 = 𝑐
for all 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. Denote by 𝐾+(𝑅) the set of all additively cancellable elements of
𝑅. A semiring 𝑅 is called additively cancellative if every element of 𝑅 is additively
cancellable, i. e. 𝐾+(𝑅) = 𝑅. An element 𝑎 ∈ 𝑅 is called additively idempotent if
𝑟 + 𝑟 = 𝑟. Denote by 𝐼+(𝑅) the set of all additively idempotent elements of 𝑅.
A semiring 𝑅 is called additively idempotent if every element of 𝑀 is additively
idempotent, i. e. 𝐼+(𝑅) = 𝑅.

Let 𝑅 be a semiring. A map 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 is called a derivation on 𝑅 [1] if 𝛿 (𝑎+ 𝑏) =
𝛿 (𝑎) + 𝛿 (𝑏) and 𝛿 (𝑎𝑏) = 𝛿 (𝑎) 𝑏+ 𝑎𝛿 (𝑏) for any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅.

A semiring 𝑅 equipped with a derivation 𝛿 is called a differential semiring with
respect to the derivation 𝛿 (or 𝛿-semiring), and denoted by (𝑅, 𝛿) [2]. An ideal 𝐼 of
the semiring 𝑅 is called differential if 𝑑 (𝐼) ⊆ 𝐼. Any differential semiring has two
trivial differential ideals: {0𝑅} and itself.

Throughout the paper we consider commutative semirings.
2. Quasi-prime differential ideals and 𝑑𝑚𝑠𝑝-semirings. Let 𝐴 be a subset

of 𝑅. Denote the smallest differential ideal containing the set 𝐴 by [𝐴], the smallest
radical differential ideal containing 𝐴 by {𝐴}, the smallest differential 𝑘-ideal contai-
ning the set 𝐴 by |𝐴|, and the smallest radical differential 𝑘-ideal containing 𝐴 by
⟨𝐴⟩. A non-empty subset 𝑆 of the semiring 𝑅 is called a multiplicatively closed subset
of 𝑅 if 𝑎𝑏 ∈ 𝑆 for every 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆.

Let 𝑆 be a multiplicatively closed subset of 𝑅, 0 /∈ 𝑆. If 𝐼 is a radical differential
𝑘-ideal of 𝑅 maximal among radical differential 𝑘-ideals disjoint from 𝑆, then 𝐼 is
prime. If 𝐼 is any radical differential subtractive ideal disjoint from 𝑆, then there
exists a prime differential 𝑘-ideal 𝑃 containing 𝐼 which is disjoint from 𝑆. If 𝐼 is a
radical differential 𝑘-ideal of 𝑅, then it is an intersection of all the prime differential
𝑘-ideals containing 𝐼. [3]

Definition 1. A differential ideal 𝐼 of the semiring 𝑅 is called quasi-prime if
there exists a multiplicatively closed subset 𝑆 of 𝑅 such that 𝐼 is maximal differential
ideal such that 𝐼 ∩ 𝑆 = ∅.

For a subset 𝐴 of 𝑅 the set 𝐴# =
{︀
𝑎 ∈ 𝑅

⃒⃒
𝑎(𝑛) ∈ 𝐴 for all𝑛 ∈ N0

}︀
is called the

differential of 𝐴.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Examples. Any prime di�erential ideal of 𝑅 is quasi-prime. If 𝑄 is a maximal
di�erential ideal of 𝑅 then 𝑄 is quasi-prime. In any di�erential semiring 𝑅 for any
prime ideal 𝑃 of 𝑅 the di�erential ideal 𝑃# is quasi-prime. [3, 4]

Definition 2. A differential semirings 𝑅 is called a dmsp-semiring (or a Keigher
semiring) if for any prime 𝑘-ideal 𝑃 of 𝑅, 𝑃# is prime.

Examples. Every di�erentially trivial semiring is a dmsp-semiring. {0} is a
dmsp-semiring. Any di�erential semi�eld is a dmsp-semiring. Any Keigher ring is a
dmsp-semiring.

In a dmsp-semiring maximal among di�erential 𝑘-ideals are prime. [3, 4] In a
dmsp-semiring the radical of an arbitrary di�erential 𝑘-ideal is the intersection of
all the prime di�erential 𝑘-ideals containing 𝐼. [3]

3. Differentially prime ideals of semirings. We investigate some properties
of di�erentially prime ideals of di�erential commutative semirings.

Definition 3. A differential 𝑘-ideal 𝑃 of 𝑅 is called di�erentially prime if for
any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑘 ∈ N0, 𝑎𝑏

(𝑘) ∈ 𝑃 follows 𝑎 ∈ 𝑃 or 𝑏 ∈ 𝑃 .

If the ideal 𝐼 is quasi-prime, then 𝐼 is a di�erentially prime ideal of 𝑅.

Definition 4. Let 𝑆 ̸= ∅ be a subset of 𝑅. A subset 𝑆 is called 𝑑-multiplicatively
closed if for any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 there exists 𝑛 ∈ N0 such that 𝑎𝑏(𝑛) ∈ 𝑆.

If a subset is 𝑑-multiplicatively closed, then it is multiplicatively closed.

Proposition 1. An ideal 𝐼 of 𝑅 is differentially prime if and only if 𝑅 ∖ 𝐼 is
𝑑-multiplicatively closed.

Proof. Suppose 𝐼 is a di�erentially prime ideal of 𝑅 and there exist 𝑎, 𝑏 /∈ 𝐼 such
that 𝑎𝑏(𝑛) ∈ 𝐼 for all 𝑛 ∈ N0. Then 𝑎 ∈ 𝐼 or 𝑏 ∈ 𝐼, which contradicts to 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ∖ 𝐼.
Conversely, suppose 𝑅 ∖ 𝐼 is 𝑑-multiplicatively closed, and for all 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 and all
𝑛 ∈ N0, 𝑎𝑏

(𝑛) ∈ 𝐼, 𝑎, 𝑏 /∈ 𝐼. Then 𝑎𝑏(𝑘) /∈ 𝐼 for some 𝑘 ∈ N0, which is a contradiction.

Theorem 1. For a differential ideal 𝑃 ̸= 𝑅 of 𝑅, the following conditions are
equivalent:
1) For any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑘 ∈ N0, 𝑎𝑏

(𝑘) ∈ 𝑃 follows 𝑎 ∈ 𝑃 or 𝑏 ∈ 𝑃 ;
2) For any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑎

(𝑙)𝑏(𝑘) ∈ 𝑃 follows 𝑎 ∈ 𝑃 or 𝑏 ∈ 𝑃 ;
3) For any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, [𝑎] · [𝑏] ⊆ 𝑃 follows 𝑎 ∈ 𝑃 or 𝑏 ∈ 𝑃 ;
4) For any differential ideals 𝐼 and 𝐽 of 𝑅, 𝐼𝐽 ⊆ 𝑃 follows 𝐼 ⊆ 𝑃 or 𝐽 ⊆ 𝑃 .

Proof. (1 =⇒ 2) Suppose 𝑎(𝑙)𝑏(𝑘) ∈ 𝑃 for any 𝑘, 𝑙 ∈ N0. Denote 𝑡 = 𝑙 + 𝑘.
For 𝑡 = 0 we have 𝑎(0)𝑏(0) = 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 . Therefore, 𝛿(𝑎𝑏) ∈ 𝑃 . For a 𝑘-ideal 𝑃 ,
(𝑎𝑏)′ = 𝑎′𝑏+ 𝑎𝑏′ ∈ 𝑃 , 𝑎𝑏′ ∈ 𝑃 follow 𝑎′𝑏 ∈ 𝑃 .

Consider (𝑎𝑏(𝑘))′ = 𝑎′𝑏(𝑘)+𝑎𝑏(𝑘+1) for all 𝑘 ∈ N0. Similarly, (𝑎𝑏(𝑘))′ ∈ 𝑃 , 𝑎𝑏(𝑘+1) ∈
𝑃 follow 𝑎′𝑏(𝑘) ∈ 𝑃 . Then from (𝑎′𝑏(𝑘−1))′ = 𝑎′′𝑏(𝑘−1) + 𝑎′𝑏(𝑘) ∈ 𝑃 , 𝑎′𝑏(𝑘) ∈ 𝑃 and the
subtractiveness of 𝑃 we obtain 𝑎′′𝑏(𝑘) ∈ 𝑃 , etc. (2 =⇒ 1) Obvious when 𝑙 = 0.

(2 =⇒ 3) Conversely, if [𝑎] · [𝑏] ⊆ 𝑃 then
∑︀

𝑘,𝑙∈N0
𝑅𝑎(𝑙)𝑏(𝑘) ⊆ 𝑃 , in partic-

ular 𝑎(𝑙)𝑏(𝑘) ∈ 𝑃 . Hence, 𝑎 ∈ 𝑃 or 𝑏 ∈ 𝑃 . (3 =⇒ 2) It is clear that [𝑎] =∑︀
𝑙∈N0

𝑅𝑎(𝑙), [𝑏] =
∑︀

𝑘∈N0
𝑅𝑏(𝑘), and so [𝑎] · [𝑏] =

∑︀
𝑘,𝑙∈N0

𝑅𝑎(𝑙)𝑏(𝑘). If 𝑎(𝑙)𝑏(𝑘) ∈ 𝑃 ,

then
∑︀

𝑘,𝑙∈N0
𝑅𝑎(𝑙)𝑏(𝑘) ⊆ 𝑃 . Therefore, [𝑎] · [𝑏] ⊆ 𝑃 , which follows 𝑎 ∈ 𝑃 or 𝑏 ∈ 𝑃 .

(3 =⇒ 4). Suppose 𝐼 * 𝑃 and 𝐽 * 𝑃 . There exists 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑎 /∈ 𝑃 , and
𝑏 ∈ 𝐽 , 𝑏 /∈ 𝑃 . Clearly, [𝑎] · [𝑏] ⊆ 𝐼𝐽 ⊆ 𝑃 . Therefore, 𝑎 ∈ 𝑃 or 𝑏 ∈ 𝑃 , which is a
contradiction. (4 =⇒ 3) is obvious.
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Theorem 2. Let 𝑆 be 𝑑-multiplicatively closed subset of 𝑅. If the ideal 𝐼 is
d-maximal in 𝑅 ∖ 𝑆, then 𝐼 is a differentially prime ideal of 𝑅.

Proof. Suppose that there exist 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 and 𝑛 ∈ N0 such that 𝑎𝑏(𝑛) ∈ 𝑁 ,
𝑎, 𝑏 /∈ 𝑃 . It is clear that 𝑃 ⊂ 𝑃 + [𝑎] and 𝑃 ⊂ 𝑃 + [𝑏]. Since 𝑃 is maximal
among the di�erential ideals not meeting some 𝑑-multiplicatively closed subset 𝑆,
(𝑃 + [𝑎]) ∩ 𝑆 ̸= ∅, (𝑃 + [𝑏]) ∩ 𝑆 ̸= ∅. Therefore there exist 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 such that
𝑎 ∈ 𝑃 + [𝑎] and 𝑏 ∈ 𝑃 + [𝑏]. On the other hand, since 𝑆 is a 𝑑-multiplicatively
closed subset, then 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 follows the existence of 𝑛 ∈ N0 such that 𝑎𝑏(𝑛) ∈ 𝑆.
Therefore 𝑏(𝑛) ∈ (𝑃 + [𝑎]) ∩ 𝑆. Then 𝑎𝑏(𝑛) ∈ (𝑃 + [𝑎]) · (𝑃 + [𝑏]) ⊆ 𝑃. Therefore,
𝑎𝑏(𝑛) ∈ 𝑃

⋂︀
𝑆 ̸= ∅, but it contradicts the assumption that 𝑆

⋂︀
𝑃 = ∅. Hence 𝑃 is

a di�erentially prime ideal.
4. Quasi-prime and differentially prime ideals in Noetherian semir-

ings.

Here we study the interrelationship between di�erentially prime, quasi-prime and
primary ideals of di�erential Noetherian semirings.

Proposition 2. Let 𝑎 ∈ 𝑅. There exists 𝑛 ∈ N0 such that (𝐼 : 𝑎𝑛) is a differential
ideal and (𝐼 : 𝑎𝑛) = (𝐼 : 𝑎𝑘) for any 𝑘 ≥ 𝑛.

Proof. Denote 𝑈 = ∪∞
𝑙=𝑜(𝐼 : 𝑎𝑙) ⊆ 𝑅. For any 𝑏 ∈ 𝑈 there exists 𝑙 ∈ N0 such

that 𝑏 ∈ (𝐼 : 𝑎𝑙). Then 𝑎𝑙𝑏 ∈ 𝐼. Since 𝐼 is a di�erential ideal of 𝑅, then 𝛿(𝑎𝑙𝑏) ∈ 𝐼.
From 𝛿(𝑎𝑙𝑏) = 𝑙𝑎𝑙−1𝛿𝑎𝑏+ 𝑎𝑙𝛿𝑏 ∈ 𝐼 and subtractiveness of 𝐼 we have that 𝑎𝑙𝛿(𝑏) ∈ 𝐼.
Thus, 𝛿(𝑏) ∈ (𝐼 : 𝑎𝑙), which follows 𝛿(𝑏) ∈ 𝑈 .

The ideals (𝐼 : 𝑎𝑛), 𝑛 ∈ N0, form a chain, therefore there exists 𝑛 ∈ N0 such that
(𝐼 : 𝑎𝑛) = (𝐼 : 𝑎𝑘) for any 𝑘 ≥ 𝑛.

Theorem 3. Let 𝑅 be a Noetherian semiring. If the ideal 𝑃 of 𝑅 is differentially
prime, then 𝑃 is a primary ideal of 𝑅.

Proof. Suppose 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 . For an ideal 𝑃 we have that 𝑎𝑛𝑏 ∈ 𝑃 , which follows
𝑏 ∈ (𝑃 : 𝑎𝑛). By Proposition 2, [𝑏] ⊆ (𝑃 : 𝑎𝑛). From 𝑎𝑛𝑏 ∈ 𝑃 we also have that
𝑎𝑛 ∈ (𝑃 : [𝑏]). Therefore, [𝑎𝑛] ⊆ (𝑃 : [𝑏]). Then [𝑎𝑛][𝑏] ⊆ 𝑃 . By Theorem 1, we have
[𝑎𝑛] ⊆ 𝑃 or [𝑏] ⊆ 𝑃 . Hence, 𝑎𝑛 ∈ 𝑃 or 𝑏 ∈ 𝑃 , i. e. 𝑃 is a primary ideal.

Theorem 4. For every differential ideal 𝐼 of the Noetherian semiring 𝑅 the
following are equivalent:
1) 𝐼 is a quasi-prime ideal;
2) 𝐼 = 𝑃# for some prime ideal 𝑃 of 𝑅;
3) 𝐼 is a differentially prime ideal.

Proof. (1) =⇒ (2) Let 𝐼 be a quasi-prime ideal of 𝑅, i. e. maximal among
di�erential ideals disjoint from the multiplicatively closed subset 𝑆, and let 𝐾 be
maximal among ordinary ideals disjoint from 𝑆 and containing 𝐼. Then 𝐾 is prime
ideal of 𝑅 as each 𝑑-multiplcatively closed subset is multiplicatively closed. Show
that 𝐼 = 𝐾#. Since 𝐼 is a di�erential ideal of 𝑅, then 𝐼 ⊆ 𝐾#. The converse
inclusion implies due to maximality of the di�erential ideal 𝐼 among those disjoint
from 𝑆, because 𝐾# is disjoint from 𝑆 and it is di�erential ideal of 𝑅.

(2) =⇒ (3) Let 𝐼 = 𝑃# for some prime ideal of 𝑅 of 𝑀 . Then 𝐼 is maximal
among di�erential ideals disjoint from 𝑃 . Let 𝑆 = 𝑅∖𝑃 . Assuming that all the
derivations are trivial, we see that 𝑆 is a multiplicatively closed subset of 𝑅. Denote
by 𝐾 the intersection of all 𝑑-multiplicatively closed subsets of 𝑅, which contain 𝑆.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Then 𝑆 is the least 𝑑-multiplicatively closed subset of those containing 𝑆. Hence 𝐼
is a di�erentially prime ideal of 𝑅 because of 1. It remains to verify that 𝐼 = 𝑅∖𝐾.
Since 𝑅∖𝐾 is disjoint from 𝑆, then 𝑅∖𝐾 ⊆ 𝑃 , and due to the fact that 𝑅∖𝐾 is a
di�erential ideal of 𝑅, we have the inclusion 𝑅∖𝐾 ⊆ 𝐼. Given the minimality of the
set 𝐾, we obtain that the set 𝑅∖𝐾 is a maximal ideal among the di�erential ideals
of 𝐼. Hereby 𝑅∖𝐾 = 𝑁 .

(3) =⇒ (1) Let 𝐼 be some di�erentially prime ideal of 𝑅. Then, by Proposition
1, the set 𝑅∖𝐼 is a 𝑑-multiplicatively closed subset of the semiring 𝑅. Since 𝐼 is
maximal di�erential ideal disjoint from 𝑅∖𝐼, then, by de�nition, it is quasi-prime.

5. Conclusions. This paper is devoted to investigating di�erentially prime
ideals of di�erential semirings. We continue studying the interrelationship between
di�erent types of di�erential ideals of di�erential semirings, in particular di�eren-
tially prime, quasi-prime and primary ideals of di�erential Noetherian semirings,
i. e. di�erential semirings with the ascending chain conditions for their ideals. The
obtained results can be used in the further study of di�erential ideals.
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Мельник I. О. Про диференцiально-первиннi iдеали нетерових напiвкiлець.
Ця стаття присвячена дослiдженню поняття диференцiально-первинного iдеалу

в диференцiальному комутативному напiвкiльцi (напiвкiльцi разом iз заданому на
ньому диференцiюванням) та його зв’язками з поняттями квазiпервинного iдеалу та
примарного iдеалу. Поняття диференцiювання напiвкiльця традицiйно визначають
як адитивне вiдображення, яке задовольняє правило Лейбнiца, тобто вiдображення
𝛿 : 𝑅 → 𝑅 називають диференцiюванням напiвкiльця 𝑅, якщо 𝛿 (𝑎+ 𝑏) = 𝛿 (𝑎) + 𝛿 (𝑏) i
𝛿 (𝑎𝑏) = 𝛿 (𝑎) 𝑏+ 𝑎𝛿 (𝑏) для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅.

Диференцiальний iдеал 𝑃 напiвкiльця 𝑅 називають диференцiально-первинним
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iдеалом, якщо для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑘 ∈ N0, з 𝑎𝑏(𝑘) ∈ 𝑃 випливає, що 𝑎 ∈ 𝑃
або 𝑏 ∈ 𝑃 . Доведено, що iдеал 𝑃 напiвкiльця 𝑅 є диференцiально-первинним тодi i
тiльки тодi, коли для iдеалiв 𝐼 та 𝐽 напiвкiльця 𝑅 з включення 𝐼𝐽 ⊆ 𝑃 випливає, що
𝐼 ⊆ 𝑃 або 𝐽 ⊆ 𝑃 . Квазiпервинний iдеал напiвкiльця — це диференцiальний iдеал,
максимальний серед диференцiальних iдеалiв, що мають порожнiй перетин з деякою
мультиплiкативно-замкненою пiдмножиною даного напiвкiльця.

У цiй статтi дослiджуються деякi властивостi диференцiально-первинних iдеалiв,
зокрема таких iдеалiв в диференцiальних нетерових напiвкiльцях.

Стаття складається з двох основних частин. У першiй частинi встановлено де-
якi властивостi диференцiально-первинних iдеалiв та подано приклади таких iде-
алiв. У другiй частинi статтi автор дослiджує зв’язки, що iснують мiж поняття-
ми квазiпервинний, примарний iдеал та диференцiально-первинний iдеал в нетеро-
вих диференцiальних напiвкiльцях. Встановлено, що в диференцiальному нетеровому

напiвкiльцi 𝑅 диференцiальний iдеал 𝐼 напiвкiльця 𝑅 є диференцiально-первинним
iдеалом тодi i тiльки тодi, коли 𝐼 є квазiпервинний iдеал.

Ключовi слова: диференцiювання напiвкiльця, диференцiальне напiвкiльце, дифе-
ренцiальний iдеал напiвкiльця, диференцiально-первинний iдеал, квазiпервинний iде-
ал, примарний iдеал, нетерове напiвкiльце.
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МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВОГО СТАЦIОНАРНОГО
ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ З НЕОБМЕЖЕНИМ СПЕКТРОМ З

ВИКОРИСТАННЯМ ТЕОРIЇ 𝐿2(Ω)-ПРОЦЕСIВ

Робота присвячена подальшому розвитку теорiї моделювання гауссових стацiонар-
них випадкових процесiв за методом, який запропонував i розвивав Ю. В. Козаченко.
Розглянуто застосування теорiї 𝐿2(Ω)-процесiв при моделюваннi гауссових стацiонар-
них випадкових процесiв. Використовуючи оцiнки норм та деякi властивостi i теореми
𝐿2(Ω)-процесiв, для моделi одержано розбиття спектрального промiжку, при якому
модель наближатиме процес з заданими точнiстю i надiйнiстю в рiвномiрнiй метрицi.
У середовищi Python було змодельовано процес для часткового випадку.

Ключовi слова: 𝐿2(Ω)-процеси, гауссiв стацiонарний випадковий процес, модель про-
цесу, точнiсть, надiйнiсть моделi.

1. Вступ. Однiєю з актуальних задач теорiї випадкових процесiв є побудова
математичної моделi, а також дослiдження її загальних властивостей. На сього-
днiшнiй день активно розроблюються загальнi методи чисельного моделювання
випадкових процесiв, а також швидко зростає область застосування стохасти-
чних моделей, зокрема в радiотехнiцi, електронiцi, у актуарнiй математицi i
т.д.
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Оскiльки бiльшiсть фiзичних явищ залежить вiд багатьох факторiв, то при
їх моделюваннi намагаються вiдтворити процеси, що є сумою великого числа
випадкових факторiв, тобто, згiдно з центральною граничною теоремою, гаус-
совi або близькi до них процеси. Тому найбiльш поширеними i найбiльш роз-
робленими є методи моделювання гауссових випадкових процесiв i полiв. Ряд
нових напрямкiв у галузi моделювання випадкових процесiв та полiв розробле-
но Г. О. Михайловим, Ю. В. Козаченком та їх учнями [1]- [3], [6]. Дана робота
присвячена подальшому розвитку теорiї моделювання гауссових стацiонарних
випадкових процесiв за методом, який запропонував i розвивав Ю. В. Коза-
ченко. У данiй роботi розглянуто простiр Орлича, що породжується функцiєю
𝑈(𝑥) = |𝑥|2. Випадковий процес у цьому просторi називають 𝐿2(Ω)-процесом.
Використовуючи властивостi цього процесу, побудовано модель гауссового ста-
цiонарного процесу з заданими точнiстю i надiйнiстю i для часткового випадку
комп’ютерно змодельовано процес.

2. Основний результат. Розглянемо гауссовий стацiонарний дiйсний цен-
трований неперервний в середньому квадратичному випадковий процес 𝑋(𝑡) з
коварiацiйною функцiєю:

𝑟(𝜏) = 𝐸𝑋(𝑡+ 𝜏)𝑋(𝑡) =

∞∫︁
0

cos𝜆𝑡𝑑𝐹 (𝜆),

де 𝐹 (𝜆) – неперервна спектральна функцiя цього процесу.
Тодi випадковий процес має зображення

𝑋(𝑡) =

∞∫︁
0

cos𝜆𝑡𝑑𝜂1(𝜆) +

∞∫︁
0

sin𝜆𝑡𝑑𝜂2(𝜆),

де 𝜂1(𝜆) та 𝜂2(𝜆) такi незалежнi центрованi гауссовi випадковi процеси, що
𝐸(𝜂𝑖(𝜆2) − 𝜂𝑖(𝜆1))

2 = 𝐹 (𝜆2) − 𝐹 (𝜆1) при 𝜆1 < 𝜆2, 𝑖 = 1, 2.
За модель процесу вiзьмемо випадковий процес

𝑋𝑀(𝑡) =
𝑀∑︁
𝑘=0

[𝜂𝑘1 cos 𝜁𝑘𝑡+ 𝜂𝑘2 sin 𝜁𝑘𝑡], (1)

де де 𝜂𝑙1, 𝜂𝑚2, 𝜁𝑘 — незалежнi при всiх 𝑙,𝑚 та 𝑘 випадковi величини,
Λ = {𝜆0, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑀+1} – таке розбиття промiжку [0,+∞), що 𝜆0 = 0, 𝜆𝑘 < 𝜆𝑘+1,
𝜆𝑀+1 = +∞, 𝜂𝑘1, 𝜂𝑘2 – гауссовi випадковi величини, такi що 𝐸𝜂𝑘1 = 𝐸𝜂𝑘2 = 0,
𝐸𝜂2𝑘1 = 𝐸𝜂2𝑘2 = 𝐹 (𝜆𝑘+1) − 𝐹 (𝜆𝑘) = 𝑏2𝑘, 𝜁𝑘 – випадковi величини, що приймають
значення на вiдрiзках [𝜆𝑘, 𝜆𝑘+1], та якщо 𝑏2𝑘 > 0, то

𝐹𝑘(𝜆) = 𝑃{𝜁𝑘 < 𝜆} =
𝐹 (𝜆) − 𝐹 (𝜆𝑘)

𝐹 (𝜆𝑘+1) − 𝐹 (𝜆𝑘)
.

Якщо 𝑏2𝑘 = 0, то 𝜂𝑘1 = 0, 𝜂𝑘2 = 0, 𝜁𝑘 = 0 з ймовiрнiстю одиниця.

Означення 1. [1] Випадкову величину 𝜉 називатимемо субгауссовою, якщо
знайдеться таке 𝑎 ≥ 0, що для всiх 𝜆 ∈ 𝑅 виконується нерiвнiсть

𝐸 exp {𝜆𝜉} ≤ exp

{︂
𝑎2𝜆2

2

}︂
.

Роздiл 1: Математика i статистика



МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВОГО СТАЦIОНАРНОГО ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ . . . 77

Клас всiх субгауссових величин будемо позначати 𝑆𝑢𝑏(Ω).
Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ T} називається субгауссовим процесом,
якщо для всiх 𝑡 ∈ T , 𝑋(𝑡) – субгауссова випадкова величина та sup

𝑡∈T
𝜏(𝑋(𝑡)) <

<∞.

Нехай 𝜂𝑀(𝑡) = 𝑋(𝑡) −𝑋𝑀(𝑡). Тодi

𝜂𝑀(𝑡) =
𝑀∑︁
𝑘=0

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(cos𝜆𝑡− cos 𝜁𝑘𝑡)𝑑𝜂1(𝜆) +

𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(sin𝜆𝑡− sin 𝜁𝑘𝑡)𝑑𝜂2(𝜆)

⎞⎠ . (2)

Лема 1. [4] Нехай ‖𝜉‖𝐿𝑝 = (𝐸|𝜉|𝑝)
1
𝑝 , 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝜉𝑖 ∈ 𝐿𝑝 – послiдовнiсть

незалежних випадкових величин з 𝐸𝜉𝑖 = 0, 𝑖 = 1,∞. Тодi

‖
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜉𝑖‖2𝐿𝑝
≤ 𝐶𝑝

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

‖𝜉𝑖‖2𝐿𝑝

)︃
,

де

𝐶𝑝 = 8

(︂
(𝑝+ 1)

2
√
𝜋

)︂ 2
𝑝

.

З дослiджень дисертацiї [7] для часткового випадку 𝐿2(Ω)-процесу сформу-
люємо леми:

Лема 2. Якщо
∞∫︀
0

𝜆2𝑑𝐹 (𝜆) < ∞, то для субгауссового випадкового процесу

𝜂𝑀(𝑡) справедлива нерiвнiсть

‖𝜂𝑀(𝑡)‖𝐿2 ≤ 2(𝐶2
̃︀∆2)

1
2𝑇

⎡⎢⎣(︂𝜆𝑀
𝑀

)︂2

𝐹 (𝜆𝑀) +

⎛⎝ ∞∫︁
𝜆𝑀

|𝜆− 𝜆𝑀 |2𝑑𝐹 (𝜆)

⎞⎠ 2
2

⎤⎥⎦
1
2

. (3)

Лема 3. Якщо
∞∫︀
0

𝜆2𝑑𝐹 (𝜆) <∞, 𝑝 ≥ 2, то справедливе спiввiдношення

‖𝜂𝑀(𝑡) − 𝜂𝑀(𝑠)‖𝐿2 ≤ 2(𝐶2
̃︀∆2)

1
2 |𝑠− 𝑡|

[︃(︂
𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 + 𝜆𝑀𝑇 )2𝐹 (𝜆𝑀)

+

∞∫︁
𝜆𝑀

|3𝑢− 𝜆𝑀 |2 𝑑𝐹 (𝑢)

⎤⎦ 1
2

. (4)

Обчислимо коефiцiєнти для нашого випадку: 𝐶2 = 8
(︁

𝛤 (3)
2
√
𝜋

)︁
= 8√

𝜋
;

̃︀∆2 =
√︁

2
𝜋

∞∫︀
0

𝑡2𝑒−𝑡2/2𝑑𝑡, провiвши замiну змiнних, матимемо ̃︀∆2 = 2√
𝜋
𝛤
(︀
3
2

)︀
= 1.

Cправедливою буде теорема:
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Теорема 1. Якщо в моделi 𝑋𝑀(𝑡) розбиття Λ таке, що виконуються не-
рiвностi:

∞∫︁
0

𝜆2𝑑𝐹 (𝜆) <∞, (5)

√︀
𝑇𝐿𝜀0 +

√
2𝜀0 ≤

𝛿

3

√︂
2𝛽

3
, (6)

де 𝐿 = 4
√
2

4√𝜋

[︃(︀
𝜆𝑀

𝑀

)︀2
(1 + 𝜆𝑀𝑇 )2𝐹 (𝜆𝑀) +

∞∫︀
𝜆𝑀

(3𝑢− 𝜆𝑀)2 𝑑𝐹 (𝑢)

]︃ 1
2

, a

𝜀0 = 4
√
2

4√𝜋
𝑇

[︃(︀
𝜆𝑀

𝑀

)︀2
𝐹 (𝜆𝑀) +

∞∫︀
𝜆𝑀

(𝑢− 𝜆𝑀)2 𝑑𝐹 (𝑢)

]︃ 1
2

, то iснує випадковий гауссiв

процес 𝑋(𝑡) до якого дана модель 𝑋𝑀(𝑡) буде наближатись з надiйнiстю 1−𝛽,
0 < 𝛽 < 1 та точнiстю 𝛿 > 0 в рiвномiрнiй метрицi.

Доведення. Випадковий процес 𝑋(𝑡) i його модель, а отже i 𝜂𝑀(𝑡) є сепа-
рабельними неперервними з ймовiрнiстю одиниця процесами.

Якщо виконується умова (6), то з леми 2 випливає, що процес 𝜂𝑀(𝑡) є 𝐿2(Ω)-
процесом (оскiльки 𝜀0 = sup

0≤𝑡≤𝑇
‖𝜂𝑀(𝑡)‖𝐿𝑝 <∞).

А для 𝐿2(Ω)-процесу справедлива нерiвнiсть:

𝑃

{︂
sup

0≤𝑡≤𝑇
|𝜂𝑀(𝑡)| > 𝛿

}︂
≤
̃︀𝐵2
2

𝛿2
,

де ̃︀𝐵2 = inf
0≤𝑡≤𝑇

(𝐸|𝜂𝑀(𝑡)|2)
1
2 + inf

0<𝜃<1

1
𝜃(1−𝜃)

𝜃2𝜀0∫︀
0

𝑁
1
2 (𝜀)𝑑𝜀, 𝜀0 = sup

0≤𝑡≤𝑇
‖𝜂𝑀(𝑡)‖𝐿2 .

Оскiльки з [5] 𝑁(𝜀) = 𝑇
2𝜎(−1)(𝜀)

+ 1, 𝜎(ℎ) = sup
|𝑡−𝑠|<ℎ

‖𝜂𝑀(𝑡) − 𝜂𝑀(𝑠)‖𝐿2 .

В нашому випадку 𝜎(ℎ) = ℎ𝐿, де 𝐿 визначено в лемi 2:

𝐿 =
4
√

2
4
√
𝜋

⎡⎣(︂𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 + 𝜆𝑀𝑇 )2𝐹 (𝜆𝑀) +

∞∫︁
𝜆𝑀

(3𝑢− 𝜆𝑀)2 𝑑𝐹 (𝑢)

⎤⎦ 1
2

.

Тодi

𝜎(−1)(ℎ) =
ℎ

𝐿
, inf

0≤𝑡≤𝑇

(︀
𝐸|𝜂𝑀(𝑡)|2

)︀ 1
2 = 0,

𝐵2 = inf
0<𝜃<1

1

𝜃(1 − 𝜃)

2𝜃𝜀0∫︁
0

(︂
𝑇𝐿

2𝜀
+ 1

)︂ 1
2

𝑑𝜀 ≤ inf
0<𝜃<1

1

𝜃(1 − 𝜃)

[︃(︂
𝑇𝐿

2

)︂ 1
2

(𝜃𝜀0)
1
2 2 + 2𝜃𝜀0

]︃

≤ inf
0<𝜃<1

𝜃
1
2

𝜃(1 − 𝜃)

[︁√︀
2𝑇𝐿𝜀0 + 2𝜀0

]︁
Мiнiмум досягається при 𝜃 = 1

3
, тому

𝐵2 =
3
√

3

2

[︁√︀
2𝑇𝐿𝜀0 + 2𝜀0

]︁
.
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Тодi 𝑃{ sup
0<𝑡≤𝑇

|𝜂𝑀(𝑡)| > 𝛿} ≤ 27

4𝛿2

(︁√︀
2𝑇𝐿𝜀0 + 2𝜀0

)︁2
.

Оскiльки можна пiдiбрати такi 𝜆𝑀 та 𝑀 , щоб 𝜀0 та 𝐿 були зробленi як зав-
годно малими, то iснує таке розбиття Λ, для якого згiдно означення збiжностi
моделi до процесу з певною точнiстю i надiйнiстю повинна виконуватись нерiв-
нiсть

27

4𝛿2

(︁√︀
2𝑇𝐿𝜀0 + 2𝜀0

)︁2
≤ 𝛽.

Розглянемо частковий випадок цiєї теореми.
Вiзьмемо таку спектральну функцiю: 𝐹 (𝜆) = 1 − 𝑒−𝜆. Тодi умова (5) вико-

нується:
∞∫︁
0

𝜆2𝑒−𝜆𝑑𝜆 = 𝛤 (3) = 2

Знайдемо коефiцiєнти нерiвностi (6), поклавши 𝑇 = 1:

𝜀0 =
4
√

2
4
√
𝜋

⎡⎣(︂𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) +

∞∫︁
𝜆𝑀

(𝑢− 𝜆𝑀)2 𝑒−𝑢𝑑𝑢

⎤⎦ 1
2

=

=
4
√

2
4
√
𝜋

[︃(︂
𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) + 2𝑒−𝜆𝑀

]︃ 1
2

𝐿 =
4
√

2
4
√
𝜋

⎡⎣(︂𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 + 𝜆𝑀)2(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) +

∞∫︁
𝜆𝑀

(3𝑢− 𝜆𝑀)2 𝑒−𝑢𝑑𝑢

⎤⎦ 1
2

Обчисливши визначений iнтеграл у другому доданку, матимемо:

𝐿 =
4
√

2
4
√
𝜋

[︃(︂
𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 + 𝜆𝑀)2(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) + 𝑒−𝜆𝑀
(︀
4𝜆2𝑀 + 12𝜆𝑀 + 3

)︀]︃ 1
2

Пiдставимо результати у (6), матимемо:

4

√︂(︁(︀
𝜆𝑀

𝑀

)︀2
(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) + 2

𝑒𝜆𝑀

)︁(︁(︀
𝜆𝑀

𝑀

)︀2
(1 + 𝜆𝑀)2(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) +

4𝜆2
𝑀+12𝜆𝑀+3

𝑒𝜆𝑀

)︁
+

+

√︁
2
(︀
𝜆𝑀

𝑀

)︀2
(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) + 4𝑒−𝜆𝑀 ≤ 𝛿

12

√︁
𝛽
√
𝜋

3

Пiдставляючи рiзнi значення точностi i надiйностi, можемо одержати зале-
жнiсть числа 𝑀 доданкiв моделi процесу вiд довжини спектру 𝜆𝑀 . Для
розв’язання цiєї нерiвностi складено програму на мовi Python. Результати по-
данi у зведенiй таблицi 1.

Комп’ютерно змоделюємо процес (1) для одного з часткових випадкiв, ви-
користовуючи мову програмування Python.

Для цього потрiбно змоделювати компоненти моделi (1), тобто гауссовi ви-
падковi величини 𝜂𝑘1, 𝜂𝑘2, для яких 𝐸𝜂𝑘1 = 𝐸𝜂𝑘2 = 0, 𝐸𝜂2𝑘1 = 𝐸𝜂2𝑘2 = 𝐹 (𝜆𝑘+1) −
− 𝐹 (𝜆𝑘) = 𝑏2𝑘 та випадковi величини 𝜁𝑘, що приймають значення на вiдрiзках
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Таблиця 1.
Залежнiсть числа 𝑀 вiд точностi i надiйностi моделi.

𝛿 𝛽 𝜆𝑀 𝑀

25 80 416
0.1 0.1 50 211 226

100 565 982

25 820 756
0.01 0.1 50 2 111 936

100 5 659 720

25 3 276 316
0.01 0.01 50 6 678 481

100 17 897 584

[𝜆𝑘, 𝜆𝑘+1] з функцiєю розподiлу

𝐹𝑘(𝜆) = 𝑃{𝜁𝑘 < 𝜆} =
𝐹 (𝜆) − 𝐹 (𝜆𝑘)

𝐹 (𝜆𝑘+1) − 𝐹 (𝜆𝑘)
.

Для моделювання випадкових величин 𝜁𝑘 використано метод Смiрнова, а
для моделювання нормально розподiлених випадкових величин, використано
готовi функцiї бiблiотеки numpy.random; часову змiнну 𝑡 взято з промiжку [0, 1].
Одержимо графiчне представлення процесу на рис. 1.

Рис. 1. Модель випадкового процесу,
при 𝐹 (𝜆) = 1 − 𝑒−𝜆.

Рис. 2. Скрiншот результату.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй роботi
побудовано модель гауссового стацiонарного випадкового процесу з заданими
точнiстю i надiйнiстю у рiвномiрнiй метрицi, використовуючи теорiю 𝐿2(Ω)-
процесiв. Для часткового випадку спектральної функцiї та деяких значень то-
чностi i надiйностi одержано таблицю значень числа 𝑀 в залежностi вiд вели-
чини спектрального промiжку. Проаналiзувавши її, видно, що iз покращенням
точностi i надiйностi, зростає кiлькiсть доданкiв у моделi (1) . Для точностi
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𝛿 = 0, 1, надiйностi 1−𝛽 = 0, 9 i спектральної функцiї 𝐹 (𝜆) = 1− 𝑒−𝜆, одержано
графiчне представлення процесу (див. рис. 1).
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА СПЕЦIАЛЬНОГО
КАНОНIЧНОГО ДОБУТКУ

Встановлено рiвномiрнi асимптотичнi оцiнки логарифмiчної похiдної, логарифму
модуля та логарифму спецiального канонiчного добутку з покращеним розподiлом
нулiв на скiнченнiй системi променiв з точнiстю до обмеженої величини зовнi деяких
виняткових множин. Крiм того, дослiджено асимптотичну поведiнку похiдної спецi-
ального канонiчного добутку в його нулях. При цьому, отримано новi асимптотичнi
спiввiдношення для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв цього канонiчного добу-
тку.

Ключовi слова: виняткова множина, лiчильна функцiя нулiв, покращений розподiл
нулiв, скiнченна система променiв, спецiальний канонiчний добуток, цiла функцiя.

1. Вступ. Нехай (𝜆𝑛)𝑛∈N – неспадна до +∞ послiдовнiсть додатних чисел,
𝑛(𝑡) =

∑︀
𝜆𝑛≤𝑡

1 – лiчильна функцiя послiдовностi (𝜆𝑛)𝑛∈N (див. [1: 19], [2: 58]),

𝑁(𝑟) =
∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log
𝑟

𝜆𝑛
=

∫︁ 𝑟

0

𝑛(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡, 𝑟 > 0,

− Неванлiннова (усереднена) лiчильна функцiя послiдовностi (𝜆𝑛)𝑛∈N ([1: 19]),
i

𝑓(𝑧) =
∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 − 𝑧𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
,𝑚 ∈ N. (1)

Функцiю log 𝑓(𝑧) = log |𝑓(𝑧)|+ 𝑖 arg 𝑓(𝑧), 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, вважатимемо визначеною
за формулою ([7])

log 𝑓(𝑧) =

∫︁ 𝑧

0

𝑓 ′(𝑤)

𝑓(𝑤)
𝑑𝑤, 𝑧 ∈ C∖

(︃
𝑚−1⋃︁
𝑠=0

{︂
𝑧 : arg 𝑧 =

2𝜋𝑠

𝑚
, |𝑧| ≥ 𝜆1

}︂)︃
, log 𝑓(0) = 0.

Цiлi функцiї вигляду (1) вiдiграють важливу роль в теорiї рядiв Дiрiхле
[2–4], теорiї цiлих функцiй цiлком регулярного зростання в розумiннi Левiна-
Пфлюгера [1, 2, 5, 6], теорiї цiлих функцiй покращеного регулярного зростан-
ня [7–22], тауберовiй теорiї [23], при дослiдженнi базисiв iз систем експонент i
розв’язуваннi деяких iнтерполяцiйних задач [1–4, 24, 25]. Асимптотичнi власти-
востi таких цiлих функцiй дослiджено в працях багатьох математикiв (див. [1–
13, 23–25]). Зокрема, добре вiдомо ([2: 70]), що якщо послiдовнiсть додатних
чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову 𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌) (𝑡 → +∞), де ∆ ∈ (0; +∞),
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𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌, то для канонiчного добутку (1) для кожного 𝛿 ∈ (0;𝜋/2)
рiвномiрно за 𝜙 ∈

[︀
𝛿; 2𝜋

𝑚
− 𝛿
]︀
виконується спiввiдношення

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
=

𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 cos 𝜌
(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌), 𝑟 → +∞, 𝜙 ∈

(︂
0;

2𝜋

𝑚

)︂
.

Крiм цього, якщо послiдовнiсть (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє додаткову умову
𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛 > 𝑐𝜆𝑛

1−𝜌, 𝑐 > 0, то ([2: 71])

log |𝑓 ′(𝜆𝑛)| ≥ 𝜋∆𝜆𝜌𝑛 ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+ 𝑜(𝜆𝜌𝑛), 𝑛→ +∞.

За iнших умов на нулi цiлої функцiї (1) можна отримати точнiшi асимпто-
тичнi оцiнки (див. [4, 7–25]). Зокрема, в [7] доведено, що якщо ∆ ∈ (0; +∞),
𝜌 ∈ (0; +∞), 𝜌1 ∈ (0; 𝜌), 𝑚 > 𝜌 i послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задоволь-
няє умову 𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌1) (𝑡 → +∞), то для цiлої функцiї (1) рiвномiрно за

𝜙 ∈
𝑚−1⋃︀
𝑠=0

(︁
2𝜋𝑠
𝑚

; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

)︁
виконується

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑒−𝑖𝜋𝜌
𝑚 𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙 +

𝑜(𝑟𝜌1)⃒⃒
sin 𝑚𝜙

2

⃒⃒ , 𝑟 → +∞.

Крiм цього ([7]), якщо послiдовнiсть (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє додаткову умову

(∃𝑛0 > 0) (∀𝑛 ≥ 𝑛0) :
𝜆𝑛−1

𝜆𝑛
≤
(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂ 1
𝜌

,

то
log |𝜆𝑛𝑓 ′(𝜆𝑛)| ≥ 𝜋∆𝜆𝜌𝑛 ctg

(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+ 𝑜(𝜆𝜌1𝑛 ), 𝑛→ +∞.

Метою статтi є вивчення асимптотичних властивостей спецiальних кано-
нiчних добуткiв вигляду (1) з покращеним розподiлом нулiв (див. нижче умо-
ву (2)), що передбачає вирiшення таких задач: отримання рiвномiрних асимпто-
тичних оцiнок логарифмiчної похiдної, логарифму модуля та логарифму цiлої
функцiї (1) з точнiстю до обмеженої величини зовнi деяких виняткових мно-
жин; встановлення нових асимптотичних спiввiдношень для лiчильних фун-
кцiй послiдовностей нулiв; дослiдження асимптотичної поведiнки похiдної цiлої
функцiї (1) в її нулях.

2. Основнi результати. Через 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, . . . позначатимемо деякi до-
датнi сталi. Основними результатами даної статтi є наступнi твердження, якi
доповнюють результати робiт [7–22].

Теорема 1. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞
послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑁(𝑡) =
∆

𝜌
𝑡𝜌 +𝑂(1), 𝑡→ +∞. (2)

Тодi для цiлої функцiї (1) для кожного 𝛿 ∈ (0;𝜋/2) рiвномiрно вiдносно

𝜙 ∈
𝑚−1⋃︀
𝑠=0

[︁
2𝜋𝑠
𝑚

+ 𝛿; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

− 𝛿
]︁
виконується

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌(𝜙− 𝜋
𝑚) +𝑂(1), 𝑟 → +∞. (3)
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Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 i 𝜙 ∈
𝑚−1⋃︀
𝑠=0

(︁
2𝜋𝑠
𝑚

; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

)︁
. Тодi, за умови (2), двiчi

iнтегруючи частинами, маємо

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = −𝑚2𝑧𝑚
∫︁ +∞

0

𝑡𝑚−1

(𝑡𝑚 − 𝑧𝑚)2
𝑁(𝑡)𝑑𝑡+𝑂(1) =

= −∆

𝜌
𝑚2𝑟𝑚𝑒𝑖𝑚𝜙

∫︁ +∞

0

𝑡𝜌+𝑚−1

(𝑡𝑚 − 𝑟𝑚𝑒𝑖𝑚𝜙)2
𝑑𝑡−

−𝑚2𝑟𝑚𝑒𝑖𝑚𝜙

∫︁ +∞

0

𝑂(𝑡𝑚−1)

(𝑡𝑚 − 𝑟𝑚𝑒𝑖𝑚𝜙)2
𝑑𝑡+𝑂(1) :=

= 𝐼1 + 𝐼2 +𝑂(1), 𝑟 → +∞. (4)

Нехай 𝑡 = 𝑟𝑥
1
𝑚 . Згiдно з теорiєю лишкiв (див. [5: 94]), отримаємо

𝐼1 = −∆

𝜌
𝑚𝑟𝜌𝑒𝑖𝑚𝜙

∫︁ +∞

0

𝑥
𝜌
𝑚

(𝑥− 𝑒𝑖𝑚𝜙)2
𝑑𝑥 =

= −∆

𝜌
𝑚𝑟𝜌𝑒𝑖𝑚𝜙 2𝜋𝑖

1 − 𝑒2𝜋
𝜌
𝑚
𝑖
𝑟𝑒𝑠

𝑥=𝑒𝑖𝑚𝜙
𝑥

𝜌
𝑚

1

(𝑥− 𝑒𝑖𝜙𝑚)2
=

𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌(𝜙− 𝜋
𝑚). (5)

Далi,

|𝐼2| ≤ 𝑐1

∫︁ +∞

0

𝑢𝑚−1

|𝑢𝑚 − 𝑒𝑖𝑚𝜙|2
𝑑𝑢 = 𝑐1

∫︁ +∞

0

𝑢𝑚−1

𝑢2𝑚 − 2𝑢𝑚 cos𝑚𝜙+ 1
𝑑𝑢 ≤

≤ 𝑐1

∫︁ +∞

0

𝑢𝑚−1

𝑢2𝑚 − 2𝑢𝑚 cos𝑚𝛿 + 1
𝑑𝑢 = 𝑐2 < +∞. (6)

Таким чином, з (4)−(6) отримуємо (3). Теорему 1 доведено.
Теорема 2. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞ послi-

довнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову (2). Тодi для цiлої функцiї

(1) для кожного 𝛿 ∈ (0; 𝜋/2) рiвномiрно вiдносно 𝜙 ∈
𝑚−1⋃︀
𝑠=0

[︁
2𝜋𝑠
𝑚

+ 𝛿; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

− 𝛿
]︁

виконується

𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝜙)

𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)
=

𝜋∆𝜌

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑒−𝑖𝜋𝜌
𝑚 𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙 +𝑂(1), 𝑟 → +∞. (7)

Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 i 𝜙 ∈
𝑚−1⋃︀
𝑠=0

(︁
2𝜋𝑠
𝑚

; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

)︁
. Тодi, за умови (2), двiчi

iнтегруючи частинами, при 𝑟 → +∞ отримуємо

𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝜙)

𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)
= 𝑚3𝑧𝑚−1

∫︁ +∞

0

𝑡𝑚−1𝑧𝑚 + 𝑡2𝑚−1

(𝑧𝑚 − 𝑡𝑚)3
𝑁(𝑡)𝑑𝑡 =

=
∆

𝜌
𝑚3𝑧𝑚−1

∫︁ +∞

0

𝑡𝜌+𝑚−1𝑧𝑚 + 𝑡𝜌+2𝑚−1

(𝑧𝑚 − 𝑡𝑚)3
𝑑𝑡+𝑚3𝑧𝑚−1

∫︁ +∞

0

𝑂(𝑡𝑚−1)𝑧𝑚 +𝑂(𝑡2𝑚−1)

(𝑧𝑚 − 𝑡𝑚)3
𝑑𝑡 =

=
∆

𝜌
𝑚3𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝑚−1)𝜙

∫︁ +∞

0

𝑢𝜌+𝑚−1𝑒𝑖𝑚𝜙 + 𝑢𝜌+2𝑚−1

(𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑢𝑚)3
𝑑𝑢+
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+𝑚3𝑟−1𝑒𝑖(𝑚−1)𝜙

∫︁ +∞

0

𝑂(𝑢𝑚−1)𝑒𝑖𝑚𝜙 +𝑂(𝑢2𝑚−1)

(𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑢𝑚)3
𝑑𝑢 := 𝐽1 + 𝐽2. (8)

Нехай 𝑢 = 𝑥
1
𝑚 , 𝑑𝑢 = 1

𝑚
𝑥

1−𝑚
𝑚 𝑑𝑥. Тодi, подiбно як вище, отримаємо

𝐽1 =
∆

𝜌
𝑚2𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝑚−1)𝜙

∫︁ +∞

0

𝑥
𝜌
𝑚 𝑒𝑖𝑚𝜙 + 𝑥

𝜌
𝑚
+1

(𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑥)3
𝑑𝑥 =

∆

𝜌
𝑚2𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝑚−1)𝜙×

×
(︂

2𝜋𝑖𝑒𝑖𝑚𝜙

1 − 𝑒2𝜋
𝜌
𝑚
𝑖
𝑟𝑒𝑠

𝑥=𝑒𝑖𝑚𝜙

𝑥
𝜌
𝑚

(𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑥)3
+

2𝜋𝑖

1 − 𝑒2𝜋( 𝜌
𝑚
+1)𝑖

𝑟𝑒𝑠
𝑥=𝑒𝑖𝑚𝜙

𝑥
𝜌
𝑚
+1

(𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑥)3

)︂
=

=
𝜋∆𝜌

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑒−𝜋 𝜌
𝑚
𝑖𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙. (9)

До того ж, аналогiчно як у доведеннi теореми 1, одержимо

|𝐽2| ≤ 𝑐3𝑟
−1

∫︁ +∞

0

𝑢𝑚−1 + 𝑢2𝑚−1

|𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑢𝑚|3
𝑑𝑢 ≤ 𝑐4𝑟

−1

∫︁ +∞

0

𝑢2𝑚−1

(𝑢2𝑚 − 2𝑢𝑚 cos𝑚𝜙+ 1)3/2
𝑑𝑢 ≤

≤ 𝑐4𝑟
−1

∫︁ +∞

0

𝑢2𝑚−1

(𝑢2𝑚 − 2𝑢𝑚 cos𝑚𝛿 + 1)3/2
𝑑𝑢 = 𝑐5 < +∞, 𝑟 > 0. (10)

Таким чином, з (8)−(10) випливає (7). Теорему 2 доведено.

Лема 1. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞ послi-
довнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑁(𝑡) =
∆

𝜌
𝑡𝜌 +𝑂

(︂
1

𝑡𝜌

)︂
, 𝑡→ +∞. (11)

Тодi

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 +𝑂(1), 𝑡→ +∞. (12)

Доведення. Нехай 𝑟 = 𝑡+ 𝑐6𝑡
1−𝜌. Тодi при 𝑡→ +∞

𝑛(𝑡) ≤ 𝑁(𝑟) −𝑁(𝑡)

ln(𝑟/𝑡)
=

=

Δ
𝜌

(𝑡+ 𝑐6𝑡
1−𝜌)

𝜌 − Δ
𝜌
𝑡𝜌 +𝑂

(︀
1
𝑡𝜌

)︀
ln
(︀
1 + 𝑐6

𝑡𝜌

)︀ =

Δ
𝜌
𝑡𝜌
(︀(︀

1 + 𝑐6
𝑡𝜌

)︀𝜌 − 1
)︀

+𝑂
(︀

1
𝑡𝜌

)︀
𝑐6
𝑡𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑡2𝜌

)︀ =

=

Δ
𝜌
𝑡𝜌
(︀
1 + 𝜌 𝑐6

𝑡𝜌
+𝑂

(︀
1
𝑡2𝜌

)︀
− 1
)︀

+𝑂
(︀

1
𝑡𝜌

)︀
𝑐6
𝑡𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑡2𝜌

)︀ =

Δ
𝜌
𝑡𝜌
(︀
𝜌+𝑂

(︀
1
𝑡𝜌

)︀)︀
+𝑂(1)

1 +𝑂
(︀

1
𝑡𝜌

)︀ =

= (∆𝑡𝜌 +𝑂(1))

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑡𝜌

)︂)︂
= ∆𝑡𝜌 +𝑂(1) +𝑂

(︂
1

𝑡𝜌

)︂
= ∆𝑡𝜌 +𝑂(1).

З iншого боку, взявши 𝑡 = 𝑟 − 𝑐6𝑟
1−𝜌, при 𝑟 → +∞ отримаємо

𝑛(𝑟) ≥ 𝑁(𝑟) −𝑁(𝑡)

ln(𝑟/𝑡)
=

Δ
𝜌
𝑟𝜌 − Δ

𝜌
(𝑟 − 𝑐6𝑟

1−𝜌)
𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑟𝜌

)︀
− ln

(︀
1 − 𝑐6

𝑟𝜌

)︀ =
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=

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︀
1 −

(︀
1 − 𝑐6

𝑟𝜌

)︀𝜌)︀
+𝑂

(︀
1
𝑟𝜌

)︀
𝑐6
𝑟𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑟2𝜌

)︀ =

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︀
𝜌 𝑐6
𝑟𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑟2𝜌

)︀)︀
+𝑂

(︀
1
𝑟𝜌

)︀
𝑐6
𝑟𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑟2𝜌

)︀ =

=

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︀
𝜌+𝑂

(︀
1
𝑟𝜌

)︀)︀
+𝑂(1)

1 +𝑂
(︀

1
𝑟𝜌

)︀ = (∆𝑟𝜌 +𝑂(1))

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑟𝜌

)︂)︂
= ∆𝑟𝜌 +𝑂(1).

З обидвох останнiх нерiвностей випливає (12). Лему 1 доведено.

Лема 2. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞) i 𝑚 > 𝜌. Тодi умова (12) є еквiва-
лентною до умови

𝜆𝜌𝑚 =
𝑚

∆
+𝑂(1), 𝑚→ +∞. (13)

Доведення. Нехай 𝜆𝑚 ≤ 𝑡 < 𝜆𝑚+1. Тодi при 𝑡 → +∞, маємо 𝑛(𝑡) = 𝑚 =
= ∆𝜆𝑚

𝜌 +𝑂(1) ≤ ∆𝑡𝜌 +𝑂(1) i 𝑛(𝑡) = 𝑚+ 1−1 = ∆𝜆𝜌𝑚+1 +𝑂(1)−1 ≥ ∆𝑡𝜌 +𝑂(1).
Отже, з (13) випливає (12). Навпаки, якщо виконується (12), то 𝑚 ≤ 𝑛 (𝜆𝑚) =
= ∆𝜆𝜌𝑚 +𝑂(1), 𝑚→ +∞. З iншого боку,

𝑚 ≥ 𝑛
(︀
𝜆𝑚 − 𝑐7𝜆

1−𝜌
𝑚

)︀
= ∆

(︀
𝜆𝑚 − 𝑐7𝜆

1−𝜌
𝑚

)︀𝜌
+𝑂(1) = ∆𝜆𝜌𝑚

(︂
1 − 𝑐7

𝜆𝜌𝑚

)︂𝜌

+𝑂(1) =

= ∆𝜆𝜌𝑚

(︂
1 − 𝜌𝑐7

𝜆𝜌𝑚
+𝑂

(︂
1

𝜆2𝜌𝑚

)︂)︂
+𝑂(1) = ∆𝜆𝜌𝑚 +𝑂(1), 𝑚→ +∞.

Отже, виконується умова (13). Лему 2 доведено.

Теорема 3. Нехай 𝑚𝑓 (𝑟) = min {|𝑓(𝑧)| : |𝑧| = 𝑟}, ∆ ∈ (0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞),
𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞ послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє
умову (11). Тодi для цiлої функцiї (1) за деякого 𝑐8 > 0 i кожного 𝑐0 >

> max
{︁

𝑚𝑐8
Δ𝜌

; 𝑚(1−𝑐8)
Δ𝜌

}︁
виконується

log𝑚𝑓 (𝑟) = log |𝑓(𝑟)| ≥ 𝜋∆𝑟𝜌 ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+𝑂(1), (14)

при 𝐸0 ̸∋ 𝑟 → +∞, де 𝐸0 =
{︀
𝑟 : |𝜆𝑚𝑘 − 𝑟𝑚| ≤ 𝑐0𝜆

𝑚−𝜌
𝑘

}︀
.

Доведення. Якщо виконується умова (11), то за лемами 1 i 2, правильними
є нерiвностi 𝜆𝜌𝑘 = 𝑘

Δ
+ 𝑂(1) ≥ 𝑘

Δ
− 𝑐8

Δ
i 𝜆𝜌𝑛 = 𝑛

Δ
+ 𝑂(1) ≤ 𝑛

Δ
+ 𝑐8

Δ
. З останнiх двох

нерiвностей, отримаємо

(∃𝑐8 > 0) (∃𝑛0 ∈ N) (∀𝑛 ≥ 𝑛0) (∀𝑘 ≥ 𝑛) :
𝜆𝑛
𝜆𝑘

≤
(︂
𝑛+ 𝑐8
𝑘 − 𝑐8

)︂1/𝜌

. (15)

Далi,

log |𝑓(𝑟)| =
∞∑︁
𝑛=1

log

⃒⃒⃒⃒
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

= 𝑚
∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log
𝑟

𝜆𝑛
+
∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
+
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
=

= 𝑚𝑁(𝑟) +
∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
+
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
. (16)
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Нехай 𝜆𝑘 ≤ 𝑟 < 𝜆𝑘+1. Тодi, використовуючи (15), отримуємо

∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
=

𝑘∑︁
𝑛=1

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
= −

𝑘∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑛
𝑟

)︂𝑚𝑗

=

= −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝑟

)︂𝑚𝑗 𝑘∑︁
𝑛=1

(︂
𝜆𝑛
𝜆𝑘

)︂𝑚𝑗

≥ −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝑟

)︂𝑚𝑗 𝑘∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛+ 𝑐8
𝑘 − 𝑐8

)︂𝑚𝑗/𝜌

=

= −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘

𝑟(𝑘 − 𝑐8)1/𝜌

)︂𝑚𝑗 𝑘∑︁
𝑛=1

(𝑛+ 𝑐8)
𝑚𝑗/𝜌,

i, подiбно,

∑︁
𝜆𝑛>𝑟

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
=

∞∑︁
𝑛=𝑘+1

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
= −

∞∑︁
𝑛=𝑘+1

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑟

𝜆𝑛

)︂𝑚𝑗

=

= −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑟

𝜆𝑘+1

)︂𝑚𝑗 ∞∑︁
𝑛=𝑘+1

(︂
𝜆𝑘+1

𝜆𝑛

)︂𝑚𝑗

≥

≥ −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑟

𝜆𝑘+1

)︂𝑚𝑗 ∞∑︁
𝑛=𝑘+1

(︂
𝑘 + 1 − 𝑐8
𝑛+ 𝑐8

)︂𝑚𝑗/𝜌

=

= −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑟(𝑘 + 1 − 𝑐8)

1/𝜌

𝜆𝑘+1

)︂𝑚𝑗 ∞∑︁
𝑛=𝑘+1

(𝑛+ 𝑐8)
−𝑚𝑗/𝜌.

Позаяк функцiї (𝑘 + 𝑥)𝜈 i (𝑘 + 𝑥)−𝜈 з 𝜈 > 1 є опуклими на (−𝑘; +∞), то для
𝑡 ∈ [−1/2; 1/2], подiбно до [5: 247] (див. також [8]), маємо

(𝑛+ 𝑐8)
𝜈 =

(︂
𝑛− 1

2
+ 𝑐8 +

1

2

)︂𝜈

=

(︂
𝑛− 1

2

)︂𝜈 (︂
1 +

𝑐8 + 1/2

𝑛− 1/2

)︂𝜈

=

=

(︂
𝑛− 1

2

)︂𝜈 (︂
1 + 𝜈

𝑐8 + 1/2

𝑛− 1/2
(1 + 𝑜(1))

)︂
≤
(︂
𝑛− 1

2

)︂𝜈

+ 𝑐8

(︂
𝑛− 1

2

)︂𝜈−1

≤

≤ 1

2
{(𝑛− 1/2 + 𝑡)𝜈 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)𝜈} +

𝑐9
2

{︀
(𝑛− 1/2 + 𝑡)𝜈−1 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)𝜈−1

}︀
,

i, аналогiчно,

(𝑛+ 𝑐8)
−𝜈 ≤ 1

2

{︁
(𝑛− 1/2 + 𝑡)−𝜈 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)−𝜈

}︁
+

+
𝑐10
2

{︁
(𝑛− 1/2 + 𝑡)−𝜈−1 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)−𝜈−1

}︁
.

Iнтегруючи першу з цих нерiвностей по 𝑡 в межах вiд 0 до 1/2, отримуємо

(𝑛+ 𝑐8)
𝜈 ≤

∫︁ 1/2

0

{︁
(𝑛− 1/2 + 𝑡)𝜈 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)𝜈

}︁
𝑑𝑡+
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+𝑐9

∫︁ 1/2

0

{︁
(𝑛− 1/2 + 𝑡)𝜈−1 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)𝜈−1

}︁
𝑑𝑡 =

=

∫︁ 1/2

−1/2

(𝑛− 1/2 + 𝑢)𝜈 𝑑𝑢+𝑐9

∫︁ 1/2

−1/2

(𝑛− 1/2 + 𝑢)𝜈−1 𝑑𝑢 =

∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡𝜈𝑑𝑡+𝑐9

∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡𝜈−1𝑑𝑡,

i, аналогiчно,

(𝑛+ 𝑐8)
−𝜈 ≤

∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡−𝜈𝑑𝑡+ 𝑐10

∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡−𝜈−1𝑑𝑡.

Звiдси

𝑘∑︁
𝑛=1

(𝑛+ 𝑐8)
𝑚𝑗/𝜌 ≤

𝑘∑︁
𝑛=1

{︂∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡𝑚𝑗/𝜌𝑑𝑡+ 𝑐9

∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡
𝑚𝑗
𝜌

−1𝑑𝑡

}︂
=

=

∫︁ 𝑘

0

𝑡𝑚𝑗/𝜌𝑑𝑡+ 𝑐9

∫︁ 𝑘

0

𝑡
𝑚𝑗
𝜌

−1𝑑𝑡 =
𝑘

𝑚𝑗
𝜌

+1

𝑚𝑗
𝜌

+ 1
+ 𝑐9

𝑘
𝑚𝑗
𝜌

𝑚𝑗
𝜌

,

∞∑︁
𝑛=𝑘+1

(𝑛+ 𝑐8)
−𝑚𝑗

𝜌 ≤ − 𝑘−
𝑚𝑗
𝜌

+1

−𝑚𝑗
𝜌

+ 1
− 𝑐10

𝑘−
𝑚𝑗
𝜌

−𝑚𝑗
𝜌

.

Отже, ∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
+
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
≥

≥ −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︃
𝜆𝑘

𝑟 (𝑘 − 𝑐8)
1/𝜌

)︃𝑚𝑗 (︃
𝑘

𝑚𝑗
𝜌

+1

𝑚𝑗
𝜌

+ 1
+ 𝑐9

𝑘
𝑚𝑗
𝜌

𝑚𝑗
𝜌

)︃
−

−
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑟(𝑘 + 1 − 𝑐8)

1/𝜌

𝜆𝑘+1

)︂𝑚𝑗
(︃
− 𝑘−

𝑚𝑗
𝜌

+1

−𝑚𝑗
𝜌

+ 1
− 𝑐10

𝑘−
𝑚𝑗
𝜌

−𝑚𝑗
𝜌

)︃
=

= −𝑘
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌

+ 1
)︁ (︂ 𝜆𝑘𝑘

1/𝜌

𝑟(𝑘 − 𝑐8)1/𝜌

)︂𝑚𝑗

− 𝑐9

∞∑︁
𝑗=1

1
𝑚𝑗2

𝜌

(︂
𝜆𝑘𝑘

1/𝜌

𝑟(𝑘 − 𝑐8)1/𝜌

)︂𝑚𝑗

−

−𝑘
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌
− 1
)︁ (︂𝑟(𝑘 + 1 − 𝑐8)

1/𝜌

𝜆𝑘+1𝑘1/𝜌

)︂𝑚𝑗

−𝑐10
∞∑︁
𝑗=1

1
𝑚𝑗2

𝜌

(︃
𝑟(𝑘 + 1 − 𝑐8)

1/𝜌

𝜆𝑘+1𝑘1/𝜌

)︃𝑚𝑗

. (17)

Оскiльки |𝜆𝑚𝑘 − 𝑟𝑚| ≥ 𝑐0𝜆𝑘
𝑚−𝜌, то 𝜆𝑚𝑘 + 𝑐0𝜆𝑘

𝑚−𝜌 ≤ 𝑟𝑚 ≤ 𝜆𝑚
𝑘+1

− 𝑐0𝜆
𝑚−𝜌
𝑘 . Крiм

цього, за умови (11), виконується спiввiдношення 𝜆𝜌𝑘 = 𝑘
Δ

+ 𝑂(1), 𝑘 → +∞
(див. леми 1 i 2). Тому для 𝑐0 > 𝑚𝑐8

Δ𝜌
маємо

𝜆𝑚
𝑘
𝑘𝑚/𝜌

𝑟𝑚 (𝑘 − 𝑐8)
𝑚/𝜌

≤ 𝑘𝑚/𝜌(︁
1 + 𝑐0

𝜆𝜌
𝑘

)︁
(𝑘 − 𝑐8)

𝑚/𝜌
=

=
𝑘𝑚/𝜌(︁

1 + 𝑐0Δ(1+𝑜(1))
𝑘

)︁
(𝑘 − 𝑐8)

𝑚/𝜌
=

(𝑘 − 𝑐8 + 𝑐8)
𝑚/𝜌(︁

1 + 𝑐0Δ(1+𝑜(1))
𝑘

)︁
(𝑘 − 𝑐8)

𝑚/𝜌
=
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=

(︁
1 + 𝑐8

𝑘−𝑐8

)︁𝑚/𝜌

1 + 𝑐0Δ(1+𝑜(1))
𝑘

=
1 + 𝑚𝑐8

𝜌(𝑘−𝑐11)
(1 + 𝑜(1))

1 + 𝑐0Δ
𝑘

(1 + 𝑜(1))
=

1 + 𝑚𝑐8
𝜌𝑘

(1 + 𝑜(1))

1 + 𝑐0Δ
𝑘

(1 + 𝑜(1))
≤ 1, 𝑘 → +∞.

Подiбно, для 𝑐0 > 𝑚1−𝑐8
Δ𝜌

отримуємо

𝑟𝑚 (𝑘 + 1 − 𝑐8)
𝑚/𝜌

𝜆𝑚
𝑘+1
𝑘𝑚/𝜌

≤

(︁
𝜆𝑚

𝑘+1
− 𝑐0𝜆

𝑚−𝜌
𝑘

)︁
(𝑘 + 1 − 𝑐8)

𝑚/𝜌

𝜆𝑚
𝑘+1
𝑘𝑚/𝜌

≤

≤
(︂

1 − 𝑐0
𝜆𝜌𝑘

)︂(︂
𝑘 + 1 − 𝑐8

𝑘

)︂𝑚/𝜌

=

(︂
1 − 𝑐0∆(1 + 𝑜(1))

𝑘

)︂(︂
1 +

1 − 𝑐8
𝑘

)︂𝑚/𝜌

=

=

(︂
1 − 𝑐0∆

𝑘
(1 + 𝑜(1))

)︂(︂
1 +

1 − 𝑐8
𝜌𝑘

𝑚(1 + 𝑜(1))

)︂
=

= 1 − 𝑐0∆

𝑘
(1 + 𝑜(1)) +

1 − 𝑐8
𝜌𝑘

𝑚(1 + 𝑜(1)) +𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
≤ 1, 𝑘 → +∞.

З огляду на це, з (17) одержимо

∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
+
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
≥

≥ −𝑘

⎛⎝ ∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌

+ 1
)︁ +

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌
− 1
)︁
⎞⎠+𝑂(1), 𝐸0 ̸∋ 𝑟 → +∞. (18)

Далi, позаяк 𝜆𝜌𝑘 ≤ 𝑟𝜌 < 𝜆𝜌𝑘+1, то −𝑘 ≥ −∆𝑟𝜌 − 𝑐8. Тому, з (11), (16) i (18),
отримуємо

log |𝑓(𝑟)| ≥ 𝑚𝑁(𝑟) − 𝑘

⎛⎝ ∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌

+ 1
)︁ +

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌
− 1
)︁
⎞⎠+𝑂(1) =

= 𝑚𝑁(𝑟) − 2𝑚𝑘𝜌
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑚𝑗)2 − 𝜌2
+𝑂(1) =

=
𝑚∆

𝜌
𝑟𝜌 +𝑂

(︂
1

𝑟𝜌

)︂
− 𝑚𝑘

𝜌

(︁
1 − 𝜋𝜌

𝑚
ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁)︁
+𝑂(1) ≥

≥ 𝑚∆

𝜌
𝑟𝜌 −𝑚

∆𝑟𝜌 + 𝑐8
𝜌

(︁
1 − 𝜋𝜌

𝑚
ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁)︁
+𝑂(1) =

= 𝜋∆𝑟𝜌 ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+𝑂(1), 𝐸0 ̸∋ 𝑟 → +∞.

Таким чином, виконується (14). Теорему 3 доведено.

Теорема 4. Нехай ∆ ∈ (0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞
послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову (11). Тодi для цiлої
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функцiї (1) за деякого 𝑐8 > 0 i будь-яких сталих 𝑐0 > max
{︁

𝑚𝑐8
Δ𝜌

; 𝑚(1−𝑐8)
Δ𝜌

}︁
та

𝑐11 > 0, виконується

log |𝑓(𝑧)| ≥ 𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 cos 𝜌
(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁
+𝑂(1), 𝐸 ̸∋ 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 → ∞, (19)

де 𝐸 =
{︀
𝑟𝑒𝑖𝜙 : |𝜙| > 𝑐11

𝑟𝜌
, |𝜆𝑚𝑛 − 𝑟𝑚| ≤ 𝑐0𝜆

𝑚−𝜌
𝑛

}︀
i 𝜙 ∈

𝑚−1⋃︀
𝑠=0

(︁
2𝜋𝑠
𝑚

; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

)︁
.

Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, |𝜙| ≤ 𝑐11
𝑟𝜌

i |𝜆𝑚𝑛 − 𝑟𝑚| > 𝑐0𝜆
𝑚−𝜌
𝑛 . Тодi, згiдно з

теоремою 3, отримуємо

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
≥ log𝑚𝑓 (𝑟) = 𝜋∆𝑟𝜌 ctg

(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+𝑂(1) =

=
𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 cos 𝜌
(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁
+

𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 (︁cos
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
− cos 𝜌

(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁)︁
+𝑂(1) ≥

≥ 𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 cos 𝜌
(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁
− 2𝜋∆𝑟𝜌

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀ ⃒⃒⃒⃒sin 𝜌𝜙
2

sin
𝜌

2

(︂
2𝜋

𝑚
− 𝜙

)︂⃒⃒⃒⃒
+𝑂(1) =

=
𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 cos 𝜌
(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁
+𝑂(1), 𝐸 ̸∋ 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 → ∞.

Отож, виконується (19). Теорему 4 доведено.

Теорема 5. Нехай ∆ ∈ (0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞
послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову (11) i

(∃𝑘0)(∀𝑘 ≥ 𝑘0)(∀𝑛 ≥ 𝑘) :
𝜆𝑘
𝜆𝑛

≤
(︂
𝑘

𝑛

)︂ 1
𝜌

. (20)

Тодi для цiлої функцiї (1) виконується

log |𝜆𝑛𝑓 ′(𝜆𝑛)| ≥ 𝜋∆𝜆𝜌𝑛 ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+𝑂(1), 𝑛→ +∞. (21)

Доведення. Маємо ([2: 108], [4: 70], [7])

𝑓 ′(𝜆𝑛) = −𝑚

𝜆𝑛

∞∏︁
𝑘 = 1,
𝑘 ̸= 𝑛

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝜆𝑚𝑘

)︂
.

Тому

log |𝜆𝑛𝑓 ′(𝜆𝑛)| = log𝑚+𝑚

𝑛−1∑︁
𝑘=1

log
𝜆𝑛
𝜆𝑘

+
𝑛−1∑︁
𝑘=1

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑘

𝜆𝑚𝑛

)︂
+

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝜆𝑚𝑘

)︂
.

Використовуючи (11), (13) i (20), подiбно як в [4: 70] i [7], отримуємо

log |𝜆𝑛𝑓 ′(𝜆𝑛)| = log𝑚+𝑚
𝑛−1∑︁
𝑘=1

log
𝜆𝑛
𝜆𝑘

−
∞∑︁
𝑗=1

𝑛−1∑︁
𝑘=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝜆𝑛

)︂𝑚𝑗

−
∞∑︁
𝑗=1

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑛
𝜆𝑘

)︂𝑚𝑗

≥
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≥ 𝑚
𝑛−1∑︁
𝑘=1

log
𝜆𝑛
𝜆𝑘

−
∞∑︁
𝑗=1

𝑛−1∑︁
𝑘=1

1

𝑗

(︂
𝑘

𝑛

)︂𝑚𝑗
𝜌

−
∞∑︁
𝑗=1

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

1

𝑗

(︁𝑛
𝑘

)︁𝑚𝑗
𝜌

+𝑂(1) ≥

≥ 𝑚
𝑛−1∑︁
𝑘=1

log
𝜆𝑛
𝜆𝑘

−
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

∫︁ 𝑛

0

(︂
𝜉

𝑛

)︂𝑚𝑗
𝜌

𝑑𝜉 −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

∫︁ ∞

𝑛

(︂
𝑛

𝜉

)︂𝑚𝑗
𝜌

𝑑𝜉 +𝑂(1) =

= 𝑚𝑁(𝜆𝑛) − 2𝑚𝑛𝜌
∞∑︁
𝑗=1

1

𝜌2 − (𝑚𝑗)2
+𝑂(1) =

= 𝑚𝑁(𝜆𝑛) + 𝑛

(︂
𝜋 ctg

(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
− 𝑚

𝜌

)︂
+𝑂(1) =

= 𝑚

(︂
∆

𝜌
𝜆𝜌𝑛 +𝑂

(︂
1

𝜆𝜌𝑛

)︂)︂
+ (∆𝜆𝜌𝑛 +𝑂(1))

(︂
𝜋 ctg

(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
− 𝑚

𝜌

)︂
+𝑂(1) =

= 𝜋∆𝜆𝜌𝑛 ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+𝑂(1), 𝑛→ +∞,

тобто виконується (21). Теорему 5 доведено.
3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй статтi

дослiджено асимптотичнi властивостi спецiального канонiчного добутку з по-
кращеним розподiлом нулiв на скiнченнiй системi променiв. Зокрема, встановле-
но рiвномiрнi асимптотичнi оцiнки логарифмiчної похiдної, логарифму модуля
та логарифму такого канонiчного добутку з точнiстю до обмеженої величини
зовнi деяких виняткових множин. Крiм цього, описано асимптотичну поведiнку
похiдної спецiального канонiчного добутку в його нулях. При цьому, отримано
новi асимптотичнi спiввiдношення для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв.

Результати роботи можуть бути використанi в теорiї цiлих функцiй регуляр-
ного зростання, теорiї рядiв Дiрiхле, а також при дослiдженнi базисiв iз систем
експонент та розв’язуваннi деяких iнтерполяцiйних задач.
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We establish asymptotic estimates for the logarithm and logarithmic derivative of a
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DYNAMICS OF A TWO-LAYER HALF-SPACE WITH INITIAL
STRESSES UNDER THE IMPACT OF A MOVING LOAD

In this article, within the framework of the linearized theory of elasticity for bodies with
initial stresses, we consider a plane steady-state problem of perturbation of a two-layer half-
space with an arbitrary form of elastic potential by a surface load moving at a constant
speed with initial stresses. The solution is obtained in a general form for a compressible
and incompressible half-space and various contact conditions. Numerical results are given
for half-spaces of compressible and incompressible materials, respectively, with an elastic
potential of a harmonic type and an elastic potential of the Bartenev-Khazanovich type
under rigid and sliding contact conditions.

Keywords: layered half-space, initial stresses, moving load.

1. Introduction. Currently, in the dynamics of elastic bodies with initial (resi-
dual) stresses, a number of scientific areas are being developed, of which the following
can be noted: studies of the laws of wave propagation in bodies of various shapes
(monographs [1,2]); study of the mechanics of moving cracks inhomogeneous materi-
als (for example, [3-6] and a number of other publications) and in the interfaces of
materials [7-10]; study of the dynamics of materials under moving loads (for example,
[2,11-13] and a number of other publications). A modern analysis of the constructi-
on of the main relations of the linearized mechanics of deformed bodies (statics,
dynamics, and stability) is presented in publications [14-16] and in a number of
others; in this case, in [16], the main attention is paid to the analysis of the features
of the construction of constitutive equations for elastic and elastic-plastic materials
in the linearized mechanics of deformable bodies. An analysis of the construction
of exact solutions to mixed plane problems of linearized mechanics of deformable
bodies is presented in [17]; exact solutions are constructed using the apparatus of the
theory of functions of complex variables, which are introduced in such a way that
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the initial (residual) stresses enter into the complex variables. A number of related
results in nonlinear and linearized mechanics of deformable bodies are presented in
publications [18-20].

In this article, within the framework of formulations [11,12], using the integral
Fourier transform, we obtain a solution to the problem in a general form for compressi-
ble and incompressible materials and for rigid and sliding contacts between the layer
and the base.

2. Statement of the problem. Consider a layer of thickness 2ℎ, lying on
a half-space, the initial stress-strain state of which is determined by the following
components of the displacement vector and the generalized stress tensor:

𝑢0𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 (𝜆𝑖 + 1)𝑥𝑖; 𝜎*0
𝑖𝑖 ̸= 0 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3) , (1)

where 𝜆𝑖 – elongations (𝜆𝑖 = const) along Lagrangian axes coordinate system 𝑥𝑖,
which is overlapping in the natural condition of the Cartesian coordinate system.
Along with the Lagrangian coordinates let us bring Cartesian coordinates 𝜉𝑖 of initial
deform condition, connected with coordinates 𝑥𝑖 by 𝜉𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖.

To a free boundary layer moving with a constant speed v load, independent of
the coordinates 𝜉3, is attached. Such a load causes plain deformed condition in this
layered medium.

For the solution of the task let’s seize relations in linearized theory of elasticity
for compressible bodies with initial stresses [16]. Assuming that the picture of the
deformations is invariant about the time of moving along with a load system (𝑦1, 𝑦2),
where 𝑦1 = 𝜉1−v𝑡; 𝑦2 = 𝜉2, the equation of the established moving of the semispace
by the function 𝜒 (𝑦1, 𝑦2) can be written as(︂

𝜂21
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂(︂
𝜂22
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒(𝑗) = 0, j = 1, 2. (2)

Equation roots 𝜂1 and 𝜂2 are formed from the next equation:

𝜂4 + 2𝐴𝜂2 + 𝐴1 = 0, (3)

2𝐴𝜔̃2222𝜔̃2112 = 𝜔̃2222

(︀
𝜔̃1111 − 𝜌v2

)︀
+ 𝜔̃2112

(︀
𝜔̃1221 − 𝜌v2

)︀
− (𝜔̃1122 + 𝜔̃1212)

2 ; (4)

2𝐴1𝜔̃2222𝜔̃2112 =
(︀
𝜔̃1111 − 𝜌v2

)︀ (︀
𝜔̃1221 − 𝜌v2

)︀
; 𝜌𝜆1𝜆2𝜆3 = 𝜌;

and in the case of an incompressible material from the relations

2𝐴𝑞222𝜅̃2112 = 𝑞211𝜅̃2222 + 𝑞222 (𝜅̃1111 − 𝜌v2) − 2𝑞11𝑞22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212) ;
2𝐴1𝑞

2
22𝜅̃2112 = 𝑞211 (𝜅̃1221 − 𝜌v2) ; 𝑞𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝜆𝑖𝑞𝑖; 𝜌 = 𝜌;

(5)

In formulas (4) and (5) 𝜌 is the density of the material of the half-space in its
natural state.

Let us assume that the motion of the layer can be described by a system of equati-
ons from the theory of plates, taking into account the influence of rotational inertia
and transverse shear. For a plate under the influence of transverse and tangenti-
al surface forces, the corresponding equations are given in [22]. In the coordinate
system (𝑦1, 𝑦2), the equations of plate theory can be written as

2ℎ
(︁

2𝐺1

1−𝜈1
− 𝜌1v

2
)︁

𝜕2𝑢
𝜕𝑦21

− 𝜏 = 𝑃1;

2ℎ (𝜅𝐺1 − 𝜌1v
2) 𝜕2𝑤

𝜕𝑦21
− 2𝜅𝐺1ℎ

𝜕𝜙
𝜕𝑦1

− 𝑞 = 𝑃2;

2ℎ2

3

(︁
2𝐺1

1−𝜈1
− 𝜌1v

2𝛿0

)︁
𝜕2𝜙
𝜕𝑦21

+ 2𝜅𝐺1

(︁
𝜕𝑤
𝜕𝑦1

− 𝜙
)︁
− 𝜏 = 0;

(6)
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In equations (4) 𝐺1, 𝜈1, and 𝜌1 are, respectively, the shear modulus, Poisson’s
ratio, and the density of the plate material; 𝑢 𝑤 and are displacements of the middle
surface of the plate (𝑦2 = 0), 𝛿0 is a constant that takes the value 1 or 0 dependi-
ng on whether the plate rotation inertia is taken into account or neglected when
deriving equations (6); 𝜙 is the angle of rotation of the plate cross-section; 𝜅 is the
Timoshenko shift coefficient; 𝑞 and 𝜏 are, respectively, the normal and shear stresses
acting on the interface between the plate and the half-space; 𝑃1 and 𝑃2 are the
tangential and normal components of the load on the free surface of the plate. The
magnitude of the bending moment in the plate is determined by the formula

𝑀 =
4

3

𝐺1ℎ
3

1 − 𝜈1

𝑑𝜙

𝑑𝑦1
. (7)

Let us consider two cases of contact between the plate and the half-space at
𝑦2 = −ℎ:

𝑄̃21 = 𝜏 ; 𝑄̃22 = 𝑞; 𝑢2 = 𝑤; 𝑢1 = 𝑢+ ℎ𝜙; (8)

soft contact
𝑄̃21 = 0; 𝜏 = 0; 𝑄̃22 = 𝑞; 𝑢2 = 𝑤. (9)

Thus, the problem is reduced to solving the equations of motion (2) and (6)
under boundary conditions (8) or (9).

Using the equations of motion of the plate (6) and conditions (8) and (9), the
boundary conditions can be written in the general form

𝛿1𝜃1

(︂
𝑑2𝑢1
𝑑𝑦21

− ℎ
𝑑2𝜙

𝑑𝑦21

)︂
− 𝑄̃21 = 𝛿1𝑃1,

𝜃3
𝑑2𝑢2
𝑑𝑦21

− 2𝜅ℎ𝐺1
𝑑𝜙

𝑑𝑦1
− 𝑄̃22 = 𝑃2, (10)

𝜃2
𝑑2𝜙

𝑑𝑦21
+ 2𝜅𝐺1

(︂
𝑑𝑢2
𝑑𝑦1

− 𝜙

)︂
− 𝛿1𝑄̃21 = 0.

Here we have introduced the following notation

𝜃1 = 2ℎ

(︂
2𝐺1

1 − 𝜈1
− 𝜌1v

2

)︂
; 𝜃2 =

2ℎ2

3

(︂
2𝐺1

1 − 𝜈1
− 𝛿0𝜌1v

2

)︂
; 𝜃3 = 2ℎ

(︀
𝜅𝐺1 − 𝜌1v

2
)︀
.

The parameter 𝛿1 is 1 for hard contact and 0 for soft contact.
The values of the functions 𝜂21 (v) and 𝜂22 (v) determine the form of the equations

of motion (2) and, accordingly, the choice of the form for solving the considered
equations. The effect of the load movement speed on the value of the roots of equation
(3) for a compressible and incompressible half-space is studied in detail in [11,12].
Let us write the solution of the problem in general form for equal and unequal roots
of equation (3).

The stresses, displacements, and velocities of displacements in the half-space
through functions 𝜒(𝑗) are determined by the formulas [1]

𝑄̃𝑖𝑗 =

(︂
𝛼
(12)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼

(22)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦2−𝛿𝑖𝑗

+

(︂
𝛼
(11)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼

(21)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(1)

𝜕𝑦1+𝛿𝑖𝑗

; 𝑖, 𝑗 = 1, 2;

(11)
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𝑢𝑖 = −𝛽(𝑖)
𝑖1

𝜕2𝜒(𝑖)

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+

(︂
𝛽
(𝑗)
𝑖1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(𝑗)
𝑖2

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒(𝑗); 𝑖, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗; (12)

𝑢̇𝑖 = v

[︂
𝛽
(𝑖)
𝑖1

𝜕3𝜒(𝑖)

𝜕𝑦21𝜕𝑦2
−
(︂
𝛽
(𝑗)
𝑖1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(𝑗)
𝑖2

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(𝑗)

𝜕𝑦1

]︂
; 𝑖, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗; (13)

where in the case of a compressible material

𝛼
(11)
𝑖𝑖 = 𝜔̃𝑖𝑖22

(︀
𝜔̃1111 − 𝜌v2

)︀
− 𝜔̃𝑖𝑖11 (𝜔̃1212 + 𝜔̃2211) ;

𝛼
(12)
𝑖𝑖 = 𝜔̃𝑖𝑖11

(︀
𝜔̃1221 − 𝜌v2

)︀
; 𝛼

(21)
𝑖𝑖 = 𝜔̃𝑖𝑖22𝜔̃2112;

𝛼
(22)
𝑖𝑖 = 𝜔̃𝑖𝑖11𝜔̃2222 − 𝜔̃𝑖𝑖22 (𝜔̃1122 + 𝜔̃2121) ;

𝛼
(11)
𝑖𝑗 = 𝜔̃𝑖𝑗21

(︀
𝜔̃1111 − 𝜌v2

)︀
; 𝛼

(22)
𝑖𝑗 = 𝜔̃𝑖𝑗12𝜔̃2222;

𝛼
(12)
𝑖𝑗 = 𝜔̃𝑖𝑗12

(︀
𝜔̃1221 − 𝜌v2

)︀
− 𝜔̃𝑖𝑗21 (𝜔̃1122 + 𝜔̃2121) ;

𝛼
(21)
12 = 𝜔̃𝑖𝑗21𝜔̃2112 − 𝜔̃𝑖𝑗12 (𝜔̃1212 + 𝜔̃2211) ;

𝛽
(1)
11 = 𝛽

(2)
21 = 𝛽 = 𝜔̃1212 + 𝜔̃2211;

𝛽
(𝑗)
𝑖2 = 𝜔̃2𝑗𝑗2; 𝛽

(𝑗)
𝑖1 = 𝜔̃1𝑗𝑗1 − 𝜌v2 ; 𝑖, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗;

and in the case of an incompressible material

𝛼
(𝑖𝑖)
𝑖𝑖 = (−1)𝑖 𝑞−1

𝑗𝑗 𝜅̃1212 − 𝛿𝑗2𝜌v2𝑞−1
11 ;

𝛼
(𝑖𝑖)
𝑗𝑗 = 𝑞𝑗𝑗𝑞

−2
𝑖𝑖

(︀
𝜅̃𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝛿𝑗2𝜌v2

)︀
+ 𝜅̃𝑗𝑗𝑗𝑗𝑞

−1
𝑗𝑗 − 𝑞−1

𝑖𝑖 (2𝜅̃1122 + 𝜅̃1212) ;

𝛼
(12)
𝑖𝑗 = −𝑞−1

22 𝜅̃𝑖𝑗21; 𝛼
(22)
𝑖𝑗 = 𝑞−1

11 𝜅̃𝑖𝑗12; 𝛼
(11)
𝑖𝑗 = 𝑞−1

22 𝜅̃𝑖𝑗21;

𝛼
(21)
𝑖𝑗 = −𝑞−1

11 𝜅̃𝑖𝑗12; 𝑖, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗;

𝛼
(12)
22 = 𝑞−1

22

(︀
𝜅̃1221 − 𝜌v2

)︀
; 𝛼

(12)
11 = 𝑞11𝑞

−1
22 𝛼

(12)
22 ;

𝛼
(21)
11 = 𝑞−1

11 𝜅̃2112; 𝛼
(21)
22 = 𝑞22𝑞

−1
11 𝛼

(21)
11 ;

𝛽
(1)
11 = 𝛽

(2)
12 = 𝛽 = 𝑞−1

11 ; 𝛽
(2)
21 = 𝛽

(1)
21 = 𝑞−1

22 ; 𝛽
(2)
11 = 𝛽

(1)
22 = 0;

Taking into account (11) and (12), boundary conditions (10) can be written as[︂
𝛿1𝜃1

𝜕2

𝜕𝑦21

(︂
𝛽
(2)
11

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(2)
12

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
− 𝜕

𝜕𝑦2

(︂
𝛼
(12)
21

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼

(22)
21

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂]︂
𝜒(2)−

−
[︂
𝛿1𝜃1𝛽

(1)
11

𝜕3

𝜕𝑦21𝜕𝑦2
+

(︂
𝛼
(11)
21

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼

(21)
21

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂]︂
𝜕𝜒(1)

𝜕𝑦1
− 𝛿1𝜃1ℎ

𝜕2𝜙

𝜕𝑦21
= 𝛿1𝑃1;

−2𝜅ℎ𝐺1
𝜕𝜙

𝜕𝑦1
−
[︂
𝜃3𝛽

(2)
21

𝜕3

𝜕𝑦21𝜕𝑦2
+

(︂
𝛼
(12)
22

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼

(22)
22

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂]︂
𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦1
+

+

[︂
𝜃3
𝜕2

𝜕𝑦21

(︂
𝛽
(1)
21

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(1)
22

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
− 𝜕

𝜕𝑦2

(︂
𝛼
(11)
22

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼

(21)
22

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂]︂
𝜒(1) = 𝑃2;

(14)

𝜃2
𝜕2𝜙

𝜕𝑦21
− 2𝜅𝐺1𝜙−

[︂(︁
2𝜅𝐺1𝛽

(2)
21 + 𝛿1𝛼

(12)
21

)︁ 𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛿1𝛼

(22)
21

𝜕2

𝜕𝑦22

]︂
𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦2
+
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+

[︂(︁
2𝜅𝐺1𝛽

(1)
21 − 𝛿1𝛼

(11)
21

)︁ 𝜕2

𝜕𝑦21
+
(︁

2𝜅𝐺1𝛽
(1)
22 − 𝛿1𝛼

(21)
21

)︁ 𝜕2

𝜕𝑦22

]︂
𝜕𝜒(1)

𝜕𝑦1
= 0;

Thus, the problem of the steady motion of a two-layer compressible half-space
under the action of a moving load is reduced to finding the functions 𝜒(𝑗) and 𝜙
from the boundary conditions (14).

3. Solution of the problem in the field of images.. We find the solution
of the problem using the integral Fourier transform with respect to the variable and
the corresponding inversion formula. Applying the Fourier transform to equations
(2), we obtain (︂

𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
𝜒(𝑗)𝐹 = 0; j= 1, 2. (15)

Let us define the solution of the problem in a general form for the cases of unequal
and equal roots, for various conditions of conjugation of the layer and half-space,
and for any speed of the load (subsonic, transonic, and supersonic).

Boundary conditions (14) in the space of Fourier images have the form(︂
−𝛼(22)

21

𝑑3

𝑑𝑦32
− 𝑘2𝛿1𝜃1𝛽

(2)
12

𝑑2

𝑑𝑦22
+ 𝑘2𝛼

(12)
21

𝑑

𝑑𝑦2
+ 𝑘4𝛿1𝜃1𝛽

(2)
11

)︂
𝜒(2)𝐹−

−𝑖𝑘
(︂
𝛼
(21)
21

𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝛿1𝜃1𝛽

(1)
11

𝑑

𝑑𝑦2
− 𝑘2𝛼

(11)
21

)︂
𝜒(1)𝐹 + 𝑘2𝛿1𝜃1ℎ𝜙

𝐹 = 𝛿1𝑃
𝐹
1 ;

−2𝑖𝑘𝜅ℎ𝐺1𝜙
𝐹 + 𝑖𝑘

(︂
−𝛼(22)

22

𝑑2

𝑑𝑦22
+ 𝑘2𝜃3𝛽

(2)
21

𝑑

𝑑𝑦2
+ 𝑘2𝛼

(12)
22

)︂
𝜒(2)𝐹−

−
(︂
𝛼
(21)
22

𝑑3

𝑑𝑦32
+ 𝑘2𝜃3𝛽

(1)
22

𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝛼

(11)
22

𝑑

𝑑𝑦2
− 𝑘4𝜃3𝛽

(1)
21

)︂
𝜒(1)𝐹 = 𝑃 𝐹

2 ;

(16)

(︀
𝑘2𝜃2 + 2𝜅𝐺1

)︀
𝜙𝐹 −

[︂
𝑘2
(︁

2𝜅𝐺1𝛽
(2)
21 + 𝛿1𝛼

(12)
21

)︁
− 𝛿1𝛼

(22)
21

𝑑2

𝑑𝑦22

]︂
𝑑𝜒(2)𝐹

𝑑𝑦2
+

+𝑖𝑘

[︂
𝑘2
(︁

2𝜅𝐺1𝛽
(1)
21 − 𝛿1𝛼

(11)
21

)︁
−
(︁

2𝜅𝐺1𝛽
(1)
22 − 𝛿1𝛼

(21)
21

)︁ 𝑑2

𝑑𝑦22

]︂
𝜒(1)𝐹 = 0;

The solution of the transformed equation (15), taking into account damping at
infinity, will be sought in the form

𝜒𝐹 (𝑗) = [1 − 𝛿𝑗2(1 − 𝛿𝜂1𝜂2)]×
×
{︁
𝐶

(𝑗)
1 e𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + [𝛿𝜂1𝜂2 (𝑦2 + ℎ) + 1 − 𝛿𝜂1𝜂2 ]𝐶

(𝑗)
2 e𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)

}︁
;

(17)

where 𝐶(𝑗)
𝑚 (𝑗,𝑚 = 1, 2) are constants of integration,

𝛾𝑗 = 𝑘𝑗𝜂𝑗; 𝑗 = 1, 2; 𝛿𝜂1𝜂2 =

{︂
0, 𝜂1 ̸= 𝜂2
1, 𝜂1 = 𝜂2

; 𝛿𝑗2 =

{︂
0, 𝑗 = 1
1, 𝑗 = 2

.

Let us introduce constants of integration

𝐶
(1)
1 = 𝑖𝐶1; 𝐶

(1)
2 = 𝑖𝐶2; 𝐶

(2)
1 = 𝐶1; 𝐶

(2)
2 = 𝐶2; (18)
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Substituting (17) and (18) into (16), we obtain a system of algebraic equations
for the unknowns 𝐶1, 𝐶2 and 𝜙𝐹

𝑘
(︁
𝑎
(1)
11 + 𝑘𝑎

(2)
11

)︁
𝐶1 +

(︁
𝑎
(1)
12 + 𝑘𝑎

(2)
12 + 𝑘2𝑎

(3)
12

)︁
𝐶2 + 𝑎13𝜙

𝐹 = 𝑘−2𝛿1𝑃
𝐹
1 ;

𝑘2
(︁
𝑎
(1)
21 + 𝑘𝑎

(2)
21

)︁
𝐶1 + 𝑘

(︁
𝑎
(1)
22 + 𝑘𝑎

(2)
22 + 𝑘2𝑎

(3)
22

)︁
𝐶2 + 𝑎23𝜙

𝐹 = −𝑖𝑘−1𝑃 𝐹
2 ; (19)

𝑘3𝑎31𝐶1 + 𝑘2
(︁
𝑎
(1)
32 + 𝑘𝑎

(2)
32

)︁
𝐶2 +

(︁
𝑎
(1)
33 + 𝑘2𝑎

(2)
33

)︁
𝜙𝐹 = 0;

where
𝑎
(1)
11 = −𝛾(11)21 + 𝛿𝜂1𝜂2𝛾1𝛾

(21)
21 ; 𝑎

(2)
11 = 𝛿1𝜃1

(︁
𝛿𝜂1𝜂2𝜃

(21)
1 − 𝛽

(1)
11 𝛾1

)︁
;

𝑎
(1)
12 = 𝛿𝜂1𝜂2

[︁
𝛾
(22)
21 + 2𝛾2

(︁
𝛼
(21)
21 − 𝛼

(22)
21 𝛾2

)︁]︁
;

𝑎
(2)
12 = −

[︁
𝛿1𝛿𝜂1𝜂2𝜃1

(︁
𝛽
(1)
11 + 2𝛽

(2)
12 𝛾2

)︁
+ (1 − 𝛿𝜂1𝜂2) 𝛾

(12)
21

]︁
;

𝑎
(3)
12 = −𝛿1𝜃1𝛽(1)

11 𝛾2 (1 − 𝛿𝜂1𝜂2) ; 𝑎13 = 𝛿1𝜃1ℎ;

𝑎
(1)
21 = 𝛾1𝛾

(11)
22 + 𝛿𝜂1𝜂2𝛾

(21)
22 ; 𝑎

(2)
21 = 𝜃3

(︁
𝜃
(11)
2 + 𝛿𝜂1𝜂2𝛽

(2)
21 𝛾1

)︁
;

𝑎
(1)
22 = 𝛿𝜂1𝜂2

[︁
𝛾
(12)
22 − 2𝛾2

(︁
𝛼
(22)
22 + 𝛼

(21)
22 𝛾2

)︁]︁
;

𝑎
(2)
22 = 𝛿𝜂1𝜂2𝜃3

(︁
𝛽
(2)
21 − 2𝛽

(1)
22 𝛾2

)︁
+ (1 − 𝛿𝜂1𝜂2) 𝛾2𝛾

(12)
22 ;

𝑎
(3)
22 = 𝜃3𝜃

(12)
2 (1 − 𝛿𝜂1𝜂2) ; 𝑎23 = −2𝜅ℎ𝐺1;

𝑎31 = 2𝜅𝐺1

(︁
𝜃
(11)
2 + 𝛿𝜂1𝜂2𝛾1𝛽

(2)
21

)︁
+ 𝛿1

(︁
𝛿𝜂1𝜂2𝛾1𝛾

(21)
21 − 𝛾

(11)
21

)︁
;

𝑎
(2)
32 = (1 − 𝛿𝜂1𝜂2)

(︁
2𝜅𝐺1𝜃

(12)
2 − 𝛿1𝛾

(12)
21

)︁
;

𝑎
(1)
32 = 𝛿𝜂1𝜂2

{︁
2𝜅𝐺1

(︁
𝛽
(2)
21 − 2𝛾2𝛽

(1)
22

)︁
+ 𝛿1

[︁
𝛾
(22)
21 + 2𝛾2

(︁
𝛼
(21)
21 − 𝛼

(22)
21 𝛾2

)︁]︁}︁
;

𝑎
(1)
33 = −2𝜅𝐺1; 𝑎

(2)
33 = −𝜃2;

𝜃(𝑘𝑗)𝑚 = 𝛽
(𝑘)
𝑚1 − 𝛽

(𝑘)
𝑚2𝛾

2
𝑗 ; 𝛾

(𝑛𝑗)
𝑚𝑘 = 𝛼

(1𝑛)
𝑚𝑘 − 𝛼

(2𝑛)
𝑚𝑘 𝛾

2
𝑗 ; 𝑗, 𝑘,𝑚 = 1, 2;

The solution of system (19) can be written as follows

𝐶𝑗 =
𝛿1𝑃

𝐹
1 𝑈

(𝑗)
1 + 𝑖𝑃 𝐹

2 𝑈
(𝑗)
2

∆(𝑘)
; 𝑗 = 1, 2; 𝜙𝐹 =

𝛿1𝑃
𝐹
1 𝑈1 + 𝑖𝑃 𝐹

2 𝑈2

∆(𝑘)
; (20)

where
∆(𝑘) = 𝑘2

(︀
𝑏0 + 𝑘𝑏1 + 𝑘2𝑏2 + 𝑘3𝑏3 + 𝑘4𝑏4 + 𝑘5𝑏5

)︀
;

𝑈
(1)
𝑗 = 𝑘−1

(︁
𝑏
(𝑗)
10 + 𝑘𝑏

(𝑗)
11 + 𝑘2𝑏

(𝑗)
12 + 𝑘3𝑏

(𝑗)
13 + 𝑘4𝑏

(𝑗)
14

)︁
;

𝑈
(2)
𝑗 = −

(︁
𝑏
(𝑗)
20 + 𝑘𝑏

(𝑗)
21 + 𝑘2𝑏

(𝑗)
22 + 𝑘3𝑏

(𝑗)
23

)︁
; 𝑈𝑗 = 𝑘2

(︁
𝑏
(𝑗)
30 + 𝑘𝑏

(𝑗)
31 + 𝑘2𝑏

(𝑗)
32

)︁
; 𝑗 = 1, 2;

𝑏0 = 𝑎
(1)
33

(︁
𝑎
(1)
11 𝑎

(1)
22 − 𝑎

(1)
12 𝑎

(1)
21

)︁
;
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𝑏1 = 𝑎
(1)
33

(︁
𝑎
(2)
11 𝑎

(1)
22 + 𝑎

(2)
22 𝑎

(1)
11 − 𝑎

(1)
12 𝑎

(2)
21 − 𝑎

(2)
12 𝑎

(1)
21

)︁
+ 𝑎23

(︁
𝑎31𝑎

(1)
12 − 𝑎

(1)
11 𝑎

(1)
32

)︁
;

𝑏2 = 𝑎
(1)
33

(︁
𝑎
(2)
22 𝑎

(2)
11 + 𝑎

(3)
22 𝑎

(1)
11 − 𝑎

(2)
12 𝑎

(2)
21 − 𝑎

(3)
12 𝑎

(1)
21

)︁
+

+𝑎23

(︁
𝑎31𝑎

(2)
12 − 𝑎

(1)
11 𝑎

(2)
32 − 𝑎

(2)
11 𝑎

(1)
32

)︁
+𝑎

(2)
33

(︁
𝑎
(1)
11 𝑎

(1)
22 − 𝑎

(1)
12 𝑎

(1)
21

)︁
+𝑎13

(︁
𝑎
(1)
21 𝑎

(1)
32 − 𝑎31𝑎

(1)
22

)︁
;

𝑏3 = 𝑎
(2)
33

(︁
𝑎
(2)
11 𝑎

(1)
22 + 𝑎

(2)
22 𝑎

(1)
11 − 𝑎

(1)
12 𝑎

(2)
21 − 𝑎

(2)
12 𝑎

(1)
21

)︁
+

+𝑎13

(︁
𝑎
(1)
21 𝑎

(2)
32 + 𝑎

(2)
21 𝑎

(1)
32 − 𝑎31𝑎

(2)
22

)︁
+𝑎23

(︁
𝑎31𝑎

(3)
12 − 𝑎

(2)
11 𝑎

(2)
32

)︁
+𝑎

(1)
33

(︁
𝑎
(3)
22 𝑎

(2)
11 − 𝑎

(3)
12 𝑎

(2)
21

)︁
;

𝑏4 = 𝑎
(2)
33

(︁
𝑎
(2)
11 𝑎

(2)
22 + 𝑎

(1)
11 𝑎

(3)
22 − 𝑎

(2)
12 𝑎

(2)
21 − 𝑎

(3)
12 𝑎

(1)
21

)︁
+ 𝑎13

(︁
𝑎
(2)
21 𝑎

(2)
32 − 𝑎

(3)
22 𝑎31

)︁
;

𝑏5 = 𝑎
(2)
33

(︁
𝑎
(3)
22 𝑎

(2)
11 − 𝑎

(3)
12 𝑎

(2)
21

)︁
;

𝑏
(1)
10 = 𝑎

(1)
22 𝑎

(1)
33 ; 𝑏

(1)
11 = 𝑎

(2)
22 𝑎

(1)
33 − 𝑎23𝑎

(1)
32 ; 𝑏

(1)
12 = 𝑎

(3)
22 𝑎

(1)
33 + 𝑎

(2)
33 𝑎

(1)
22 − 𝑎23𝑎

(2)
32 ;

𝑏
(1)
13 = 𝑎

(2)
33 𝑎

(2)
22 ; 𝑏

(1)
14 = 𝑎

(2)
33 𝑎

(3)
22 ;

𝑏
(2)
10 = 𝑎

(1)
12 𝑎

(1)
33 ; 𝑏

(2)
11 = 𝑎

(2)
12 𝑎

(1)
33 ; 𝑏

(2)
12 = 𝑎

(3)
12 𝑎

(1)
33 + 𝑎

(2)
33 𝑎

(1)
12 − 𝑎13𝑎

(1)
32 ;

𝑏
(2)
13 = 𝑎

(2)
33 𝑎

(2)
12 − 𝑎13𝑎

(2)
32 ; 𝑏

(2)
14 = 𝑎

(2)
33 𝑎

(3)
12 ;

𝑏
(1)
20 = 𝑎

(1)
21 𝑎

(1)
33 ; 𝑏

(1)
21 = 𝑎

(2)
21 𝑎

(1)
33 − 𝑎23𝑎31; 𝑏

(1)
22 = 𝑎

(1)
21 𝑎

(2)
33 ; 𝑏

(1)
23 = 𝑎

(2)
21 𝑎

(2)
33 ;

𝑏
(2)
20 = 𝑎

(1)
11 𝑎

(1)
33 ; 𝑏

(2)
21 = 𝑎

(2)
11 𝑎

(1)
33 ; 𝑏

(2)
22 = 𝑎

(1)
11 𝑎

(2)
33 − 𝑎13𝑎31; 𝑏

(2)
23 = 𝑎

(2)
11 𝑎

(2)
33 ;

𝑏
(1)
30 = 𝑎

(1)
21 𝑎

(1)
32 − 𝑎

(1)
22 𝑎31; 𝑏

(1)
31 = 𝑎

(1)
21 𝑎

(2)
32 + 𝑎

(2)
21 𝑎

(1)
32 − 𝑎

(2)
22 𝑎31; 𝑏

(1)
32 = 𝑎

(2)
21 𝑎

(2)
32 − 𝑎

(3)
22 𝑎31;

𝑏
(2)
30 = 𝑎

(1)
11 𝑎

(1)
32 − 𝑎

(1)
12 𝑎31; 𝑏

(2)
31 = 𝑎

(1)
11 𝑎

(2)
32 + 𝑎

(2)
11 𝑎

(1)
32 − 𝑎

(2)
12 𝑎31; 𝑏

(2)
32 = 𝑎

(2)
11 𝑎

(2)
32 − 𝑎

(3)
12 𝑎31;

We apply the Fourier transform to formulas (7), (11) and (13)

𝑄̃𝐹
𝑗𝑚 =

(︂
−𝑘2𝛼(12−𝛿𝑗𝑚)

𝑗𝑚 + 𝛼
(22−𝛿𝑗𝑚)
𝑗𝑚

𝑑2

𝑑𝑦22

)︂
𝑑𝜒(2−𝛿𝑗𝑚)𝐹

𝑑𝑦2
+

+𝑖𝑘

(︂
−𝑘2𝛼(11+𝛿𝑗𝑚)

𝑗𝑚 + 𝛼
(21+𝛿𝑗𝑚)
𝑗𝑚

𝑑2

𝑑𝑦22

)︂
𝜒(1+𝛿𝑗𝑚)𝐹 ; 𝑗,𝑚 = 1, 2;

(21)

𝑢̇𝐹𝑗 = −𝑖𝑘v

(︂
−𝑘2𝛽(𝑚)

𝑗1 + 𝛽
(𝑚)
𝑗2

𝑑2

𝑑𝑦22

)︂
𝜒(𝑚)𝐹 − 𝑘2v𝛽

(𝑗)
𝑗1

𝑑𝜒(𝑗)𝐹

𝑑𝑦2
; 𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑚;

𝑀𝐹 =
4

3

𝑖𝑘𝐺1ℎ
3

1 − 𝜈1
𝜙𝐹 ;

Taking into account (17), (18), and (20), expressions (21) can be represented as

𝑄̃𝐹
𝑚𝑗 = (−𝑖)𝛿𝑚𝑗 𝑘2∆−1(𝑘)

(︁
𝛿1𝑃

𝐹
1 Γ

(1)
𝑚𝑗 + 𝑖𝑃 𝐹

2 Γ
(2)
𝑚𝑗

)︁
;

𝑢̇𝐹𝑗 = 𝑖2−𝑗v𝑘2∆−1(𝑘)
(︁
𝛿1𝑃

𝐹
1 Γ

(1)
2 + 𝑖𝑃 𝐹

2 Γ
(2)
2

)︁
; 𝑚, 𝑗 = 1, 2; (22)

𝑀𝐹 = 𝑘∆−1(𝑘)
(︀
𝑖𝛿1𝑃

𝐹
1 Γ(1)

𝜙 − 𝑃 𝐹
2 Γ(2)

𝜙

)︀
;
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where

Γ(𝑗)
𝑚𝑚 =𝑘

(︀
𝛾1𝛾

(11)
𝑚𝑚+𝛿𝜂1𝜂2𝛾

(21)
𝑚𝑚

)︀
𝑈

(1)
𝑗 e𝑘𝛾1(𝑦2+ℎ) −

{︀
𝛿𝜂1𝜂2

[︀
2𝛾2
(︀
𝛾2𝛼

(21)
𝑚𝑚 + 𝛼(22)

𝑚𝑚

)︀
− 𝛾(12)𝑚𝑚

]︀
−

−𝑘
{︀
𝛿𝜂1𝜂2 (𝑦2 + ℎ)

(︀
𝛾2𝛾

(12)
𝑚𝑚 + 𝛾(22)𝑚𝑚

)︀
+ (1 − 𝛿𝜂1𝜂2) 𝛾2𝛾

(12)
𝑚𝑚

}︀}︀
𝑈

(2)
𝑗 e𝑘𝛾2(𝑦2+ℎ);

Γ(𝑗)
𝑚𝑛 = 𝑘

(︀
𝛾(11)𝑚𝑛 − 𝛿𝜂1𝜂2𝛾1𝛾

(21)
𝑚𝑛

)︀
𝑈

(1)
𝑗 e𝑘𝛾1(𝑦2+ℎ)+

{︁
𝛿𝜂1𝜂2

[︁
2𝛾2

(︁
𝛾2𝛼

(22)
𝑚𝑛 − 𝛼

(21)
21

)︁
− 𝛾(22)𝑚𝑛

]︁
+

+𝑘
[︀
𝛿𝜂1𝜂2 (𝑦2 + ℎ)

(︀
𝛾(12)𝑚𝑛 − 𝛾2𝛾

(22)
𝑚𝑛

)︀
+ (1 − 𝛿𝜂1𝜂2) 𝛾

(12)
𝑚𝑛

]︀}︀
𝑈

(2)
𝑗 e𝑘𝛾2(𝑦2+ℎ);

Γ(𝑗)
𝜙 =

4

3

𝐺1ℎ
3𝑈𝑗

(1 − 𝜈1)
.

Thus, the solution of the problem of the steady motion of a two-layer elastic
half-space with initial stresses under the influence of a moving load in the region of
Fourier images has the form (22).

From (22) it follows that the value of the quantities characterizing the stress-
strain state of a two-layer elastic half-space increases without limit at ∆(𝑘) → 0.
Under the condition that real positive multiple roots of the equation ∆(𝑘) = 0 exist,
resonance is possible [22].

The results of studying the function ∆(𝑘) for a compressible and incompressible
half-space and various cases of conjugation of a plate and a half-space are given in
[11,12].

It follows from the results obtained in [11,12] that the number of critical velocities
of the load movement significantly depends on the initial stresses in the half-space,
the mechanical characteristics of the plate and the half-space, and the conditions
of their contact. The effect of initial stresses on the values of critical velocities is
more significant for relatively soft plates and for non-rigid contacts. The value of
the lowest critical speed for a non-rigid contact is always less than for a hard one.

4. Numerical studies. In order to pass in formulas (22) to the originals, one
should use the inverse Fourier transform.

It follows from the results obtained in [11,12] that the calculation of the inversion
integrals essentially depends on the speed of the load. Depending on the velocity v,
the denominator ∆(𝑘) in the inversion integrals may or may not have real positive
roots. If no root lies on the real axis, then the inversion integrals have no singularities
and can be calculated directly using tables. In the presence of unequal real positive
roots of the denominator ∆(𝑘), the integrals along the integration contour from
to can be replaced by the sum of the principal value of the integral −∞ + 𝑖𝛾 and
+∞+ 𝑖𝛾 the sum of all residues multiplied by (−𝑖𝜋) [21]. In the case of the existence
of a double positive root, the inversion integrals do not exist even in the Cauchy
sense, i.e. resonance appears.

Since it was assumed in the formulation of the problem that the perturbations
caused by the moving load are very small, the resonant region was excluded from
consideration.

Figures 1-4 show how the initial stresses in the base affect the characteristics
of the stress-strain state in a two-layer half-space at different speeds of the load
(subsonic, transonic, and supersonic) and the conditions of contact between the
plate and the half-space.
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The following designations are used in the figures: 𝑐11 and 𝑐12 are the velocities
of propagation in the direction of the axis 𝑂𝑦1, respectively, of longitudinal and
transverse polarized waves in an unlimited compressible body with initial stresses,
𝑐1 and 𝑐2 are the velocities of propagation of transverse waves in the direction of
the axes 𝑂𝑦1 and 𝑂𝑦2 in an unlimited incompressible body with initial stresses, 𝑐𝑠
is the speed of movement of shear waves in the layer, v* is the critical speed of the
load [11,12].

As an example, a compressible half-space with an elastic potential of harmonic
type and an incompressible half-space with the Bartenev-Khazanovich potential are
considered [1]. It was assumed that the initial deformed state is flat and there is no
surface load.

The calculation results are given for a concentrated linear load, the normal and
tangential components of which are determined by the formulas

𝑃1 = 𝑃𝛿(𝑦1) cos𝛼; 𝑃2 = 𝑃𝛿(𝑦1) sin𝛼; 𝑃 = 𝐺1;

where 𝛼 is the angle of inclination of the load to the axis 𝑂𝑦1.
5. Conclusions and prospects for further research. An analysis of the

results shows that the presence of initial stresses has a significant effect on the di-
stribution of stresses and displacement velocities in the half-space and the bending
moment in the plate. This effect is different depending on the position of the consi-
dered point of the layered body relative to the point of application of the load.

The values of the parameters of the stress-strain state at a particular point of the
layered body depend on the initial stresses, its coordinates, and contact conditions.

For subcritical speeds of movement of the load with rigid contact of stress, the
speed of movement in the half-space and the bending moment in the plate is less
than with non-rigid contact. At the same time, in the studied range of values, the
growth rate of the amplitude of the studied quantities during compression is greater
than during tension. Attenuation with distance from the point of application of the
load in compression is slower than in tension.

The influence of the initial stresses increases significantly with the increase in
the speed of the load. This is especially true during pre-compression. With rigid
contact, the influence of velocity and initial stresses is less significant than with
non-rigid contact.

Accounting for rotational inertia within the considered velocities of the surface
load and values 𝜆1 in the case of rigid contact introduces an insignificant correction
(less than 2.6%), but in the case of non-rigid contact, the difference in the results
will be very large (up to 30%). It is especially necessary to take into account the
inertia of rotation at 𝜆1 < 1 and high speeds of the load.

It can be seen that as the velocity increases, the symmetry is more and more
violated, and the direct wave decays much faster and is practically absent in the
supersonic case. However, it does not completely disappear. This is apparently
explained by the layering of the medium.

In the case of rigid contact, the direct wave decays much faster than in a non-rigid
contact.
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Harmonic potential
(𝜌/𝜌1 = 0,5; 𝜇/𝐺1 = 0,5; 𝜅 = 0,845; 𝜈 = 0,3; 𝜈1 = 0,25; 𝛼 = 𝜋/2; 𝛿0 = 1)

v < v* < 𝑐12; v2 = 0,1𝑐2𝑠 𝑐12 < v < 𝑐11; v2 = 2𝑐2𝑠 v >𝑐11; v2 = 6𝑐2𝑠

Figure 1. Distribution of stresses and displacement velocities in the half-space at
depth 𝑦2 = −2ℎ/𝜆2 and the bending moment in the plate at depth 𝑦2 = −ℎ/2

(curve 1 corresponds to 𝜆1 = 0,8; curve 2 � 𝜆1 = 1; curve 3 � 𝜆1 = 1,2)
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Elastic potential of the Bartenev-Khazanovich type
(𝜅 = 0,845; 𝜇/𝐺1 = 0,5; 𝜌/𝜌1 = 0,5; 𝜈1 = 0,25; 𝛼 = 𝜋/2; 𝛿0 = 1)

v < v* < 𝑐1; v2 = 0,1𝑐2𝑠 v > 𝑐1; v2 = 2𝑐2𝑠

Figure 2. Distribution of stresses and displacement velocities in the half-space at
depth 𝑦2 = −2ℎ/𝜆2 and the bending moment in the plate at depth 𝑦2 = −ℎ/2

(curve 1 corresponds to 𝜆1 = 0,8; curve 2 � 𝜆1 = 1; curve 3 � 𝜆1 = 1, 2)
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Harmonic potential

Elastic potential of the Bartenev-Khazanovich type

Figure 3. Dependence of the values characterizing the stress-strain state of the
underlying half-space on the initial stresses at di�erent subcritical speeds of the
load at the point 𝑦1 = −𝜆1ℎ, 𝑦2 = −2ℎ/𝜆2 (curve 1 corresponds to v2 = 0,1𝑐2𝑠,

curve 2 � v2 = 0,2𝑐2𝑠, curve 3 � v2 = 0,3𝑐2𝑠, curve 4 � v2 = 0,4𝑐2𝑠)
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Figure 4. In�uence of taking into account the inertia of rotation at di�erent speeds
of movement of the load and initial deformations on the value of the stress

component 𝑄̃22 at the point 𝑦1 = −𝜆1ℎ; 𝑦2 = −2ℎ/𝜆2 (curve 1 corresponds to
v2 = 0,1𝑐2𝑠, curve 2 to v2 = 0,2𝑐2𝑠, curve 3 to v2 = 0,3𝑐2𝑠, curve 4 to v2 = 0,4𝑐2𝑠)
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пругами розглянуто плоске завдання про обурення, що рухається з постiйною швид-
кiстю поверхневим навантаженням двошарового напiвпростору з початковими напру-
гами з довiльною формою пружного потенцiалу. Розв’язок отримано у загальному
виглядi для стисливого та стисливого напiвпростору та рiзних умов контакту. Числен-
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ПОБУДОВА МОДЕЛЕЙ ДЛЯ ПРОГНОЗУВАННЯ ЧАСОВИХ
РЯДIВ ЗАСТОСОВУЮЧИ МЕРЕЖI ДОВГОСТРОКОВОЇ

ПАМ’ЯТI

Дослiдження присвячено комплексному вивченню мереж довгої короткочасної пам’ятi
(ДКЧП). Дана архiтектура є видом рекурентних нейронних мереж (РНМ), у яких
з’єднання мiж вузлами утворюють граф, орiєнтований у часi. У дослiдженнi проводи-
ться огляд будови та роботи ДКЧП. Також здiйснюється аналiз матерiалiв i методiв.
У статтi проводяться експерименти: будуються рiзнi моделi для передбачення часових
рядiв. Аналiзуються отриманi результати дослiдження. У цьому дослiдженнi будуть
розглянутi цiннiсть ДКЧП з практичної сторони у планi застосування, в залежно-
стi вiд виду вхiдних даних, а також з теоретичної сторони, яка базуватиметься на
розумiннi будови блоку ДКЧП.

Ключовi слова: довга короткочасна пам’ять, рекурентна нейронна мережа, машинне
навчання, k-nearest neighbors, Long short term memory, Root mean square error.

1. Вступ. В своєму принципi РНМ можуть використовувати свою внутрiшню
пам’ять для зберiгання представлень останнiх вхiдних подiй у формi активацiй
(короткочасної пам’ятi), а також для обробки довiльних послiдовностей входiв.
Це робить їх потенцiйно важливими для багатьох застосункiв, зокрема розпi-
знавання мовлення, розпiзнавання несегментованого неперервного рукописного
тексту та композицiї музики.

Не зважаючи на свої переваги, в таких традицiйних РНМ, як зворотному
поширенню в часi (Werbos, 1988) або рекурентному навчаннi в реальному часi
(Robinson & Fallside, 1987) iснує проблема зникання або вибухання зворотно
поширюваних похибок [1, 3]. Це в свою чергу спричиняє повiльну роботу про-
грами або взагалi її припинення, коли часовi затримки мiж важливими подiями
є занадто великими.

Для усунення даних недолiкiв, було запропоновано новий метод побудо-
ви РНМ: довгої короткочасної пам’ятi (Sepp Hochreiter & Jürgen Schmidhuber,
1997) [1, 5]. Будова ДКЧП призначена для подолання цих проблем iз зворотним
потоком помилок. Дана мережа може навчитися асоцiювати важливi подiї при
часових затримках невiдомої тривалостi, якi перевищують 1000 крокiв, навiть
у випадку шумних, нестиснутих вхiдних послiдовностей. Це досягається ефе-
ктивним, заснованим на градiєнтi, алгоритмом для даної архiтектури, який за-
безпечує постiйний потiк помилок через внутрiшнi стани спецiальних одиниць
ДКЧП.
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Ефективнiсть даної мережi, а також її нечутливiсть до довжини часових
промiжкiв мiж важливими подiями дає ДКЧП перевагу в численних застосува-
ннях над традицiйними РНМ, прихованими марковськими моделями та iншими
методами навчання послiдовностей. Всi переваги мережi ДКЧП привели до її
застосування в багатьох сферах iнтелектуального аналiзу даних, а саме: визна-
чення аномалiй в часових рядах, прогнозування: фiнансового ринку, швидкостi
дорожнього руху, температури поверхнi моря i т.д. Все бiльшої популярностi
набувають технологiї узагальнення по тексту чи вiдеозаписi, адже кожного дня
генерується така кiлькiсть вiдео, що для їх перегляду необхiдно понад 82 ро-
ки. Необхiднiсть автоматичних iнструментiв для аналiзу та розумiння великої
кiлькостi даних стверджують про актуальнiсть обраної теми, вивчення якої в
данiй роботi надасть новий ракурс аналiзу мереж ДКЧП.

Метою виконання даного дослiдження полягає у ефективностi мереж ДКЧП
для застосувань навчання з досвiду з метою передбачення часових рядiв, а саме
пошук тенденцiї в даних часових рядах. Для здiйснення заданої мети служать
наступнi завдання:
– З’ясувати способи використання ДКЧП в рiзних методах машинного на-
вчання (МН).

– Розглянути приклади задач з використанням ДКЧП.
– Провести порiвняння обробки та передбачення часових рядiв з iншими вi-
домими методами.
2. Огляд лiтературних джерел. Для розумiння аспектiв та принципiв

мереж ДКЧП, аналiзу та пiдсумовування iснуючих пiдходiв та методiв, якi ви-
користовуються при побудовi даних мереж, було проведено аналiз лiтературних
джерел, результати якого будуть використаннi при проведеннi дослiджень, опи-
саних в наступних роздiлах.

Стаття “Long Short-Term Memory” дозволила дiзнатись детальний опис пе-
реваг ДКЧП та результати практичних дослiджень, якi дали можливiсть чiтко
побачити переваги та користь даної архiтектури РНМ (Sepp Hochreiter & Jurgen
Schmidhuber) [2, 14]. Змiна способу побудови блоку рекурентних нейронних ме-
реж а також створення нового алгоритму заснованого на градiєнтi, створило
цiлком нову архiтектуру, яка значно перевершує в точностi традицiйнi РНМ, а
також усуває проблему iз зворотним потоком помилок, що робить її нечутливою
до довжини часових промiжкiв мiж важливими подiями.

Якiсно новим стало звернення до статтi “Improved Semantic Representations
From Tree-Structured Long Short-Term Memory Networks” [3, 5, 15], що дозволило
дiзнатись про покращену будову ДКЧП, де замiсть базової структури лiнiйного
ланцюга, було представлено узагальнення ДКЧП до деревоподiбної структури
топологiї мережi (Kai Sheng Tai, Richard Socher, Christopher D. Manning) [4, 5,
10]. Це в свою чергу, призвело до того, що дана мережа перевершила всi iснуючi
системи та сильнi базовi показники звичайних ДКЧП.

3. Методи та засоби дослiдження. Мережа ДКЧП є штучною ней-
ронною мережею, яка завдяки своїй будовi, яка мiстить вузли ДКЧП, не має
проблеми зникання градiєнту, на вiдмiну вiд традицiйних РНМ. Вузол ДКЧП
– це вузол рекурентної нейронної мережi, який видiляється запам’ятовуванням
значень для довгих, або коротких промiжкiв часу. Ключем до цiєї здатностi є
наявнiсть у будовi вузла - рекурентного вентиля, який називають “забувальним”
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[4, 8, 18]. Таким чином, значення, що зберiгаються, не розплющуються iтератив-
но з плином часу, коли мiж значеннями великий промiжок, i члени градiєнту не
мають схильностi розмиватися, коли для їх тренування застосовується зворотне
поширення в часi.

Мережi ДКЧП часто втiлюють у блоках, якi складаються з вузлiв ДКЧП.
Така конструкцiя є типовою для глибинних багатошарових нейронних мереж,
адже вона дає можливiсть реалiзацiї на паралельному апаратному забезпеченнi
[2, 7, 17].

Типовий блок ДКПЧ мiстить три вентилi (gates), якi використовуються для
керування потоку iнформацiї до або з їхньої пам’ятi. Цi вентилi реалiзованi iз
застосуванням логiстичних функцiй, а саме сигмоїдної для обчислення значень
мiж 0 та 1. Наприклад, “вхiдний” вентиль керує мiрою, до якої нове значення
входить в пам’ятi. “Забувальний” вентиль керує мiрою, до якої значення зали-
шається в пам’ятi. А “вихiдний” вентиль керує мiрою, до якої значення в пам’ятi
використовується для обчислення активування виходу з блоку [6, 10, 12].

Єдинi ваги, якi є в блоцi ДКЧП (𝑊 та 𝑈), використовуються для спрямо-
вування дiї вентилiв. Цi ваги застосовуються мiж значеннями, якi надходять в
блок (включно з вхiдним вектором 𝑥𝑡 та виходом з попереднього моменту часу
ℎ𝑡−1) та кожним iз вентилiв (Формула 1) [11, 13, 16]. Отже, блок ДКЧП визна-
чає, яким чином пiдтримувати свою пам’ять як функцiю вiд цих значень, яка
мiнiмiзує втрати. Данi блоки зазвичай тренують за допомогою алгоритму зво-
ротного поширення в часi.

Традицiйна ДКЧП iз “забувальними” вузлами представлена на Рис. 1.

Рис. 1. Будова блоку ДКЧП

𝑓𝑡 = 𝜎𝑔 (𝑊𝑓𝑥𝑡 + 𝑈𝑓ℎ𝑡 − 1 + 𝑏𝑓 )

𝑖𝑡 = 𝜎𝑔(𝑊𝑖𝑥𝑡 + 𝑈𝑖ℎ𝑡 − 1 + 𝑏𝑖)

𝑜𝑡 = 𝜎𝑔(𝑊𝑜𝑥𝑡 + 𝑈𝑜ℎ𝑡 − 1 + 𝑏𝑜) (1)

𝑐𝑡 = 𝑓𝑡 ∘ 𝑐𝑡 − 1 + 𝑖𝑡 ∘ 𝜎𝑐(𝑊𝑐𝑥𝑡 + 𝑈𝑐ℎ𝑡 − 1 + 𝑏𝑐)

ℎ𝑡 = 𝑜𝑡 ∘ 𝜎ℎ(𝑐𝑡),

де ∘ - позначає добуток Адамара (по-елементний матричний добуток);
Змiннi (нижнiй iндекс 𝑡 вказує на час):

𝑥𝑡 – “вхiдний” вектор;
ℎ𝑡 –“вихiдний” вектор (ℎ0 = 0);
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𝑐𝑡 – вектор стану комiрки (𝑐0 = 0);
𝑊 , 𝑈 i 𝑏 – матрицi та вектор параметрiв;
𝑓𝑡, 𝑖𝑡 та 𝑜𝑡– вектори вентелiв;
𝑓𝑡 – вектор “забувального” вентиля. Вага пам’ятання старої iнформацiї;
𝑖𝑡–вектор “вхiдного” вентиля. Вага отримання нової iнформацiї;
𝑜𝑡–вектор “вихiдного” вентиля, вирiшує яку iнформацiю подавати на вихiд.

Функцiї активацiї:
𝜎𝑔 – в оригiналi є сигмоїдною функцiєю;
𝜎𝑐 – в оригiналi є гiперболiчним тангенсом;
𝜎ℎ – в оригiналi є гiперболiчним тангенсом.

Експерименти. Аналiз часових рядiв вiдноситься до аналiзу змiни тен-
денцiї даних протягом певного перiоду часу й має рiзноманiтне застосування.
Одним iз таких додаткiв є прогнозування майбутньої вартостi товару на основi
його минулих значень. Прогнозування майбутнiх цiн на акцiї є, мабуть, найкра-
щим прикладом такого застосування [5, 9, 10].

Метою виконання даного завдання є побудова мережi довгої короткочасної
пам’ятi з метою передбачення тенденцiй даних за певний перiод часу та порiв-
няння отриманих результатiв з результатами, отриманими за допомогою iнших
методiв машинного навчання [6, 11, 18].

Для програмної реалiзацiї був обраний датасет Apple Inc. (AAPL), який був
завантажений з сайту з finance.yahoo.com. Для навчання наших алгоритмiв ми
будемо використовувати цiни акцiй Apple з 2 сiчня 2013 року по 26 лютого
2021 року. Для прогнозування ми будемо використовувати цiни акцiй Apple за
березень 2021 року. Зразок даних наведено на Рис. 2.

Рис. 2. Структура даних статистики цiн на акцiї Apple з 2013 по 2021 роки

Як можемо побачити датасет складається з наступних 6 атрибутiв:
– Date - дата (об’єкт дати i часу);
– Open – цiна пiд час вiдкриття (неперервне значення);
– High – найвища цiна (неперервне значення);
– Low – найнижча цiна (неперервне значення);
– Close – цiна пiд час закриття (неперервне значення);
– Volume – обсяг (неперервне значення).
При роботi з такими часовими рядами, як: цiни на акцiї певних компанiй

або ж цiни на криптовалюти нас найбiльше цiкавлять Open та Close цiни.
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Як ми знаємо, цiни на фондовому ринку є вкрай непередбачуваними та не-
стабiльними. Це означає, що в даних часових рядах немає вiдповiдних законо-
мiрностей, якi б дозволили майже iдеально змоделювати цiни протягом певного
вiдрiзку часу [13, 15].

Проте, ми принаймнi можемо створити таку модель машинного навчання,
завдяки якої ми зробимо такi передбачення, якi корелюють з фактичною по-
ведiнкою даних. Iншими словами, нам потрiбно передбачити лише коливання
майбутньої цiни акцiї, а не її точнi значення.

Оскiльки ми будемо передбачувати цiну акцiй пiд час закриття (close), то
нас не цiкавлять iншi колонки, тому ми видалимо їх з дата сету (Рис. 3).

Рис. 3. Датасет пiсля видалення зайвих колонок

Як можемо побачити на Рис. refimage3, пiсля видалення зайвих колонок ми
отримали датасет залежностi мiж датою та цiною за одиницю акцiї Apple.

Якщо вiзуалiзувати дану залежнiсть: цiни за одиницю акцiї пiд час закриття
(close) вiдносно дати, то можна побачити наступний Рис. refimage4.

Як можемо побачити на Рис. 4, тенденцiя є вкрай нелiнiйною, що робить
важким завданням її(тенденцiю) вловити, використовуючи дану iнформацiю.
Ще одну рiч, яку можемо побачити є те, що цiни за одиницю акцiї Apple близь-
кi до 2021 року є значно вищими нiж цiни до 2019 року, що ускладнює наше
завдання в знаходженнi кореляцiї мiж даними. Саме для такого завдання нам
пригодиться потужнiсть мережi довгої короткочасної пам’ятi, а також ми змо-
жемо на наглядному прикладi переконатися в перевагах даних мереж вiдносно
iнших методiв машинного навчання [7, 9].

Для того, щоб вивчити вплив прогнозуючих сил у фiнансових часових рядах
ми побудували одну традицiйну модель часових рядiв, двi базовi моделi машин-
ного навчання, а також двi моделi глибинного навчання. Даними моделями є:
– Рухоме середнє;
– Лiнiйна регресiя;
– K-найближчих сусiдiв (KNN);
– Стандартна мережа довгої короткочасної пам’ятi (LSTM);
– Розширена мережа довгої короткочасної пам’ятi, яка має кiлька додаткових
прихованих шарiв ДКЧП (Stacked-LSTM).
Для оцiнки даних моделей ми будемо використовувати середньоквадратичну

помилку (RMSE) в якостi метрики ефективностi моделi, а також вiзуалiзованi
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Рис. 4. Тенденцiя цiни на акцiї Apple

отриманi данi для кращого розумiння точностi вiдтворення тенденцiї цiни на
акцiї Apple.

Програмна реалiзацiя даних моделей виконувалась за допомогою високорiв-
невої мови програмування Python. Для побудови базових моделей машинного
навчання була використана бiблiотека scikit-learn, а для побудови моделей гли-
бокого навчання – бiблiотеки keras та tensorflow.

“Середнє” є однiєю з базових арифметичних дiй, яку ми часто використо-
вуємо в повсякденному життi. Наприклад знаходження середньої температури
за кiлька останнiх днiв, щоб знати приблизну температуру сьогоднi. Отже це є
хорошою вiдправною точкою в використаннi її на нашому датасетi, щоб перед-
бачити цiну акцiй Apple.

Передбачена цiна для кожного дня буде середнiм вiд набору ранiше спостере-
жених значень. Замiсть того, щоб використовувати просте середнє, ми застосує-
мо алгоритм рухомого середнього, який використовує найновiший набiр значень
для кожного передбачення [8]. Iншими словами, для кожного наступного кроку
передбачуванi значення враховуються, вилучаючи найстарiше спостережуване
значення з набору. Для бiльш легкого розумiння даний алгоритм зображений
на Рис. 5.

Застосувавши модель рухомого середнього, ми отримали наступнi резуль-
тати: Середньоквадратична помилка дорiвнює 7.654, що є не надто хорошим
значенням.

Як ми можемо побачити на Рис. 6, передбачення, зробленi за допомогою
нашої модель, не корелюють з фактичною поведiнкою, що вказує на те, що
алгоритм не впорався з вiдшуканням тенденцiї на цiну акцiй Apple. Перейдемо
до моделей машинного навчання.

Найпростiшим алгоритмом машинного навчання, який ми можемо застосу-
вати до даних такого типу є лiнiйна регресiя. Модель лiнiйної регресiї повертає
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Рис. 5. Алгоритм рухомого середнього

Рис. 6. Передбачення цiни на акцiї Apple при використаннi рухомого
середнього

рiвняння, яке визначає взаємозв’язок мiж незалежними змiнними та залежною
змiнною.

Рiвняння для лiнiйної регресiї можна зобразити наступним чином (Форму-
ла 2):

𝑌 = 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 + . . . 𝜃𝑛𝑥𝑛, (2)

де 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 представляють незалежнi змiннi, тодi як коефiцiєнти 𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑛
представляють ваги.

Для вирiшення проблеми ми не маємо набору незалежних змiнних, а лише
дати i вiдповiднi їм цiни на акцiї Apple. Тому ми використаємо стовпець дати
для вилучення таких характеристик, як – день тижня, початок/кiнець мiсяця,
рiк тощо, за допомогою бiблiотеки fastai.

Як можемо побачити на Рис. 7, новоутворений датасет окрiм дати та цi-
ни акцiй пiд час закриття (close) мiстить низку додаткових незалежних змiн-
них таких як: день тижня/мiсяця/року, номер тижня, початок/кiнець мiся-
ця/четвертi/року, за допомогою яких ми будемо будувати нашу модель для
передбачень.
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Рис. 7. Утворений датасет з додатковими змiнними

Застосувавши модель лiнiйної регресiї, ми отримали наступнi результати:
Середньоквадратична помилка дорiвнює 46.458, що однозначно не є хорошим
показником.

Рис. 8. Передбачення цiни на акцiї Apple при використаннi лiнiйної регресiї

Як можемо побачити на Рис. 8, через те, що значення цiн сильно вiдрiзняю-
ться мiж роками, наша модель перенавчається вiдносно колонок дати та мiсяця,
тому нашi передбачення не дають суттєвого результату.

Замiсть того, щоб враховувати попереднi значення з точки прогнозування,
модель враховує значення з аналогiчної дати мiсяць тому, або тiєї ж дати/мiсяця
проте рiк тому.

Якщо ж спробувати нормалiзувати данi по рiзним промiжкам часу (batch
normalization) i побудувати модель по отриманих даних, то ми отримаємо насту-
пний результат: Середньоквадратична помилка дорiвнює 6.61, що вже є кращим
показником, нiж минулий результат, проте не є достатньо хорошим.

Як можемо побачити на Рис. 9, ми отримали однозначно кращий результат
на нормалiзованих даних, в порiвняннi з передбаченнями зроблених по звичай-
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Рис. 9. Передбачення цiни на акцiї Apple (нормалiзованi) при використаннi
лiнiйної регресiї

них даних. Проте як ми можемо побачити на графiку, передбачення, зробленi
за допомогою нашої модель, не корелюють з фактичною поведiнкою, а отже
наша модель не справилась з поставленим завданням.

Так само як i лiнiйна регресiйна модель, даний алгоритм базується на неза-
лежних змiнних – знаходить схожiсть мiж новими та старими даними.

Алгоритм KNN може бути використаний як для задач класифiкацiї, так i
для регресiйних проблем. Даний алгоритм використовує “подiбнiсть ознак” для
прогнозування значень будь-яких нових даних. Це означає, що новим точкам
присвоюються значення на основi того, наскiльки вони схожi на точки в на-
вчальному наборi.

Даний алгоритм складається з трьох крокiв:
– Першим кроком є розрахунок вiдстанi мiж новою точкою i всiма точками в
тренувальному датасетi. Iснують рiзнi методи розрахунку даних вiдстаней,
серед яких найбiльш вiдомими є: Евклiдова вiдстань, Манхеттенська ме-
трика (для безперервних даних) та вiдстань Хеммiнга (для категорiальних
даних).

– Другим кроком є вибiр значення 𝑘, яке визначає кiлькiсть найближчих сусi-
дiв, якi ми будемо розглядати, при присвоєннi значення будь-якому новому
спостереженню. Для його виконання була використана функцiя Grid Search
CV, за допомогою якої ми змогли пiдiбрати найкраще значення 𝑘 для нашої
проблеми.

– Третiм кроком є передбачення значення нового спостереження, шляхом
розрахунку середнього мiж значеннями 𝑘 найближчих сусiдiв, визначених
в другому кроцi.
Як i для лiнiйної регресiї, для побудови моделi, заснованої на алгоритмi

KNN, нам необхiдно, щоб нашi данi мали набiр незалежних змiнних, тому ми
використаємо датасет, утворений для побудови лiнiйної регресiї (Рис. 10).

Застосувавши модель K-найближчих сусiдiв, ми отримали наступнi резуль-
тати: Середньоквадратична помилка дорiвнює 103.02, що, як i в випаду лiнiйної
регресiї, також є однозначно не хорошим показником.

Як можемо побачити на Рис. 10, через те, що значення цiн сильно вiдрiзня-
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Рис. 10. Передбачення цiни на акцiї Apple при використаннi KNN

ються мiж роками, наша модель, заснована на алгоритмi KNN, так само як i
лiнiйна регресiя, перенавчається вiдносно колонок дати та мiсяця, тому нашi
передбачення не дають суттєвого результату.

Спробуємо, як i для лiнiйної регресiї, нормалiзувати данi по рiзним про-
мiжкам часу (batch normalization) i побудувати модель по отриманих даних:
Середньоквадратична помилка дорiвнює 6.74, що вже є кращим показником,
нiж минулий результат, проте не є достатньо хорошим.

Рис. 11. Передбачення цiни на акцiї Apple (нормалiзованi) при використаннi
KNN

Як можемо побачити на Рис. 11, ми отримали однозначно кращий результат
на нормалiзованих даних, в порiвняннi з передбаченнями зроблених по звичай-
них даних.

Також можемо побачити, що на вiдмiну вiд лiнiйної регресiї, наша модель,
заснована на алгоритмi KNN, наближено вiдтворила тенденцiю на цiну акцiй
Apple. Проте, отриманi передбачення не надто добре корелюють з фактичною
поведiнкою, особливо на середньому промiжку, тому спробуємо добитись кра-
щого результату, за допомогою побудови iнших моделей.

Для обох моделей LSTM для прихованих шарiв використовувалась функцiя
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активацiї гiперболiчного тангенса, а для вихiдних шарiв – сигмоїдна функцiя
активацiї, було практично доведено, що цi функцiї активацiї показують кращi
результати для даного часового ряду, нiж iншi функцiї активацiї. Також ми
застосували 20% вiдкидання (dropoutrate) для кожного прихованого шару, як
звичайний метод регуляризацiї, щоб уникнути проблеми перенавчання. Ми ви-
користали оптимiзацiйний алгоритм Адама для вивчення параметрiв, а середню
квадратичну помилку- як функцiю втрат.

Щоб збiльшити швидкiсть навчання та збiльшити збiжнiсть, ми використо-
вуємо так званi “mini-batches” пiд час тренування. Ми спробували велику кiль-
кiсть розмiрiв “mini-batches” i дослiдили, що найкращим розмiром, який слiд
використовувати є 30, оскiльки бiльший розмiр не гарантує збiжнiсть i є вели-
кий шанс потрапити у сiдлову точку.

Також для покращення точностi передбачення наших мереж, а також при-
швидшення тренування їх тренування, ми застосували функцiю GridSearch, зав-
дяки якiй ми пiдiбрали найблiльш пiдходящi гiперпараметри для наших моде-
лей.

Через високу стохастичнiсть фiнансових часових рядiв ми побудуємо двi рi-
знi моделi ДКЧП: стандартну мережу ДКЧП та розширену мережу довгої ко-
роткочасної пам’ятi, яка має кiлька додаткових прихованих шарiв ДКЧП, а та-
кож порiвняємо їх продуктивнiсть. Очiкувалось, що розширена мережа ДКЧП
може краще вловити тенденцiю цiни на акцiї Apple через свою бiльш складну
структуру. Однак нашi експерименти показали протилежнi результати, що ми
обговоримо пiзнiше.

Застосувавши стандартну мережу довгої короткочасної пам’ятi, ми отрима-
ли наступнi результати: Середньоквадратична помилка дорiвнює 2.617, що є
достатньо малим значенням, що вказує на високу подiбнiсть даних.

Рис. 12. Передбачення цiни на акцiї Apple при використаннi стандартної
мережi ДКЧП

Як можемо побачити на Рис. 12, на вiдмiну вiд всiх попереднiх моделей, на-
ша стандартна мережа ДКЧП, достатньо точно вiдтворила тенденцiю на цiну
акцiй Apple, а саме передбачила, де наша цiна буде пiднiматись, а де опуска-
тись. Також ми можемо дiзнатись приблизнi мiри падiння i пiднiмання цiни i
робити вiдповiднi висновки з цього. Отриманi передбачення добре корелюють
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з фактичною поведiнкою, що вказує на те, що наша мережа добре впоралась з
поставленим завданням.

Розширена мережа довгої короткочасної пам’ятi, яка має кiлька додаткових
прихованих шарiв ДКЧП (Stacked-LSTM).

Для побудови даної розширеної моделi ми добавили 3 додаткових прихо-
ваних шарiв ДКЧП. Застосувавши розширену мережу довгої короткочасної
пам’ятi, ми отримали наступнi результати: Середньоквадратична помилка до-
рiвнює 3.14, що, як i в випадку зi стандартною мережею, є достатньо малим
значенням, проте одразу можна зробити висновки, що дана мережа гiрше пе-
редбачила цiну на акцiї Apple.

Рис. 13. Передбачення цiни на акцiї Apple при використаннi розширеної
мережi ДКЧП

Як можемо побачити на Рис. 13, дана розширена мережа не так точно вiд-
творює тенденцiю цiни на акцiї Apple, як стандартна мережа, проте в порiвнян-
нi з iншими методами, застосованими в данiй роботi вона показала достатньо
хорошi результатi. За допомогою даної мережi ми досi можемо передбачува-
ти чи цiна пiднiметься, чи знизиться, проте не можемо робити передбачення
про мiру падiння/пiднiмання цiни. Отриманi передбачення, за допомогою да-
ної розширеної мережi, хоч i не настiльки добре як зi стандартною мережею,
проте корелюють з фактичною поведiнкою, що вказує на те, що наша мережа
достатньо добре впоралась з поставленим завданням.

Результати дослiдження. Основною метою даної роботи було дослiдже-
ння ефективностi мереж ДКЧП в передбаченнi часових рядiв, а саме пошук
тенденцiї в даних часових рядах, а також порiвняння її ефективностi з iншими
вiдомими методами.

Для виконання даного завдання було побудовано п’ять моделей часових ря-
дiв, застосувавши наступнi методи:

1. Рухоме середнє (традицiйна модель часових рядiв)
Алгоритмом створення даної моделi є: передбачена цiна для кожного дня бу-

де середнiм вiд набору ранiше спостережених значень(вилучаючи найстарiше
спостережуване значення з набору), що можна представити наступною форму-
лою 3:
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𝑎𝑆𝑀 =
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𝑀
=

1

𝑀

𝑀−1∑︁
𝑖=0

𝑥𝑛−(𝑀−𝑖), (3)

де 𝑥𝑛 – значення за певний промiжок часу (в нашому випадку за один день);
𝑀 – промiжок часу, вiдносно якого ми будемо вираховувати середнє.
Перевагою даного алгоритму є швидке виконання передбачення (0.7 с).
Недолiком даного алгоритму є те, що передбачення, зробленi за допомогою

нього, показують лише наближену цiну на акцiї, яка не корелює з фактичними
даними.

2. Лiнiйна регресiя (базова модель МН)
Рiвняння для лiнiйної регресiї представлене у формулi 3. Перевагою вико-

ристання даної моделi є швидке виконання передбачення (0.003 с).
Недолiками її використання є: передбачення, зробленi за допомогою неї, як i

в випадку з алгоритмом рухомого середнього, показують лише наближену цiну
на акцiї, яка не корелює з фактичними даними.

Для того, щоб уникнути проблеми з перенавчанням, потрiбно додатково нор-
малiзувати данi по певним промiжкам часу (batch normalization).

3. K-найближчих сусiдiв (базова модель МН)
Алгоритмом створення даної моделi є:
– На першому кроцi потрiбно розрахувати вiдстанi мiж новою точкою i всiма
точками в тренувальному датасетi.

– Другим кроком є знаходження 𝑘 найближчих сусiдiв (𝑘-визначене наперед).
– Третiм кроком є передбачення значення нового спостереження, шляхом
розрахунку середнього мiж значеннями 𝑘 найближчих сусiдiв, визначених
в другому кроцi.
Перевагами використання даного алгоритму є:
– Швидке виконання передбачення (0.004 с).
– Наближене вiдтворення тенденцiї на цiну.
Недолiками використання даної моделi є:
– Як i в випадку з лiнiйною регресiєю, для того, щоб уникнути проблеми з пе-
ренавчанням, потрiбно додатково нормалiзувати данi по певним промiжкам
часу (batch normalization).

– Хоч тенденцiя i є наближено вiдтвореною, проте недостатньо точно, а от-
же ми можемо використовувати її лише як орiєнтир для подальших дослi-
джень.
4. Стандартна мережа ДКЧП (модель глибинного навчання)
Перевагою використання даної мережi є те, що в порiвняннi з iншими ме-

тодами, дана мережа вiдтворює тенденцiю на цiну досить точно, що i є найва-
жливiшим критерiєм в данiй роботi.

Хоча час тренування склав 109 с, проте це не є недолiком, адже це вiдносно
невеликий час для тренування моделей МН.

5. Розширена мережа довгої короткочасної пам’ятi, яка має кiлька додатко-
вих прихованих шарiв ДКЧП (Stacked-LSTM)

Перевагою використання даної мережi є те, що дана мережа досить добре
вiдтворює тенденцiю на цiну (краще впоралася з цим, порiвнюючи з традицiй-
ною моделлю часових рядiв i базовими моделями МН).

Недолiками використання даної мережi є:
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– Не настiльки хороша точнiсть вiдтворення тенденцiї в порiвняннi зi стан-
дартною мережею.

– Довший час тренування, в порiвняннi зi стандартною мережею ДКЧП (911 с).
Отже, давайте пiдсумуємо усi результати, отриманi при виконаннi попере-

днього роздiлу у наступнiй таблицi 1.

Таблиця 1.
Результати передбачень рiзними моделями

Модель
Час

виконання, с
RMSE

Кореляцiя передбачених
даних з фактичними

Рухоме середнє 0.7 7.654
Вiдсутня кореляцiя

(Рис. 6)
Лiнiйна
регресiя

0.003 6.61
Вiдсутня кореляцiя

(Рис. 8)

KNN 0.004 6.74
Часткова кореляцiя

(Рис. 11)
Стандартна

мережа ДКЧП
109.3 2.617

Хороша кореляцiя
(Рис. 12)

В Табл. 1 ми можемо переглянути пiдсумок результатiв нашого дослiдже-
ння. Давайте перейдемо до аналiзу отриманих результатiв, а також зробимо
попереднi висновки.

Обговорення результатiв. Аналiзуючи результати, отриманi при вико-
наннi попереднього роздiлу можна зробити наступнi висновки:

Через те, що нашi данi мають високу стохастичнiсть, а будь яка прихована
залежнiсть є непрямою дана традицiйна модель часових рядiв – рухоме середнє
не впоралась з покладеним завданням – передбачити тенденцiю майбутньої цiни
на акцiї Apple. Даний алгоритм передбачує лише наближену майбутню цiну, а
тому не пiдходить для вирiшування нашої проблеми (передбачення тенденцiї
на цiну).

Як i рухоме середнє, лiнiйна регресiя не впоралась з покладеним завданням
– передбачити тенденцiю майбутньої цiни на акцiї Apple. Недолiком використа-
ння даного алгоритму для нашої проблеми є вимога до даних, а саме: наявнiсть
незалежних змiнних. Для цього ми додатково створювали ряд незалежних змiн-
них, якi дiстали з колонки дати/час. Проте давайте бiльш докладно розглянемо
чому лiнiйна регресiя не впоралася з даним завданням:
– Оскiльки данi, якi були використанi та мiстять високу стохастичними, а
також будь яка прихована залежнiсть є непрямою, лiнiйна регресiя просто
не може її вiдшукати.

– Як вже було сказано ранiше, цiна на акцiї Apple за рiзних рокiв значно вiд-
рiзняються, через що наша модель перенавчається вiдносно колонок дати
та мiсяця. Тому, щоб зробити нормальне передбачення нам потрiбно засто-
совувати “batch normalization” для усунення даної проблеми.
Низка даних обмежень, а також той факт, що дана модель не вiдтворила

тенденцiю робить її не пiдходящою для заданої проблеми.
На вiдмiну вiд двох попереднiх алгоритмiв, алгоритм KNN наближено вiд-

творив тенденцiю на цiну акцiй Apple, проте на певному промiжку данi взагалi
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не корелювали з фактичними. Тому передбачення, отриманi за допомогою да-
ного алгоритму, ми можемо лише використовувати як довiдку для передбачень,
зроблених за допомогою методiв глибинного навчання.

Як вже було сказано у попередньому роздiлi, очiкувалось, що розширена
мережа ДКЧП може краще вловити тенденцiю цiни на акцiї Apple через свою
бiльш складну структуру, проте нашi експерименти показали протилежнi ре-
зультати. В порiвняннi з iншими моделями, застосованими у цiй роботi, наша
розширена мережа ДКЧП досить добре вiдтворила тенденцiю цiни на акцiї
Apple, проте не настiльки добре, як стандартна мережа ДКЧП.

Як правило, чим “глибша” нейронна мережа (та, яка має бiльше прихованих
шарiв), тим краще вона здатна пояснити бiльш складнi проблеми, на вiдмiну
вiд одношарової нейронної мережi. Однак вiдкриттям, яке ми виявили був той
факт, що розширена мережа ДКЧП не перевершує стандартну мережу ДКЧП
в контекстi прогнозування цiни акцiй, а тобто проблем, пов’язаних з часовими
рядами. Натомiсть, розширена мережа ДКЧП показала меншу продуктивнiсть
вiд стандартної мережi. Доведено, що бiльш складний представник нейронної
мережi не обов’язково покращує якiсть передбачення.

Даний результат ми можемо пояснити наступними причинами:
– Бiльш складна будова нейронної мережi спричиняє проблему перенавчання,
а тобто розширена мережi ДКЧП погано узагальнює прихованi залежностi
у часових рядах, через бiльшу кiлькiсть параметрiв, якi вона розглядає.

– Розширена мережа ДКЧП бiльше пiдходить для розв’язування проблем
класифiкацiї, а не неперервних часових рядiв, таких як цiни на акцiї.
Пiсля пiдсумування та обговорення всiх результатiв доходимо до висновку,

що найкращою моделлю машинного навчання для передбачення таких стоха-
стичних часових рядiв, як цiни на акцiї, є модель глибинного навчання – стан-
дартна мережа ДКЧП.

4. Висновки. В данiй роботi було детально дослiджено одну з архiтектур
рекурентних нейронних мереж – мережу довгої короткочасної пам’ятi. На вiдмi-
ну вiд звичайних РНМ, мережа ДКЧП добре пiдходить для навчання з досвiду
з метою передбачення часових рядiв в умовах, коли вони є стохастичними або
ж прихованi залежностi є непрямими i їх складно вiднайти.

Для того, щоб показати усю потужнiсть мереж ДКЧП ми обрали датасет цiн
на акцiї Apple з вкрай нелiнiйною тенденцiєю, що ускладнило наше завдання –
передбачити її (тенденцiю) за певний промiжок часу.

Загалом для максимально точної та об’єктивної оцiнки ми запропонували,
розробили, натренували й протестували 5 моделей, а саме: плаваюче середнє, лi-
нiйну регресiю, KNN, стандартну мережу ДКЧП та розширену мережу ДКЧП
з кiлькома додатковими прихованими шарами ДКЧП. Найкраще себе показала
стандартна мережа ДКЧП, яка достатньо точно вiдтворила майбутню тенден-
цiю на цiну акцiй Apple й значно перевершила у цьому усi iншi моделi.

Також ми зробили вiдкриття й показали, що незважаючи на бiльш складну
структуру моделi розширеної мережi ДКЧП у порiвняннi зi стандартною мере-
жею, розширена мережа не перевершує стандартну в контекстi прогнозування
цiни акцiй, а тобто проблем, пов’язаних з часовими рядами, через можливiсть
перенавчання.

Також було дослiджено, що при побудовi будь якої мережi ДКЧП, важливо
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звернути увагу на правильний пiдбiр параметрiв моделi, адже навiть невелика
їх змiна може як значно покращити, так i значно погiршити дану модель.

Подальшi дослiдження слiд проводити зi ще бiльш стохастичними даними,
такими як: цiни на криптовалюти i поглянути наскiльки точно наша мережа
зможе вiдтворити тенденцiю в такому часовому рядi. Також хорошим варiантом
буде побудова бiльш складної структури мережi ДКЧП, а саме мережа ДКЧП
з механiзмом уваги й перевiрити чи зможе вона краще впоратись з завданням
передбачення тенденцiї в часовому рядi.

Boyko N., Kachmaryk V. Building models for time sequence forecasting using
long-term memory networks .

The study is devoted to a comprehensive analysis of long short-term memory (LSTM)
networks. This architecture is a type of recurrent neural network (RNM), in which the con-
nections between nodes form a time-oriented graph. In this study, we review the structure
and performance of the LSTM networks. Materials and methods are also analyzed. This
paper conducts experiments, such as building different models to predict time series. The
obtained research results are also analyzed. In this study, we will consider both the value
of LSTM from a practical point of view in terms of exploitation, depending on the type
of input data, and from a theoretical point of view, which will be based on understanding
the structure of the LSTM block.

Keywords: Long short-term memory, recurrent neural network, machine learning, k-
Nearest Neighbors, Root mean square error.
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МЕТОД МАШИННОГО НАВЧАННЯ ДЛЯ СТВОРЕННЯ НОВИХ
ЛIКАРСЬКИХ РЕЧОВИН IЗ ЗАДАНИМИ ВЛАСТИВОСТЯМИ

Створення нових бiологiчно активних речовин є однiєю iз найважливiших про-
блем фармацевтичної галузi. У цiй статтi запропоновано метод, у якому поєднуються
кiлька глибоких нейронних мереж для генерування унiкальних молекул iз задани-
ми властивостями. Генерування доповнюється виправленням хiмiчної будови молекул
iз помилками за допомогою рекурентної нейронної мережi з механiзмом уваги. Для
створених молекулярних структур проведено аналiз хiмiчних властивостей та оцiнку
схожостi на лiкарськi речовини. Запропонований ансамбль дозволяє створювати новi
унiкальнi лiкарськi речовини, контролюючи ступiнь розчинностi та iншi молекулярнi
дескриптори.

Ключовi слова: бiологiчно активнi речовини, нейронна мережа, молекула, машинне
навчання, молекулярна структура, молекулярний дескриптор.

1. Вступ. Розробка нових матерiалiв є складною та тривалою роботою [1-3].
Зокрема, розробка лiкiв — це поетапний, iтеративний процес, що включає такi
необхiднi етапи як вiдкриття, розробка, пре-клiнiчнi та клiнiчнi дослiдження,
перевiрка та затвердження регулюючими органами, i лише потiм — виробни-
цтво та дистрибуцiя. Як правило, вiд початкову цього процесу до остаточно-
го схвалення та комерцiйного розповсюдження проходить вiд 10 до 15 рокiв
[4, 5]. Такi термiни здебiльшого визначаються труднощами з пошуком та вiд-
бором молекул-претендентiв на лiкарську речовину, якi успiшно пройдуть клi-
нiчнi випробування. Матерiалознавство дослiдило лише крихiтну частину усiх
потенцiйних лiкарських сполук: пiдраховано, що на сьогоднi синтезовано ли-
ше близько 108 малих молекул iз понад 1060 можливих [6, 7]. Синтез нових
молекул-кандидатiв вимагає збiльшення iнвестицiй у дослiдження i розробки
[8], головним чином через складнiсть пошуку молекул iз необхiдними власти-
востями.

Методи машинного навчання (MН) довели свою результативнiсть у багатьох
областях [9]. Глибокi нейроннi мережi (DNN) успiшно використовуються для
розпiзнавання природньої мови та комп’ютерного зору, проте унiверсальнiсть
глибоких нейронних мереж у вивченнi представлень даних дозволяє розширити
сфери їхнього застосування до наукових проблем [10, 11].

Хiмiчна та фармацевтична промисловiсть виявляють значний iнтерес до ме-
тодiв машинного навчання та глибоких нейронних мереж, якi допомагають пiд-
вищити ефективнiсть розробки нових матерiалiв [12-14]. У цьому вiдношеннi
варто згадати нещодавню роботу Жаворонкова та iн. [15], у якiй повiдомляє-
ться про створення лiкарської речовини з використанням МН усього за 21 день,
що безпрецедентно скорочує доклiнiчний етап.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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2. Машинне навчання для дизайну матерiалiв. Останнi досягнення
у машинному навчаннi дозволяють ефективно вирiшувати численнi проблеми
вiд наближення квантових хвильових функцiй до передбачення хiмiчних вла-
стивостей, фазових переходiв i часової динамiки [16-24].

На молекулярному рiвнi DNN використовуються для апроксимацiї квантово-
механiчних обчислень [17, 25], декомпозицiї енергiї кластерiв або передбачення
наступного кроку молекулярної динамiки замiсть традицiйних ресурсоємких
процедур [26-31]. Нещодавно, декiлька симуляцiйних систем включили цi пiд-
ходи до своїх обчислювальних iнструментiв [32-37].

DNN також використовуються для прогнозування кiлькiсних фiзико-хiмiчних
та бiологiчних властивостей за хiмiчною будовою сполук [10]. За такими моде-
лями iсторично закрiпилася англомовна назва Quantitative Structure-Activity
Relationship (QSAR). Серед модельованих властивостей можна згадати розчин-
нiсть у водi або органiчних розчинниках, температуру плавлення, енергiї соль-
ватацiї тощо [38-40]. Здатнiсть MН пов’язувати структуру речовини iз власти-
востями дає змогу оцiнювати успiшнiсть молекул-кандидатiв за показниками
ADME (абсорбцiя, розподiл, метаболiзм, екскрецiя) або ADMET (якщо також
враховується токсичнiсть). У цьому випадку акцент зосереджений на таких вла-
стивостях як спорiдненiсть до рецепторiв, токсичнiсть та швидкiсть бiологiчно-
го розпаду [41-50]. Своєрiдним «золотим стандартом» у скринiнгу схожостi на
лiки є так зване правило п’яти, запропоноване Лiпiнським та iн. [51], та його
близькi варiацiї [52-55], що дозволяє фармакологiчним компанiям значно ско-
ротити кiлькiсть молекул-кандидатiв на раннiх стадiях розробки лiкiв.

У методах MН, що мають справу з молекулярними структурами, вирiшаль-
ним кроком є ефективне представлення структурних даних. У вищезгаданих
пiдходах використовуються рiзнi формати вхiдних даних: молекулярнi графи,
вiдбитки, дескриптори та їхнi комбiнацiї [45], позначення друкованими символа-
ми (наприклад, SMILES — Simplified Molecular-Input Line-Entry System). Остан-
нiй спосiб представлення молекул уможливлює застосування методiв обробки
природної мови до проблем хiмiї, включаючи генерацiю нових сполук [56, 57].
У роботах [58, 59] рядки SMILES перетворюються на двовимiрнi зображення,
а потiм передаються в DNN. Подiбний пiдхiд до використання зображень 2D-
структур як вхiдних даних також представлений в роботi [60].

Методи, заснованi на графових нейронних мережах [61, 62], використовують
графове представлення молекул. Таке представлення є природним вибором для
вивчення молекулярних структур, взаємодiй та синтезу [63]. Згортковi графовi
нейроннi мережi та молекулярнi графи використовуються для прогнозування
розчинностi, токсичностi та iнших властивостей сполук [63, 64]. У роботi [65] по-
єднано графовi представлення iз змагальним навчанням (Adversarial Training)
та навчанням з пiдкрiпленням для генерування молекул iз бажаними властиво-
стями. Графовi нейроннi мережi використовуються для передбачення поверхнi
бiлка [66]. У дослiдженнi Зiтника та iн. [67] графовi згортковi мережi викори-
стовуються для передбачення можливих побiчних ефектiв лiкiв. Пропонується
також генеративна мережа MolGAN [68] для створення молекулярних графiв.

Останнi досягнення глибинного навчання значною мiрою стосуються рiзних
застосувань генеративних змагальних мереж (англ. GAN - Generative Adversari-
al Network) та iнших глибоких генеративних моделей, здатних генерувати або
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реконструювати данi iз заданого розподiлу [69, 70]. У контекстi молекулярних
даних це вiдкриває шлях до синтезу нових структур iз заданими властивостями
(див., наприклад, огляд Jørgensen та iн. [71]). Автоенкодер (AE) та варiацiйно-
го автоенкодер (VAE) використовуються для вiдображення дискретних рядкiв
SMILES в безперервному просторi [60, 72]. Вибiр векторiв-екземплярiв у такому
просторi та наступне їх декодування назад у рядки SMILES дозволяє отримува-
ти новi унiкальнi структури. Рiзнi DNN моделi були запропонованi та порiвнянi
для пiдвищення якостi векторних представлень та зменшення помилки рекон-
струкцiї [71, 73, 74]. Дослiдження, що представляє генеративний змагальний
автоенкодер, описано в посиланнi 75 — автори тестували рiзнi архiтектури для
генерацiї молекул та зворотного вiдображення QSAR, семплiнгом нових стру-
ктур iз застосуванням обмежень бiологiчної активностi. Детальне обговорення
проблеми «хiмiчного простору» та реконструкцiї молекул на основi його ве-
кторiв представлено в нещодавньому дослiдженнi Б’єррума та Саттарова [76].
Модель на основi GAN вiд Guimaraes та iн. [77] вчиться генерувати молекули у
представленнi рядкiв SMILES, оптимiзуючи їх властивостi до набору хiмiчних
показникiв.

Незважаючи на безперервну природу латентного векторного простору та
нескiнченнi можливостi вибору довiльних векторiв, не всi вибранi вектори вiд-
повiдають “правильним” рядкам SMILES. Деякi з цих векторiв можуть декоду-
ватися у хiмiчно неправильнi SMILES, тодi як iншi (навiть «граматично» пра-
вильнi) можуть вiдповiдати нестабiльним хiмiчним сполукам. Успiшну спро-
бу вирiшити цю проблему було зроблено шляхом замiни звичайного VAE на
Grammar VAE [57]. Iншим напрямком вирiшення проблеми дотримання “хiмi-
чної” правильностi представлень є збагачення граматики SMILES контекстними
атрибутами [78].

3. Мета та завдання дослiдження. У цiй статтi представлено ансамбль iз
моделей, якi навчаються на великих публiчних наборах даних. Ансамбль спрое-
ктовано для застосування на раннiх етапах розробки лiкiв - вiд пропозицiї нової
структури до прогнозування фiзико-хiмiчних властивостей та пiдтвердження їх
у чисельному моделюваннi (див. рис. 1).

Автоенкодер використовується для закодовування дискретних рядкiв SMI-
LES в безперервний векторний простiр [79, 80]. В роботi описується, що розмiр
набору даних вiдiграє вирiшальну роль у досягненнi вищої якостi узагальнення
та реконструкцiї. Оскiльки розмiченi набори даних часто мають обмежений роз-
мiр, замiсть наскрiзного навчання слiд навчати окремi моделi для реконструкцiї
структур, виправлення помилок i передбачення властивостей.

Щоб збiльшити кiлькiсть хiмiчно “правильних” згенерованих молекул, по-
трiбно обирати новi точки у латентному векторному просторi на основi еталон-
них. Додатковий крок включає виправлення помилок за допомогою рекурентної
нейронної мережi (Attention-based Sequence-to-Sequence).

Для оцiнки якостi отриманих молекул-кандидатiв потрiбно ввести етап по-
стобробки, що дозволяє обчислювати властивостi згенерованих молекул безпо-
середньо зi структури. Цей етап забезпечує порiвняльний аналiз каркасiв моле-
кул, вiдбиткiв, дескрипторiв i функцiональних груп для оцiнки якостi згенеро-
ваних молекул. Доводиться, що новостворенi унiкальнi SMILES мають подiбний
розподiл структурних особливостей i молекулярних дескрипторiв до еталонного
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набору даних. Загальний конвеєр показаний на рис. 1. На Рис. 1 представлено
конвеєр бiльш детально.

Рис. 1. Запропонована система охоплює кiлька раннiх етапiв розробки лiкiв.
Спершу, точки даних генеруються (2) в безперервному просторi в деякому
околi вiд еталонного набору даних (1). Потiм оцiнюються хiмiчнi властивостi
(3). Далi для декодованих у SMILES (4) молекул-кандидатiв виконується

виправлення помилок (5).

Опис методологiї. В основi описаної методологiї лежить iдея апрокси-
мацiї безперервного розподiлу для представлення малих органiчних молекул.
Для створення такого вiдображення потрiбно використати автоенкодер (AE),
що складається з двох пiдмереж — енкодеру (2) i декодеру (4), як показано
на Рис. 2. Латентний векторний простiр архiтектурно є центральним шаром
нейронiв автоенкодеру. Його ваги вивчаються у процесi реконструкцiї валiдних
молекулярних структур у форматi SMILES (1), що подаються на вхiд i на ви-
хiд автоенкодеру. Пiсля тренування, цi ваги апроксимують розподiл вхiдних
SMILES (1) та дозволяють семплювати вектори-представлення, якi надалi де-
кодуються (2) у новi молекулярнi структури-кандидати (9).

Далi передбачена розчиннiсть (logS) молекули-кандидата перевiряється за
допомогою QSAR-фiльтру на вiдповiднiсть дiйсним значенням, а згенерова-
на молекулярна структура у форматi SMILES подається на рекурентну мо-
дель (див. Рис. 4) для виправлення можливих помилок (ALSTM). ALSTM вiд-
носиться до Attention-based Sequence-to-Sequence моделей iз Long Short-Term
Memory (LSTM) комiрками.

Деталi молекулярних представлень. Iснують рiзнi представлення моле-
кул, якi дозволяють кодувати просторову структуру за допомогою компактних
однорядкових позначень. Найпопулярнiшими серед них є SMILES.

SMILES мiстить всю необхiдну iнформацiю для обчислення необхiдних ме-
трик (донори Н-зв’язку, акцептори, молекулярна маса тощо), за винятком лi-
пофiльностi та розчинностi у водi. Рядок SMILES не може бути поданий в ней-
ронну мережу у вихiднiй формi i має бути виражений у числовому виглядi.
Категорiальнi данi (наприклад, символи SMILES) зручно представляти за до-
помогою так званого one-hot кодування, яке у випадку SMILES є матрицею (N
на M) iз 0 i 1 у комiрках. N — це кiлькiсть унiкальних елементiв SMILES (напри-
клад, C, c, =, @, O, дужок тощо), тодi як M позначає символи рядка SMILES.
Один з таких прикладiв проiлюстрований на Рис. 3, де показано one-hot коду-
вання пропiонового альдегiду. У дослiдженнi розглядаються рядки SMILES не
довше 60 елементiв, застосовуючи заповнення нулями для коротших. У робо-
тi також обмежили розмiр словника елементами, якi зустрiчаються в наборах
даних для тренування та оцiнки (58 унiкальних символiв).
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Рис. 2. Концептуальна архiтектура автоенкодеру складається з автоенкодеру
(2), центрального шару (5) та енкодеру (4). Додатковим бiчним шаром

нейронної мережi виступає регресор (3), який виконує функцiю контролю
фiзико-хiмiчних властивостей генерованих молекул-кандидатiв (9). В даному
випадку такою характеристикою є логарифм розчинностi у водi - logS (7). В

результатi тренування (А) автоенкодеру, ваги центрального шару (6)
апроксимують розподiл вхiдних даних (6). Пiсля цього, натренованi

центральний шар (5), регресор (3) та декодер (4) використовуються для
генерування (Б) нових молекул-кандидатiв (9). SMOTE (8) виступає
алгоритмом вибору початкових векторiв з латентного простору (6).

Данi генератора. У цьому дослiдженнi використано 190 тисяч SMILES iз
бази даних eMolecules [81] для навчання автоенкодеру. Для навчання моделi
реконструкцiї цих молекулярних представлень, на вхiд i на вихiд подавалося
по два однаковi рядки SMILES.

Як приклад фiзико-хiмiчної властивостi для контролю, було обрано розчин-
нiсть у водi (logS). Для тренування моделей було зiбрано та об’єднано данi iз
серiї вiдкритих наборiв, опублiкованих Huuskonen [82], Hou та iн. [83], Delaney
[84] та Mitchell [85]. Крiм того, набiр даних про розчиннiсть було розширено
шляхом перетворення рядкiв SMILES до канонiчної форми, що в сумi дало 4300
мiток розчинностi для рядкiв SMILES не довше 60 елементiв. Усi розчинностi
представленi у виглядi логарифмiчної розчинностi — десятковий логарифм ма-
ксимальної концентрацiї розчиненої речовини у водi, вираженої в моль/л.

Важливо мати на увазi, що загальнодоступнi набори даних часто об’єднують
данi, отриманi в рiзних лабораторiях за рiзними методиками. Це може сильно
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Рис. 3. Просторова конфiгурацiя пропiонового альдегiду,
SMILES-представлення та вiдповiдна one-hot матриця. Карбони (С) на

тривимiрному зображеннi показанi сiрим, кисень (О) – червоним, водень (Н) –
бiлим.

погiршити якiсть даних [86, 87].
Архiтектура генератора. Архiтектура автоенкодеру була створена за ре-

зультатами серiї експериментiв iз пошуком по сiтцi параметрiв. Змiнювалася
кiлькiсть шарiв (з 4 до 12), їх типи (повнозв’язнi (FC) i згортковi (Conv)), кiль-
кiсть нейронiв у FC шарах (вiд 2 до 3500) та кiлькiсть Conv шарiв (вiд 2 до
10) з рiзною кiлькiстю i формою фiльтрiв. Додавання Conv шарiв покращило
точнiсть автокодера. Експерименти з функцiями активацiї (сигмоїдна, ReLU,
PRELU) показали перевагу ReLU, за винятком сигмоїдної активацiї на вихi-
дному шарi. Фiнальна архiтектура автоенкодеру була наступною:
1) Енкодер — перша частина автоенкодера — складається з чотирьох Conv

шарiв (кiлькiсть каналiв, висота, ширина): (1, 58, 60), (60, 1, 58), (87, 1, 40),
(116, 1, 30), (120, 1, 29), за якими слiдує Conv шар (512 нейронiв).

2) Декодер— друга частина автокодера — призначений для декодування при-
хованих представлень назад до оригiнальних рядкiв SMILES. Архiтектурно
вiн є дзеркальним вiдображенням енкодеру та складається з FC шару i чо-
тирьох Conv.

3) Регресор приймає на вхiд активацiї останнього FC шару енкодеру (латен-
тне векторне представлення) та навчається, зiставляючи їх з набором даних
про розчиннiсть у водi (logS). Регресор складається з чотирьох FC блокiв
зi зворотнiми зв’язками (Residual): (512, 256), (256, 128), (128, 64), (64, 32) i
чотирьох звичайних FC шарiв: (8), (4), (2), (1). Шари предиктора поступово
зменшують свiй розмiр, i останнiй виводить одне число, яке розглядається
як передбачення розчинностi.
Для аналiзу слiд використати оптимiзатор Adam для навчання як автокоде-

ра, так i предиктора, регулюючи лише швидкiсть навчання в межах вiд 10−5 до
10−3. У дослiдженнi застосовували наступнi функцiї втрат: для автоенкодера —
бiнарна крос-ентропiя, для регресора — середньоквадратичне вiдхилення.

Семплiнг. Наведена архiтектура дозволяє апроксимувати дискретнi SMI-
LES у неперервний розподiл, надаючи необмеженi можливостi вибору довiль-
них векторiв у ньому. Це може призвести як до правильних хiмiчних стру-
ктур, так i до неправильних або заскладних для синтезу. Зважаючи на це, за-
мiсть випадкового вибору прихованих векторiв, слiд використати пiдхiд SMOTE
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(Synthetic Minority Oversampling Technique) [88], взявши його реалiзацiю з бi-
блiотеки Imblearn [89]. SMOTE працює наступним чином: обирає пару вихiдних
зразкiв, розташованих поблизу у пiдпросторi ознак, iнтерполює їх та генерує
випадковi точки вздовж лiнiї мiж обраними зразками.

Модель для виправлення помилок у SMILES. SMILES iз помилками
складають вiд 30% до 99% вiд усiх згенерованих [72]. Помилки виникають через
розрiдженiсть та неоднорiднсть векторного простору вивченого автоенкодером,
а також негнучкiсть граматики SMILES: один неправильний символ може при-
звести до зовсiм iншої молекули, в той час як одна помилкова ймовiрнiсть на
виходi з кiнцевого шару декодера не вплине на функцiю втрат суттєво. Тому
слiд зосередитися на цiй проблемi, яка за своєю суттю нагадує перевiрку ор-
фографiї в обробцi природної мови. Потрiбно розробити нейронну мережу, яка
виправлятиме синтаксичнi помилки в рядках SMILES i використовуватиметься
як постобробка для результатiв автокодера.

Виправлення помилок у SMILES є проблемою навчання вiд послiдовностi до
послiдовностi (sequence-to-sequence або seq2seq), яка вирiшується за допомогою
рекурентних моделей iз механiзмом уваги [91, 92]. Енкодер та декодер seq2seq
моделi виготовлено iз комiрок LSTM (Long Short-Term Memory) [93] iз розмiром
прихованого шару нейронiв 512. Енкодер перетворює вхiдний рядок SMILES
(𝑋) у послiдовнiсть прихованих станiв (ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑛), а декодер генерує по
одному символу SMILES у цiльовому рядку SMILES 𝑌 . Формально, модель
вивчає переходи 𝑎 : 𝑋 → 𝐹 512, 𝑏 : 𝐹 512 → 𝑌 так, що 𝑎, 𝑏 = argmin(𝑌 − 𝑏(𝑎(𝑋)))2.
Вибiр кожного наступного символу 𝑦𝑡 обумовлений попереднiм символом 𝑦𝑡− 1
i вектором контексту 𝑐𝑡. Вектором контексту обчислюється як зважена сума
прихованих станiв кодера (1):

𝑐𝑡 =

|𝑋|∑︁
𝑖=1

𝑎𝑡𝑖ℎ𝑖, (1)

ваги яких визначаються за допомогою механiзму уваги (2):

𝑎𝑡𝑖 = softmax (𝑒𝑡𝑖) , 𝑒𝑡 = 𝐴(𝑦𝑡−1, 𝑠𝑡−1), (2)

де 𝐴 — нейронна мережа прямого поширення з одного повнозв’язного шару
(див. Рис. 4, елемент 1), а 𝑠𝑡 − 1 — попереднiй прихований стан декодера.

SMILES у формi ембедiнгiв [94] подаються до спецiального шару нейронiв
(Рис. 4, елементи 3, 8). Модель тренується шляхом мiнiмiзацiї вiд’ємної лога-
рифмiчної ймовiрностi мiж згенерованим рядком SMILES 𝑌 i цiльовим (пра-
вильним) рядком SMILES 𝑌 [95].

Данi для виправлення помилок. Оскiльки початковим намiром було ви-
правити помилки, допущенi на етапi декодування, то слiд зiбрати всi помилковi
SMILES i вiдповiднi “правильнi” представлення. Таким чином, було отримано
набiр даних для виправлення помилок AE розмiром 300 000 пар SMILES. Узяв-
ши за приклад пiдготовку даних для знешумлювального автоенкодеру [96], та
додати до вихiдних рядкiв SMILES помилки — випадковi замiни, видалення та
вставки символiв зi словника SMILES за визначеним розподiлом. Модель по-
винна навчитися перетворювати такi пошкодженi представлення у правильний
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Рис. 4. Концептуальна архiтектура моделi для виправлення помилок у
SMILES. Для тренування, SMILES iз помилками (4) подаються на вхiд, а
вiдповiднi “коректнi” SMILES (9) – на вихiд. Енкодер (2,3) позначено синiм.

Декодер (7,8) позначено зеленим. Енкодер та декодер обмiнюються контекстом
(5), посиленi ембедiнг-шарами (3,8) та механiзмом уваги (1)

вихiдний рядок. Такий пiдхiд змусив би модель вивчити бiльше можливих поми-
лок та навчитися їх виправляти. У вищеописаний спосiб було пiдготовлено 200
000 пар SMILES та додано до даних iз помилками автоенкодеру. Таким чином,
фiнальний датасет для навчання автоенкодера становив 500 000 пар рядкiв.

4. Показники виправлення помилок. Точнiсть роботи моделi для ви-
правлення помилок оцiнювалися за трьома показниками:
1. Здатнiсть реконструювати SMILES без помилок.
2. Здатнiсть виправляти SMILES iз помилками автоенкодеру.
3. Здатнiсть виправляти SMILES iз випадковими помилками.
Кожен тестовий набiр складався iз 15000 пар SMILES. Модель виправлення

помилок показала наступнi результати:
1. Точнiсть реконструкцiї — 87%.
2. Якiсть виправлення помилок автоенкодеру — 68%.
3. Якiсть виправлення випадкових помилок — 83%.
Статистика згенерованих стрiчок SMILES. Випадковим чином було

обрано 190 тисяч SMILES з eMolecules [81]. Шляхом тренування автоенкодеру,
для цього набору даних було створено латентне представлення. За допомогою
натренованого декодеру та алгоритму SMOTE було згенеровано 95446 нових
молекул-кандидатiв. З них, 60,3% (57556 шт.) виявилися хiмiчно правильними,
а 39,7% (37890 рядкiв) — помилковими, найчастiше через химернi ароматичнi
системи або неправильнi валентностi атомiв.

Хiмiчно неправильнi SMILES були виправленi моделлю корекцiї помилок.
12040 (31,8%) рядкiв були успiшно виправленi.

Важливим питанням є новизна згенерованих та виправлених молекул. Май-
же усi виправленi стрiчки SMILES були унiкальними (99,8% або 12024 з 12040).
З 57556 правильних молекул, згенерованих AE, лише 10,2% (5836 шт.) виявили-
ся унiкальними, iншi 89,8% (51720) були iдентичними до молекул у початковому
наборi даних. Отож, загалом було створено 17860 унiкальних нових молекул —
5836 з AE i 12024 з моделi виправлення помилок.
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Структурна схожiсть. Аналiз скаффолдiв. Скафолд (з англ. scaffold –
риштування, каркас) — це частина молекули, що залишається пiсля видалення
некiльцевих замiсникiв, а для молекул без кiлець — найдовший вуглецевий лан-
цюг. Набiр iз 5836 новостворених структур мiстив 3945 унiкальних скаффолдiв.
Для порiвняння, вхiдний набiр даних iз 189936 молекул, використаних для про-
цедури вiдбору SMOTE, мiстив 58229 скаффолдiв. Перекриття мiж згенерова-
ними та вхiдними наборами даних становило 2558 скаффолдiв (64,8% згенеро-
ваних скаффолдiв); перекриття мiж згенерованими та виправленими наборами
становило 742 скаффолди (8,8% вiд виправлених або 18,8% згенерованих скаф-
фолдiв); перекриття мiж виправленими та вхiдними наборами даних становило
2594 скаффолди (30,8% виправлених скаффолдiв). Цi числа показують, що до-
слiджуваний ансамбль генерує новi молекули та виправляє помилковi в межах
подiбного розподiлу, не копiюючи при цьому iснуючi пiдструктури повнiстю.

Передбачення розчинностi. Пiд час навчання регресора потрiбно вико-
ристовувати процедуру ранньої зупинки, щоб запобiгти перенавчанню. Перед-
бачення logS на тестовому наборi даних показано на Рис. 5. Абсолютно точнi
передбачення вiдповiдають функцiї 𝑦 = 𝑥 (показано червоною лiнiєю на гра-
фiку). Коефiцiєнт детермiнацiї 𝑅2 = 0, 84 для передбачень logS показує певний
ступiнь розсiювання.

Рис. 5. Проекцiя справжнiх та передбачених значень logS. Червона лiнiя
(бiсектриса) позначає iдеальне передбачення розчинностi.

Схожiсть на лiки. Ще одним важливим аспектом, окрiм унiкальностi та
хiмiчної “правильностi” згенерованих молекул-кандидатiв, є їх потенцiйна фар-
макологiчна активнiсть. Її можна оцiнити за допомогою показника drug-likeness.

Проведемо оцiнку drug-likeness для однiєї iз згенерованих молекул —
COCC(O)C(CC)CO, скориставшись вже вiдомими фiльтрами [51-55] реалiзо-
ваними у бiблiотецi RDKit та натренованими моделями: кiлькiсть донорiв во-

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



МЕТОД МАШИННОГО НАВЧАННЯ ДЛЯ СТВОРЕННЯ НОВИХ ЛIКАРСЬКИХ . . . 135

дневого зв’язку (2 шт.), акцепторiв Н-зв’язку (3 шт.), молекулярна маса (148,2
г/моль), площа полярної поверхнi (49,69 Å2), молярна рефракцiйна здатнiсть
(38,75), розчиннiсть у водi logS (−0, 26) та октанолi logP (0,01), частка sp3-
гiбридизованого вуглецю (1,00) та кiлькiсть обертових зв’язкiв (5 шт).

Опис правил оцiнки drug-likeness можна знайти в оригiнальних статтях, в
пропонованому дослiдженнi наведенi лише результати аналiзу: фiльтри Lipi-
nski [51], Egan [53] i Veber [55], якi повiдомляють про схожiсть на лiки сполуки
COCC(O)C(CC)CO.

5. Висновки. У роботi запропоновано конвеєр iз фiльтрiв та двох моделей
машинного навчання: автоенкодеру та рекурентної нейронної мережi iз механi-
змом уваги. Конвеєр дозволяє створювати новi лiкарськi речовини майже мит-
тєво, прогнозувати їхнi властивостi без проведення лабораторних випробувань
та дослiджувати схожiсть на лiки.

Першу модель конвеєру — автоенкодер — було натреновано на наборi з 190
тисяч фармакологiчно активних молекул у форматi SMILES узятих iз бази да-
них eMolecules. Декодер з натренованого автоенкодеру та алгоритм SMOTE ви-
користовувалися надалi для генерування нових хiмiчних структур. Значна ча-
стина (близько 40%) згенерованих структур мiстила помилки. Помилковi SMI-
LES було об’єднано зi SMILES, у якi навмисне були внесенi випадковi помилки.
Таким чином був отриманий набiр даних з 500 тисяч пар для тренування другої
моделi конвеєру — для виправлення помилок. Кiлькiсть виправлених помилок
цiєю моделлю склала 68% — для помилок автоенкодеру та 83% — для випад-
кових помилок. Регресiйна модель, навчена паралельно iз автоенкодером, дає
хорошу оцiнку розчинностi молекул-кандидатiв у водi (logS). Аналiз структур-
ної подiбностi еталонних i згенерованих структур показує їхню подiбнiсть iз
одночасним збереженням унiкальностi останнiх.
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Gurbych A. Machine learning method for creation of new medicinal substances
with speci�c properties.

The creation of new biologically active substances is one of the most critical problems
in the pharmaceutical industry. This paper proposes a method that combines several deep
neural networks to generate unique molecules with given properties. Generation is comple-
mented by correcting the chemical structure of defective molecules using a recurrent neural
network with an attention mechanism. Chemical properties and similarity estimation to
medicinal substances are carried out for the created molecular structures. The proposed
ensemble allows the creation of new unique drugs, controlling the degree of solubility and
other molecular descriptors.

Keywords: biologically active substances, neural network, molecule, machine learning,
molecular structure, molecular descriptor.
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ДОСЛIДЖЕННЯ ПОЛЯ ВПЛИВУ ПРУЖНИХ ПЕРЕМIЩЕНЬ I
НАПРУЖЕНЬ ДЛЯ ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕННОЇ СМУГИ

ВIД ДIЇ ЗОСЕРЕДЖЕНОЇ СИЛИ

В данiй статтi в рамках лiнеаризованної теорiї пружностi дослiджується вплив
пружних перемiщень i напружень для пружної смуги з початковим (залишковим)
напруженням вiд дiї зосередженої сили. Розглядаються випадки коли сила дiє пiд до-
вiльним кутом 𝛼, коли на попередньо напружену смугу дiє тiльки вертикальна сила i
випадок дiї тiльки горизонтальної сили. Отримано систему розв’язуючих iнтегрально-
диференцiйних рiвнянь, для пружної смуги з початковими напруженнями пiдсиленої
пружним скiнченним стрингером. Для випадкiв вiдсутностi горизонтальних наванта-
жень, або вертикальних навантажень система зведена до розрахункових iнтегрально-
диференцiйних рiвнянь. Всi дослiдження виконанi в рамках лiнеаризованої теорiї пру-
жностi для стисливих i нестисливих тiл, у випадку пружних потенцiалiв довiльної
структури, в загальному виглядi для теорiї великих (скiнченних) початкових дефор-
мацiй i двох варiантiв теорiї малих початкових деформацiй.

Врахування залишкових деформацiй при розрахунку важливих елементiв констру-
кцiй, машин та споруд дозволяє бiльш точно оцiнювати запас мiцностi матерiалу, а
отже, суттєво зменшити його витрати, зберiгаючи при цьому необхiднi функцiональ-
нi характеристики елементiв в цiлому. Саме тому дослiдження контактної взаємодiї
пружних тiл iз залишковими деформацiями є надзвичайно актуальним завданням
сьогоднi та залишатиметься таким у майбутньому. Дослiдження проблем контактної
взаємодiї попередньо напружених тiл у нашiй країнi та закордоном появились у до-
статнiй кiлькостi лише наприкiнцi минулого столiття. В першу чергу, це пов’язано iз
тим, що лiнiйна теорiя пружностi не враховує наявностi у тiлах залишкових напру-
жень. У загальному випадку строга постановка таких задач потребує застосування
апарату нелiнiйної теорiї пружностi, проте, при достатньо великих значеннях поча-
ткових напружень можна обмежитись її лiнеаризованим варiантом. Сучасний рiвень
лiнеаризованої теорiї пружностi та математичних методiв у сукупностi iз бурхливим
розвитком комп’ютерної технiки дають можливiсть ефективно формувати рiзноманi-
тнi розрахунковi моделi стосовно широкого кола задач.

Ключовi слова: пружнi тiла, контактна задача, граничнi умови, функцiя Дiрака.

1. Вступ. Задачi, що виникають при передачi навантаження вiд накладки
скрiпленої з пружною смугою (пластиною) – класичної теорiї пружностi знову
привернули увагу у випадках, коли в останнiй виникають початковi (залишко-
вi) напруження. Особлива необхiднiсть їхнього розгляду виникає в наслiдок
їхньої важливостi при дослiдженнi конструкцiй взагалi i особливо в зв’язку
з проектуванням конструкцiї лiтальних апаратiв. Врахування залишкових де-
формацiй при розрахунку важливих елементiв конструкцiй, машин та споруд
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дозволяє бiльш точно оцiнювати запас мiцностi матерiалу, а отже, суттєво змен-
шити його витрати, зберiгаючи при цьому необхiднi функцiональнi характери-
стики елементiв в цiлому. Саме тому дослiдження контактної взаємодiї пружних
тiл iз залишковими деформацiями є надзвичайно актуальним завданням сього-
днi та залишатиметься таким у майбутньому. Дослiдження проблем контактної
взаємодiї попередньо напружених тiл у нашiй країнi та закордоном появились
у достатнiй кiлькостi лише наприкiнцi минулого столiття. В першу чергу, це
пов’язано iз тим, що лiнiйна теорiя пружностi не враховує наявностi у тiлах за-
лишкових напружень. У загальному випадку строга постановка таких задач по-
требує застосування апарату нелiнiйної теорiї пружностi, проте, при достатньо
великих значеннях початкових напружень можна обмежитись її лiнеаризован-
ним варiантом. Сучасний рiвень лiнеаризованої теорiї пружностi та математи-
чних методiв у сукупностi iз бурхливим розвитком комп’ютерної технiки дають
можливiсть ефективно формувати рiзноманiтнi розрахунковi моделi стосовно
широкого кола задач.

У дiйснiй статтi в рамках лiнеаризованної теорiї пружностi викладається
постановка i розв’язок змiшаної задачi про вiдшукання функцiї впливу для
пружної смуги з початковими (залишковими) напруженнями (товщини 𝑡) вiд
дiї зосередженого навантаження 𝑃𝛿 (𝑦1), в напрямку пiд кутом 𝛼 до осi 𝑂𝑦1
(рис. 1), де 𝛿 (𝑦1) – одинична функцiя Дiрака.

Рис. 1. Пружна смуга з початковими напруженнями.

Всi дослiдження виконанi для стисливих i нестисливих тiл у випадку пру-
жних потенцiалiв довiльної структури в загальному виглядi для теорiї великих
(кiнцевих) початкових деформацiй. Для переходу до рiзних варiантiв теорiї ма-
лих початкових деформацiй необхiдно провести спрощення, зазначенi в [1].

2. Граничнi умови i вихiднi спiввiдношення. Будемо вважати, що
початковий стан у пружнiй смузi з початковими напруженням (−∞ < 𝑦1 <
< ∞; −𝑡 ≤ 𝑦2 ≤ 𝑡 ) є однорiдним i виконуються умови плоскої деформацiї
[1], тобто 𝜆3 = 1, 𝑆0

22 = 0. Дотримуючись [1, 2] дослiдження проведемо в ко-
ординатах початкового деформованого стану 𝑦𝑖, що зв’язанi з лагранжевими
координатами (природного стану спiввiдношеннями: 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2), де 𝜆𝑖 –
коефiцiєнти видовження, що визначають перемiщення початкового стану.

𝑢0𝑚 = 𝛿𝑖𝑚 (𝜆𝑖 − 1)𝑥𝑖 = 𝛿𝑖𝑚 (𝜆𝑖 − 1)𝜆−1
𝑖 𝑦𝑖; 𝜆𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (1)

𝑢0𝑚 – перемiщення, яке визначає початковий стан у випадку однорiдних поча-
ткових напружень.
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Розглянемо плоску деформацiю однорiдного початкового стану, для якого

𝑆11
0 ̸= 0, 𝑆22

0 = 0, 𝜆1 ̸= 𝜆2, 𝜆3 = 1. (2)

Для визначення поля пружних перемiщень i напружень (функцiї впливу)
вiд прикладеної на її гранi зосередженої сили 𝑃𝛿 (𝑦1), прикладеної пiд кутом 𝛼
до осi 𝑂𝑦1, одержуємо наступнi граничнi умови на кромцi пружної смуги при
𝑦2 = 0 (рис. 1).

𝑄22 (𝑦1, 0) = −𝑃 sin𝛼 · 𝛿 (𝑦1) ; 𝑄21 (𝑦1, 0) = −𝑃 cos𝛼 · 𝛿 (𝑦1) (3)

на лiнiї з’єднання пружної смуги i пiвплощини при 𝑦2 = −𝑡:

𝑢1 (𝑦1,−𝑡) = 0; 𝑢2 (𝑦1,−𝑡) = 0, −∞ < 𝑦1 <∞ (4)

Дотримуючись [1, 3], вирази для перемiщень i напружень граничних точок
смуги з початковими напруженнями у випадку рiвних i нерiвних коренiв визна-
чального рiвняння [1], запишемо у виглядi:

𝑢1 (𝑦1, 𝑧𝑗) = − 𝑖
2𝜋

∞∫︀
−∞

[𝐿+ (𝐴1 + 𝐴2) + 𝛼𝑧1𝐿
− (𝐵1 +𝐵2)] exp (−𝑖𝛼𝑦1) 𝑑𝛼

𝑢2 (𝑦1, 𝑧𝑗) = 𝑚1

2𝜋
√
𝑛1

∞∫︀
−∞

[𝐿+ (𝐵1 + 𝑠1𝐵2) + 𝛼𝑧1𝐿
− (𝐴1 + 𝑠1𝐴2)] exp (−𝑖𝛼𝑦1) 𝑑𝛼;

(5)

𝑄̃22 (𝑦1, 𝑧𝑗) =
𝑐44(1+𝑚1)𝑙1

2𝜋

∞∫︀
−∞

𝛼 [𝐿+ (𝐴1 + 𝑠𝐴2) +

+ 𝛼𝑧1𝐿
− (𝐵1 + 𝑠𝐵2)] exp (−𝑖𝛼𝑦1) 𝑑𝛼;

(6)

𝑄̃21 (𝑦1, 𝑧j) = − 𝑖
2𝜋

· 𝑐44(1+𝑚1)√
𝑛1

∞∫︀
−∞

𝛼 [𝐿+ (𝐵1 + 𝑠0𝐵2) +

+ 𝛼𝑧1𝐿
− (𝐴1 + 𝑠0𝐴2)] exp (−𝑖𝛼𝑦1) 𝑑𝛼;

Тут

𝑧𝑗 = (𝑛𝑗)
− 1

2 𝑦2; (𝑗 = 1, 2) ; 𝑠0 =
1 +𝑚1

1 +𝑚2

; 𝑠 = 𝑠0
𝑙2
𝑙1

; 𝑠1 =
𝑚2 − 1

𝑚1

.

𝐿+ (𝐴+𝐵𝑧) =

{︂
(𝐴+𝐵𝑧) ch𝛼𝑧1; 𝑛1 = 𝑛2;
𝐴 ch𝛼𝑧1 +𝐵𝑧 ch𝛼𝑧2; 𝑛1 ̸= 𝑛2;

(7)

𝐿− (𝐴+𝐵𝑧) =

{︂
(𝐴+𝐵𝑧) (𝛼𝑧1)

−1 sh𝛼𝑧1 +𝐵 ch𝛼𝑧1; 𝑛1 = 𝑛2;

𝐴 sh𝛼𝑧1 +𝐵 (𝛼𝑧1)
−1 sh𝛼𝑧2; 𝑛1 ̸= 𝑛2;

(8)

𝑙𝑖, 𝑚𝑖 (𝑖 = 1, 2) , 𝑐44 – параметри, що визначають початковий напружений стан
в пружнiй смузi, 𝑛𝑖 (𝑖 = 1, 2) – коренi визначального рiвняння [1].

Задовольнивши граничнi умови (3) i (4) з (5) i (6) пiсля ряду перетворень

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴1 + 𝐴2𝑠 = 𝑛0

𝐵1 +𝐵2𝑠0 = 𝑚0

𝐴1 ch𝛼 𝑡1 + 𝐴2 (ch𝛼𝑡1 + 𝛼𝑡1 sh𝛼𝑡1) −𝐵1 sh𝛼𝑡1−
−𝐵2 (sh𝛼𝑡1 + 𝛼𝑡1 ch𝛼𝑡1) = 0

𝐴1𝛼𝑡1 sh𝛼1 − 𝐴2 (𝑠1 sh𝛼𝑡1 + 𝛼𝑡1 ch𝛼𝑡1) +𝐵1 ch𝛼𝑡1+
+𝐵2 (𝑠1 ch𝛼𝑡1 + 𝛼𝑡1 sh𝛼𝑡1) = 0

(9)
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для нерiвних коренiв 𝑛1 ̸= 𝑛2:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴1 + 𝐴2𝑠 = 𝑛0

𝐵1 +𝐵2𝑠0 = 𝑚0

𝐴1 ch𝛼𝑡1 + 𝐴2 ch𝛼𝑡2 +𝐵1𝛼𝑡1 sh𝛼𝑡1 −𝐵1 sh𝛼𝑡2 = 0
𝐴1𝛼𝑡1 sh𝛼1 − 𝐴2𝑠1 sh𝛼𝑡1 +𝐵2 ch𝛼𝑡1 +𝐵2𝑠1 ch𝛼𝑡2 = 0

(10)

Тут введемо такi позначення:

𝑛0 = − 𝑃𝛿 (𝑦1) sin𝛼0

𝛼𝑐44 (1 +𝑚1) 𝑙1
; 𝑚0 =

𝜙𝑖
√
𝑛𝑖𝛿 (𝑦1) cos𝛼0

|𝛼| 𝑐44 (1 +𝑚1)
; 𝜙𝑖 =

𝛼 · 𝑡
√
𝑛𝑖

. (11)

До систем (9) i (10) застосуємо метод Крамeра i розв’язавши знайдемо не-
вiдомi коефiцiєнти 𝐴𝑖 𝐵𝑖 (𝑖 = 1, 2), що виражаються через параметри, якi ви-
значають початковий напружений стан. Вираз для цих коефiцiєнтiв запишемо
вiдповiдно у виглядi:
X для рiвних коренiв визначального рiвняння [3, 4, 5] 𝑛1 = 𝑛2 знаходимо

коефiцiєнти 𝐴𝑖 𝐵𝑖 (𝑖 = 1, 2):

𝐴1 =
{︀
−𝑛0

[︀
−𝑠1 (𝑠0 + 1) sh2 𝜙1 − 𝜙2

1 + (𝑠1 − 𝑠0)
]︀

+
+ 𝑚0 [−𝑠𝑠0 sh𝜙1 ch𝜙1 − 𝑠𝑙1]} 𝜉−1

1

𝐴2 =
{︀
𝑛0

[︀
(𝑠1 − 𝑠0) − 𝑠1 sh2 𝜙1

]︀
+𝑚0 [𝜙1 + 𝑠1 sh𝜙1 ch𝜙1]} 𝜉−1

1

(12)

𝐵1 =
{︀
−𝑛0 [−𝑠0𝑠1𝑠ℎ𝜙1𝑐ℎ𝜙1] +𝑚0 [𝑠𝑠0𝑠ℎ

2𝜙1 + 𝜙2
1 − 𝑠𝑠1]} 𝜉−1

1

𝐵2 =
{︀
𝑛0 [−𝑠1𝑠ℎ2𝜙1𝑐ℎ𝜙1 + 𝜙1] +𝑚0 [−𝑠1𝑠ℎ2𝜙1 + 𝑠]} 𝜉−1

1

X для нерiвних коренiв визначального рiвняння [1] 𝑛1 ̸= 𝑛2 знаходимо
𝐴𝑖 𝐵𝑖 (𝑖 = 1, 2):

𝐴1 =
{︀
−𝑛0

[︀
𝑠0𝜔1 (𝛼) − 𝑠1𝑠0𝜙1𝜔1 (𝛼) − 2𝑠1 sh2 𝜙2 − 𝑠1

]︀
−

− 𝑚0 [𝑠𝑠1𝜔2 (𝛼) + 𝑠𝜔4 (𝛼)]} 𝜉−1
1 (𝛼)

𝐴2 =
{︀
𝑛0

[︀
𝑠0 (𝜙2

1 − 2) sh2 𝜙1 + 𝑠1𝜔1 (𝛼) + 𝜙1𝜔4 (𝛼) − 𝑠0
]︀

+
+ 𝑚0 [𝑠1𝜙1𝜔2 (𝛼) + 𝜔3 (𝛼)]} 𝜉−1

2 (𝛼)

𝐵1 = {𝑛0 [𝑠0𝑠1𝜔3 (𝛼) − 𝑠0𝜙1𝜔2 (𝛼)] +𝑚0 [𝑠𝑠1𝜔1 (𝛼) + 𝑠𝜙1𝜔2 (𝛼) −
− 𝑠1 ch 2𝜙2]} 𝜉−1

2

𝐵2 =
{︀
𝑛0 [𝜙1𝜔2 (𝑥) + 𝑠1𝜔3 (𝛼)] +𝑚0

[︀
𝑠1 (𝜙2

1 − 2) sh2 𝜙1−
− 𝑠1𝜙1𝜔4 (𝛼) + 𝜔1 (𝑥) − 𝑠]} 𝜉−1

2

(13)

Тут введенi наступнi позначення:

sh𝜙1 ch𝜙1 = 𝜔0 (𝑥) ; ch𝜙1 ch𝜙2 = 𝜔1 (𝑥) ; sh𝜙1 ch𝜙2 = 𝜔2 (𝑥) ;
ch𝜙1 sh𝜙2 = 𝜔3 (𝑥) ; sh𝜙1 sh𝜙2 = 𝜔4 (𝑥) .
𝑠 = 1 − 𝑠; 𝑠1 = 1 − 𝑠1; 𝑠0 = 1 − 𝑠0.

𝜉1 (𝛼) = (𝑠− 𝑠0) (𝑠1 − 1) 𝑠ℎ2𝜙1 + 𝜙2
1 + (𝑠1 − 𝑠0) (𝑠− 𝑠1) (14)

𝜉2 (𝛼) = 𝑠𝑠0𝜙
2
1 sh2 𝜙1 − 𝑠𝑠0 ch2 𝜙1 − (𝑠1𝑠0 − 𝑠)𝜙1𝜔4 (𝑥) +

+ (𝑠𝑠1 − 𝑠0) ch𝜙1 ch𝜙2 − 𝑠1 ch 2𝜙2.
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Пiдставивши значення (12) i (13) у (5) знайдемо функцiю впливу в пружнiй
смузi з початковими напруженнями вiдповiдно для рiвних i нерiвних коренiв
визначального рiвняння у виглядi:

𝑢11 (𝑦1, 𝑦2) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻11 (𝛼1𝑦2) 𝑒
−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼

𝑢12 (𝑦1, 𝑦2) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻12 (𝛼1𝑦2) 𝑒
−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼

(15)

Розглянемо два випадки граничних точок (𝑦2 = 0) пружної смуги з початко-
вими напруженнями.

I. Одинична сила 𝛿 (𝑦1) дiє нормально до верхньої гранi пружної смуги з
початковими напруженнями [6] (𝑃 = 1).

Рис. 2. Нормальна дiя одиничної сили на пружну смугу.

У цьому випадку (рис. 2) змiщення граничних точок (𝑦2 = 0) пружної смуги
з початковими напругами можна обчислити за формулами:

𝑢11 (𝑦1, 0) = 𝑢1 (𝑦1, 0) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻11 (𝛼) cos𝛼𝑦1𝑑𝛼

𝑢12 (𝑦1, 0) = 𝑢2 (𝑦1, 0) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻12 (𝛼) sin𝛼𝑦1𝑑𝛼
(16)

Тут при 𝑛1 = 𝑛2:

𝐻11 (𝛼) = 𝑛0

[︀(︀
𝑠0𝑠ℎ

2𝛼𝜙1 + 𝑠1𝑠0𝑠ℎ
2𝛼𝜙1 − 𝛼𝜙1𝑁 + (𝛼𝜙1)

2− 𝑠1𝑁+ 𝜙1] 𝜉
−1
1 (𝛼) (17)

при 𝑛1 ̸= 𝑛2:

𝐻11 (𝛼) = 𝑖
𝑛0𝑚1√
𝑛1

[𝑠0𝑠1𝑁3 − 𝑠0 (𝛼𝜙1)𝑁2 + 𝑠1 ((𝛼𝜙1)𝑁2 − 𝑠1 𝑁3] 𝜉
−1
2 (𝛼) (18)

Крiм того, для функцiй 𝐻11 (𝛼) , 𝐻12 (𝛼) справедливi наступнi граничнi спiв-
вiдношення:

lim
𝛼→0

𝐻11 (𝛼) = 𝑄 (1) lim
𝛼→0

𝐻12 (𝛼) = 𝑄
(︀
𝛼−1
)︀

(19)

II. Одинична сила 𝛿 (𝑦1) (𝑃 ≡ 1) дiє тангенцiально до верхньої точки пружної
смуги з початковими напруженнями [7] (рис. 3).
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Рис. 3. Тангенцiальна дiя одиничної сили на пружну смугу.

У цьому випадку перемiщення знайдемо по аналогiчних формулах:

𝑢21 (𝑦1, 𝑦2) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻21 (𝛼) sin𝛼𝑦1𝑑𝛼; −∞ < 𝑦1 <∞

𝑢22 (𝑦1, 𝑦2) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻22 (𝛼) cos𝛼𝑦1𝑑𝛼; −∞ < 𝑦1 <∞
(20)

Тут при 𝑛1 = 𝑛2, 𝐻21 (𝛼) i 𝐻22 (𝛼) визначаються з виразiв:

𝐻21 = 𝑚0 [− (𝑠+ 1) (𝑠 sh𝛼𝜙1 · ch𝛼𝜙1 − 𝛼𝜙1) − ch2 𝛼𝜙1 −
− 𝑠1 sh2 𝛼𝜙1 − 𝑠

]︀
𝜉−1
1 (𝛼)

𝐻22 = 𝑖𝑚0𝑚1√
𝑛1

[︀
𝑠𝑠1 ch2 𝛼𝜙1 + (𝛼𝜙1)

2 − 𝛼𝜙1𝑁 −𝑠21 ch2 (𝛼𝜙1) − 𝑠𝑠1
]︀
𝜉−1
1 (𝛼)

(21)

при 𝑛1 ̸= 𝑛2:

𝐻21 (𝛼) = 𝑚0 [𝑠𝑠1 (𝛼𝜙1)𝑁2 − 𝑠𝑁3 + 𝑠 (𝛼𝜙1)𝑁2 + 𝑁3] 𝜉
−1
1 (𝛼)

𝐻22 (𝛼) = 𝑖𝑚0𝑚1√
𝑛1

[1 − 𝑠1 ch (2𝛼𝜙1) + 𝑠𝑠1𝑁 + 𝑠𝛼𝜙1𝑁4 + 𝑠𝑠1 (𝛼𝜙1)
2 sh𝛼𝜙1−

−𝑠𝑠1 ch2 𝛼𝜙1 − 𝑠22 (𝛼𝜙1)𝑁4 +𝑁3] 𝜉
−1
2 (𝛼)

(22)

Вiдмiтимо, що для функцiй 𝐻21 (𝛼) i 𝐻22 (𝛼) як i у випадку (2.16) мають
мiсце асимптотичнi розклади:

lim
𝛼→0

𝐻21 (𝛼) = 𝑄 (1) lim
𝛼→∞

𝐻22 (𝛼) = 𝑄
(︀
𝛼−1
)︀

(23)

Отже, змiщення у випадку задачi I (рис. 2) i горизонтальнi змiщення в другiй
задачi (рис. 3) в точцi прикладання мають логарифмiчну особливiсть.

Використовуючи принцип суперпозицiї перемiщення точок пружної смуги з
початковими напруженнями за напрямком осей 𝑂𝑦1, 𝑂𝑦2 вiд одночасно дiючих
нормальних 𝑝 (𝑦1) i тангенцiальних 𝑞 (𝑦1) напружень, згiдно (21) i (22), визна-
чаються формулами:

𝑢1 (𝑦1) =
∞∫︀

−∞
𝑢11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

∞∫︀
−∞

𝑢12 (𝑦1 − 𝜏) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏

𝑢2 (𝑦1) =
∞∫︀

−∞
𝑢21 (𝑦1 − 𝜏) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

∞∫︀
−∞

𝑢22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏
(24)

де 𝑢𝑖𝑗, (𝑖𝑗 = 1, 2) – функцiї впливу.
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Для випадку навантаження попередньо напруженої смуги одночасно верти-
кальними i горизонтальними силами (рис. 4), врахувавши вiдомi з опору мате-
рiалiв рiвняння згину балки, а також рiвняння розтягу стрижня i (24), пiсля ря-
ду перетворень, для невiдомих контактних напружень, отримаємо розв’язуючу
систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь для пружної смуги з початковими
напруженнями [2, 5].

Рис. 4. Одночасне навантаження смуги вертикальними та горизонтальними
силами.

𝐷 𝑑4

𝑑𝑦41

{︁∫︀∞
−𝜕
𝑢11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

∫︀∞
−𝜕
𝑢12 (𝑦1 − 𝜏) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏

}︁
=

= 𝑝 (𝑦1) − 𝑝0 (𝑦1)

E1ℎ
𝑑

𝑑𝑦1

{︁∫︀∞
−∞ 𝑢21 (𝑦1 − 𝜏) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

∫︀∞
−∞ 𝑢22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏

}︁
=

=
∞∫︀

−∞
[𝑞 (𝜏) − 𝑞0 (𝜏)] 𝑑𝜏

(25)

У випадку дiї тiльки вертикальних сил 𝑞0 (𝑦1) ≡ 0, замiсть системи (3.4)
будемо мати тiльки одне iнтегро-диференцiальне рiвняння:

𝐷
𝑑4

𝑑𝑦41

⎡⎣ ∞∫︁
−∞

𝑢11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏

⎤⎦ = 𝑝 (𝑦1) − 𝑝0 (𝑦1) , |𝑥| ≤ ∞, (26)

а у випадку вiдсутностi вертикальних сил 𝑝0 (𝑦2) ≡ 0, накладка лише розтягує-
ться, тодi одержимо:

𝐸1
𝑑

𝑑𝑦1

⎡⎣ ∞∫︁
−∞

𝑢22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏

⎤⎦ =

∞∫︁
−∞

[𝑞 (𝑦1) − 𝑞0 (𝑦1)] 𝑑𝜏 (27)

3. Висновки. На основi проведеного аналiтичного дослiдження двох ви-
падкiв граничних точок (𝑦2 = 0) пружної смуги з початковими напруженнями,
коли одинична сила 𝛿(𝑦1) дiє нормально та тангенцiально до верхньої гранi пру-
жної смуги з початковими (залишковими) напруженнями, було виписано аналi-
тичнi залежностi та iнтегро-диференцiальнi рiвняння, за якими визначаються
перемiщення граничних точок (𝑦2 = 0) попередньо напруженої смуги. З асим-
птотичних розкладiв виявлено, що контактнi перемiщення у випадку першої
задачi та горизонтальнi змiщення у другiй задачi в точцi прикладання мають
логарифмiчну особливiсть. Отже, присутнiсть початкових напружень має ваго-
мий вплив на розподiл перемiщень пружної смуги вiд дiї зосереджених сил.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Dikhtiaruk N. N., Kravchuk O. A. Investigation of the �eld of in�uence of
elastic displacements and stresses for a pre-stressed strip from concentrated force.

In this paper, the influence of elastic displacements and stresses for an elastic band with
an initial (residual) stress from the action of a concentrated force is investigated within the
framework of the linearized theory of elasticity. Cases are considered when the force acts
at an arbitrary angle 𝛼, when only the vertical force acts on the prestressed strip and only
the horizontal force acts. A system of solving integral - differential equations for an elastic
band with initial stresses reinforced by an elastic finite stringer is obtained. For cases
of absence of horizontal loads or vertical loads, the system is reduced to the calculated
integral-differential equations. All studies are performed within the linearized theory of
elasticity for compressible and incompressible bodies, in the case of elastic potentials of
arbitrary structure, in general for the theory of large (finite) initial deformations and two
versions of the theory of small initial deformations.

Taking into account the residual deformations in the calculation of important elements
of structures, machines and structures allows you to more accurately assess the strength of
the material, and therefore significantly reduce its costs, while maintaining the necessary
functional characteristics of the elements as a whole. That is why the study of the contact
interaction of elastic bodies with residual deformations is an extremely important task
today and will remain so in the future. Studies of the contact interaction of prestressed
bodies in our country and abroad appeared in sufficient numbers only at the end of the
last century. This is primarily due to the fact that the linear theory of elasticity does
not take into account the presence of residual stresses in bodies. In the general case, the
strict formulation of such problems requires the use of the apparatus of nonlinear theory
of elasticity, however, at sufficiently large values of the initial stresses can be limited to
its linearized version. The current level of linearized theory of elasticity and mathematical
methods, combined with the rapid development of computer technology, make it possible
to effectively form a variety of computational models for a wide range of problems.

Keywords: elastic bodies, contact problem, boundary conditions, Dirac function.
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ДОСЛIДЖЕННЯ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДIЇ ПРИ
ПЕРIОДИЧНОМУ ПIДСИЛЕННI ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНОЇ

СМУГИ ТОНКИМИ ПIДКРIПЛЮЮЧИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ

У статтi дослiджено якiсний i кiлькiсний вплив початкових (залишкових) напру-
жень на закон розподiлу контактних характеристик при взаємодiї пружних скiн-
чених накладок (стрингерiв), при їх перiодичному розмiщеннi, з попередньою на-
пруженою смугою. Дослiдження виконане у рамках лiнеаризованої теорiї пружно-
стi для стисливих та нестисливих тiл з використанням методiв iнтегральних пере-
творень Фур’є, методiв розв’язку гармонiйних диференцiйних рiвнянь, сингулярних
iнтегрально-диференцiальних рiвнянь та числових методiв. Вважаємо, що пружна
смуга з початковими (залишковими) напруженнями знаходиться в умовах плоскої
деформацiї, а для пружної накладки, навантаженої одночасно вертикальними i гори-
зонтальними силами, справедлива загальноприйнята модель згину балки в поєднаннi
з моделлю одновiсного напружено-деформованого стану пружної накладки. Виведе-
но сингулярне iнтегрально-диференцiальне рiвняння з ядром Гiлберта, що дозволяє
розв’язати поставлену задачу. Аналiтичний розв’язок рiвняння знаходимо у вигля-
дi рядiв вiд функцiї Якобi. Для матерiалiв з пружними потенцiалами гармонiчного
типу (стисливi тiла) та пружними потенцiалами Бартенєва-Хазановича i Трелоара
(нестисливi тiла) проведенi числовi дослiдження. Розглянуто випадок, коли всi перiо-
дично розмiщенi накладки, що пiдкрiплюють пружну смугу з початковими (залишко-
вими) напруженнями, навантаженi тангенцiальною силою. Аналiз числових резуль-
татiв свiдчить про суттєвий вплив попередньо напруженого деформованого стану на
розподiл контактних характеристик перiодично пiдсиленої смуги тонкими пiдкрiплю-
ючими елементами. Отриманi результати можуть бути використанi для iнженерних
розрахункiв на мiцнiсть та довговiчнiсть конструкцiй з урахуванням початкових (за-
лишкових) напружень для широкого вибору конструкцiйних матерiалiв.

Ключовi слова: напружено-деформований стан, початковi (залишковi) напруження,
функцiї Якобi, перетворення Фур’є.

1. Вступ. Контактнi задачi класичної теорiї пружностi в нашiй країнi i за
кордоном в останнi десятилiття одержали подальший розвиток як по глибинi
нових пiдходiв, так i по ширинi дослiджень. Про це свiдчить велика кiлькiсть
вчених, якi працюють над заданою проблемою i кiлькiсть поданих доповiдей на
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симпозiуми, з’їзди та конференцiї як у нашiй країнi, так i за кордоном в останнi
десятилiття.

Iснує велика кiлькiсть оглядових праць, якi мiстять детальний аналiз основ-
них результатiв i сучасний стан рiзних аспектiв розвитку механiки контактної
взаємодiї, в яких приведена кiлькiсно велика бiблiографiя з вищезгаданих пи-
тань. Не дивлячись на досить великий спектр праць по дослiдженню закону роз-
подiлу контактних характеристик у конструкцiях та деталях машин у класичнiй
теорiї пружностi, не вдається, виходячи з прийнятої фiзичної моделi, врахувати
початковий (залишковий) напружено-деформований стан тiл, що перебувають
в контактi. Як вiдомо, початковi (залишковi) напруження практично завжди
присутнi в елементах конструкцiй i деталях машин. Причини їх появи рiзнома-
нiтнi: незворотнi деформацiї, структурнi змiни в матерiалах, змiни агрегатного
стану в окремих мiсцях конструкцiй, фiзико-механiчнi, хiмiчнi i технологiчнi
процеси, збiрка конструкцiй або навмисне їх створення. Дiя останнiх, викликає
в попередньо напруженому тiлi такий самий ефект, як i будь-якi iншi напруже-
ння, якi можуть викликати деформацiї, руйнування, що спричиняє збiльшення
тенденцiї до втрати стiйкостi та внутрiшнього тертя. Отже, врахування поча-
ткових (залишкових) напружень при розрахунку важливих елементiв констру-
кцiй, машин i споруд дозволило б (при їх створеннi) ефективно враховувати
ресурси мiцностi матерiалiв шляхом правильної оцiнки запасiв цiєї мiцностi й
iстотно знизити їх матерiалоємнiсть. Цей пiдхiд дозволяє зберегти необхiднi
функцiональнi характеристики в цiлому.

Навiть враховуючи досить великий дiапазон дослiджень по визначенню за-
кону розподiлу контактних характеристик у конструкцiях i деталях машин кла-
сичної теорiї пружностi, не можливо (виходячи з прийнятої лiнiйної моделi), як
вказано вище, врахувати початковий (залишковий) напружено-деформований
стан тiл, що перебувають у контактi. Але його можна врахувати, використав-
ши лiнеаризовану теорiю пружностi, розроблену у 70 роках минулого столiття
академiком НАН України О. М. Гузем. Хоча в загальному випадку, чiтка поста-
новка таких задач вимагає застосування нелiнiйної теорiї пружностi. Проте при
досить великих величинах початкових (залишкових) напружень можна обме-
житися її лiнеаризованим варiантом.

Iсторично дослiдження контактних задач в рамках лiнеаризованої теорiї
пружностi складалося по двох напрямках. Перший пов’язаний з дослiдженнями
контактної взаємодiї тiл з конкретною формою пружного потенцiалу [1]. Другий
пiдхiд це дослiдження просторових та плоских задач контактної взаємодiї тiл з
початковими (залишковими) напруженнями з довiльною структурою пружного
потенцiалу для стисливих i нестисливих матерiалiв у випадку теорiї скiнченних
(великих) i декiлькох варiантiв теорiї малих початкових (залишкових) дефор-
мацiй [2 – 17].

2. Актуальнiсть. Вивчення i дослiдження якiсного i кiлькiсного впливу
початкових (залишкових) напружень на закон розподiлу контактних характе-
ристик є досить актуальною проблемою як в теоретичному, так i в практичному
аспектах. Зокрема, теоретичне та практичне значення одержаних результатiв
дослiдження полягає в тому, що всi розв’язки поставленої задачi поданi у ви-
глядi аналiтичних виразiв, формул та графiкiв. Їх можна безпосередньо вико-
ристовувати в iнженерних розрахунках мiцностi i довговiчностi конструкцiй з
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урахуванням початкових (залишкових) напружень для широкого вибору кон-
струкцiйних матерiалiв.

3. Постановка задачi. Метою роботи є розв’язок задачi про контактну
взаємодiю пружних скiнчених накладок (стрингерiв), при їх перiодичному роз-
мiщеннi, з попередньою напруженою смугою в рамках лiнеаризованої теорiї
пружностi. Дослiдження виконане у рамках лiнеаризованої теорiї пружностi
для стисливих та нестисливих тiл [2 – 4].

Для вивчення впливу початкового (залишкового) напружено-деформованого
стану на закон розподiлу контактних характеристик розглянемо пружну не-
скiнченну смугу з початковими напруженнями товщиною 𝑡, яка на скiнченних
вiдрiзках 𝐿𝑘 {−𝑎+ 2𝑙𝑘, 𝑎+ 2𝑙𝑘} , 𝑘 = 1, 2 своєї гранi 𝑦1 = 0, що пiдкрiплена
перiодично розмiщеними пружними накладками з перiодом 2𝑙, а грань 𝑦2 = −𝑡
жорстко защемлена (Рис. 1).

Рис. 1. Попередньо напружена смуга, пiдсилена тонкими стрингерами.

Необхiдно визначити вилив початкових (залишкових) напружень в пружнiй
смузi з початковими (залишковими) напруженнями на закон розподiлу нор-
мальних i тангенцiальних контактних напружень в областi контакту пружних
накладок з пружною смугою, коли на останнi дiють вертикальнi i горизонтальнi
навантаження iнтенсивностi 𝑝0(𝑦1) i 𝑞0(𝑦1) вiдповiдно.

4. Метод розв’язку. В силу перiодичностi розглянутої задачi вплив по-
чаткових (залишкових) напружень на 𝐿𝑘 при 𝑦2 = 0 пiд пружними тонкими
накладками буде однаковий [1, 5, 6], тобто контактнi напруження, що виника-
ють на 𝐿𝑘 – вiдрiзках зi сторони накладок пружної смуги будуть функцiями
перiодичними з перiодом 2𝑙.

𝜏12 (𝑦1) |𝑦2=0 = 𝜏 (𝑦1) = 𝜏 (𝑦1 − 2𝑙) = 𝜏 (𝑦1 + 2𝑙) ,

𝑄̃22 (𝑦1) = 𝑄22 (𝑦1 − 2𝑙) = 𝑄22 (𝑦1 + 2𝐿) ,

𝑄̃21 (𝑦1) = 𝑄21 (𝑦1 − 2𝑙) = 𝑄21 (𝑦1 + 2𝐿) .

Отже, можна обмежитися розглядом однiєї iз них, наприклад, тiєї, для якої
𝑘 = 0. Будемо вважати також, що вiдносно пружної смуги з початковими (за-
лишковими) напруженнями i пружних накладок справедливi припущення, а
саме: пружна смуга з початковими (залишковими) напруженнями знаходиться
в умовах плоскої деформацiї, а для пружної накладки, навантаженої одночасно

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 40, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



158 М. М. ДIХТЯРУК, Н. О. ЯРЕЦЬКА, О. А. КРАВЧУК

вертикальними i горизонтальними силами, справедлива загальноприйнята мо-
дель згину балки в поєднаннi з моделлю одновiсного напружено-деформованого
стану пружної накладки. Це означає, що пружна накладка в вертикальному
напрямку 𝑂𝑦2 згинається, як звичайна балка, а у горизонтальному напрямку
осi 𝑂𝑦1 стискається або розтягується, як звичайний стержень в одновiсному
напружено-деформованому станi з скiнченою жорсткiстю. Виходячи з остан-
нього, для поставленої задачi будуть мати мiсце рiвняння

𝑑𝑢 (𝑦1)

𝑑𝑦1
=

1

𝐸1𝑡

𝑦1∫︁
−∞

[𝑞 (𝑡) − 𝑞0 (𝑡)] 𝑑𝑡 (−∞ < 𝑦1 <∞) .

Так як стрингер (накладка) в вертикальному напрямку згинається як зви-
чайна балка, то згин балки опишемо у виглядi

𝐷
𝑑4𝑣 (𝑦1)

𝑑𝑦41
= 𝑃 (𝑦1) − 𝑃0 (𝑦1) , (−∞ < 𝑦1 <∞)

при граничних умовах

𝑢 (𝑦1) = 𝑢1 (𝑦1) ; 𝑣 (𝑦1) = 𝑢2 (𝑦1) ; 𝑦1 ∈ (−𝑎+ 2𝑘𝑙 < 𝑦1 < 𝑎+ 2𝑘𝑙) ;

(𝑘 = 0,±1,±2, . . .) ,

де 𝑢, 𝑣 – вiдповiдно горизонтальнi i вертикальнi перемiщення пружної накладки
в позначеннях класичної теорiї пружностi; 𝑢1 (𝑦1) , 𝑢2 (𝑦1) – вiдповiдно горизон-
тальнi i вертикальнi перемiщення граничних точок пружної смуги з початко-
вими (залишковими) напруженнями; 𝑝 (𝑦1) , 𝑞 (𝑦1) – iнтенсивностi нормальних i
горизонтальних контактних напружень.

При виведеннi основної системи диференцiальних рiвнянь, що дозволяють
розв’язати поставлену задачу, вiдзначимо, що на основi принципу суперпози-
цiї [1, 7] отримаємо i використаємо функцiю впливу для скiнченого стрингера
𝑦1 ∈ [−𝑎, 𝑎] у виглядi:

𝑢1 (𝑦1) =

𝑎∫︁
−𝑎

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

𝑎∫︁
−𝑎

ℎ12 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏,

𝑢2 (𝑦1) =

𝑎∫︁
−𝑎

ℎ21 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

𝑎∫︁
−𝑎

ℎ22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏. (1)

Аналогiчно функцiї впливу для вертикальних i горизонтальних перемiщень
граничних точок гранi пружної смуги 𝑦2 = 0 з урахуванням перiодичностi
останнiх [6, 8, 9] можна записати у виглядi:

∞∫︁
−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =

𝑎∫︁
−𝑎

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏+

+

𝑎−2𝑙∫︁
−𝑎−2𝑙

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

𝑎+2𝑙∫︁
−𝑎+2𝑙

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏+
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+

𝑎+4𝑙∫︁
−𝑎+4𝑙

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

𝑎+4𝑙∫︁
−𝑎+4𝑙

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 + . . . (2)

При отриманнi значення iнтеграла (2) використаємо перiодичнiсть нормаль-
них i тангенцiальних контактних напружень 𝑝 (𝜏) i 𝑞 (𝜏)

𝑝 (𝜏) = 𝑝 (𝜏 − 2𝑘𝑙) = 𝑝 (𝜏 + 2𝑘𝑙) = . . . ,

𝑞 (𝜏) = 𝑞 (𝜏 − 2𝑘𝑙) = 𝑞 (𝜏 + 2𝑘𝑙) = . . . .

Замiна змiнних

𝜏 = 𝜂 + 2𝑘𝑙, (𝑘 = 0,±1,±2, ...)

з врахуванням значення перемiщень вiд дiї одиничної нормальної i тангенцi-
альної сили [7, 10, 11] пiсля ряду перетворень приводить до iнтегралу вигляду
(2):

∞∫︀
−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 1
2𝜋

𝑎∫︀
−𝑎

{︂ ∞∫︀
−∞

𝐻11 (𝛼) cos (𝑦1𝜂) 𝑠

[︂
1 + 2

∞∑︀
𝑘=1

cos 2𝑘𝑙𝑠

]︂
𝑑𝑠

}︂
𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂.

(3)

Iнтеграл (3) можна дещо спростити, якщо використати значення [1, 12, 13]:

1 + 2
∞∑︁
𝑘=1

cos 𝑘𝑦1 =
2𝜋

𝑙

∞∑︁
𝑘=−∞

𝛿 (𝑦 − 2𝜋𝑘) ,

𝛿 (𝛼𝑦1) =
1

𝛼
𝛿 (𝑦1) ,

де 𝛿 (𝑦1) – одинична функцiя Дiрака [2, 3, 14].
Пiсля деяких перетворень [1, 6, 15] отримаємо :

∞∫︁
−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =
𝑃0

2𝑙
𝐻11 (0) +

+
1

𝑙

𝑎∫︁
−𝑎

∞∑︁
𝑘=1

𝐻11

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
cos

[︂
𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

]︂
𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂.

Застосувавши аналогiчнi перетворення до iнших iнтегралiв, отримаємо

∞∫︀
−∞

ℎ12 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 𝑄0

2𝑙
𝐻12 (0) + 1

𝑙

1∫︀
−1

∞∑︀
𝑘=1

𝐻12

(︀
𝜋𝑘
𝑙

)︀
× sin

[︀
𝜋𝑘
𝑙

(𝑦1 − 𝜂)
]︀
𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂,

(4)
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∞∫︀

−∞
ℎ21 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 𝑃0

2𝑙
𝐻21 (0) + 1

𝑙

𝑎∫︀
−𝑎

∞∑︀
𝑘=1

𝐻21

(︀
𝜋𝑘
𝑙

)︀
× sin

[︀
𝜋𝑘
𝑙

(𝑦1 − 𝜂)
]︀
𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂,

∞∫︀
−∞

ℎ22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 𝑄0

2𝑙
𝐻22 (0) + 1

𝑙

𝑎∫︀
−𝑎

∞∑︀
𝑘=1

𝐻22

(︀
𝜋𝑘
𝑙

)︀
× sin

[︀
𝜋𝑘
𝑙

(𝑦1 − 𝜂)
]︀
𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂.

Запишемо асимптотичнi вирази 𝐻𝑖𝑗 (𝛼) , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, при 𝛼 → 0 i 𝛼 → ∞.

lim
𝛼→0

𝐻11 (𝛼) = −𝐴; lim
𝛼→0

𝐻12 (𝛼) = 𝑂 (𝛼) ;

lim
𝛼→0

𝐻22 (𝛼) = 𝐴1; lim
𝛼→∞

𝐻11 (𝛼) = −𝐵 ·𝑂 (𝛼−1) ;

lim
𝛼→∞

𝐻22 (𝛼) = 𝐵 ·𝑂 (𝛼−1) ; lim
𝛼→∞

𝐻12 (𝛼) = −𝐵1 ·𝑂 (𝛼−1) ,

де 𝐴,𝐴1, 𝐵,𝐵2 – величини, що характеризують початковий (залишковий)
напружено-деформований стан у пружнiй смузi, якi визначаються для стисли-
вих i нестисливих тiл у випадку конкретної структури пружних потенцiалiв
згiдно [2, 7, 16].

Якщо врахувати значення суми [1, 3]:
∞∑︁
𝑘=1

cos 𝑘𝑥

𝑘
= − ln

⃒⃒⃒
2 sin

𝑥

2

⃒⃒⃒
,

то iнтеграли (3) i (4) можна подати у виглядi
∞∫︁

−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 = −𝐴
2𝑙
𝑃0 +

𝐵

𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜏) ln

⃒⃒⃒⃒
2 sin

𝜋

𝑙

(︂
𝑦1 − 𝜂

2

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡+

+
1

𝑙

𝑎∫︁
−𝑎

∞∑︁
𝑘=1

{︂[︂
𝐻11

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
+
𝐵𝑙

𝜋𝑘

]︂
cos

𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

}︂
𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂, (5)

∞∫︁
−∞

ℎ22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏 = −𝐴1

2𝑙
𝑄0 −

𝐵

𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜏) ln

⃒⃒⃒⃒
2 sin

𝜋

𝑙

(︂
𝑦1 − 𝜂

2

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜂+

+
1

𝑙

𝑎∫︁
−𝑎

∞∑︁
𝑘=1

{︂[︂
𝐻22

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
+
𝐵𝑙

𝜋𝑘

]︂
cos

𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

}︂
𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂.

Врахувавши (4) та значення суми [1, 3]
∞∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝑦1
𝑘

=
𝜋 − |𝑦1|

2
sin 𝑞𝑦1, (−2𝜋 < 𝑦 < 2𝜋)

iнтеграли (5) можна записати у виглядi таких формул:
∞∫︀

−∞
ℎ12 (𝑦1 − 𝜏) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 1
𝑙

𝑎∫︀
−𝑎

{︂
∞∑︀
𝑘=1

[︀
𝐻12

(︀
𝜋𝑘
𝑙

)︀
+ 𝐵1𝑙

𝜋𝑘

]︀
sin
[︀
sin 𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

]︀}︂
𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂−
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−𝐵1

2𝑙

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜏) sin 𝑞 (𝑦1 − 𝜂) 𝑑𝜂 +
𝐵1

2𝑙

[︀
𝑄0𝑦1 − 𝑀̄0

]︀
; |𝑦1| ≤ 𝑎, (6)

∞∫︀
−∞

ℎ21 (𝑦1 − 𝜏) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 1
𝑙

𝑎∫︀
−𝑎

{︂
∞∑︀
𝑘=1

[︀
𝐻12

(︀
𝜋𝑘
𝑙

)︀
+ 𝐵1𝑙

𝜋𝑘

]︀
sin
[︀
𝜋𝑘
𝑙

(𝑦1 − 𝜂)
]︀}︂

𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂−

−𝐵1

2𝑙

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜏) sin 𝑞 (𝑦1 − 𝜂) 𝑑𝜂 +
𝐵1

2𝑙
[𝑃0𝑦1 −𝑀0] ; |𝑦1| ≤ 𝑎

при

𝑀̄0 =

𝑎∫︁
−𝑎

𝑥𝑞 (𝑥) 𝑑𝑥, 𝑀0 =

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑥𝑝 (𝑥) 𝑑𝜉.

Виконаємо пiдстановку значень (4), (5) та (6) у (1) i знайдемо перемiщення
граничних точок в областi контакту 𝑦1 ∈ [−𝑎, 𝑎] на межi 𝑦2 = 0 пружної смуги
з початковими (залишковими) напруженнями.

𝑢1 (𝑦1) = −𝐵
𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜂) ln
[︁
2 sin

𝜋

2𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

]︁
𝑑𝜂 − 𝐵1

2
+

𝑎∫︀
−𝑎

𝐿12 (|𝑦1 − 𝑡|) 𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂 +
𝑎∫︀

−𝑎

𝐿12 (|𝑦1 − 𝑡|) 𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂−

− 1
2𝑙

[︀
𝐵1

(︀
𝑄0𝑦 − 𝑀̄0

)︀
− 𝐴𝑃0

]︀
, |𝑦1| < 𝑎

(7)

𝑢2 (𝑦1) = −𝐵
𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜂) ln
[︁
2 sin

𝜋

2𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

]︁
𝑑𝜂 − 𝐵1

2

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜂) 𝑠𝑖𝑞𝑛 (𝑦1 − 𝜂) 𝑑𝜂+

+

𝑎∫︁
−𝑎

𝐿22 (|𝑦1 − 𝜂|) 𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂 +

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑁12 (𝑦1 − 𝜂) 𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂 +
1

2𝑙
[𝐵1 (𝑃0𝑦 −𝑀0) − 𝐴1𝑄0] .

Введемо позначення

𝐿11 (|𝑦1 − 𝜂|) =
1

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝐻11

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
+
𝐵𝑙

𝜋𝑘

]︂
cos

𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂) ,

𝐿12 (𝑦1 − 𝜂) =
1

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝐻12

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
+
𝐵1𝑙

𝜋𝑘

]︂
sin

𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂) ,

𝐿22 (|𝑦1 − 𝜂|) =
1

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝐻22

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
+
𝐵𝑙

𝜋𝑘

]︂
cos

𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂) .
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Для того, щоб одержати вихiднi функцiональнi рiвняння, з яких визначаю-
ться невiдомi контактнi напруження, пiдставимо (7) в (1), одержимо наступну
систему сингулярних iнтегрально-диференцiйних рiвнянь.

𝐷
𝑑4

𝑑𝑦41

{︂
𝐵

𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜂) ln

⃒⃒⃒⃒
2 sin

𝜋

𝑙

(︂
𝑦1 − 𝜂

2

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜂 − 𝐵1

2

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜂) 𝑠𝑖𝑞𝑛 (𝑦1 − 𝜂) 𝑑𝜂+

+

𝑎∫︁
−𝑎

𝐿11 (|𝑦1 − 𝜂|) 𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂 +

𝑎∫︁
−𝑎

𝐿12 (𝑦1 − 𝜂) 𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂+

+
1

2𝑙

[︀
𝐵1

(︀
𝑄0𝑦1 − 𝑀̄0

)︀
− 𝐴𝑃0

]︀}︀
= 𝑝 (𝑦1) − 𝑝0 (𝑦1) ,

𝑑

𝑑𝑦1
=

{︂
𝐵

𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂 ln

[︂
2 sin

𝜋

𝑙

(︂
𝑦1 − 𝜂

2

)︂]︂
𝑑𝜂 − 𝐵1

2

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜂) 𝑠𝑖𝑞𝑛 (𝑦1 − 𝜂) 𝑑𝜂+

+

𝑎∫︁
−𝑎

𝐿22 (|𝑦1 − 𝜂|) 𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂+

𝑎∫︁
−𝑎

𝐿12 (𝑦1 − 𝜂) 𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂+
1

2𝑙
[𝐵0 (𝑃0𝑦 −𝑀0) − 𝐴1𝑄0]} =

=
1

𝐸1ℎ

𝑎∫︁
−𝑎

[𝑞 (𝜂) − 𝑞0 (𝜂)] 𝑑𝜂, |𝑦1| ≤ 𝑎.

Ця система розв’язується при таких граничних умовах:
при 𝑦1 = 𝑎

𝑎∫︁
−𝑎

𝜂𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂 = 𝑀0;

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂 = 𝑄0;

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂 = 𝑃0. (8)

Систему сингулярних iнтегральних рiвнянь можна спростити аналогiчно, як
i у [1, 6, 17], ввiвши новi функцiї.

𝑋 (𝜏) = 𝑝 (𝜏) + 𝑖𝑞,

𝑝 (𝜏) = 𝑝

(︂
𝑙𝜏

𝜋

)︂
1

𝑃0

, 𝑞 (𝜏) = 𝑞

(︂
𝑙𝜏

𝜋

)︂
1

𝑄0

, (9)

𝑝0 (𝜏) = 𝑝

(︂
𝑙𝜏

𝜋

)︂
1

𝑃0

, 𝑞0 (𝜏) = 𝑞0

(︂
𝑙𝜏

𝜋

)︂
1

𝑄0

.

Пiсля складних громiздких перетворень i замiни змiнних

𝜋

𝑙
𝑦1 = 𝜏,

𝜋

𝑙
𝜂 = 𝜉.

одержимо

𝛽1𝑋 (𝜏) +

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑋 (𝜏) 𝑐𝑡𝑞
𝜏 − 𝜉

2
𝑑𝜏 −

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝐿̃11 (𝜏 − 𝜉)𝑋 (𝜏) 𝑑𝜏−
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−𝑖
∫︁ 𝑎

−𝑎

𝐿̃12 (𝜏 − 𝜉)𝑋 (𝜏) 𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑎

−𝑎

𝐿̃22 (𝜏 − 𝜉) 𝑋̃ (𝜏) 𝑑𝜏− (10)

−
𝑎∫︁

−𝑎

[︀
𝛽2 (𝜏 − 𝜉)2 − 𝛽3

]︀
𝑋̃ (𝜏) 𝑑𝜏 −

𝑎∫︁
−𝑎

[𝛽2 (𝜏 − 𝜉) + 𝛽3] 𝑋̃ (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 𝑖
[︁
2𝛽3𝑄̃1 (𝜏) + 𝜆4

]︁
𝑑𝜏 − 2𝛽2𝑀̃1 (𝜏) + 𝐶.

Величини 𝐿̃𝑖𝑗 (𝜏) , 𝛽𝑖 – визначають початковий (залишковий) напружений
стан, обчислюються для стисливих i нестисливих тiл у випадку пружних по-
тенцiалiв конкретної структури для рiвних i нерiвних коренiв визначального
рiвняння згiдно [2, 3, 7].

Отже розв’язок поставленої задачi зведено до розв’язку сингулярного
iнтегрально-диференцiального рiвняння (10) з ядром Гiлберта. Розв’язок рiв-
няння будемо шукати у виглядi рядiв вiд функцiї Якобi [1, 2, 7].

𝑋 (𝜏) = 𝑤 (𝜏)
∞∑︁
𝑛=1

𝑋̃𝑛𝑃
(𝛼,𝛽)
𝑛

(︂
ctg

𝛿

2
tg
𝜏

2

)︂
, |𝜏 | < 𝛿, (11)

а функцiю ваги 𝑤 (𝜏) вiзьмемо у виглядi

𝑤 (𝜏) = sec
𝜏

2

(︂
sin

𝛿 − 𝜏

2

)︂𝛼(︂
sin

𝛿 + 𝜏

2

)︂𝛽

,

𝛼 = −1

2
− 𝑖𝛼1; 𝛽 = −1

2
+ 𝑖𝛼1; , 𝛼1 =

ln (3 − 4𝑐44)

2𝜋
.

Вiдмiтимо, що 𝑋̃𝑛 – нескiнченний ряд невiдомих комплексних коефiцiєнтiв,
якi потрiбно визначити. Для їх визначення пiдкладемо значення (11) в рiвняння
(9). В результатi, використовуючи властивостi ортогональностi функцiї Якобi
[1, 3, 12], для визначення невiдомих величин𝑋𝑚, одержимо нескiнченну систему
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

𝑙𝑚𝑋̃𝑛 +
∑︀∞

𝑛=1

[︁
𝑃

(1)
𝑚,𝑛𝑋̃𝑛 + 𝑃

(2)
𝑚,𝑛𝑋̄𝑛

]︁
=

= −
[︁
𝑃

(1)
𝑚 𝑋̃0 + 𝑃

(2)
𝑚 𝑋̄0 + 𝑃

(3)
𝑚 +𝑅 · 𝑃 (1)

𝑚

]︁
, (𝑚 = 1, 2, . . .) .

(12)

У (12) введено позначення [1, 6]
Для розв’язку системи (12) числовим методом, визначимо коефiцiєнт 𝑋̄0 i

сталу 𝑅, що входять у праву частину (12). Коефiцiєнт 𝑋̄0 знаходимо iз першої
граничної умови (8).

𝑋̄0 =
ch𝜋𝛼1 · cos 𝛿

2

2𝑙

(︂
1 + 𝑖

𝑄0

𝑃0

)︂
.

Сталу 𝑅 знаходимо iз системи алгебраїчних рiвнянь (12).
Система (12) квазiрегулярна, оскiльки суми

𝑃𝑚 = 𝑙𝑚𝑚
4
∑︁ 1

𝑛𝜀

[︀⃒⃒
𝑃 (1)
𝑚,𝑛

⃒⃒
+
⃒⃒
𝑃 (2)
𝑚,𝑛

⃒⃒]︀
(𝑚 = 1, 2, . . .)
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та вiльний член (12) мають порядок при 𝑚 → ∞, 𝑂
(︁
𝑚− 1

2
+2
)︁
. Це означає, що

коефiцiєнт матрицi системи швидко спадає iз зростанням𝑚 i 𝑛 вiд дiагональних
елементiв. Отже, систему (12) можна розв’язати вiдомими числовими методами.

5. Аналiз числових результатiв. Для реалiзацiї числового результату
розглянемо випадок, коли всi перiодично розмiщенi накладки, якi пiдкрiплю-
ють пружну смугу з початковими (залишковими) напруженнями, навантаженi
тангенцiальною силою 𝑄0 (𝛼) = 𝑄.

Числовi результати отриманi з використанням комп’ютерної лiцензованої
програми Maplе 15, для потенцiалiв у випадку рiвних коренiв визначального рiв-
няння [2 – 4, 16] (гармонiчного потенцiалу та потенцiалу Бартенєва-Хазановича);
та у випадку нерiвних коренiв [2 – 4, 17] (потенцiалу Трелоара). При обчисленнi
використовувалися параметри таких матерiалiв [2, 4], 𝐶𝑎 0, 𝑆1, 𝑁𝑎 0, 𝑆2 – пру-
жнi накладки; 𝐶𝑢 0,06, 𝐹𝑒 0,045 – пружна смуга з початковими (залишковими)
напруженнями.

На рис. 2–4 проiлюстровано вплив початкових (залишкових) напружень у
пружнiй смузi на закон розподiлу контактних напружень пiд перiодично розмi-
щеними накладками вiд дiї тангенцiальної сили 𝑞0 (𝑦1) = 𝑄0 для безрозмiрних
величин (12).

Рис. 2. Розподiл контактних
напружень

Рис. 3. Розподiл контактних
напружень

На рис. 2–4 показано розмiщення кривих для значення параметра
𝜆1 = 1,3; 1,2; 1,1; 1; 0,9; 0,8; 0,7, що характеризує початковий (залишковий)
напружено-деформований стан. Пунктирна лiнiя вiдповiдає пружнiй смузi без
початкових (залишкових) напружень (𝜆1 = 1), тобто вiдображає розв’язок ана-
логiчної задачi у рамках класичної теорiї пружностi [1, 2].

6. Висновки. На основi проведеного числового аналiзу можна зробити
висновок про те, що закономiрнiсть впливу початкових напружень у пружнiй
смузi на розподiл контактних тангенцiальних напружень iстотним чином зале-
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Рис. 4. Розподiл контактних напружень

жить вiд структури пружного потенцiалу в смузi.
Бiльш iстотний вплив кiлькiсного характеру початковi напруження мають

у високо еластичних матерiалах, порiвняно з жорсткими, а якiсний вплив –
спiвпадає. Причому, при стиску (𝜆1 < 1) контактнi напруження зменшуються,
а у випадку розтягу (𝜆1 > 1) збiльшуються. Цей результат можна ефективно
використовувати для регулювання контактних характеристик при розрахунку
конструкцiй на мiцнiсть.
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interaction with periodic reinforcement of pre-stressed strip with thin sustaining
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The qualitative and quantitative influence of initial (residual) stresses on the law of dis-
tribution of contact characteristics at interaction of elastic finished overlays (stringers), at
their placement, with a preliminary tension strip is investigated. The study was performed
within the framework of the linearized theory of elasticity for compressible and incompress-
ible bodies. Fourier integral methods, methods for solving harmonic differential equations,
singular integral-differential equations and numerical methods were used. We make the as-
sumption that the elastic band with initial (residual) stresses is in the conditions of plane
deformation. Also, for an elastic lining loaded with both vertical and horizontal forces,
the generally accepted model of beam bending in combination with the model of uniaxial
stress-strain state of the elastic lining is valid. A singular integral-differential equation with
the Gilbert kernel was derived, which allows us to solve this problem. We find the ana-
lytical solution of the equation in the form of series from the Jacobi function. Numerical
studies were performed for materials with elastic potentials of harmonic type (compress-
ible bodies) and elastic potentials of Bartenev-Khazanovich and Treloar (incompressible
bodies). Numerical studies have been performed for materials with elastic potentials of
harmonic type (compressible bodies) and elastic potentials of Bartenev-Khazanovich and
Treloir (incompressible bodies). We have considered the case when all periodically placed
pads that support the elastic band with the initial (residual) stresses were loaded with
tangential force. Analysis of numerical results shows a significant effect of pre-stressed
deformed state on the distribution of contact characteristics of the periodically reinforced
strip with thin reinforcing elements. The results obtained can be used for engineering
calculations for the strength and durability of structures, taking into account the initial
(residual) stresses for a wide range of structural materials.

Keywords: stress-strain state, initial (residual) stresses, Jacobi function, Fourier trans-
form.
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МОДЕЛI БАГАТОФАКТОРНОГО ПРОГНОЗУВАННЯ

Дане дослiдження є розвитком напрямку прикладного аналiзу даних. Вiн вiдi-
грає важливу роль у виявленнi значущої iнформацiї в наборах даних, яка допома-
гає приймати обґрунтованi рiшення в рiзних сферах людської дiяльностi. Наведено
iнформацiйнi технологiї багатофакторного прогнозування, якi базуються на моделях
MLR та DR i є частиною класичного машинного навчання. Розроблена iнформацiйно-
аналiтична система на мовi програмування Python та бiблiотеки scikit-learn, що реа-
лiзує описаний пiдхiд. В якостi апробацiйної моделi обрана актуальна задача прогно-
зування ВВП України за показниками: iндекс iнфляцiї, чисельнiсть населення, офi-
цiйний курс долара, рiвень безробiття у вiдсотках та мiграцiйний прирiст. Навчальна
вибiрка мiстила 16 спостережень. В ходi експериментального дослiдження кращою
виявилось модель дерева регресiї iз показником коефiцiєнту детермiнацiї 99% та се-
редньої абсолютної вiдсоткової похибки 6%. Данi iндекси якостi моделi вказують на
її високу точнiсть. Перспективнi дослiдження полягають у розвитку пiдходу прикла-
дного аналiзу даних для розв’язання рiзних видiв прикладних задач.

Ключовi слова: багатофакторне прогнозування, дерева регресiї, багатофакторний
лiнiйний аналiз, прогнозування ВВП.

1. Вступ. В наш час все важливiшим стає аналiз даних рiзної природи, тобто
процес застосування статистичних та логiчних методiв для опису, вiзуалiзацiї,
скорочення, перегляду, узагальнення та оцiнки даних. Вiн вiдiграє важливу
роль у виявленнi значущої iнформацiї в наборах даних, яка допомагає приймати
обґрунтованi рiшення.

Цiль будь-якого аналiзу даних полягає в тому, щоб отримати з необробленої
iнформацiї точну оцiнку. Однiєю iз найбiльш важливих та поширенiших про-
блем є встановлення наявностi статистичного зв’язку мiж змiнною вiдгуком (𝑌 )
та незалежними (пояснювальними) змiнними предикторами (𝑋𝑖). Дану пробле-
му можна вирiшити провiвши регресiйний аналiз. Вид регресiйної моделi зале-
жить вiд типу розподiлу 𝑌 : якщо вiн неперервний та приблизно нормальний,
використовується модель лiнiйної регресiї; якщо дихотомiчний, то – логiстичну
регресiю; якщо пуасонiвський чи полiномiальний необхiдним є логарифмiчно-
лiнiйний аналiз [1, 2]. Обрана модель «намагається» передбачити результат (𝑌 )
на основi значень набору змiнних-предикторiв (𝑋𝑖).

Багатофакторна лiнiйна регресiя — це процедура, яка оцiнює коефiцiєнти
лiнiйного рiвняння за участю кiлькох предикторiв, якi найкраще передбачають
значення залежної кiлькiсної змiнної [3].

Iншим пiдходом до проведення багатофакторного аналiзу даних є дерева
прийняття рiшень. Дерева класифiкацiї та регресiї — це методи класичного
машинного навчання для побудови моделей прогнозування на основi навчаль-
них даних [4]. Реалiзуються такi моделi шляхом рекурсивного подiлу простору
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даних та пiдбору методу прогнозування у кожнiй пiдмножинi. В результатi,
розбиття може бути представлено графiчно, як дерево рiшень. Дерева регре-
сiї призначенi для визначення значення цiльової змiнної, яка є неперервною та
числовою [5].

Задача розрахунку прогнозного значення ВВП є багатофакторною, бо що-
найменше має включати особистi витрати населення на кiнцеве споживання
товарiв та послуг, державнi витрати на купiвлю товарiв та послуг, валовi iн-
вестицiї та чистий експорт [6]. В даному дослiдженнi ставиться задача пiдбору
моделi прогнозування величини ВВП України на основi предикторiв, якi опо-
середковано впливають на його формування.

2. Багатофакторний (множинний) лiнiйний аналiз [7]. (Multivari-
ate Linear Regression, MLR). Мета регресiї – передбачити 𝑌 на основi 𝑋 або
описати, як 𝑌 залежить вiд 𝑋. 𝑋𝑖 (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑘) визначається як "преди-
кторнi "пояснювальнi"або "незалежнi"змiннi, тодi як 𝑌 називають "залежною
змiнною "реакцiєю"або "результатом".

Математичне рiвняння моделi:

𝑦𝑖 = 𝑏0 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗𝑥𝑖𝑗 + 𝑒𝑖,

𝑦𝑖 – фактичнi значення залежної змiнної;
𝑏0 – коефiцiєнт перетину;
𝑏𝑗 – коефiцiєнт нахилу (середнє збiльшення результату на одиницю збiльше-

ння предиктора);
𝑒𝑖 – похибки моделi.
Коефiцiєнт детермiнацiї це доля дисперсiї прогнозованої змiнної, яка по-

яснюється розглядуваною моделлю:

𝑅2 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑒2𝑖

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑦)2
.

Вiн може приймати значення вiд нуля до одиницi. Чим ближче значення
коефiцiєнта до 1, тим сильнiшою є залежнiсть. При оцiнцi регресiйних моде-
лей це iнтерпретується як вiдповiднiсть моделi вхiдним даним. В загальному,
𝑅2 має бути не меншим нiж 0,5. Моделi iз коефiцiєнтом детермiнацiї бiльшим
за 80% можна визначити як достатньо добре пiдiгнанi. Основним недолiком
використання 𝑅2 є те, що його значення не зменшується iз додаванням в мо-
дель регресорiв навiть, якщо вони нiякого вiдношення до залежної змiнної не
мають. Для зняття цього недолiку користуються скоригованим коефiцiєнтом
детермiнацiї:

𝑅2
𝑎𝑑𝑗 = 1 −

(︀
1 −𝑅2

)︀ 𝑛− 1

𝑛− 𝑘
,

де 𝑘 – кiлькiсть параметрiв, 𝑛 – кiлькiсть спостережень.
На вiдмiну вiд 𝑅2 скоригований коефiцiєнт може бути i вiд’ємним.
3. Дерева регресiї [8]. (Regression Tree, RT). Дерева прийняття рiшень це

методи, якi описують правила класифiкацiї в iєрархiчнiй структурi, що скла-
дається з двох типiв елементiв – вузлiв та листiв. У вузлах розмiщенi правила
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класифiкацiї та виконується перевiрка вiдповiдностi спостережень цьому пра-
вилу за деяким атрибутом навчальної вибiрки. В найпростiшому випадку в ре-
зультатi перевiрки спостереження що знаходяться у вузлi розбиваються на двi
пiдмножини: тi що задовольняють правила, та тi що нi. Далi кожнiй пiдмножинi
ставиться у вiдповiднiсть iнше правило i процедура рекурсивно повторюється,
доки не досягається умова зупинки алгоритма (коли лист мiстить одне спосте-
реження, або задовольняється умова обмеження на допустиму глибину дерева).
В результатi, в останньому вузлi перевiрка i розбиття не проводиться i вiн стає
листом. Для дерева регресiї кожен лист вiдповiдає деякому значенню прогнозо-
ваної змiнної. Для оцiнки прогностичної сили дерева регресiї використовується
також коефiцiєнт детермiнацiї.

При визначеннi точки розбиття у певному вузлi неперервного атрибуту ре-
гресiйне дерево обирає ту, яка мiнiмiзує середньоквадратичну похибку:

𝑀𝑆𝐸 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑦прог𝑖 )2,

де 𝑦прог𝑖 – прогнозне значення залежної змiнної.
4. Iндекс оцiнки якостi моделi. Для оцiнки якостi моделi додатково

будемо користуватись середньою абсолютною похибкою в процентах MAPE:

𝑀𝐴𝑃𝐸 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑖 − 𝑦прог𝑖

𝑦𝑖

⃒⃒⃒⃒
.

5. Експерименти.
1. Постановка задачi. Для проведення практичних експериментiв обрано за-

дачу прогнозування ВВП України. Вiдомо, що iснує ряд параметрiв, якi без-
посередньо є складовими даного показника: споживчi витрати, валове нагро-
мадження, експорт та iмпорт товарiв та послуг [6]. Тому для прогнозування
обрано iншi показники, якi можуть опосередковано впливати на нього: iндекс
iнфляцiї, чисельнiсть населення, офiцiйний курс долара, рiвень безробiття у
вiдсотках та мiграцiйний прирiст. Створено навчальну вибiрку iз 2005 по 2020
рiк на основi вiдкритих даних Держкомстату та Мiнфiну України [6, 9]. Для
розв’язання поставленої задачi була створена iнформацiйно-аналiтична система
на мовi програмування Python.

2. Модель MLR. Для початку оцiнимо силу кореляцiйного зв’язку мiж озна-
ками за тепловою картою (рис. 1).

Найбiльше iз «ВВП» корелюють «Чисельнiсть населення» та «Курс долара»,
але мiж собою цi ознаки також мають високий коефiцiєнт кореляцiї, хоча змi-
стовно вони не пов’язанi. Це буває у тих випадках, коли динамiка змiни процесiв
схожа. Всi iншi ознаки можемо вважати достатньо незалежними. Враховуючи
теплову карту, пропонується навчати модель поступово додаючи предикторнi
змiннi у наступнiй послiдовностi: 𝑋1 – «Чисельнiсть населення», 𝑋2 – «Рiвень
безробiття», 𝑋3 – «Iндекс iнфляцiї», 𝑋4 – «Мiграцiйний прирiст» i на кiнець 𝑋5

– «Курс долара». Залежна змiнна 𝑌 – «ВВП». При цьому будемо обчислювати
два показника якостi моделi 𝑅2

𝑎𝑑𝑗 та 𝑅
2.

Iз наведеної таблицi видно, що скоригований параметр детермiнацiї досягає
найбiльшого значення при чотирьох предикторних змiнних, тому змiнна 𝑋5 не
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Рис. 1. Теплова карта кореляцiйного зв’язку мiж ознаками.

Таблиця 1.
Значення коефiцiєнтiв детермiнацiї для MLR моделi

Предикторнi
змiннi моделi

𝑋1 𝑋1, 𝑋2
𝑋1, 𝑋2,
𝑋3

𝑋1, 𝑋2,
𝑋3, 𝑋4

𝑋1, 𝑋2,
𝑋3, 𝑋4,
𝑋5

𝑅2 0.876754 0.908755 0.965630 0.969940 0.970321
𝑅2

𝑎𝑑𝑗 0.876754 0.902238 0.960342 0.962425 0.959529

покращує MLR модель i виявилась зайвою. Коефiцiєнт 𝑅2 при цьому вказує,
що варiацiя предикторних змiнних 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4 на 97% призводить до змiни
значення 𝑌 , тобто модель дуже добре пiдiгнана.

3. Модель RT. При побудовi дерев регресiї для зупинки алгоритму будемо
враховувати параметр максимальної глибини дерева max depth.

Таблиця 2.
Значення коефiцiєнту детермiнацiї для DT моделi

Параметр
max depth

2 3 4

𝑅2 0.95695 0.99499 0.99929

Очевидно (табл. 2), що найоптимальнiший параметр глибини дерева регресiї
рiвний трьом шарам (рис.2).
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Рис. 2. Дерево регресiї глибини 3.

Для побудови дерева використано лише два параметри: «Чисельнiсть насе-
лення» та «Рiвень безробiття».

4. Оцiнка якостi моделей. Обчислимо iндекси якостi моделей та вiзуалiзуємо
отриманi прогнози.

Таблиця 3.
Значення iндексiв якостi моделей

Модель MLR RT
MSE 42217110036 7026376106
MAPE 10,7% 6%

Рис. 3. Вiзуалiзацiя результатiв моделей.

Очевидно, що модель RT краще пiдiгнана до вхiдних даних, що пiдтвердже-
но iндексами якостi моделi (табл. 3) та вiзуалiзацiєю результатiв (рис. 3).

6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Дане дослiдже-
ння є розвитком напрямку прикладного аналiзу даних [10–13].

Наведено iнформацiйнi технологiї багатофакторного прогнозування, якi ба-
зуються на моделях MLR та DR i є частиною класичного машинного навчання.
Розроблена iнформацiйно-аналiтична система на мовi програмування Python
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та бiблiотеки scikit-learn, що реалiзує описаний пiдхiд. В якостi апробацiйної
моделi обрана актуальна задача прогнозування ВВП України за показниками:
iндекс iнфляцiї, чисельнiсть населення, офiцiйний курс долара, рiвень безро-
бiття у вiдсотках та мiграцiйний прирiст. Навчальна вибiрка мiстила 16 спо-
стережень. В ходi експериментального дослiдження кращою виявилось модель
дерева регресiї (RT) iз показником коефiцiєнту детермiнацiї 99% та середньої
абсолютної вiдсоткової похибки 6%. Данi iндекси якостi моделi вказують на її
високу точнiсть.

Перспективнi дослiдження полягають у розвитку пiдходу прикладного ана-
лiзу даних для розв’язання рiзних видiв прикладних задач.
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oped, which implements the descriptions of the approach. As an approbation model, the
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quality indices of the model show its high accuracy. These quality indices of the model
indicate its high accuracy.
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МОДЕЛЬ БАГАТОРIВНЕВОЇ НЕЙРОМЕРЕЖI ВИЗНАЧЕННЯ
РIВНЯ ФIНАНСОВОЇ БЕЗПЕКИ КОМПАНIЇ

Дiяльнiсть господарюючих суб’єктiв у ринковiй економiцi обумовлюється насам-
перед станом їх фiнансiв, що призводить до необхiдностi розгляду проблем управлiн-
ня фiнансовою безпекою пiдприємства. Забезпечення стiйкого розвитку пiдприємства,
стабiльностi результатiв його дiяльностi, досягнення цiлей, що вiдповiдають iнтересам
власникiв та суспiльства в цiлому, неможливi без розробки та проведення самостiйної
стратегiї суб’єкта господарювання, яка в сучаснiй економiцi визначається наявнiстю
надiйної системи його фiнансової безпеки. Зростання темпiв бiзнесу викликає все бiль-
шу залежнiсть пiдприємства вiд зовнiшнiх джерел фiнансування i, можливо, втрату
самостiйностi в прийняттi управлiнських рiшень. Навiть за високої дохiдностi бiзнесу
недостатня увага до проблем його фiнансової безпеки може призвести до того, що
компанiя може стати об’єктом зовнiшнього впливу або поглинання. Прогнозування
рiвня фiнансової безпеки є складним аналiтично-розрахунковим процесом i потребує
детального дослiдження тенденцiй розвитку та передбачення впливу складових дослi-
джуваного фактору на рiвень економiчної безпеки компанiї. Проведено дослiдження
актуальної задачi розроблення моделi багаторiвневої нейромережi для iнформацiйних
технологiй на прикладi визначення рiвня фiнансової безпеки компанiї, яка зустрiча-
ється при функцiонуваннi соцiо-економiчних систем i базується на застосуваннi по-
стулатiв нечiткої логiки, нечiтких множин i нейро-фазi мережi. Метою даної роботи
є розробка моделi багаторiвневої нейромережi визначення рiвня фiнансової безпеки
компанiї при функцiонуваннi соцiо-економiчних систем в умовах невизначеностi за
вхiдними експертними оцiнками. Об’єктом дослiдження є визначення рiвня фiнансо-
вої безпеки компанiї на основi функцiй належностi для вхiдних експертних оцiнок за
критерiями з використанням нейро-фазi мережi. Предметом дослiдження є методи i
моделi представлення багаторiвневої нейромережi для визначення рiвня фiнансової
безпеки компанiї в умовах невизначеностей. Вперше запропоновано методологiчнi за-
сади поєднання елементiв теорiї нечiткої логiки та нейронних мереж при моделюваннi
процесiв управлiння фiнансовою безпекою компанiї, що надає можливостi адаптацiї
запропонованої моделi багаторiвневої нейромережi визначення рiвня фiнансової безпе-
ки компанiї з урахуванням специфiки роботи заданого економiчного об’єкта в умовах
неоднорiдностi та неповноти вихiдної iнформацiї. В процесi дослiдження використову-
валися методи теорiї нечiтких множин i нейромережевого моделювання, методи екс-
пертних оцiнок. У роботi розв’язано науково-прикладне завдання розроблення моделi
багаторiвневої нейромережi визначення рiвня фiнансової безпеки компанiї за вхiдни-
ми експертними оцiнками. Практичне значення одержаних результатiв моделi багато-
рiвневої нейромережi визначення рiвня фiнансової безпеки компанiї дасть можливiсть
адекватно пiдiйти до оцiнювання альтернативних рiшень для забезпечення управлiння
фiнансовою безпекою вiтчизняних пiдприємств. Використовуючи побудовану модель,
фахiвцi мають змогу оцiнювати рiвень фiнансової безпеки компанiї, попереджати його
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погiршення, визначати вплив окремих факторiв на рiвень фiнансової безпеки. Таким
чином, використання запропонованої моделi в менеджментi є зручним iнструментом
вчасного контролю за фiнансовим станом пiдприємства, адекватної реакцiї на його
погiршення. Кредитори, в свою чергу, мають змогу отримати реальну iнформацiю
щодо фiнансового стану позичальника та правильно проводити кредитну полiтику.
Iнвестори отримують iнформацiю для прийняття рiшення щодо можливостi прове-
дення iнвестицiйної дiяльностi. Отриманi результати можуть бути використанi для
удосконалення системи управлiння фiнансовою безпекою вiтчизняних компанiй.

Ключовi слова: штучна нейронна мережа, математичнi моделi, нечiткi множини,
функцiя належностi, рiвень фiнансової безпеки, експертна оцiнка, прийняття рiшень.

1. Вступ. В економiцi багатьох країн спостерiгається iстотне збiльшення кiль-
костi фiнансових криз i зростання їх масштабiв в останнi десятилiття. Одна
тiльки глобальна фiнансова криза 2020 року, яка є найбiльшою з часiв великої
депресiї i 2008 року, проявилася у падiннi свiтового фондового ринку та поштов-
хом якої став коронавiрус SARS-CoV-2, що вразив усi країни свiту. Глобальна
фiнансова криза 2020 року супроводжується зменшенням дiлової активностi у
багатьох галузях та вiдповiдним падiнням ВВП у багатьох країнах.

У сучасному глобалiзованому свiтi iснування любої держави залежить вiд її
економiчної безпеки, яка є однiєю iз важливих компонент нацiональної безпеки
країни в цiлому. На сьогоднiшнiй день вiдсутнє єдине унiверсальне визначення
сутностi та структури економiчної безпеки. Категорiя «безпека» характеризу-
ється як одна з невiд’ємних рис стабiльного функцiонування соцiо-економiчної
системи в цiлому, її життєдiяльностi, стабiльного розвитку та стiйкостi до зов-
нiшнiх i внутрiшнiх подразникiв.

В сучасних економiчних умовах дiяльнiсть пiдприємств знаходиться пiд впли-
вом перманентних ризикiв та загроз, якi генеруються факторами зовнiшнього
та внутрiшнього середовища їх функцiонування. Тому надзвичайно важливим є
аналiз рiвня фiнансової безпеки з точки зору попередження виникнення загроз
та своєчасностi застосування превентивних заходiв. Одним iз основних сегмен-
тiв економiчної безпеки, який вагомо впливає на її рiвень, виступає фiнансовий
сегмент, тобто сукупнiсть фiнансових показникiв суб’єкта економiчного госпо-
дарювання, якi об’єднуються в глобальний показник. Прогнозування цього по-
казника є складним аналiтично-розрахунковим процесом i потребує детального
дослiдження тенденцiй розвитку та передбачення впливу складових дослiджу-
ваного фактору на рiвень економiчної безпеки держави.

Iснуючi теорiї фiнансового аналiзу i методи прогнозування розвитку
фiнансово-економiчних систем практично себе вичерпали. Тому постає потреба
iстотного переосмислення використовуваних методiв економiко-математичного
моделювання. Вченi схиляються до використання нейронних мереж, якi вважа-
ються одним з найбiльш вiдомих та ефективних iнструментiв iнтелектуального
аналiзу даних.

Оскiльки бурхливий розвиток комп’ютерної технiки створює передумови
для появи нейрокомп’ютерiв, якi, за прогнозами фахiвцiв, будуть обробляти
iнформацiю за тими ж принципами, що i людський мозок, то iнтерес до нейро-
мережевих технологiй поступово охоплює все бiльш широке коло користувачiв.
Серед таких користувачiв опинилися фiнансовi аналiтики та архiтектори фi-
нансових систем пiдприємств, про що свiдчать широкi дискусiї у фiнансових

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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чатах щодо ефективностi застосування нейромереж для прогнозування рiвня
фiнансової безпеки суб’єктiв господарювання [9].

Використання iнформацiйних технологiй у рiзних сферах людської дiяль-
ностi супроводжується розробкою iнтелектуальних систем, якi використову-
ють зв’язок знань у загальному випадку з навколишнiм свiтом. Постановка i
розв’язання любої задачi зв’язана з конкретними предметними областями, якi,
як правило, є погано або слабко структурованими.

Нечiтке математичне моделювання являється одним iз найбiльш активних i
перспективних напрямiв прикладних дослiджень в областi управлiння i прийня-
ття рiшень у слабко структурованих системах. Дiапазон застосування нечiтких
методiв з кожним роком розширюється, охоплюючи рiзнi новi областi. Нечiтке
математичне моделювання – це коли елементами дослiдження являються не
числа, а деякi нечiткi множини або їх поєднання. В основi такого пiдходу ле-
жить не традицiйна логiка, а логiка з нечiткою iстиннiстю, нечiткими зв’язками
i нечiткими правилами виводу. Основними характеристиками такого пiдходу є
використання лiнгвiстичних змiнних замiсть числових змiнних, вiдношення мiж
змiнними описуються за допомогою нечiтких висловлювань, складнi вiдношен-
ня описуються нечiткими алгоритмами.

Значна кiлькiсть важливих проблем пiдтримки прийняття управлiнських рi-
шень, що виникають у рiзних сферах людської дiяльностi, зводиться до задач
оцiнки рiзного роду явищ i процесiв. При проектуваннi i управлiннi складною
соцiо-економiчною системою виникає проблема, коли людина не здатна дати
точнi i в той же час практичнi значення суджень про їх поведiнку. Тому для
аналiзу стану рiвня фiнансової безпеки i прогнозування загроз сьогоднi будую-
ться моделi iз застосуванням апарату нечiтких множин [4]. Оскiльки фiнансова
безпека пiдприємства є досить iндивiдуальною характеристикою, яка залежить
вiд значної кiлькостi факторiв зовнiшнього та внутрiшнього походження, до-
цiльно використати саме нечiткi множини. Вплив даних факторiв i наслiдки
цього впливу окремо для кожного пiдприємства можливо оцiнити лише з до-
лею суб’єктивної ймовiрностi, що задана у якостi iнтервалу значень.

2. Постановка проблеми. Фiнансова безпека – це складова економiчної
безпеки, яка являє собою такий стан пiдприємства, що: дозволяє забезпечити
фiнансову стiйкiсть, платоспроможнiсть, лiквiднiсть i достатню фiнансову неза-
лежнiсть пiдприємства в довгостроковому перiодi; забезпечує оптимальне залу-
чення та ефективне використання фiнансових ресурсiв пiдприємства; дозволяє
iдентифiкувати небезпеки i загрози стану пiдприємства та розробляти заходи
для їх вчасного усунення; дозволяє самостiйно розробляти та впроваджувати
фiнансову стратегiю; має бути оцiнена кiлькiсними та якiсними показниками,
якi мають граничнi значення [10].

Проблема забезпечення фiнансової безпеки є актуальною для будь-якого
суб’єкта господарювання, оскiльки постiйно перебуває в станi впливу великої
кiлькостi та рiзноманiтностi загроз, що здатнi зруйнувати стабiльне функцiо-
нування пiдприємства через порушення фiнансової безпеки. Так, безладне по-
зичання коштiв рано чи пiзно призведе до того, що обсяг позикових засобiв пе-
ревищить реальнi можливостi пiдприємства розраховуватись iз кредиторами.
Це означає втрату фiнансової стiйкостi, що може бути виявлено за балансом
компанiї.
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Останнiм часом увага вчених все бiльше зосереджується саме на проблемi
забезпечення фiнансової безпеки пiдприємства. Це, передусiм, зумовлено тим,
що саме пiдприємства здiйснюють безпосереднiй вплив на формування бiльшої
частини валового внутрiшнього продукту держави, а також створюють матерi-
альне пiдґрунтя для її розвитку, забезпечуючи формування доходної частини
бюджетiв через податкову систему. Фiнансова безпека компанiї є iнтегральною
характеристикою здатностi пiдприємства протистояти iснуючим i виникаючим
внутрiшнiм й зовнiшнiм небезпекам i загрозам, спроможностi системи управлi-
ння забезпечувати й пiдтримувати фiнансову рiвновагу, стiйкiсть, платоспро-
можнiсть та лiквiднiсть в поточному i перспективному перiодах.

Покращення показникiв економiчної дiяльностi суб’єктiв господарювання
залежить вiд складових якiсного i кiлькiсного характеру та функцiональних
складових економiчної безпеки. Функцiональними складовими вважаються фi-
нансова, iнтелектуальна, кадрова, технiко-технологiчна, полiтико-правова, iн-
формацiйна, соцiальна безпеки. Кожна функцiональна складова несе в собi вла-
сний змiст, систему критерiїв оцiнювання та методи забезпечення своєї мети.

Головним завданням формування структури економiчної безпеки є розро-
блення планiв на майбутнє, монiторинг їх реалiзацiї. Для цього необхiдно роз-
робити методику аналiтичного прогнозування всiх функцiональних складових
економiчної безпеки i, зокрема, фiнансової безпеки об’єкта економiчного госпо-
дарювання.

Для визначення фактичного рiвня фiнансової економiчної безпеки викори-
стовується аналiтична iнформацiя функцiонування пiдприємства, яка дозволяє
побачити стан як на даний момент часу, так i у перспективi.

Загальна постановка проблеми (завдання/задачi) може бути представлена
наступним чином. Нехай для певного суб’єкта економiчного господарювання
вiдома множина кiлькiсних i якiсних показникiв його функцiонування, а також
вiдома iсторiя цих показникiв за певнi перiоди часу. Виникає завдання перед-
бачити оцiнку рiвня економiчної безпеки даного суб’єкта господарювання.

Для вирiшення даної проблеми пропонується схема, яка потребує вирiшення
низки задач (завдань), у виглядi нейро-фазi мережi (рис. 1), структура якої
складається iз сукупностi послiдовних етапiв, на кожному iз яких розв’язується
конкретний клас задач [8].

Таким чином, для ефективного забезпечення фiнансово-економiчної безпе-
ки на пiдприємствi необхiдно розробити та успiшно iмплементувати вiдповiдний
механiзм, який повинен включати в себе iнструменти, методи i важелi форму-
вання фiнансової безпеки пiдприємства та систему iнформацiйно-аналiтичної
складової такої безпеки, функцiонуючу на основi сучасних iнформацiйних те-
хнологiй. Запропонований пiдхiд дозволяє контролювати рiвень фiнансової без-
пеки пiдприємства та, у випадку необхiдностi, приймати управлiнськi рiшення
для його покращення.

На першому етапi розв’язується клас задач передбачення. Тобто, на основi
iсторiї показникiв за певнi перiоди часу прогнозуються значення цих показни-
кiв на майбутнi перiоди з використанням економетричних моделей та методiв
машинного навчання.

На другому етапi розв’язується задача фазифiкацiї показникiв (критерiїв)
ефективностi за допомогою апарату нечiткої математики [4].
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Рис. 1. Структурна схема нейро-фазi мережi

Третiй етап включає агрегацiю показникiв представлених у виглядi нечiтких
чисел у певнi групи (кластери). Кластеризацiя даних є процесом розподiлу еле-
ментiв на класи або групи так, щоб елементи в одному класi були якомога
близькими, а елементи рiзних класiв є настiльки рiзнорiдними, наскiльки це
можливо. Для цього використовуються рiзнi мiри подiбностi, причому мiра по-
дiбностi визначає самi кластери. Кластерний аналiз займає одне з центральних
мiсць серед методiв аналiзу даних i є сукупнiстю пiдходiв, методiв i алгори-
тмiв, призначених для знаходження деякого розбиття дослiджуваної сукупно-
стi об’єктiв на пiдмножини схожих мiж собою об’єктiв. При цьому вихiдним
припущенням для видiлення таких пiдмножин, що отримали спецiальну на-
зву кластерiв, служить лише неформальне припущення про те, що об’єкти, якi
вiдносяться до одного кластера, повиннi мати бiльшу схожiсть мiж собою, чим
з об’єктами з iнших кластерiв. Тут використовуються моделi та методи вибору
вагових коефiцiєнтiв i згорток.

Наступний етап передбачає, за допомогою методiв логiчного виведення, ви-
значати нечiтку оцiнку, яка є iнтегрованим показником. Для цього необхiдно
формування нечiткої бази знань, яка грубо вiдображає нелiнiйний взаємозв’язок
«входи - вихiд» за допомогою лiнгвiстичних правил <Якщо-то>. Цi правила ге-
неруються експертом або отримуються в результатi екстракцiї нечiтких знань
з експериментальних даних. Параметрами, що настроюються, є ваги правил i
параметри функцiй належностi нечiтких термiв.

На кiнцевому етапi отримана нечiтка оцiнка дефазифiкується у чiтке значе-
ння i визначається її рiвень.

У данiй роботi пропонуються пiдходи розв’язання задач:
1. Передбачення показникiв (критерiїв) за допомогою R/S аналiзу та лiнiйно-
зваженого ковзного середнього (LWMA).

2. Фазифiкацiї показникiв (критерiїв) ефективностi за допомогою теорiї нечi-
тких множин.

3. Кластеризацiї даних на групи за допомогою моделi та методу вибору ваго-
вих коефiцiєнтiв i згорток.
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Доцiльнiсть використання теорiї нечiтких множин зумовлено тим, що фiнан-
сова безпека компанiї є досить iндивiдуальною характеристикою, яка залежить
вiд значної кiлькостi факторiв зовнiшнього та внутрiшнього походження. Вплив
даних факторiв i наслiдки цього впливу окремо для кожної компанiї можливо
оцiнити лише з долею ймовiрностi. Iншою мовою, у економiцi об’єктивним є
iснування невизначеностi при вiднесеннi деякого об’єкта (у даному випадку –
компанiї) до чiткої множини (що задана у якостi iнтервалу).

3. Огляд лiтератури. Найчастiше нейроннi мережi використовуються у
працях Kuan C., White H., Swanson N. та iнших науковцiв для прогнозування
фiнансових ринкiв. Garcia R., Genfay R., Qi M. i Madala G. обгрунтували кори-
снiсть нейронних мереж для аналiзу трендiв на фондовому ринку, а Jorion P. –
для прогнозування валютного курсу. Нейроннi мережi у працях вiтчизняних на-
уковцiв, таких як Н. Я. Савка, О. Ф. Iвашина, I. I. Стрельченко, А. Б. Миколай-
чук та iн., бiльшою мiрою застосовуються для прогнозування рiвня фiнансової
безпеки держави та окремих її складових (податкової, боргової, у розрiзi рiвнiв
– регiону). На рiвнi суб’єктiв пiдприємництва досi залишається незавершеним
вивчення питань застосування нейронних мереж для аналiзу та прогнозування
рiвня фiнансової безпеки.

Також питанням оцiнки рiвня фiнансової безпеки компанiй присвятили свої
роботи такi вченi, як Бланк I. О., Барановський О. I., Єрмошенко М. М., Ашу-
єв А. М., Кириченко О. А., Кудря I. В. [1, 2, 5, 6] та iншi. Однак iснуючi розроб-
ки у цiй сферi є досить рiзноспрямованими, що лише пiдкреслює необхiднiсть
формування єдиної ефективної методики оцiнки рiвня фiнансової безпеки, яка
повинна базуватися на використаннi сучасних методiв. Зауважене розширення
методичного апарату є доцiльним з огляду на те, що сама безпека є досить вiд-
носною характеристикою, що практично унеможливлює чiтке визначення меж
мiж, наприклад, високим i низьким її рiвнем. Логiчним у цьому випадку є вико-
ристання теорiї нечiтких множин при оцiнцi рiвня фiнансової безпеки суб’єктiв
господарювання рiзних галузей.

Зараз, пiд час пандемiї коронавiрусної iнфекцiї (COVID-19), проблема оцiн-
ки рiвня фiнансової безпеки компанiї є однiєю з найбiльш актуальних. Серед
вчених, котрi дослiджують фiнансовий стан та безпеку компанiй, можна вiдмi-
тити: К. С. Горячеву [12], Н. В. Iванову [13], А. В. Матвiйчука [9, 14], Т. О. Ме-
лiхову, [15] А. О. Недосєкiна [16], Н. Н. Пойда-Носик [17, 18], О. П. Ротштейн
[19], В. Г. Чернов [20], якi у своїх дослiдженнях використовують теорiю нечiтких
множин або нейроннi мережi.

Останнi науковi дослiдження свiдчать про необхiднiсть iнформацiйного мо-
делювання нечiтких знань, що дозволять на основi нечiткої, неповної, а особли-
во експертної iнформацiї отримувати адекватнi та об’єктивнi знання про об’єкт
дослiдження.

Для того, щоб визначити методи прогнозування, якi можливо використати
для прогнозування значення показникiв на майбутнi перiоди, необхiдним є по-
переднє проведення фрактального аналiзу кожного показника не менш як за 10
рокiв. Фрактальним аналiзом часових рядiв займалися зарубiжнi та вiтчизня-
нi науковцi: Е. Петерс [23; 24; 25], Г. Херст [30], R. Glegg [31], В. Дубницький
[26], I. Ликов [27], Н. Новiкова [28], Е. Найман [29], Г. Бистрай [32], О. Шелу-
хин [33] та iн. Методами прогнозування займались такi вченi: I. Чучуєва [34],
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Е. Тихонов [35], J. Armstrong [36], J. Yang [37], Ю. Лукашин [38], С. Holt [39] та
iн. Незважаючи на велику кiлькiсть наукових праць у данiй сферi, проблеми
прогнозування невеликих часових рядiв, до яких вiдносяться показники ком-
панiй, з урахуванням фрактальних властивостей часових рядiв є недостатньо
вивченими та потребують подальшого дослiдження. Зокрема, залишаються не-
достатньо розробленими методи виявлення трендовостi невеликих часових ря-
дiв. Для аналiзу фрактальних властивостей таких часових рядiв пропонується
застосування методу Херста [9; 12], а для короткострокового прогнозування на
перiод 1-2 роки – метод лiнiйно-зваженого ковзного середнього (LWMA).

4. Матерiали i методи. Нейроннi мережi виникли iз дослiджень у галузi
штучного iнтелекту, а саме зi спроб вiдтворити здатнiсть бiологiчних нервових
систем навчатися й виправляти помилки, моделюючи низькорiвневу структу-
ру мозку. Штучнi нейроннi мережi являють собою нову й досить перспективну
обчислювальну технологiю, що дає новi пiдходи до дослiдження динамiчних
завдань у фiнансовiй областi. Спочатку нейроннi мережi вiдкрили новi можли-
востi в областi розпiзнавання образiв, потiм до цього додалися статистичнi i
заснованi на методах штучного iнтелекту засоби пiдтримки прийняття рiшень i
вирiшення завдань у сферi фiнансiв, у тому числi для дiагностики банкрутства
пiдприємства.

Вирiшення задач аналiзу рiвня фiнансової безпеки акцiонерних компанiй за
допомогою нейронних мереж складається з наступних етапiв: пошук даних для
навчання; пiдготовка i нормалiзацiя даних; вибiр типу нейронної мережi; екс-
периментальний пiдбiр характеристик мережi; експериментальний пiдбiр пара-
метрiв навчання; навчання штучної нейронної мережi; перевiрка адекватностi
навчання; коригування параметрiв; кiнцеве навчання; вербалiзацiя нейронної
мережi для її подальшого використання.

Сформулюємо постановку задачi оцiнювання наступним чином. Нехай на
входi маємо деякий об’єкт дослiдження 𝑂, який оцiнюється за багатьма пока-
зниками 𝐾 = (𝐾1, 𝐾2, . . . , 𝐾𝑚). Показники 𝐾 можуть представляти собою цiлу
систему критерiїв та моделей. Кожен показник є кiлькiсною оцiнкою, отриман-
ня якої можливо, наприклад, за допомогою моделей фiнансової звiтностi.

Представимо пiдхiд щодо моделювання показникiв визначення рiвня фiнан-
сової безпеки компанiї на основi iнструменту нечiткої математики [7, 21] i побу-
дови їх функцiй належностi. Розглядається випадок, коли iснують як кiлькiснi,
так i якiснi критерiї оцiнок. У такому разi, пропонується методика формалi-
зацiї критерiїв оцiнки за допомогою функцiй належностi. Приведемо найбiльш
вживанi види функцiї належностi, якi можуть задавати множину критерiїв для
розглядуваної задачi. Розiб’ємо множину критерiїв на групи вiдносно описання
тим чи iншим видом функцiї належностi [7]. Розробимо iнтегральну модель,
на основi функцiй належностi, яка буде визначати рiвень економiчної безпеки
компанiї.

Вхiдними даними, якi закладенi в методику, являється система якiсних та
кiлькiсних показникiв акцiонерних товариств [18], що були ретельно вiдiбранi
на основi нормативних документiв та праць вiтчизняних i зарубiжних авторiв,
а також на основi опитування керiвникiв пiдприємств. Всi критерiї несуть у собi
певний суб’єктивiзм, невизначенiсть даних та iнформацiї i виникає необхiднiсть
об’єднання кiлькiсної та якiсної iнформацiї. В результатi цього, стає можливим
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використовувати апарат нечiткої математики для розкриття невизначеностi i
формалiзацiї якiсної iнформацiї [21]. Такий пiдхiд до побудови функцiй нале-
жностi для кожного критерiю дасть можливiсть бiльш адекватно пiдiйти до
проблеми оцiнювання. Пропонується роздiлити критерiї оцiнок за групами ви-
дiв функцiй належностi наступним чином.

I. Група критерiїв, яку можна представити за допомогою функцiї
належностi, яка включає в себе трикутну, трапецiєподiбну та дзвiно-
подiбну функцiї.

У нашому випадку кожна з розглядуваних функцiй належностi буде зада-
ватися на iнтервалi значень тих чи iнших коефiцiєнтiв. Загальний вигляд такої
функцiї задається наступною формулою:

𝜇1 (𝐾; 𝑎; 𝑎1; 𝑏; 𝛼; 𝛽) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо𝐾 ≤ 𝑎;

𝐾−𝑎
𝑏−𝑎

, якщо 𝑎 < 𝐾 < 𝑎1;

1, якщо 𝑎1 ≤ 𝐾 ≤ 𝑏;
1

1+( 𝑏−𝐾
𝛼 )

2×𝛽 , якщо𝐾 > 𝑏.

,

де 𝑎, 𝑎1, 𝑏 – числовi параметри, що можуть приймати критерiї оцiнки i впоряд-
кованi спiввiдношенням: 𝑎 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑏,а параметри 𝛼 i 𝛽 впливають на форму
кривої.

Критерiї, якi можна представити у виглядi вищевказаної функцiї належно-
стi:
∙ Показники фiнансової стiйкостi: коефiцiєнт фiнансової незалежностi;
коефiцiєнт фiнансової стабiльностi; коефiцiєнт фiнансового левериджу; кое-
фiцiєнт забезпечення власними коштами; коефiцiєнт покриття необоротних
активiв власним капiталом.

∙ Показники лiквiдностi: коефiцiєнт покриття; коефiцiєнт швидкої (про-
мiжної) лiквiдностi; коефiцiєнт абсолютної лiквiдностi.
II. Група критерiїв, яку можна представити за допомогою лiнiйної

S-подiбної функцiї належностi.
Лiнiйну S -подiбну функцiю належностi задаємо наступним аналiтичним ви-

разом:

𝜇2 (𝐾; 𝑎; 𝑏) =

⎧⎨⎩
0, якщо𝐾 ≤ 𝑎;

𝐾−𝑎
𝑏−𝑎

, якщо 𝑎 < 𝐾 < 𝑏;

1, якщо𝐾 ≥ 𝑏.
,

де 𝑎, 𝑏 – числовi параметри, що можуть приймати критерiї оцiнки i впоряд-
кованi спiввiдношенням: 𝑎 < 𝑏.

Критерiї, якi можна представити у виглядi лiнiйної S -подiбної функцiї на-
лежностi:
∙ Показники дiлової активностi: середня тривалiсть одного обороту акти-
вiв; середня тривалiсть одного обороту запасiв; коефiцiєнт оборотностi де-
бiторської заборгованостi; середнiй перiод погашення кредиторської забор-
гованостi.

∙ Показники рентабельностi: коефiцiєнт рентабельностi продажу за фi-
нансовими результатами вiд операцiйної дiяльностi (EBIT); рiвень рента-
бельностi продукцiї; чистий дохiд вiд реалiзацiї (в динамiцi); фiнансовий
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результат вiд операцiйної дiяльностi (в динамiцi); фiнансовий результат вiд
звичайної дiяльностi (в динамiцi); чистий прибуток (в динамiцi); операцiй-
ний Cash-flow (в динамiцi); активи (в динамiцi); власний капiтал (в динамi-
цi).

∙ Ринковi показники: ринкова цiна акцiй; free-float; дивiдендна дохiднiсть.
III. Група критерiїв, яку можна представити за допомогою лiнiйної

Z-подiбної функцiї належностi.
Лiнiйну Z -подiбну функцiю належностi задамо наступним аналiтичним ви-

разом:

𝜇3 (𝐾; 𝑎; 𝑏) =

⎧⎨⎩
1, якщо𝐾 ≤ 𝑎;

𝑏−𝐾
𝑏−𝑎

, якщо 𝑎 < 𝐾 < 𝑏;

0, якщо𝐾 ≥ 𝑏.
,

де 𝑎, 𝑏 – числовi параметри, що можуть приймати критерiї оцiнки i впоряд-
кованi спiввiдношенням: 𝑎 < 𝑏.

Критерiї, якi можна представити у виглядi лiнiйної Z -подiбної функцiї на-
лежностi:
∙ Показники дiлової активностi: коефiцiєнт оборотностi активiв; коефi-
цiєнт оборотностi оборотних активiв; коефiцiєнт оборотностi запасiв; сере-
днiй перiод погашення дебiторської заборгованостi; коефiцiєнт оборотностi
позикового капiталу за фiнансовими результатами вiд звичайної дiяльностi
(EBITDA).

∙ Показники рентабельностi: рiвень рентабельностi продажу (реалiзацiї);
коефiцiєнт рентабельностi продажу за фiнансовими результатами вiд зви-
чайної дiяльностi (EBITDA); рiвень рентабельностi активiв; рiвень рента-
бельностi власного капiталу.
Беручи до уваги, що прогнозування на основi моделей, побудованих за експе-

риментальними (статистичними) даними – один iз найбiльш популярних пiдхо-
дiв до прогнозування динамiки процесiв у соцiально-економiчних, фiнансових,
технiчних та iнших системах, коротко- та середньострокового прогнозування
об’ємiв виробництва та накопичення продукцiї на складах, оцiнювання альтер-
нативних економiчних стратегiй, формування бюджетiв пiдприємств та держа-
ви, прогнозування та менеджменту ризикiв довiльної природи та розв’язання
iнших задач, для вибору деяких функцiй належностi потрiбно провести перед-
прогнозне оцiнювання вхiдних даних на базi фрактального R/S аналiзу та про-
гноз на 1 i/або 2 точки вперед на основi лiнiйно-зваженого ковзного середнього
(LWMA).

R/S аналiз був розроблений англiйським гiдрологом Гарольдом Едвiном
Херстом. Метод дозволяє визначити, чи є часовий ряд випадковим або перси-
стентним, тобто володiє довготривалою пам’яттю.

Формула R/S дозволяє визначити для рiзних перiодiв часу, чи буде розмах
бiльшим чи меншим того, якого можна очiкувати в разi, коли кожен окремий
елемент вихiдних даних не залежить вiд попереднього. Якщо розкид вiдрiзняє-
ться вiд очiкуваного, то важлива точна послiдовнiсть даних: низка прибуткових
або збиткових моментiв змiщує екстремальнi значення далi, нiж в випадку їх
виникнення по чистiй випадковостi [25].

Розрахунок показника Херста можна зробити за такою формулою:
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𝑅

𝑆
= (𝛼𝑁)𝐻 ,

𝐻 =
𝑙𝑜𝑔(𝑅/𝑆)

𝑙𝑜𝑔(𝛼𝑁)
,

де 𝐻 – показник Херста;
𝑆 – середньоквадратичне вiдхилення ряду спостережень 𝑥;
𝑁 – число перiодiв спостережень;
𝛼 – задана константа, додатне число.

𝑆 =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 −𝑋ср)2,

де 𝑋ср – середнє арифметичне ряду спостережень 𝑥 за 𝑁 перiодiв:

𝑋ср =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖.

Розмах накопиченого вiдхилення 𝑅 є найбiльш важливим елементом фор-
мули розрахунку показника Херста. У загальному виглядi його обчислюють
таким способом:

𝑅 = max
1≤𝑢≤𝑁

(𝑍𝑢) − min
1≤𝑢≤𝑁

(𝑍𝑢) ,

де 𝑍𝑢 – накопичене вiдхилення ряду 𝑥 вiд середнього 𝑋ср:

𝑍𝑢 =
𝑢∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 −𝑋ср).

З формули розрахунку показника Херста видно, що на його зростання впли-
вають:
∙ Збiльшення розмаху коливань 𝑅.
∙ Зменшення середньоквадратичного вiдхилення 𝑆.
∙ Зменшення кiлькостi спостережень 𝑁 .
При невеликiй кiлькостi спостережень 𝑁 показник Херста має схильнiсть

навiть на випадкових рядах оцiнювати їх як персистентнi (володiють трендами).
Є три рiзних класифiкацiї для рiзних показникiв Херста:

∙ при 0 < 𝐻 < 0,5 – антиперсистентний часовий ряд, тобто ряд, при якому
вiдбувається «повернення до середнього»: якщо система зростає в якийсь
перiод, то в наступний перiод треба очiкувати спад. Якщо вчора йшло зни-
ження значення коефiцiєнта, то завтра треба чекати його пiдвищення. Чим
ближче 𝐻 до нуля, тим стiйкiшi цi коливання. Але таких процесiв в ре-
альностi дуже мало. Антиперсистентний часовий ряд називають «рожевим
шумом».

∙ 𝐻 = 0,5 – часовий ряд стохастичний. Такий процес називають «бiлим шу-
мом».
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∙ 0,5 < 𝐻 < 1 – персистентний часовий ряд (цi процеси ще називають «чор-
ним шумом») i це трендостiйкi ряди. Часовий ряд характеризується ефе-
ктом довготривалої пам’ятi. Якщо ряд почав зростати, чекайте, що вiн бу-
де зростати i далi, якщо вiн убуває сьогоднi, завтра теж буде спадати [40].
Трендостiйкiсть тим бiльше, чим ближче 𝐻 до 1, тому що чим бiльша коре-
ляцiя мiж процесами, тим бiльше однаково вони себе ведуть. Чим ближче
𝐻 до 0,5, тим бiльше зашумлений i менш виражений тренд на виходi.
Пiсля передпрогнозного оцiнювання вхiдних даних на базi фрактального

R/S аналiзу пропонується зробити прогноз на 1 i/або 2 точки вперед на основi
лiнiйно-зваженого ковзного середнього (LWMA).

Лiнiйно-зважене ковзне середнє (LWMA) – це розрахунок ковзного се-
реднього, що бiльш важко зважує останнi данi про значення коефiцiєнта. Остан-
нє значення має найбiльшу вагу, i кожне попереднє значення має поступово
меншу вагу. Ваги падають лiнiйно. LWMA швидше реагують на змiну значеннь,
нiж простi ковзаючi середнi (SMA) та експоненцiальнi ковзнi середнi (EMA).

Для встановлення iєрархiчних зв’язкiв мiж коефiцiєнтами, що впливають на
рiвень фiнансової безпеки, доцiльно згрупувати їх в такi групи (згiдно з табл. 1):
показники фiнансової стiйкостi (ФС); показники лiквiдностi (Л); показники дi-
лової активностi (ДА), показники рентабельностi (Р), вартiснi показники (В),
ринковi показники (РП), якiснi показники (Я).

Таблиця 1.
Узагальненi вхiднi показники та їх лiнгвiстична оцiнка.

Назва Позначення
Вхiднi

параметри

Лiнгвiстична
оцiнка вхiдних
параметрiв
(терми)

Показники
фiнансової
стiйкостi

ФС 𝐾11 −𝐾15

Низький, 0-0,3 (Н)
Середнiй, 0,3-0,5 (С)
Вище середнього,
0,5-0,75 (ВС)
Високий, 0,75-1 (В)

Показники
лiквiдностi

Л 𝐾21 −𝐾23

Показники
дiлової

активностi
ДА 𝐾31 −𝐾39

Показники
рентабельно-

стi
Р 𝐾41 −𝐾46

Вартiснi
показники

В 𝐾51 −𝐾57

Ринковi
показники

РП 𝐾61 −𝐾63

Якiснi
показники

Я 𝐾70 −𝐾79

Зазначенi групи коефiцiєнтiв впливу у виглядi «дерева виведення» наведено
на рис. 2-8.
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Рис. 2. Класифiкацiя показникiв фiнансової стiйкостi

Рис. 3. Класифiкацiя показникiв лiквiдностi

За допомогою структурних схем, наведених на рис. 2-8, позначимо лiнгвi-
стичнi змiннi коефiцiєнтiв ФС, Л, ДА, Р, В, РП, Я за допомогою таких спiввiд-
ношень:

ФС = 𝑓ФС(К11,К12,К13,К14,К15),

Л = 𝑓Л(К21,К22,К23),

ДА = 𝑓ДА(К31,К32,К33,К34,К35,К36,К37,К38,К39),

Р = 𝑓Р(К41,К42,К43,К44,К45,К46),

В = 𝑓В(К51,К52,К53,К54,К55,К56,К57),

РП = 𝑓РП(К61,К62,К63),
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Рис. 4. Класифiкацiя показникiв дiлової активностi

Рис. 5. Класифiкацiя показникiв рентабельностi

Я = 𝑓Я(К71,К72,К73,К74,К75,К76,К77,К78,К79,К70),

де К11 −К15 — показники фiнансової стiйкостi;
К21 −К23 — показники лiквiдностi;
К31 −К39 — показники дiлової активностi;
К41 −К46 — показники рентабельностi;
К51 −К57 — вартiснi показники;
К61 −К63 — ринковi показники;
К70 −К79 — якiснi показники.
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Рис. 6. Класифiкацiя вартiсних показникiв

Рис. 7. Класифiкацiя ринкових показникiв

Вихiдну величину, тобто рiвень фiнансової безпеки компанiї ФБ, можна ви-
значити за формулою:

ФБ = 𝑓ФБ(ФС,Л,ДА,Р,В,РП,Я) (1)

де ФС, Л, ДА, Р, В, РП, Я — лiнгвiстичнi змiннi, що описують вiдповiдно по-
казники фiнансової стiйкостi, показники лiквiдностi, показники дiлової актив-
ностi, показники рентабельностi, вартiснi показники, ринковi показники, якiснi
показники.

Використовуючи рекомендацiї експертiв та вiдповiдно до конкретної еконо-
мiчної ситуацiї, що склалася в економiцi України, рiвень фiнансової безпеки
можна охарактеризувати за такою шкалою:
ФБ1 (0,85-1) — дуже високий рiвень;
ФБ2 (0,66-0,84) — високий рiвень;
ФБ3 (0,51-0,65) — прийнятний рiвень;

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



МОДЕЛЬ БАГАТОРIВНЕВОЇ НЕЙРОМЕРЕЖI ВИЗНАЧЕННЯ РIВНЯ . . . 189

Рис. 8. Класифiкацiя якiсних показникiв

ФБ4 (0,31-0,5) — критичний рiвень;
ФБ5 (0-0,3) — надкритичний рiвень.

Наступним кроком моделювання рiвня фiнансової безпеки є складання iє-
рархiчної бази знань. Розглянемо спiввiдношення (1). Для оцiнки значення лiн-
гвiстичних змiнних, якi показують причинно-наслiдковий зв’язок мiж рiвнем
фiнансової безпеки ФБ та показниками фiнансової стiйкостi, показниками лiквi-
дностi, показниками дiлової активностi, показниками рентабельностi, вартiсни-
ми показниками, ринковими показниками, якiсними показниками, використає-
мо систему терм-множин, яку наведено в таблицi 1. Вiдомо, що кожне правило
бази знань є висловлювання — «ЯКЩО-ТО». Правила, якi мають однаковий
вихiдний параметр, об’єднуються у рядках таблицi логiчним висловлюванням
«АБО».

Для реалiзацiї нечiткого логiчного висновку необхiдно здiйснити перехiд вiд
логiчних висловлювань до нечiтких логiчних рiвнянь. Такi рiвняння можна
отримати шляхом замiни лiнгвiстичних значень на значення функцiй належно-
стi, а операцiї «I» та «АБО» — нечiткими логiчними операцiями перетину i
об’єднання.

Процедура дефазифiкацiї є останнiм етапом моделювання i є оберненим пе-
ретворенням знайденого нечiткого логiчного висловлювання (висновку) у вихi-
дний оцiночний чи прогнозний параметр (змiнну), який пiдлягає моделюванню
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i прогнозуванню. Iснують рiзнi методи дефазифiкацiї, вибiр i застосування яких
залежить вiд об’єкта моделювання.

5. Висновки. Розроблена економiко-математична модель оцiнювання та
прогнозування рiвня фiнансової безпеки компанiї може розглядатись як типо-
ва для цього класу об’єктiв, а розроблена на її базi методологiя моделювання
може застосовуватись для моделювання будь-яких економiчних процесiв, що
характеризуються нечiтким зв’язком мiж вхiдними та вихiдними параметрами,
значними труднощами при формалiзацiї факторiв впливу, можливiстю залу-
чати лiнгвiстичнi висловлювання (висновки) експертiв для побудови моделей
тощо.
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Mazyutynets G. V., Sharkadi M. M.Multilayer network model for determining
a company's �nancial security level.

The activity of economic entities in a market economy is determined primarily by the
state of their finances, which leads to the need to consider the problems of financial security
management of the enterprise. Ensuring sustainable development of the enterprise, stabil-
ity of its results, achieving goals that meet the interests of owners and society as a whole,
is impossible without developing and implementing an independent strategy of the entity,
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which in today’s economy is determined by a reliable system of financial security. The
growth of business is causing the company to become more dependent on external sources
of funding and, possibly, the loss of independence in making management decisions. Even
with a high profitability of the business, insufficient attention to the problems of its fi-
nancial security can lead to the fact that the company may become the object of external
influence or takeover. Forecasting the level of financial security is a complex analytical and
computational process and requires a detailed study of development trends and predict the
impact of the studied factor’s components on the level of the company’s economic secu-
rity. A study of the current problem of developing a multilevel neural network model for
information technology on the example of determining the level of the company’s financial
security, which occurs in the functioning of socio-economic systems and is based on the
use of fuzzy logic, fuzzy sets and neural phase. The purpose of this work is to develop
a model of a multilevel neural network to determine the level of the company’s financial
security in the functioning of socio-economic systems in conditions of uncertainty accord-
ing to incoming expert estimates. The object of the research is to determine the level of
financial security of the company on the basis of membership functions for incoming expert
evaluations by criteria using the neural phase of the network. The subject of the study are
methods and models of multilevel neural network representation to determine the level of
the company’s financial security in conditions of uncertainty. For the first time, method-
ological principles of combining elements of fuzzy logic theory and neural networks in
modeling company financial security management processes are proposed, which provides
opportunities to adapt the proposed model of multilevel neural network. In the course of
research methods of the fuzzy sets theory and neural network modeling, methods of expert
estimations were used. The paper solves the scientific and applied task of developing a
model of a multilevel neural network to determine the level of the company’s financial se-
curity according to incoming expert assessments. The practical significance of the obtained
results of the multilevel neural network model of determining the level of the company’s
financial security will allow to adequately approach the evaluation of alternative solutions
to ensure the management of financial security of domestic enterprises. Using the built
model, specialists have the opportunity to assess the level of the company’s financial secu-
rity, to prevent its deterioration, to determine the impact of certain factors on the level of
financial security. Thus, the use of the proposed model in management is a convenient tool
for timely control over the financial condition of the enterprise, an adequate response to its
deterioration. Lenders, in turn, have the opportunity to obtain real information about the
financial condition of the borrower and to properly conduct credit policy. Investors receive
information to decide on the possibility of investment activities. The obtained results can
be used to improve the financial security management system of domestic companies.

Keywords: artificial neural network, mathematical models, fuzzy sets, membership func-
tion, level of financial security, expert assessment, decision making.
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АЛГОРИТМ ПОБУДОВИ БАЗИСНОЇ РЕШIТКИ КЛАСУ 𝑀2

БУЛЕВИХ АЛГЕБР

У данiй роботi продовжується дослiдження базисної решiтки класу алгебр 𝑀2.
Базисну решiтку класу 𝑀2 можна побудувати з сигнатурної решiтки цього класу.
Базиснi решiтки є фактор решiтками вiдповiдних сигнатурних решiток. У данiй роботi
наводиться алгоритм побудови базисної решiтки (фактор-решiтки) класу алгебр 𝑀2,
наводиться повна iнформацiя про базисну решiтку у виглядi таблиць, якi вказують
розташування сумiжних класiв i ребер, що їх з’єднують.

Ключовi слова: булева алгебра, фактор решiтка, базисна еквiвалентнiсть.

1. Вступ. У роботах [1, 2, 3] дослiджується клас унiверсальних булевих алгебр
з сигнатурою у яких арнiсть не перевищує два. У [1, 2] побудованi сигнатурнi
решiтки цього класу алгебр, а у роботi [3] вводиться поняття базисної еквiва-
лентностi та базисних графiв.

Наведемо означення фактор-решiтки за еквiвалентнiстю 𝜎. Нехай 𝑅(𝐵𝐷) –
решiтка, де 𝐵 – множина вершин, 𝐷 – множина ребер. На множинi 𝐵 задана
еквiвалентнiсть 𝜎, яка розбиває 𝐵 на сумiжнi класи, якi утворюють фактор-
клас 𝐵/𝜎. Побудуємо ребра решiтки 𝑅/𝜎. Множину ребер 𝐷 розiб’ємо на класи:

1) Ребра, якi з’єднують вершини, що належать одному сумiжному класу, зни-
кають.

2) Множини ребер, якi з’єднують вершини двох сумiжних класiв об’єднуються
в одне ребро, мiж цими класами.
Наприклад, нехай задано 𝑅 = (𝐵𝐷), 𝐵 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

𝐷 = {(1, 2), (1, 7), (1, 4), ( 3, 4), (3, 6), (6, 5), (6, 7)}. Задамо еквiвалентнiсть 𝜎:
𝑎 = {1, 2, 3}, 𝑏 = {4, 5, 6}, 𝑐 = {7}. Ребра (1, 2), (6, 5) зникають, ребра (1, 4),
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Рис. 1. Решiтка 𝑅 = (𝐵𝐷). Рис. 2. Решiтка 𝑅/𝜎

(3, 4), (3, 6) перетворюються в ребро 𝛼 = (𝑎𝑏); ребро (1, 7) в ребро 𝛽 = (𝑎𝑐);
ребро (6, 7) в ребро 𝛾 = (𝑏𝑐). Отримана решiтка буде решiткою 𝑅/𝜎.

2. Алгоритм побудови фактор-решiтки. 𝑀2∖𝜎.
1. На множинi унiверсальних булевих алгебр 𝑀2 задамо базисну еквiвален-
тнiсть 𝜎, яка розбиває множину𝑀 на сумiжнi класи , що утворюють фактор-
множину 𝑀2∖𝜎. Сумiжнi класи за базисною еквiвалентнiстю, описанi в [3].
Кожен сумiжний клас є вершиною фактор решiтки 𝑀2∖𝜎 i його можна
представити номером канонiчної алгебри, або множиною номерiв базисiв,
якi можна сформувати з операцiй канонiчної алгебри.

2. Для знаходження вершини решiтки скористаємося множиною канонiчних
алгебр 𝑀1

2 , якi описанi в [1]. У цiй роботi показано, що в класi 𝑀1
2 iснує 265

канонiчних алгебр.
3. Для кожної канонiчної алгебри 𝑈𝑖 знаходимо характеристичний базисний
вектор 𝐵 (𝑈𝑖) i число |𝐵 (𝑈𝑖)|, яке вказує скiльки базисiв можна побудувати
з операцiй сигнатури алгебри 𝑈𝑖. Вiдомо, що 1 ≤ |𝐵 (𝑈𝑖)| ≤ 15. Алгебри, у
яких |𝐵 (𝑈𝑖)| = 𝑘 будуть знаходитись на 𝑘−ому ярусi базисної фактор ре-
шiтки 𝑀1

2/𝜎. Таблиця 1 мiстить iнформацiю про кiлькiсть сумiжних класiв
решiтки 𝑀1

2/𝜎 по ярусах.

Таблиця 1.
Кiлькiсть сумiжних класiв

Ярус 0 1 2 3 4 5 6 7
Кiлькiсть
сумiжних
класiв

1 15 39 39 49 39 35 16

Ярус 8 9 10 11 12 13 14 15
Кiлькiсть
сумiжних
класiв

13 9 2 5 2 0 0 1

Сумiжнi класи по ярусах приведенi в таблицi 2. У цiй таблицi для кожного
ярусу вказано канонiчнi алгебри. Клас

[︀
𝑈𝑘
𝑖

]︀
можна задавати множиною базисiв

𝐵(𝑈𝑘
𝑖 ), якi можна утворити з операцiй алгебр 𝑈𝑘

𝑖 . Задамо вiдношення частко-
вого порядку над сумiжними класами:

[︀
𝑈𝑘
𝑖

]︀
≥
[︀
𝑈𝑛
𝑗

]︀
тодi i тiльки тодi, коли
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𝐵(𝑈𝑛
𝑗 ) ⊂ 𝐵(𝑈𝑘

𝑖 ). Для кожного сумiжного класу 𝑈𝑘
𝑖 знайдемо множину сумi-

жних класiв 𝑁(𝑈𝑘
𝑖 ) =

{︀
𝑈𝑛
𝑗 |𝐵(𝑈𝑛

𝑗 ) ⊂ 𝐵(𝑈𝑘
𝑖 )
}︀
. Оскiльки в множинi 𝑁(𝑈𝑘

𝑖 ) задано
вiдношення часткового порядку, то в множинi 𝑁(𝑈𝑘

𝑖 )−𝑈𝑘
𝑖 iснують максимальнi

сумiжнi класи 𝑁max(𝑈
𝑘
𝑖 ). З’єднуючи сумiжний клас

[︀
𝑈𝑘
𝑖

]︀
з сумiжними класами

𝑁max(𝑈
𝑘
𝑖 ) отримаємо множину нижнiх ребер класу

[︀
𝑈𝑘
𝑖

]︀
. Рухаючись по ярусах

знизу вверх i будуючи ребра нижнiх сумiжних класiв для 𝑈𝑘
𝑖 , отримаємо решi-

тку 𝑀1
2/𝜎.

Таблиця 2.
Розподiл сумiжних класiв по ярусах

1 ярус 2 ярус 3 ярус 4 ярус 5 ярус

260 1 324 1 5 390 1 2 8 398 1 2 7 8 454 1 2 5 6 8
130 2 268 1 7 356 1 3 5 391 1 2 8 9 399 1 2 7 8 9
96 3 262 1 8 340 1 4 5 372 1 3 4 5 430 1 2 7 8 12
80 4 293 1 10 332 1 5 7 364 1 3 5 7 414 1 2 7 8 13
68 5 277 1 11 270 1 7 8 357 1 3 5 10 423 1 2 8 9 10
66 6 194 2 6 428 1 7 12 348 1 4 5 7 407 1 2 8 9 11
12 7 134 2 8 412 1 7 13 341 1 4 5 11 380 1 3 4 5 7
6 8 131 2 9 263 1 8 9 326 1 5 6 8 358 1 3 5 6 8
3 9 170 2 12 309 1 10 11 271 1 7 8 9 492 1 3 5 7 12
289 10 154 2 13 226 2 3 6 301 1 7 10 14 342 1 4 5 6 8
273 11 112 3 4 210 2 4 6 285 1 7 11 15 476 1 4 5 7 13
168 12 100 3 5 195 2 6 9 444 1 7 12 13 334 1 5 6 7 8
152 13 98 3 6 142 2 7 8 295 1 8 9 10 327 1 5 6 8 9
41 14 353 3 10 135 2 8 9 279 1 8 9 11 429 1 7 10 12 14
25 15 232 3 12 419 2 9 10 242 2 3 4 6 413 1 7 11 13 15

105 3 14 403 2 9 11 227 2 3 6 9 311 1 8 9 10 11
84 4 5 186 2 12 13 234 2 3 6 12 243 2 3 4 6 9
82 4 6 116 3 4 5 211 2 4 6 9 230 2 3 5 6 8
337 4 11 114 3 4 6 218 2 4 6 13 483 2 3 6 9 10
216 4 13 108 3 5 7 198 2 5 6 8 214 2 4 5 6 8
89 4 15 99 3 6 9 143 2 7 8 9 467 2 4 6 9 11
76 5 7 361 3 10 14 174 2 7 8 12 206 2 5 6 7 8
67 6 9 233 3 12 14 158 2 7 8 13 199 2 5 6 8 9
14 7 8 92 4 5 7 435 2 9 10 11 190 2 7 8 12 13
172 7 12 83 4 6 9 171 2 9 12 14 427 2 9 10 12 14
156 7 13 345 4 11 15 155 2 9 13 15 411 2 9 11 13 15
45 7 14 217 4 13 15 124 3 4 5 7 118 3 4 5 6 8
29 7 15 70 5 6 8 115 3 4 6 9 110 3 5 6 7 8
7 8 9 15 7 8 9 369 3 4 10 11 103 3 5 6 8 9
291 9 10 188 7 12 13 248 3 4 12 13 237 3 5 7 12 14
275 9 11 173 7 12 14 121 3 4 14 15 363 3 6 9 10 14
43 9 14 157 7 13 15 102 3 5 6 8 94 4 5 6 7 8
27 9 15 61 7 14 15 236 3 5 7 12 87 4 5 6 8 9
305 10 11 307 9 10 11 109 3 5 7 14 221 4 5 7 13 15
297 10 14 299 9 10 14 355 3 6 9 10 347 4 6 9 11 15
281 11 15 283 9 11 15 107 3 6 9 14 79 5 6 7 8 9
184 12 13 59 9 14 15 489 3 10 12 14 63 7 8 9 14 15
169 12 14 425 10 12 14 86 4 5 6 8 189 7 12 13 14 15
153 13 15 409 11 13 15 220 4 5 7 13 315 9 10 11 14 15
57 14 15 93 4 5 7 15

339 4 6 9 11
91 4 6 9 15
473 4 11 13 15
78 5 6 7 8
71 5 6 8 9
47 7 8 9 14
31 7 8 9 15
313 10 11 14 15
185 12 13 14 15

6 ярус 7 ярус 8 ярус

486 1 2 3 5 6 8 502 1 2 3 4 5 6 8 494 1 2 3 5 6 7 8 12
470 1 2 4 5 6 8 463 1 2 5 6 7 8 9 487 1 2 3 5 6 8 9 10
462 1 2 5 6 7 8 382 1 3 4 5 6 7 8 478 1 2 4 5 6 7 8 13
455 1 2 5 6 8 9 508 1 3 4 5 7 12 13 471 1 2 4 5 6 8 9 11
446 1 2 7 8 12 13 359 1 3 5 6 8 9 10 431 1 2 7 8 9 10 12 14
439 1 2 8 9 10 11 493 1 3 5 7 10 12 14 415 1 2 7 8 9 11 13 15
374 1 3 4 5 6 8 343 1 4 5 6 8 9 11 319 1 7 8 9 10 11 14 15
373 1 3 4 5 10 11 477 1 4 5 7 11 13 15 445 1 7 10 11 12 13 14 15
366 1 3 5 6 7 8 247 2 3 4 5 6 8 9 191 2 7 8 9 12 13 14 15
365 1 3 5 7 10 14 499 2 3 4 6 9 10 11 443 2 9 10 11 12 13 14 15
350 1 4 5 6 7 8 238 2 3 5 6 7 8 12 253 3 4 5 7 12 13 14 15
349 1 4 5 7 11 15 491 2 3 6 9 10 12 14 379 3 4 6 9 10 11 14 15
335 1 5 6 7 8 9 222 2 4 5 6 7 8 13 505 3 4 10 11 12 13 14 15
303 1 7 8 9 10 14 475 2 4 6 9 11 13 15
287 1 7 8 9 11 15 111 3 5 6 7 8 9 14
317 1 7 10 11 14 15 95 4 5 6 7 8 9 15
246 2 3 4 5 6 8 9 ярус

250 2 3 4 6 12 13 375 1 3 4 5 6 8 9 10 11
231 2 3 5 6 8 9 381 1 3 4 5 7 10 11 14 15
235 2 3 6 9 12 14 367 1 3 5 6 7 8 9 10 14
215 2 4 5 6 8 9 351 1 4 5 6 7 8 9 11 15
219 2 4 6 9 13 15 254 2 3 4 5 6 7 8 12 13
207 2 5 6 7 8 9 251 2 3 4 6 9 12 13 14 15
175 2 7 8 9 12 14 239 2 3 5 6 7 8 9 12 14
159 2 7 8 9 13 15 223 2 4 5 6 7 8 9 13 15
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6 ярус 9 ярус

87 2 9 12 13 14 15 127 3 4 5 6 7 8 9 14 15
126 3 4 5 6 7 8 10 ярус

119 3 4 5 6 8 9 510 1 2 3 4 5 6 7 8 12 13
252 3 4 5 7 12 13 503 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11
125 3 4 5 7 14 15 11 ярус

371 3 4 6 9 10 11 495 1 2 3 5 6 7 8 9 10 12 14
123 3 4 6 9 14 15 479 1 2 4 5 6 7 8 9 11 13 15
377 3 4 10 11 14 15 447 1 2 7 8 9 10 11 12 13 14 15
249 3 4 12 13 14 15 509 1 3 4 5 7 10 11 12 13 14 15
441 10 11 12 13 14 15 12 ярус

383 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 14 15
255 2 3 4 5 6 7 8 9 12 13 14 15

15 ярус

511 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

3. Побудова ребер решiтки 𝑀1
2/𝜎. Позначимо через

[︀
𝑈𝑘
𝑖

]︀
𝜎
сумiжний

клас алгебри 𝑀1
2/𝜎, який задається канонiчною алгеброю 𝑈𝑘

𝑖 , яка знаходиться
на 𝑘−ому ярусi фактор решiтки. Знайдемо для

[︀
𝑈𝑘
𝑖

]︀
𝜎
всi сумiжнi класи [𝑈 𝑡

𝑖 ]𝜎
такi, що 𝑡 < 𝑘. Для [𝑈 𝑡

𝑖 ]𝜎 знаходимо множину сумiжних класiв 𝑁 [𝑈 𝑡
𝑖 ]𝜎 таких,

що ∀
[︀
𝑈 𝑡
𝑗

]︀
𝜎
∈ 𝑁

[︀
𝑈𝑘
𝑖

]︀
𝜎
, 𝑈 𝑡

𝑗 < 𝑈𝑘
𝑖 . У множинi 𝑁

[︀
𝑈𝑘
𝑖

]︀
𝜎
знаходимо множину ма-

ксимальних сумiжних класiв
[︀
𝑈 𝑡
𝑗

]︀
𝜎
i з’єднуємо з ребрами з

[︀
𝑈𝑘
𝑖

]︀
𝜎
. Рухаючись

по ярусах знизу вверх i будуючи ребра нижнiх сумiжних класiв, отримаємо
решiтку 𝑀1

2/𝜎. Данi про базисну решiтку класу 𝑀1
2/𝜎 приведенi по ярусах у

таблицi 3. Наприклад,
1) у таблицi 3 всi п’ятнадцять однобазисних канонiчних алгебр знаходяться на

першому ярусi, кожна з цих алгебр з’єднується ребром з алгеброю нульового
ярусу;

2) у таблицi 3 перший стовпець мiстить номери канонiчних двобазисних ал-
гебр; у другому i третьому стовпчиках вказанi номери базисiв, якi можна
утворити з сигнатур вiдповiдних алгебр, а у четвертому i п’ятому стовпчи-
ках – сумiжнi алгебри нижнiх ярусiв i їх базиси. Наприклад, 324 алгебра з
базисами (1,5) з’єднується ребрами з алгебрами 260 (1) та 68 (5), алгебра
390 (1,2,8) з’єднана ребрами з сумiжними алгебрами 262 (1,8) i 134 (2,8), а
332 (1,5,7) з 324 (1,5), 268 (1,7), 76 (5,7).

Таблиця 3.
Розподiл сумiжних класiв по ярусах

2 ярус 3 ярус 4 ярус

324 260 (1) 68 (5) 390 262 (1,8) 134 (2,8) 398
390

(1,2,8)
270

(1,7,8)
142

(2,7,8)

268 260 (1) 12 (7) 356 324 (1,5) 100 (3,5) 391
390

(1,2,8)
263

(1,8,9)
135

(2,8,9)

262 260 (1) 6 (8) 340 324 (1,5) 84 (4,5) 372
356

(1,3,5)
340

(1,4,5)
116

(3,4,5)

293 260 (1) 289(10) 332 324 (1,5) 268 (1,7) 76 (5,7) 364
356

(1,3,5)
332

(1,5,7)
108

(3,5,7)

277 260 (1) 273(11) 270 268 (1,7) 262 (1,8) 14 (7,8) 357
356

(1,3,5)
293

(1,10)
353

(3,10)

194 130 (2) 66 (6) 428 268 (1,7)
172

(7,12)
348

340
(1,4,5)

332
(1,5,7)

92
(4,5,7)

134 130 (2) 6 (8) 412 268 (1,7)
156

(7,13)
341

340
(1,4,5)

277
(1,11)

337
(4,11)

131 130 (2) 3 (9) 263 262 (1,8) 7 (8,9) 326
70

(5,6,8)
324 (1,5) 262 (1,8)

170 130 (2) 168(12) 309 293(1,10)
277

(1,11)
305(10,11) 271

270
(1,7,8)

263
(1,8,9)

15
(7,8,9)

154 130 (2) 152(13) 226 194 (2,6) 98 (3,6) 301 268 (1,7)
293

(1,10)
45 (7,14) 297(10,14)

112 96 (3) 80 (4) 210 194 (2,6) 82 (4,6) 285 268 (1,7)
277

(1,11)
29 (7,15) 281(11,15)

100 96 (3) 68 (5) 195 194 (2,6) 131 (2,9) 67 (6,9) 444
428

(1,7,12)
412

(1,7,13)
188

(7,12,13)

98 96 (3) 66 (6) 142 134 (2,8) 14 (7,8) 295
263

(1,8,9)
293

(1,10)
291

(9,10)

353 96 (3) 289(10) 135 134 (2,8) 131 (2,9) 7 (8,9) 279
263

(1,8,9)
277

(1,11)
275

(9,11)

232 96 (3) 168(12) 419 131 (2,9)
291

(9,10)
242

226
(2,3,6)

210
(2,4,6)

114
(3,4,6)

105 96 (3) 41 (14) 403 131 (2,9)
275

(9,11)
227

226
(2,3,6)

195
(2,6,9)

99
(3,6,9)
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2 ярус 3 ярус 4 ярус

84 80 (4) 68 (5) 186 170(2,12)
154

(2,13)
184(12,13) 234

226
(2,3,6)

170
(2,12)

232
(3,12)

82 80 (4) 66 (6) 116 112 (3,4) 100 (3,5) 84 (4,5) 211
210

(2,4,6)
195

(2,6,9)
83

(4,6,9)

337 80 (4) 273(11) 114 112 (3,4) 98 (3,6) 82 (4,6) 218
210

(2,4,6)
154

(2,13)
216

(4,13)

216 80 (4) 152(13) 108 100 (3,5) 76 (5,7) 198
70

(5,6,8)
194 (2,6) 134 (2,8)

89 80 (4) 25 (15) 99 98 (3,6) 67 (6,9) 143
142

(2,7,8)
135

(2,8,9)
15

(7,8,9)

76 68 (5) 12 (7) 361 353(3,10) 105(3,14) 297(10,14) 174
142

(2,7,8)
170

(2,12)
172

(7,12)

67 66 (6) 3 (9) 233 232(3,12) 105(3,14) 169(12,14) 158
142

(2,7,8)
154

(2,13)
156

(7,13)

14 12 (7) 6 (8) 92 84 (4,5) 76 (5,7) 435
419

(2,9,10)
403

(2,9,11)
307

(9,10,11)

172 12 (7) 168(12) 83 82 (4,6) 67 (6,9) 171 131 (2,9)
170

(2,12)
43 (9,14) 169(12,14)

156 12 (7) 152(13) 345 337(4,11) 89 (4,15) 281(11,15) 155 131 (2,9)
154

(2,13)
27 (9,15) 153(13,15)

45 12 (7) 41 (14) 217 216(4,13) 89 (4,15) 153(13,15) 124
116

(3,4,5)
108

(3,5,7)
92

(4,5,7)

29 12 (7) 25 (15) 70 68 (5) 66 (6) 6 (8) 115
114

(3,4,6)
99

(3,6,9)
83

(4,6,9)

7 6 (8) 3 (9) 15 14 (7,8) 7 (8,9) 369 112 (3,4)
353

(3,10)
337

(4,11)
305(10,11)

291 3 (9) 289(10) 188 172(7,12) 156(7,13) 184(12,13) 248 112 (3,4)
232

(3,12)
216

(4,13)
184(12,13)

275 3 (9) 273(11) 173 172(7,12) 45 (7,14) 169(12,14) 121 112 (3,4)
105

(3,14)
89 (4,15)

57
(14,15)

43 3 (9) 41 (14) 157 156(7,13) 29 (7,15) 153(13,15) 102
70

(5,6,8)
100 (3,5) 98 (3,6)

27 3 (9) 25 (15) 61 45 (7,14) 29 (7,15)
57

(14,15)
236

108
(3,5,7)

232
(3,12)

172
(7,12)

305 289(10) 273(11) 307 291(9,10) 275(9,11) 305(10,11) 109
108

(3,5,7)
105

(3,14)
45 (7,14)

297 289(10) 41 (14) 299 291(9,10) 43 (9,14) 297(10,14) 355
99

(3,6,9)
353

(3,10)
291

(9,10)

281 273(11) 25 (15) 283 275(9,11) 27 (9,15) 281(11,15) 107
99

(3,6,9)
105

(3,14)
43 (9,14)

184 168(12) 152(13) 59 43 (9,14) 27 (9,15)
57

(14,15)
489 361(3,10,14)

233
(3,12,14)

425(10,12,14)

169 168(12) 41 (14) 425 297(10,14) 169(12,14) 86
70

(5,6,8)
84 (4,5) 82 (4,6)

153 152(13) 25 (15) 409 281(11,15) 153(13,15) 220
92

(4,5,7)
216

(4,13)
156

(7,13)

57 41 (14) 25 (15) 93
92

(4,5,7)
89 (4,15) 29 (7,15)

339
83

(4,6,9)
337

(4,11)
275

(9,11)

91
83

(4,6,9)
89 (4,15) 27 (9,15)

473 345(4,11,15)
217

(4,13,15)
409(11,13,15)

78
70

(5,6,8)
76 (5,7) 14 (7,8)

71
70

(5,6,8)
67 (6,9) 7 (8,9)

47
15

(7,8,9)
45 (7,14) 43 (9,14)

31
15

(7,8,9)
29 (7,15) 27 (9,15)

313
305

(10,11)
297

(10,14)
281

(11,15)
57

(14,15)

185
184

(12,13)
169

(12,14)
153

(13,15)
57

(14,15)

398
390

(1,2,8)
270

(1,7,8)
142

(2,7,8)

5 ярус

454 326 (1,5,6,8) 198 (2,5,6,8) 390 (1,2,8)
399 398 (1,2,7,8) 391 (1,2,8,9) 271 (1,7,8,9) 143 (2,7,8,9)
430 398 (1,2,7,8) 174 (2,7,8,12) 428 (1,7,12)
414 398 (1,2,7,8) 158 (2,7,8,13) 412 (1,7,13)
423 391 (1,2,8,9) 295 (1,8,9,10) 419 (2,9,10)
407 391 (1,2,8,9) 279 (1,8,9,11) 403 (2,9,11)
380 372 (1,3,4,5) 364 (1,3,5,7) 348 (1,4,5,7) 124 (3,4,5,7)
358 326 (1,5,6,8) 102 (3,5,6,8) 356 (1,3,5)
492 364 (1,3,5,7) 236 (3,5,7,12) 428 (1,7,12)
342 326 (1,5,6,8) 86 (4,5,6,8) 340 (1,4,5)
476 348 (1,4,5,7) 220 (4,5,7,13) 412 (1,7,13)
334 326 (1,5,6,8) 78 (5,6,7,8) 332 (1,5,7) 270 (1,7,8)
327 326 (1,5,6,8) 71 (5,6,8,9) 263 (1,8,9)
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5 ярус

429 301 (1,7,10,14) 428 (1,7,12) 173 (7,12,14) 425 (10,12,14)
413 285 (1,7,11,15) 412 (1,7,13) 157 (7,13,15) 409 (11,13,15)
311 295 (1,8,9,10) 279 (1,8,9,11) 309 (1,10,11) 307 (9,10,11)
243 242 (2,3,4,6) 227 (2,3,6,9) 211 (2,4,6,9) 115 (3,4,6,9)
230 198 (2,5,6,8) 102 (3,5,6,8) 226 (2,3,6)
483 227 (2,3,6,9) 355 (3,6,9,10) 419 (2,9,10)
214 198 (2,5,6,8) 86 (4,5,6,8) 210 (2,4,6)
467 211 (2,4,6,9) 339 (4,6,9,11) 403 (2,9,11)
206 198 (2,5,6,8) 78 (5,6,7,8) 142 (2,7,8)
199 198 (2,5,6,8) 71 (5,6,8,9) 195 (2,6,9) 135 (2,8,9)
190 174 (2,7,8,12) 158 (2,7,8,13) 186 (2,12,13) 188 (7,12,13)
427 171 (2,9,12,14) 419 (2,9,10) 299 (9,10,14) 425 (10,12,14)
411 155 (2,9,13,15) 403 (2,9,11) 283 (9,11,15) 409 (11,13,15)
118 102 (3,5,6,8) 86 (4,5,6,8) 116 (3,4,5) 114 (3,4,6)
110 102 (3,5,6,8) 78 (5,6,7,8) 108 (3,5,7)
103 102 (3,5,6,8) 71 (5,6,8,9) 99 (3,6,9)
237 236 (3,5,7,12) 109 (3,5,7,14) 233 (3,12,14) 173 (7,12,14)
363 355 (3,6,9,10) 107 (3,6,9,14) 361 (3,10,14) 299 (9,10,14)
94 86 (4,5,6,8) 78 (5,6,7,8) 92 (4,5,7)
87 86 (4,5,6,8) 71 (5,6,8,9) 83 (4,6,9)
221 220 (4,5,7,13) 93 (4,5,7,15) 217 (4,13,15) 157 (7,13,15)
347 339 (4,6,9,11) 91 (4,6,9,15) 345 (4,11,15) 283 (9,11,15)
79 78 (5,6,7,8) 71 (5,6,8,9) 15 (7,8,9)
63 47 (7,8,9,14) 31 (7,8,9,15) 61 (7,14,15) 59 (9,14,15)

189
185

(12,13,14,15)
188 (7,12,13) 173 (7,12,14) 157 (7,13,15) 61 (7,14,15)

315
313

(10,11,14,15)
307 (9,10,11) 299 (9,10,14) 283 (9,11,15) 59 (9,14,15)

6 ярус

486 454(1,2,5,6,8) 358 (1,3,5,6,8) 230 (2,3,5,6,8)
470 454 (1,2,5,6,8) 342 (1,4,5,6,8) 214 (2,4,5,6,8)
462 454 (1,2,5,6,8) 334 (1,5,6,7,8) 206 (2,5,6,7,8) 398 (1,2,7,8)
455 454 (1,2,5,6,8) 327 (1,5,6,8,9) 199 (2,5,6,8,9) 391 (1,2,8,9)

446 430(1,2,7,8,12) 414 (1,2,7,8,13)
190

(2,7,8,12,13)
444 (1,7,12,13)

439 423(1,2,8,9,10) 407 (1,2,8,9,11)
311

(1,8,9,10,11)
435 (2,9,10,11)

374 358(1,3,5,6,8) 342 (1,4,5,6,8) 118 (3,4,5,6,8) 372 (1,3,4,5)
373 372 (1,3,4,5) 357 (1,3,5,10) 341 (1,4,5,11) 369 (3,4,10,11) 309 (1,10,11)
366 358 (1,3,5,6,8) 334 (1,5,6,7,8) 110 (3,5,6,7,8) 364 (1,3,5,7)
365 364 (1,3,5,7) 357 (1,3,5,10) 301(1,7,10,14) 109 (3,5,7,14) 361 (3,10,14)
350 342 (1,4,5,6,8) 334 (1,5,6,7,8) 94 (4,5,6,7,8) 348 (1,4,5,7)
349 348 (1,4,5,7) 341 (1,4,5,11) 285(1,7,11,15) 93 (4,5,7,15) 345 (4,11,15)
335 334 (1,5,6,7,8) 327 (1,5,6,8,9) 79 (5,6,7,8,9) 271 (1,7,8,9)
303 271 (1,7,8,9) 301 (1,7,10,14) 295 (1,8,9,10) 47 (7,8,9,14) 299 (9,10,14)
287 271 (1,7,8,9) 285 (1,7,11,15) 279 (1,8,9,11) 31 (7,8,9,15) 283 (9,11,15)

317 301(1,7,10,14) 285 (1,7,11,15)
313

(10,11,14,15)
309 (1,10,11) 61 (7,14,15)

246 230 (2,3,5,6,8) 214 (2,4,5,6,8) 118 (3,4,5,6,8) 242 (2,3,4,6)
250 242 (2,3,4,6) 234 (2,3,6,12) 218 (2,4,6,13) 248 (3,4,12,13) 186 (2,12,13)
231 230 (2,3,5,6,8) 199 (2,5,6,8,9) 103 (3,5,6,8,9) 227 (2,3,6,9)
235 227 (2,3,6,9) 234 (2,3,6,12) 171(2,9,12,14) 107 (3,6,9,14) 233 (3,12,14)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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6 ярус

215 214 (2,4,5,6,8) 199 (2,5,6,8,9) 87 (4,5,6,8,9) 211 (2,4,6,9)
219 211 (2,4,6,9) 218 (2,4,6,13) 155(2,9,13,15) 91 (4,6,9,15) 217 (4,13,15)
207 206 (2,5,6,7,8) 199 (2,5,6,8,9) 79 (5,6,7,8,9) 143 (2,7,8,9)
175 143 (2,7,8,9) 174 (2,7,8,12) 171(2,9,12,14) 47 (7,8,9,14) 173 (7,12,14)
159 143 (2,7,8,9) 158 (2,7,8,13) 155(2,9,13,15) 31 (7,8,9,15) 157 (7,13,15)
187 171(2,9,12,14) 155 (2,9,13,15) 185(12,13,14,15) 186 (2,12,13) 59 (9,14,15)
126 118 (3,4,5,6,8) 110 (3,5,6,7,8) 94 (4,5,6,7,8) 124 (3,4,5,7)
119 118 (3,4,5,6,8) 103 (3,5,6,8,9) 87 (4,5,6,8,9) 115 (3,4,6,9)
252 124 (3,4,5,7) 248 (3,4,12,13) 236 (3,5,7,12) 220 (4,5,7,13) 188 (7,12,13)
125 124 (3,4,5,7) 121 (3,4,14,15) 109 (3,5,7,14) 93 (4,5,7,15) 61 (7,14,15)
371 115 (3,4,6,9) 369(3,4,10,11) 355 (3,6,9,10) 339 (4,6,9,11) 307 (9,10,11)
123 115 (3,4,6,9) 121 (3,4,14,15) 107 (3,6,9,14) 91 (4,6,9,15) 59 (9,14,15)

377 369(3,4,10,11) 121 (3,4,14,15)
313

(10,11,14,15)
361 (3,10,14) 345 (4,11,15)

249 248(3,4,12,13) 121 (3,4,14,15) 185(12,13,14,15) 233 (3,12,14) 217 (4,13,15)

441 313(10,11,14,15)
185

(12,13,14,15)
425 (10,12,14) 409 (11,13,15)

Шостий ярус базисної решiтки складається з 35 сумiжних класiв. Сумiжнi
класи 486 i 470 мають по три нижнiх ребра, якi з’єднуються з сумiжними кла-
сами п’ятого ярусу, а сумiжнi класи 462, 455, 446, 439, 374 мають по чотири
нижнiх ребра, три з яких з’єднанi сумiжними класами п’ятого ярусу, а одне ре-
бро з сумiжним класом четвертого ярусу. Сумiжний клас 373 має п’ять нижнiх
ребер, чотири з яких з’єднують сумiжнi класи четветого ярусу i один – третього
ярусу. Сумiжнi класи 377, 249 мають по п’ять нижнiх ребер, три з яких з’єднанi
сумiжними класами четвертого ярусу, два – третього. Сумiжний клас 444 має
чотири нижнiх ребра, два з’єднуються сумiжними класами четвертого ярусу, а
два – третього.

На дванадцятому ярусi сумiжнi класи 375, 255 мають однi з найдовших ре-
бер, якi з’єднують їх сумiжними класами з шостого по дванадцятий ярус.

Таблиця 3.
Продовження

7 ярус

502
486

(1,2,3,5,6,8)
470

(1,2,4,5,6,8)
374

(1,3,4,5,6,8)
246

(2,3,4,5,6,8)

463
462

(1,2,5,6,7,8)
455

(1,2,5,6,8,9)
335

(1,5,6,7,8,9)
207

(2,5,6,7,8,9)
399

(1,2,7,8,9)

382
374

(1,3,4,5,6,8)
366

(1,3,5,6,7,8)
350

(1,4,5,6,7,8)
126

(3,4,5,6,7,8)
380

(1,3,4,5,7)

508
252

(3,4,5,7,12,13)
380

(1,3,4,5,7)
492

(1,3,5,7,12)
476

(1,4,5,7,13)
444

(1,7,12,13)

359
358

(1,3,5,6,8)
327

(1,5,6,8,9)
103

(3,5,6,8,9)
357

(1,3,5,10)
295

(1,8,9,10)
355

(3,6,9,10)

493
365

(1,3,5,7,10,14)
492

(1,3,5,7,12)
429

(1,7,10,12,14)
237

(3,5,7,12,14)
489

(3,10,12,14)

343
342

(1,4,5,6,8)
327

(1,5,6,8,9)
87 (4,5,6,8,9)

341
(1,4,5,11)

279
(1,8,9,11)

339
(4,6,9,11)

477
349

(1,4,5,7,11,15)
476

(1,4,5,7,13)
413

(1,7,11,13,15)
221

(4,5,7,13,15)
473

(4,11,13,15)
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7 ярус

247
246

(2,3,4,5,6,8)
231

(2,3,5,6,8,9)
215

(2,4,5,6,8,9)
119

(3,4,5,6,8,9)
243

(2,3,4,6,9)

499
371

(3,4,6,9,10,11)
243

(2,3,4,6,9)
483

(2,3,6,9,10)
467

(2,4,6,9,11)
435

(2,9,10,11)

238
230

(2,3,5,6,8)
206

(2,5,6,7,8)
110

(3,5,6,7,8)
234

(2,3,6,12)
174

(2,7,8,12)
236

(3,5,7,12)

491
235

(2,3,6,9,12,14)
483

(2,3,6,9,10)
427

(2,9,10,12,14)
363

(3,6,9,10,14)
489

(3,10,12,14)

222
214

(2,4,5,6,8)
206

(2,5,6,7,8)
94 (4,5,6,7,8)

218
(2,4,6,13)

158
(2,7,8,13)

220
(4,5,7,13)

475
219

(2,4,6,9,13,15)
467

(2,4,6,9,11)
411

(2,9,11,13,15)
347

(4,6,9,11,15)
473

(4,11,13,15)

111
110

(3,5,6,7,8)
103

(3,5,6,8,9)
79 (5,6,7,8,9)

109
(3,5,7,14)

107
(3,6,9,14)

47
(7,8,9,14)

8 ярус

494
238

(2,3,5,6,7,8,12)
486 (1,2,3,5,6,8) 462 (1,2,5,6,7,8)

366
(1,3,5,6,7,8)

430
(1,2,7,8,12)

492 (1,3,5,7,12)

487
359

(1,3,5,6,8,9,10)
486 (1,2,3,5,6,8) 455 (1,2,5,6,8,9)

231
(2,3,5,6,8,9)

423
(1,2,8,9,10)

483 (2,3,6,9,10)

478
222

(2,4,5,6,7,8,13)
470 (1,2,4,5,6,8) 462 (1,2,5,6,7,8)

350
(1,4,5,6,7,8)

414
(1,2,7,8,13)

476 (1,4,5,7,13)

471
343

(1,4,5,6,8,9,11)
470 (1,2,4,5,6,8) 455 (1,2,5,6,8,9)

215
(2,4,5,6,8,9)

407
(1,2,8,9,11)

467 (2,4,6,9,11)

431
303

(1,7,8,9,10,14)
175

(2,7,8,9,12,14)
399 (1,2,7,8,9) 430 (1,2,7,8,12)

423
(1,2,8,9,10)

429
(1,7,10,12,14)

427
(2,9,10,
12,14)

415
287

(1,7,8,9,11,15)
159

(2,7,8,9,13,15)
399 (1,2,7,8,9) 414 (1,2,7,8,13)

407
(1,2,8,9,11)

413
(1,7,11,13,15)

411
(2,9,11,
13,15)

319
303

(1,7,8,9,10,14)
287

(1,7,8,9,11,15)
317

(1,7,10,11,14,15)
311

(1,8,9,10,11)
63

(7,8,9,14,15)
315

(9,10,11,14,15)

445
317

(1,7,10,11,14,15)
441

(10,11,12,13,14,15)
429

(1,7,10,12,14)
413

(1,7,11,13,15)
189

(7,12,13,14,15)
444 (1,7,12,13)

191
175

(2,7,8,9,12,14)
159

(2,7,8,9,13,15)
187

(2,9,12,13,14,15)
190

(2,7,8,12,13)
63

(7,8,9,14,15)
189

(7,12,13,14,15)

443
187

(2,9,12,13,14,15)
441

(10,11,12,13,14,15)
427

(2,9,10,12,14)
411

(2,9,11,13,15)
315

(9,10,11,14,15)
435 (2,9,10,11)

253
252

(3,4,5,7,12,13)
125

(3,4,5,7,14,15)
249

(3,4,12,13,14,15)
237

(3,5,7,12,14)
221

(4,5,7,13,15)
189

(7,12,13,14,15)

379
371

(3,4,6,9,10,11)
123

(3,4,6,9,14,15)
377

(3,4,10,11,14,15)
363

(3,6,9,10,14)
347

(4,6,9,11,15)
315

(9,10,11,14,15)

505
377

(3,4,10,11,14,15)
249

(3,4,12,13,14,15)
441

(10,11,12,13,14,15)
489 (3,10,12,14)

473
(4,11,13,15)

9 ярус

375
359

(1,3,5,6,8,9,10)
343

(1,4,5,6,8,9,11)
374 (1,3,4,5,6,8)

373
(1,3,4,5,10,11)

119
(3,4,5,6,8,9)

371
(3,4,6,9,10,11)

311
(1,8,9,
10,11)

381
373

(1,3,4,5,10,11)
365

(1,3,5,7,10,14)
349

(1,4,5,7,11,15)
317

(1,7,10,11,14,15)
125

(3,4,5,7,14,15)
377

(3,4,10,11,14,15)

380
(1,3,4,
5,7)

367
359

(1,3,5,6,8,9,10)
111

(3,5,6,7,8,9,14)
366 (1,3,5,6,7,8)

365
(1,3,5,7,10,14)

335
(1,5,6,7,8,9)

303
(1,7,8,9,10,14)

363
(3,6,9,
10,14)

351
343

(1,4,5,6,8,9,11)
95

(4,5,6,7,8,9,15)
350 (1,4,5,6,7,8)

349
(1,4,5,7,11,15)

335
(1,5,6,7,8,9)

287
(1,7,8,9,11,15)

347
(4,6,9,
11,15)

254
238

(2,3,5,6,7,8,12)
222

(2,4,5,6,7,8,13)
246 (2,3,4,5,6,8)

250
(2,3,4,6,12,13)

126
(3,4,5,6,7,8)

252
(3,4,5,7,12,13)

190
(2,7,8,
12,13)

251
250

(2,3,4,6,12,13)
235

(2,3,6,9,12,14)
219

(2,4,6,9,13,15)
187

(2,9,12,13,14,15)
123

(3,4,6,9,14,15)
249

(3,4,12,13,14,15)

243
(2,3,4,
6,9)

239
238

(2,3,5,6,7,8,12)
111

(3,5,6,7,8,9,14)
231 (2,3,5,6,8,9)

235
(2,3,6,9,12,14)

207
(2,5,6,7,8,9)

175
(2,7,8,9,12,14)

237
(3,5,7,
12,14)

223
222

(2,4,5,6,7,8,13)
95

(4,5,6,7,8,9,15)
215 (2,4,5,6,8,9)

219
(2,4,6,9,13,15)

207
(2,5,6,7,8,9)

159
(2,7,8,9,13,15)

221
(4,5,7,
13,15)

127
111

(3,5,6,7,8,9,14)
95

(4,5,6,7,8,9,15)
126 (3,4,5,6,7,8)

119
(3,4,5,6,8,9)

125
(3,4,5,7,14,15)

123
(3,4,6,9,14,15)

63
(7,8,9,
14,15)

10 ярус

503
375

(1,3,4,5,6,8,9,10,11)
487

(1,2,3,5,6,8,9,10)
471

(1,2,4,5,6,8,9,11)
502

(1,2,3,4,5,6,8)
247

(2,3,4,5,6,8,9)
499

(2,3,4,6,9,10,11)

439
(1,2,8,9,
10,11)

510
254

(2,3,4,5,6,7,8,12,13)
494

(1,2,3,5,6,7,8,12)
478

(1,2,4,5,6,7,8,13)
502

(1,2,3,4,5,6,8)
382

(1,3,4,5,6,7,8)
508

(1,3,4,5,7,12,13)

446
(1,2,7,8,
12,13)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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11 ярус

495

367
(1,3,5,6,7,
8,9,10,14)

239
(2,3,5,6,7,8,
9,12,14)

494
(1,2,3,5,6,7,

8,12)

487
(1,2,3,5,6,8,

9,10)

431
(1,2,7,8,9,
10,12,14)

463
(1,2,5,6,7,8,9)

493
(1,3,5,7,10,

12,14)

491
(2,3,6,9,10,

12,14)

479

351
(1,4,5,6,7,
8,9,11,15)

223
(2,4,5,6,7,8,
9,13,15)

478
(1,2,4,5,6,7,

8,13)

471
(1,2,4,5,6,8,

9,11)

415
(1,2,7,8,9,
11,13,15)

463
(1,2,5,6,7,8,9)

477
(1,4,5,7,11,

13,15)

475
(2,4,6,9,11,

13,15)

447

431
(1,2,7,8,9,
10,12,14)

415
(1,2,7,8,9,11,

13,15)

319
(1,7,8,9,10,
11,14,15)

445
(1,7,10,11,
12,13,14,15)

191
(2,7,8,9,12,
13,14,15)

443
(2,9,10,11,12,
13,14,15)

446
(1,2,7,8,12,13)

439
(1,2,8,9,10,11)

509

381
(1,3,4,5,7,
10,11,14,15)

445
(1,7,10,11,
12,13,14,15)

253
(3,4,5,7,12,
13,14,15)

505
(3,4,10,11,
12,13,14,15)

508
(1,3,4,5,7,
12,13)

493
(1,3,5,7,10,

12,14)

477
(1,4,5,7,11,

13,15)

12 ярус

383
375(1,3,4,5,
6,8,9,10,11)

381
(1,3,4,5,7,
10,11,14,15)

367
(1,3,5,6,7,8,
9,10,14)

351
(1,4,5,6,7,8,
9,11,15)

127
(3,4,5,6,7,8,
9,14,15)

319
(1,7,8,9,10,
11,14,15)

379 (3,4,6,9,
10,11,14,15)

382
(1,3,4,5,6,7,8)

255

254
(2,3,4,5,6,7,
8,12,13)

251
(2,3,4,6,9,
12,13,14,15)

239
(2,3,5,6,7,8,
9,12,14)

223
(2,4,5,6,7,8,
9,13,15)

127
(3,4,5,6,7,8,
9,14,15)

191
(2,7,8,9,12,
13,14,15)

253
(3,4,5,7,12,
13,14,15)

247
(2,3,4,5,6,8,9)

15 ярус

511

383
(1,3,4,5,
6,7,8,9,

10,11,14,15)

255
(2,3,4,5,
6,7,8,9,

12,13,14,15)

495
(1,2,3,5,
6,7,8,9,
10,12,14)

479
(1,2,4,5,
6,7,8,9,
11,13,15)

447
(1,2,7,8,

9,10,11,12,
13,14,15)

509
(1,3,4,5,

7,10,11,12,
13,14,15)

507
(2,3,4,6,

9,10,11,12,
13,14,15)

510
(1,2,3,4,
5,6,7,8,
12,13)

503
(1,2,3,4,
5,6,8,9,
10,11)

П’ятнадцятий ярус базисної решiтки складається з 511-го сумiжного класу,
який має дев’ять нижнiх ребер: два ребра з’єднують цей клас з сумiжними кла-
сами 383 i 255, якi знаходяться на дванадцятому ярусi; п’ять ребер з’єднуються
з сумiжними класами 495, 497, 447, 509, якi належать одинадцятому ярусу, а
два ребра з’єднуються з сумiжними класами 510, 503 десятого ярусу.

Використовуючи таблицi 2, 3, побудуємо базисну решiтку класу 𝑀2/𝜎, яка
є фактор решiткою сигнатурної решiтки цього класу. Ця решiтка наведена на
рис. 3.

Рис. 3. Базисна решiтка фактор-класу M2/𝜎.
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4. Висновок. У роботi наводиться повне описання всiх сумiжних класiв.
Для побудови фактор-решiтки класу 𝑀2/𝜎 були використанi програмнi резуль-
тати, якi наведенi у таблицях 2, 3.
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Mych I. A., Nykolenko V. V., Vartsaba O. V., Dynys V. S. Algorithm
construction of basic grating 𝑀2 of class of Boolean algebra.

In this paper, the investigation of the basic grating of the algebra class 𝑀2 has been
continued. The basic gratings of a class𝑀2 can be constructed from the signature lattice of
this class, and basic gratings are the factor lattice of the corresponding signature gratings.
This paper presents an algorithm for constructing a basic lattice (factor lattice) of a class
of algebras 𝑀2 and provides complete information about the basic grating in the form of
tables that indicate the location of adjacent classes and the edges that connect them.
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ОЦIНКА ЕФЕКТИВНОСТI ФУНКЦIОНУВАННЯ МЕТОДIВ
УПРАВЛIННЯ ПОТОКАМИ ДАНИХ В МОБIЛЬНИХ
РАДIОМЕРЕЖАХ НА ОСНОВI НЕЙРОННИХ МЕРЕЖ

В роботi проведена оцiнка ефективностi функцiонування методiв управлiння по-
токами даних в мобiльних радiомережах на основi нейронних мереж яка основана
на моделюваннi мобiльних радiомереж з урахуванням функцiонування пiдсистеми
управлiння потоками даних з використанням мови програмування Python, вiдкри-
тої програмної бiблiотеки TensorFlow та модулiв-сигнатур KEGG MODULE. Зокрема
проведено: оцiнку iдентифiкацiї параметрiв трафiка в мобiльних радiомереж, оцiнку
навчання бази знань пiдсистеми управлiння потоками даних в мобiльних радiомереж
для методу оцiнки навчання бази знань, оцiнку прогнозування часу перевантаження
маршрутiв передачi даних в мобiльних радiомереж для методiв прогнозування, оцiнку
побудови та пiдтримки маршрутiв передачi даних в мобiльних радiомереж для методiв
побудови та пiдтримки маршрутiв передачi даних, оцiнку процесу монiторингу ста-
ну функцiонування пiдсистеми управлiння потоками даних в мобiльних радiомереж
для методiв оцiнки процесу монiторингу стану функцiонування пiдсистеми управлi-
ння потоками даних в мобiльних радiомереж. Вiдповiдно зазначеного було зафiксо-
вано пiдвищення точностi iдентифiкацiї параметрiв даних, зменшення часу навчання
бази даних, зменшення часу прогнозування часу перевантаження маршрутiв передачi
даних у мобiльних радiомережах, збiльшення часу iснування маршрутiв передачi да-
них, збiльшення пропускної спроможностi iнформацiйного напрямку, зменшення часу
прийняття рiшення щодо монiторингу стану функцiонування пiдсистеми управлiння
потоками даних в мобiльних радiомереж, збiльшення точностi прийняття рiшення
щодо монiторингу стану функцiонування пiдсистеми управлiння потоками даних в
мобiльних радiомереж за рахунок застосування iнтелектуалiзацiї процесiв прийняття
рiшень на основi використання нейронних мереж. Проведено оцiнку рiвня адеква-
тностi запропонованої моделi та економiчна оцiнка, яка показала прибутковий рiвень
економiчної ефективностi.

Ключовi слова: мобiльна радiомережа, управлiння потоками даних, оцiнка ефектив-
ностi функцiонування, iнтелектуалiзацiя процесiв прийняття рiшень, нейронна мере-
жа.

1. Вступ. Постановка проблеми. Проведений аналiз предметної областi
показує, що процес порушення функцiонування процесу управлiння потоками
даних (УПД) є вiдповiдно характеристикою рiвня функцiонування мобiльних
радiомережах на основi нейронних мереж iз заданою якiстю обслуговування, а
будь яке порушення функцiонування УПД несе у собi загрозу здiйснення впливу
на iнформацiйну, програмну, апаратну складовi МР, елементи мережi або ме-
режу в цiлому. Враховуючи особливостi побудови мобiльних радiомереж (МР),
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УПД потребує багаторiвневої структури управлiння направленої на пiдтриман-
ня заданої якостi обслуговування МР [1,2]. Однак основна частина запропоно-
ваних на сьогоднi рiшень щодо оцiнки рiвня ефективностi функцiонування УПД
в МР не надають числових методiв визначення рiвня функцiонування системи.
Оцiнка таких показникiв, зазвичай, дається вiдповiдними експертами. Також,
слiд зазначити, що в переважнiй бiльшостi розробка пiдходiв щодо оцiнки ефе-
ктивностi здiйснюється для систем, якi не враховують характеристичних осо-
бливостей МР, тобто прослiдковується обмеженiсть саме таких пiдходiв. Тому,
доцiльно адаптувати нинi iснуючи пiдходи оцiнки ефективностi для проведення
оцiнки розроблених методiв та методики з урахуванням особливостей МР.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Iснуючi УПД показують, що
їх побудова ґрунтується на застосуваннi iнформацiйних, програмних та апа-
ратних засобiв, якi функцiонують в комп’ютерних, проводових, стацiонарних
мережах та мобiльних радiомережах. Тому, для оцiнювання ефективностi фун-
кцiонування УПД в МР необхiдно використовувати стандарти оцiнки характе-
ристик їх якостi. Головним завданням стандартiв якi регламентують питання
управлiння потоками даних є узгодженiсть позицiй та запитiв щодо порядку
функцiонування продуктiв iнформацiйних технологiй. У якостi загальних по-
казникiв стандартiв можливо назвати такi, як: унiверсальнiсть, гнучкiсть, га-
рантованiсть, реалiзацiя, актуальнiсть, простота критерiїв, однозначнiсть пара-
метрiв вибору функцiонування системи. До вiдомих стандартiв в данiй областi
вiдносяться: ISO/IEC 7498-4; ISO 10164-16.2; ISO/IEC 10737-1; ISO/IEC 10733;
ISO/IEC 20000:2005; ISO/IEC 38500; ISO / IEC 23988: 2007; TANAG 4024 та
4246, Диаграмма потоков данных; Спецификация IEEE 802 та iншi [3,4].

Виходячи iз вимог стандартiв, ефективнiсть функцiонування УПД залежить
вiд множини взаємопов’язаних мiж собою критерiїв: адекватностi, точностi та
швидкостi прийняття управлiнських рiшень, функцiональностi, захищеностi,
надiйностi, стiйкостi до вiдмов, здатностi до вiдновлення, продуктивностi, часо-
вої адаптованостi та iнших. Однак на сьогоднi не iснує унiверсального пiдходу
до визначення критерiїв оцiнки якостi функцiонування УПД, а в основi визна-
чення критерiїв знаходиться множина цiлей, якi повинна виконувати УПД [5,6].

Розглядаючи питання проведення оцiнки ефективностi УПД в МР, методика
оцiнки повинна враховувати особливостi МР та забезпечити проведення: окре-
мої оцiнки ефективностi роботи методiв УПД; отримання порiвняльних графi-
кiв оцiнки УПД. Виходячи з зазначеного та проведеного огляду методiв оцiнки
ефективностi, з урахуванням огляду проведення оцiнок ефективностi розробля-
ємих методiв [7,8].

Метою статi є проведення оцiнки ефективностi функцiонування розробле-
них методiв управлiння потоками даних в мобiльних радiомережах на основi
нейронних мереж, для оцiнювання рiвня функцiонування УПД в МР.

Об’єктом розгляду статтi є процес забезпечення якостi передачi iнфор-
мацiї в МР.

Предметом дослiдження є методи функцiонування УПД в МР.
2. Виклад основного матерiалу. Вхiдними даними оцiнки ефективно-

стi є параметри зазначенi в методах. Обмеження: повнота вибiрки обмежена
об’ємом бази даних з можливiсть самонавчання, точнiсть прийняття управлiн-
ського рiшення не може перевищувати 100%; швидкiсть прийняття управлiн-
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ського рiшення повинне наближуватись до рiвня режиму реального часу; час
iснування маршрутiв передачi даних та пропускна спроможнiсть iнформацiй-
ного напрямку не повинна бути гiршою нiж у подiбних методах [9,10].

Розглядаючи питання проведення оцiнки ефективностi УПД в МР, процес
оцiнки повинен враховувати особливостi МР та забезпечити проведення: окре-
мої оцiнки ефективностi роботи елементiв УПД; розрахункiв з урахуванням
впливiв типiв даних на елементи мережi; отримання порiвняльних графiкiв
оцiнки УПД.

В цiлому виходячи з зазначеного та проведеного огляду методiв оцiнки ефе-
ктивностi [7,8], з урахуванням огляду проведення оцiнок ефективностi розро-
бляємих методiв, структурна схема нейронних мереж методiв УПД та взає-
мозв’язок мiж ними зазначена на рис. 1.

Моделювання нейронних мереж методiв УПД вiдбувається iз застосуван-
ням програмних пакетiв та включає наступнi процедури: побудова передаючо-
прийомної частини МР з вiдповiдної УПД, зв’язностi мiж елементами МР, гене-
рацiю/розсилка/отримання повiдомлень, побудова/наповнення/навчання бази
знань, тощо; параметрами моделi є: спосiб розсилки повiдомлень (перiодичний
або пов’язаний з подiями); частота генерацiї повiдомлень; глибина розсилан-
ня повiдомлень (кiлькiсть елементiв УПД, вузлiв); генерацiя повiдомлення для
вiдправки; зайняття i звiльнення повiдомленням вхiдної (вихiдної) черги вузла;
вiдмова i вiдновлення каналу радiозв’язку; виникнення пiку вхiдного трафiка;
нормалiзацiя трафiка та iн.). Модель буде створено з використанням мови про-
грамування Python, вiдкритої програмної бiблiотеки для навчання та тренувати
нейронних мереж TensorFlow, та модуля-сигнатур KEGG MODULE. Формалi-
зування процесу оцiнки ефективностi методiв виконано завдяки графiчному
моделюванню в графiчних нотацiях. Функцiональна модель являє собою набiр
блокiв, кожен з яких представляється як “чорний ящик” з входами i виходами,
управлiнням та механiзмами, що деталiзуються до необхiдного рiвня [4].

В цiлому процес моделювання управлiння потоками даних буде зведений до
крокiв:
– Отримання вхiдних даних, трафiка на основi протоколiв, методiв управлi-
ння;

– Розподiл вхiдних даних – розподiл параметрiв трафiка вiдповiдно до фун-
кцiональних особливостей окремих елементiв моделi УПД;

– Моделювання функцiонування окремих елементiв моделi УПД в МР та їх
зв’язностi;

– Отримання вихiдних значень (вiдповiдного управлiнського рiшення) фун-
кцiонування моделi УПД.
Контроль управлiння потоками даних здiйснюється на основi спостереження

за станом мережi з метою з’ясування рiвня функцiонування мережi, контролю
функцiонування УПД та проведення тестування елементiв УПД. При розробцi
програмного модулю моделi очiкується, що для розробленого програмного мо-
дуля час, який витрачається для контролю одного вузла складатиме приблизно
30 мiлiсекунд. Процес контролю виконується одночасно на кожному вузлi, тому
час аналiзу та контролю не залежить вiд кiлькостi вузлiв. З цього виходить, що
кiлькiсть вузлiв, якi будуть контролюватися, не впливатимуть на продуктив-
нiсть роботи розробленого модуля, а навантаження буде зростати виключно на
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обчислювальну мережу [2,11].
Наступним етапом, є – отримання даних функцiонування моделi, дослiдже-

ння властивостей моделi та вирiшення завдань пов’язаних з функцiонуванням
УПД.

Вхiдними даними оцiнки ефективностi є параметри зазначенi в методах.

Рис. 1. Структурна схема нейронних мереж методiв УПД та взаємозв’язок
мiж ними

Обмеження: повнота вибiрки обмежена об’ємом бази даних з можливiсть
самонавчання, точнiсть прийняття управлiнського рiшення не може перевищу-
вати 100%; швидкiсть прийняття управлiнського рiшення повинне наближува-
тись до рiвня режиму реального часу; час iснування маршрутiв передачi даних
та пропускна спроможнiсть iнформацiйного напрямку не повинна бути гiршою
нiж у подiбних методiв.

Для рiшення задачi, де необхiдно одночасно враховувати множину крите-
рiїв, приходимо до оптимального рiшення, з наступною умовою. Нехай є мно-
жина допустимих рiшень у деякому завданнi – допустиме рiшення. Допустимо,
що кожне рiшення оцiнюється за критерiями. На сьогоднiшнiй день є ефектив-

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ОЦIНКА ЕФЕКТИВНОСТI ФУНКЦIОНУВАННЯ МЕТОДIВ УПРАВЛIННЯ . . . 209

на конструкцiя для рiшення подiбних багатокритерiальних задач. Для цього,
сформулюємо необхiдну умову Парето – оптимальностi Каруша-Куна-Такера:

Обмеження 𝑔𝑖(𝑙) у точцi 𝑙* називається активним, якщо 𝑔𝑖(𝑙*) = 0. Множину
усiх активних обмежень {𝑖 ∈ 1, . . . , 𝑘 | 𝑔𝑖(𝑙*) = 0 } позначимо 𝐴(𝑙*).

Нехай виконується умова: множина векторiв {∇ 𝑔(𝑙*) | 𝑖 ∈ 𝐴(𝑙*) } лiнiйно не-
залежна. Якщо точка 𝑙* є (локальною) Парето-оптимальною для задачi опти-
мiзацiї, яка матиме загальний вигляд:

min
𝑙∈𝑅𝑛

𝑓(𝑙), (1)

при обмеженнях 𝑔(𝑙) ≤ 0, де 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛)– вектор змiнних; 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑘)
– цiльова векторозначна функцiя; 𝑔 = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑚) – векторозначна функцiя
обмежень.

Точка 𝑙, яка задовольняє всi обмеження, є допустимою, а множина всiх допу-
стимих точок матиме значення: Ω = {𝑙 | 𝑔(𝑙) ≤ 0 }.

З урахуванням декiлькох 𝑓 компонентiв, при застосуваннi вказаних вище
значень отримаємо значення багатокритерiальної оптимiзацiї:

(𝑓1(𝑙), . . . , 𝑓𝑘(𝑙)) → min, 𝑙 ∈ Ω (2)

то iснують вектори 𝜆 ∈ 𝑅𝑘 та 𝜇 ∈ 𝑅𝑚 такi, що:

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖∇𝑓𝑖(𝑙*) +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗∇𝑔𝑖(𝑙*) = 0,

𝜇𝑗𝑔𝑗(𝑙
*) = 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝜆 ≥ 0, 𝜆 ̸= 0, 𝜇 ≥ 0.

(3)

Якщо точка 𝑙* є локальною Парето-оптимальною для значення багатокри-
терiальної оптимiзацiї (4.24), то система 4.26, не матиме рiшення.

(∇𝑓𝑖(𝑙*))𝑇 𝜈 < 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝜈 ∈ 𝑇Ω(𝑙) (4)

де 𝜈 – вектор коефiцiєнтiв з бази розв’язкiв.
А точка, в якiй виконанi умови Парето – оптимальностi (3) та (4) будуть

критичними. Рiшення 𝑙* ∈ 𝐿 буде Парето-оптимальним (ефективним), якщо не
iснує iншого рiшення 𝑙 ∈ 𝐿, для якого 𝐻𝑖(𝑙) ≥ 𝐻𝑖(𝑙

*), 𝑖 = 1, 𝑛, ∃𝑖0 : 𝐻𝑖0(𝑙) >
> 𝐻𝑖0(𝑙

*) [8,10].
Показники ефективностi методiв УПД в МР. В ходi проведення мо-

делювання, було отримано наступнi значення показникiв ефективностi:
В цiлому вказана на графiках оцiнка ефективностi функцiонування УПД

демонструє: пiдвищення точностi прийняття управлiнського рiшення (iденти-
фiкацiї параметрiв даних, прогнозування часу перевантаження маршрутiв пе-
редачi даних у МР, монiторингу стану функцiонування МР; зменшення часу
прийняття управлiнського рiшення (навчання бази даних даних, прогнозуван-
ня часу перевантаження маршрутiв передачi даних у МР, монiторингу стану
функцiонування МР); збiльшення часу iснування маршрутiв передачi даних;
збiльшення пропускної спроможнiсть iнформацiйного напрямку для запропо-
нованих методiв УПД в порiвняннi з iснуючими або подiбними методами, зав-
дяки використанню розподiлу множини рiзнорiдних параметрiв, застосуваннi
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алгоритмiв управлiння потоками даних з використанням нейронних мереж. В
свою чергу з графiкiв видно, що при збiльшеннi кiлькостi iтерацiй функцiону-
вання, значення оцiночних показникiв змiнюється у бiк покращення в наслiдок
застосування алгоритмiв навчання.

1. Оцiнка iдентифiкацiї параметрiв трафiка в МР, для запропонованого ме-
тода та подiбних методiв iдентифiкацiї [12] та [13] вiдповiдно:

Рис. 2. Залежнiсть достовiрностi
прийняття управлiнського рiшення

вiд кiлькостi iнформацiйних
повiдомлень

Рис. 3. Залежнiсть часу прийняття
управлiнського рiшення вiд
кiлькостi iнформацiйних

повiдомлень

2. Оцiнка навчання бази знань УПД в МР для запропонованого методу та
подiбного методу [14] оцiнки навчання бази знань:

Рис. 4. Залежнiсть часу навчання вiд кiлькостi iнформацiйних повiдомлень

3. Оцiнка прогнозування часу перевантаження маршрутiв передачi даних в
МР, для запропонованого метода та подiбних методiв прогнозування [15] та [16]
вiдповiдно:
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Рис. 5. Залежнiсть часу
прогнозування управлiнського

рiшення вiд кiлькостi
iнформацiйних повiдомлень

Рис. 6. Залежнiсть достовiрностi
прогнозування управлiнського

рiшення вiд кiлькостi
iнформацiйних повiдомлень

4. Оцiнка побудови та пiдтримки маршрутiв передачi даних в МР, для за-
пропонованого метода та подiбних методiв побудови та пiдтримки маршрутiв
передачi даних [17] та [18] вiдповiдно:

Рис. 7. Залежнiсть часу iснування
маршрутiв передачi даних вiд
кiлькостi пакетiв iнформацiйних

повiдомлень

Рис. 8. Залежнiсть пропускної
спроможностi iнформацiйного
напрямку вiд кiлькостi пакетiв
iнформацiйних повiдомлень

Значення оцiночних показникiв удосконалених методiв УПД мають виграш
у порiвняннi з iснуючими та подiбними методами, а саме:
– пiдвищити точнiсть iдентифiкацiї параметрiв даних на 18–23% при збере-
женнi значення рiвня часу прийняття управлiнського рiшення не вищого,
нiж у iснуючих методiв, за рахунок використання алгоритмiв самонавчання
НМ (рис. 2 та 3);

– зменшити час навчання бази даних даних на 15–20% за рахунок викори-
стання алгоритму кластеризацiї даних на основi нечiткого виводу ANFIS
(рис. 4);

– зменшити час прогнозування часу перевантаження маршрутiв передачi да-
них у МР зменшується на 20–25% за умов що точнiсть прогнозування часу
перевантаження маршрутiв передачi даних у МР не гiрший нiж у подiбних
методiв за рахунок застосування алгоритму навчання нейронної мережi та
проведеннi пiдрахунку потенцiалу нейронiв мережi (рис. 5 та 6);
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5. Оцiнка процесу монiторингу стану функцiонування УПД в МР, для за-
пропонованого метода та подiбних методiв оцiнки процесу монiторингу стану
функцiонування УПД в МР [19] та [20] вiдповiдно:

Рис. 9. Залежнiсть часу прийняття
управлiнського рiшення щодо

монiторингу стану функцiонування
мережi вiд кiлькостi

iнформацiйних повiдомлень

Рис. 10. Залежнiсть достовiрностi
прийняття управлiнського рiшення

щодо монiторингу стану
функцiонування мережi вiд
кiлькостi iнформацiйних

повiдомлень

– збiльшити час iснування маршрутiв передачi даних на 18–23% та збiльшити
пропускну спроможнiсть iнформацiйного напрямку на 14–19%, за рахунок
зменшення завантаження каналiв мережi та скорочення об’ємiв службово-
го трафiка при збереженнi значення рiвня часу прийняття управлiнського
рiшення не вищого, нiж у подiбних способiв (методiв), з використанням
алгоритмiв контролю даних мережi НМ (рис. 7 та 8);

– зменшити час прийняття рiшення щодо монiторингу стану функцiонува-
ння УПД в МР на 17–22%, збiльшити точнiсть прийняття рiшення щодо
монiторингу стану функцiонування УПД в МР на 16–23%, при збережен-
нi повноти навчальної виборки запропонованого методу не нижчого, нiж у
iснуючих методiв, за рахунок використання нейронних мереж, алгоритму
розподiльчої iдентифiкацiї та iдентифiкацiї нових типiв порушень (рис. 9 та
10).

Оцiнка адекватностi. Пiд адекватнiстю будемо розумiти ступiнь вiдпо-
вiдностi розробляємої моделi тому стану, для якого модель була розроблена.
Зазвичай з цiєю метою застосовують методи математичної статистики. Суть
зазначених методiв полягає у перевiрцi висунутої гiпотези щодо адекватностi
моделi на основi певних критерiїв, здiйснення якої можливе наступними спосо-
бами: за вiдповiднiстю середнiх значень випадкової величини (параметра), або
по вiдповiдностi дисперсiй випадкової величини (параметра) [21].

Процедура оцiнки заснована на порiвняннi вимiрювань на реальнiй системi
(чи її прототипi) i результатiв дослiджень на моделi. Так як на даний момент
iснуючий прототип МР вiдсутнiй, то оцiнка адекватностi моделi будемо прово-
дити шляхом її порiвняння з моделлю, яка передбачала бiльш детальний опис
функцiонування моделi на рiвнях моделi OSI. Зокрема, модель, яка служити-
ме у якостi прототипу, передбачає детальнiший опис функцiонування МР на
рiвнях моделi OSI. При цьому, дослiдження адекватностi запропонованої моде-
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лi було використано перший спосiб (вiдповiднiсть середнiх значень випадкової
величин (параметрiв) [1,22].

У ходi дослiдження здiйснюється перевiрка гiпотези про близькiсть сере-
днiх значень кожної 𝑛-ї компоненти вiдгукiв дослiджуваної моделi 𝑌𝑘 вiдомим
середнiм значенням 𝑛-ї компоненти вiдгукiв моделi-прототипу 𝑌 *

𝑘 . На кожнiй з
моделей проводять 𝑁* = 𝑁 експериментiв, а за отриманими вибiрками обчи-
слюються оцiнки математичного сподiвання та дисперсiї вiдгукiв обох моделей
з використанням наступних спiввiдношень: 𝑌𝑘𝑌 *

𝑘 .
Всього було здiйснено п’ять дослiджень (𝑘 = 5) на кожнiй з моделей. Ре-

зультати експериментiв моделей зазначенi в таблицi 1.
Перевiрка адекватностi здiйснювалася шляхом оцiнки середнiх значень вiд-

гукiв моделi-прототипу та дослiджуваної моделi при однакових параметрах си-
стеми, де

– iнтервал часу прийняття управлiнського рiшення та точнiсть (достовiр-
нiсть) прийняття рiшення.

З використанням виразiв:

𝑌𝑛 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑌𝑛𝑘; 𝐷𝑛 =
1

𝑁 − 1

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑌𝑛𝑘 − 𝑌𝑛)2, (5)

оцiнимо значення оцiнок математичного сподiвання та дисперсiї вiдгукiв IМ i
(табл. 1): де 𝑁* = 𝑁 = 5 – кiлькiсть експериментiв, яка була здiйснена для
кожної з моделей.

Основою перевiрки гiпотези є рiзниця 𝐸𝑛 = (𝑌𝑛 − 𝑌 *
𝑛 ), за формулою:

𝐷ð𝑛 =
(𝑁* − 1)𝐷𝑛 + (𝑁 − 1)𝐷*

𝑛

𝑁 +𝑁* − 2
, (6)

Таблиця 1.
Результати експериментiв моделей

№
з/п

Позначення
вiдгуку IM

Значення складових вибiрки при Середнє значення
вiдгуку𝑘 = 1 𝑘 = 2 𝑘 = 3 𝑘 = 4 𝑘 = 5

1. 𝑇 0,90 0,88 0,89 0,90 0,91 0,896
2. 𝑇 * 0,89 0,88 0,87 0,89 0,9 0,886
3. 𝑃𝑟 1,2 1,3 1,2 1,3 1,3 1,26
4. 𝑃 *

𝑟 1,3 1,4 1,3 1,3 1,4 1,34

робимо оцiнку 𝐷ð𝑛 дисперсiї рiзницi (𝑌 *
𝑛 −𝑌𝑛) для кожної 𝑛-ї компоненти вiдгу-

кiв моделей, а результати записуємо в табл. 2. Так як величини 𝐷ð𝑛 та (𝑌 *
𝑛 −𝑌𝑛)

є статистично незалежними, то можемо використати 𝑡-статистику:

𝑡𝑛 = (𝑌 *
𝑛 − 𝑌𝑛)

√︃
𝑁*𝑁

𝐷ð𝑛(𝑁 +𝑁*)
. (7)

Використовуючи вираз знайдемо значення 𝑡-статистики (вибравши кiлькiсть
ступенiв рiвним 𝛾 = 𝑁+𝑁*−2 = 5+5−2 = 8), якi задаються рiвнем залежностi
𝛼 = 0, 05 та за конкретним значенням кiлькостi ступенiв 𝛾, та за таблицями
знаходять критичне значення 𝑡-статистики 𝑡𝛿.
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Таблиця 2.
Результати експериментiв моделей

№
з/п

Позначення
вiдгуку IM

Оцiнка дисперсiї
вiдгуку 𝐷𝑛 ∨𝐷*

𝑛

Дисперсiя
рiзницi𝐷ð𝑛

Значення
статистики 𝑡𝑛

1. 𝑇 0,00018
0,00015 1,65

2. 𝑇 * 0,00015
3. 𝑃𝑟 0,003

0,005 1,76
4. 𝑃 *

𝑟 0,007

Якщо виконується нерiвнiсть 𝑡𝑛 ≤ 𝑡𝛿, то гiпотеза про близькiсть середнiх
значень n-ї компоненти вiдгукiв моделей приймається. Тiльки при наближе-
ностi вiдгукiв за всiма компонентами векторiв 𝑌 *

𝑘 та 𝑌𝑘 можна говорити про
адекватнiсть моделей.

Скористаємося таблицею розподiлу t-статистики, задавшись рiвнем зале-
жностi 𝛼 = 0, 05 та 𝛾 = 8, для визначення критичного значення 𝑡-статистики
(𝑡𝑛=1,85). Порiвнюючи кожне iз значень t-статистики в табл. 2 з 𝑡𝑛,

(𝑡𝑠 = 1, 65) < (1, 85 = 𝑡𝑛);

(𝑡𝛿 = 1, 76) < (1, 85 = 𝑡𝑛),

можна прийняти гiпотезу про наближенiсть середнiх значень за кожною ком-
понентою вiдгукiв моделей, якi вiдрiзняються ступенем деталiзацiї процесу пе-
редачi даних в МР, що свiдчить про їх адекватнiсть.

В цiлому з отриманих результатiв можна зробити висновок про близькiсть
середнiх значень за кожним компонентом вiдгукiв моделей, якi розглядалися.

Калiбрування. Калiбруванням називається змiна структури i складу мо-
делi таким чином, щоб вiдредагована модель була адекватна по кожному з ви-
значених параметрiв 𝑝, встановлених в моделi. Калiбрування проводиться в 3
етапи: калiбрування порiвнянням законiв розподiлу ймовiрностi; калiбруван-
ня балансуванням моделi; калiбрування оптимiзацiєю моделi. Кожен iз етапiв
мiстить власний функцiональний алгоритм дiй з використанням спецiальних
засоби оцiнки калiбрування моделi по кожному з параметрiв. Калiбрування
ведеться в наступнiй послiдовностi. Спочатку калiбрування моделi проводять
шляхом порiвняння розподiлу ймовiрностi результатiв, отриманих на об’єктi -
𝑌 *
𝑝𝑘 i на моделi -𝑌𝑝𝑘. Якщо розподiли збiгаються, а адекватностi не досягнуто,
переходять до балансування моделi. На цьому етапi визначення параметрiв мо-
делi змiнюють таким чином, щоб результати спiвпадали. Якщо балансування
не призводить до адекватностi моделi, переходять до оптимiзацiї. В ходi прове-
дення оцiнки адекватностi, було встановлено адекватнiсть розробленої моделi,
саме тому калiбрування моделi не потребується [10,23].

Економiчна оцiнка ефективностi функцiонування методiв УПД.
Оцiнка використання УПД в МР ґрунтується на спiввiдношеннi корисних ре-
зультатiв її функцiонування до використаних ресурсiв на її побудову [21,24].
Основним показником ефективностi УПД є коефiцiєнт ефективностi 𝐾еф, як
показник її наближення до граничних затрат на побудову УПД, де 𝑆ПУПД – за-
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трати на побудову УПД; 𝑀ПУПД – граничнi витрати на процес функцiонування
УПД:

𝐾еф =
𝑆ПУПД
𝑀ПУПД

, (8)

Таким чином найбiльш ефективним буде метод УПД в якому при найменших
витратах на його побудову необхiднi найбiльшi витрати направленi на поруше-
ння його функцiонування [25,26].

В свою чергу, основними показниками економiчної ефективностi УПД є кое-
фiцiєнт захищеностi та економiчна ефективнiсть. Економiчно ефективним буде
метод УПД, в якому виконуються наступнi умови:{︂

𝑆ПУПД ≤ ∆𝑅𝐼 + ∆𝑅𝑂𝐼 + ∆𝑅ПУПД
𝑆ПУПД ≤ 𝑆𝐼 + 𝑆𝑂𝐼

, (9)

де ∆𝑅𝐼 +∆𝑅𝑂𝐼 +∆𝑅ПУПД – загальне зниження ризикiв порушення для УПД; 𝑆𝐼

– вартiсть iнформацiї; 𝑆𝑂𝐼 – вартiсть об’єкту iнформацiї; 𝑆ПУПД – сумарна вар-
тiсть УПД; 𝑅𝐼 – сумарний ризик порушення iнформацiї; 𝑅𝑂𝐼 – сумарний ризик
порушення об’єкту iнформацiї; 𝑅ПУПД – сумарний ризик порушення УПД.

Вартiсть передаваємої iнформацiї, що передається на 𝑛 рiвнi моделi OSI
розраховується:

𝑆𝑛 = 𝑆0 · 𝑉𝑛, (10)

де 𝑆0 – вартiсть одиницi об’єму iнформацiї; 𝑉𝑛 – об’єм iнформацiї, що передає-
ться на 𝑛 рiвнi OSI.

З’ясуємо об’єм та вартiсть iнформацiї, що передається на 𝑛 рiвнi OSI:

𝑉𝑛 =
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑉𝑛, (11)

𝑆0 =
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑆𝑛, (12)

Однак для кожного 𝑖 порушення по вiдношенню до 𝑗 рiвня моделi OSI ви-
значається ймовiрнiсть реалiзацiї 𝑝𝑟𝑖𝑗 цього порушення [27,28].

В свою чергу вартiсть порушення для кожного рiвня моделi OSI дорiвнює:

𝑅𝑗 = 𝑝𝑟𝑖𝑗 · 𝑞𝑗. (13)

де 𝑞𝑗 вартiсть iнформацiї 𝑗 рiвня.
Вартiсть повного порушення дорiвнює сумi всiх порушень на рiвнях OSI:

𝑅П =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑅𝑗. (14)

Як наслiдок коефiцiєнт економiчної ефективностi матиме вигляд:

𝐾еф =
𝑆ПУПД −𝑅ПУПД

𝑀ПУПД

(15)
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В ходi оцiнювання встановлено що 𝐾еф > 1 (1,24), то це свiдчить що запро-
понована УПД є ефективною.

3. Висновки. Було проведено оцiнку ефективностi функцiонування мето-
дiв УПД на основi нейронних мереж, яка основана на моделюваннi МР з ура-
хуванням функцiонування УПД з використанням мови програмування Python,
вiдкритої програмної бiблiотеки TensorFlow, та модулiв-сигнатур
KEGG MODULE, зокрема проведено: оцiнку iдентифiкацiї параметрiв трафiка
в МР, оцiнку навчання бази знань УПД в МР для методу оцiнки навчання бази
знань, оцiнку прогнозування часу перевантаження маршрутiв передачi даних в
МР для методiв прогнозування, оцiнку побудови та пiдтримки маршрутiв пере-
дачi даних в МР для методiв побудови та пiдтримки маршрутiв передачi даних,
оцiнку процесу монiторингу стану функцiонування УПД в МР для методiв оцiн-
ки процесу монiторингу стану функцiонування УПД в МР. Вiдповiдно зазначе-
ного було зафiксовано пiдвищення точностi iдентифiкацiї параметрiв даних на
18–23%, зменшення часу навчання бази даних на 15–20%, зменшення часу про-
гнозування часу перевантаження маршрутiв передачi даних у МР на 20–25%,
збiльшення часу iснування маршрутiв передачi даних на 18–23%, збiльшення
пропускної спроможностi iнформацiйного напрямку на 14–19%, зменшення ча-
су прийняття рiшення щодо монiторингу стану функцiонування УПД в МР на
17–22%, збiльшення точностi прийняття рiшення щодо монiторингу стану фун-
кцiонування УПД в МР на 16–23% за рахунок застосування iнтелектуалiзацiї
процесiв прийняття рiшень на основi використання нейронних мереж. Проведе-
но оцiнку рiвня адекватностi запропонованої моделi та економiчна оцiнка, яка
показала прибутковий рiвень економiчної ефективностi.
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Salnyk S. V. Evaluation of the e�ciency of the functioning of the methods of data
�ow control in mobile radio water based on neural networks.

The paper evaluates the effectiveness of the functioning of data flow control meth-
ods in mobile radio networks based on neural networks, based on the modeling of mobile
radio networks, taking into account the functioning of the data flow control subsystem us-
ing the Python programming language, the TensorFlow open software library and KEGG
MODULE signature modules. In particular, the following were conducted: assessment
of identification of traffic parameters in mobile radio networks, assessment of training of
knowledge base of data flow management subsystem in mobile radio networks for method of
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assessment of knowledge base training, assessment of congestion forecasting time in mobile
radio networks for methods of construction and maintenance of data transmission routes,
assessment of the process of monitoring the state of operation of the data flow control
subsystem in mobile radio networks for methods of assessing the process of monitoring
the functioning of the data flow control subsystem in mobile radio networks. Accordingly,
there was an increase in the accuracy of identification of data parameters, reduction of
database training time, reduction of prediction time of congestion of data transmission
routes in mobile radio networks, increase of existence of data transmission routes, increase
of information bandwidth, decrease of decision-making time. data flow management in mo-
bile radio networks, increasing the accuracy of decision-making to monitor the functioning
of the subsystem of data flow management in mobile radio networks through the use of
intellectualization of decision-making processes based on the use of neural networks. An
assessment of the level of adequacy of the proposed model and economic assessment, which
showed a profitable level of economic efficiency.

Keywords: mobile radio network, data flow management, performance evaluation, intel-
lectualization of decision-making processes, neural network.
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