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MODEL OF MULTI-CRITERIA SELECTION OF SCIENTISTS AND
HIGHER EDUCATION INSTITUTIONS FOR THE SCIENTIFIC

ORGANIZATION

The research formulated the task of selecting potential partners for cooperation within
the framework of scientific and educational projects. The formulation of the problem in
which each project consists of a finite number of work packages is considered.

To find the generalized aggregated evaluations of applicants, a system of fuzzy logical
inference is used, which is built to harmonize the opinions of experts regarding the creation
of project groups. This method consists of three stages. At the first stage, fuzzification is
carried out through the implementation of the scientist’s affiliation function to the direction
of scientific research. The second stage of fuzzy logic inference consists of experts forming
requirements for candidates for a place in the project group. The final stage involves
defuzzification using the center of gravity method.

Keywords: scientific research, partners, choice problem, fuzzy logical inference.

1. Introduction. The formation of scienti�c communities takes place in the con-
ditions of competition among scientists from all over the world. Scienti�c societies
consist of universities, research institutes and private companies, which form appli-
cations for joint grant research. It is possible to distinguish three forms of relations
between subjects of scienti�c communities and between their individual structural
subdivisions [1]: competition, neutral relations, and partnership.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



8 A. O. BILOSHCHYTSKYI, Y. V. ANDRASHKO, . . . , S. N. TOXANOV

The task of �nding a partner is relevant in the context of globalization and
the intensive development of mobility of scienti�c communities. In this regard, it is
possible to highlight the task of calculating the rating of competitors, evaluating the
activities of other companies and institutions that can potentially become partners.
The principle of constructing metrics can be used to determine assessments of the
subjects of scienti�c communities and individual scientists. It is important to take
into account the �uidity and dynamism of the performance of scienti�c communities
and individual scientists, as well as the speci�cs of partner activities and the speci�cs
of established competitors.

2. Research review. In the context of globalization due to the intensive
development of mobility of scienti�c communities, it is important to rationalize the
choice of partners by: Establishing the possible contributions of partners to the
project, evaluating the performance of potential partners according to well-de�ned
criteria, and solving the multi-criteria selection problem.

A partial solution to the �rst problem for the scienti�c community is provided in
[2]. The paper proposes a method of clustering scientists' publications by scienti�c
�elds. Within the framework of this method, two ways of �nding the distance
between publications are proposed. The �rst method uses the length of the route in
the citation graph between publications. The second method takes into account the
calculation of the similarity between publication annotations based on the locally
sensitive hashing method.

The second task has also been partially solved for the evaluation of research ac-
tivity on the basis of the publication activity of scientists. The work [3] proposes a
method of �nding integral estimates of the scientists' research activity results. The
method can be used in carrying out a comprehensive assessment of scientists, higher
educational institutions and their structural units. The work [4] proposes a method
of a comprehensive evaluation of the results of the activities of higher education
institutions, based on the calculation of the generalized volume of the m-simplex,
the vertices of which are the evaluations of the activities of higher educational insti-
tutions in di�erent categories. In addition to evaluating the results of scienti�c and
research activities, it is important to understand the dynamics of changes in this
evaluation in the future.

The work [5] analyzed the latest scienti�c research, which consists in evaluating
the scienti�c research activity of subjects and objects of scienti�c environments. The
work also de�nes the main features of partners (universities, research institutes, state
authorities, private companies, professional associations and foundations), which
determine the methods of communication and cooperation between them. The key
factors in�uencing the creation of joint forms of scienti�c cooperation are described
in works [6]. It is determined that the main factors are the level of reputation of the
agents and the speci�cs of cooperation mechanisms, which may have certain limi-
tations. Mathematical methods of choosing partners for cooperation are described
in works [5, 6]. In particular, it is proposed to use the analytical hierarchy method
and a modi�cation of the genetic algorithm for this task. Theoretical aspects of the
formation of factors regarding the choice of partners for cooperation in innovative
projects are given in the work [7]. The process of selecting partners in joint inter-
national enterprises is described in [8, 1]. Some aspects of this process can be used
to select partners for scienti�c and educational projects.

Роздiл 1: Математика i статистика
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3. Formalization of the selection problem. The research formulated the
task of selecting potential partners for cooperation within the framework of scienti�c
and educational projects. Each project in this setting consists of a �nite number of
work packages, for each of which it is necessary to select executors. For each work
package of each project, a list of key criteria for partner selection must be formed.
To determine the optimal composition of executors of the work packages of each
project, the method of aggregation of expert assessments can be used. Based on
the results of the expert evaluation, the decision on whether to select performers for
the implementation of the relevant package is made by the project manager or the
person who makes the decision.

Let a �nite set of scienti�c and educational projects or grants be given as [8]:

𝐺 = {𝐺1, 𝐺2, . . . 𝐺𝑛} ,

𝑛 � the number of projects for which it is necessary to select executors. Let a �nite
set of potential executors for these projects be given.

𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑡} ,

𝑡 � is the number of potential performers as subjects of the educational and scienti�c
environment. Executors can be scientists, project managers, research institutions,
institutions of higher education, etc.

Any project consists of a number of work packages

𝐺𝑖 =
{︀
𝑔𝑖1, 𝑔

𝑖
2, . . . 𝑔

𝑖
𝑟𝑖

}︀
,

𝑟𝑖 � the number of work packages of the project 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 , which are executed
in a certain sequence and linked by results. For the execution of each of these work
packages, it is necessary to select executors who have the experience and competence
to complete the package in a timely and e�cient manner. That is, it is necessary to
�nd the following sets of potential performers:

𝑊
(︀
𝑔𝑖𝑗
)︀
=
{︀
𝑣𝑑 ∈ 𝑉

⃒⃒(︀
𝑣𝑑, 𝑔

𝑖
𝑗

)︀
∈ 𝑄𝑖

}︀
, 𝑄𝑖 ⊂ 𝑉 ×𝐺𝑖, 𝑗 = 1, 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑑 = 1, 𝑡.

For each work package of each project, a list of key partner selection criteria
must be created. That is, the vectors of evaluation criteria will have the form:

𝑓 𝑖𝑗 (𝑣) =
(︁
𝑓 𝑖𝑗1 (𝑣) , 𝑓 𝑖𝑗2 (𝑣) , . . . , 𝑓 𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗

(𝑣)
)︁
, 𝑣 ∈ 𝑉,

𝑁𝑖𝑗 � the number of evaluation criteria of potential partners of work packages 𝑔𝑖𝑗
projects 𝐺𝑖, 𝑗 = 1, 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Some criteria are maximized, so we denote the set of indices of such criteria by
𝐽 𝑖𝑗1 = {1, 2, . . . , ℎ𝑖𝑗}. Other criteria with indexes 𝐽 𝑖𝑗2 = {ℎ𝑖𝑗 + 1, ℎ𝑖𝑗 + 2, . . . , 𝑁𝑖𝑗} �
are minimized 𝐽 𝑖𝑗 = {1, 2, . . . , 𝑁𝑖𝑗}, 𝐽 𝑖𝑗1 ∪ 𝐽 𝑖𝑗2 = 𝐽 𝑖𝑗. Then∑︁

𝑘∈𝐽𝑖𝑗
1

𝜆𝑘𝑓
𝑖𝑗
𝑘 (𝑣) → max,

∑︁
𝑘∈𝐽𝑖𝑗

1

𝜆𝑘 = 1,

∑︁
𝑘∈𝐽𝑖𝑗

2

𝛿𝑘𝑓
𝑖𝑗
𝑘 (𝑣) → min,

∑︁
𝑘∈𝐽𝑖𝑗

2

𝛿𝑘 = 1,
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for each package and project, the limit of the set of potential executors is built
𝑣 ∈ 𝑉 𝑖𝑗,

𝑉 𝑖𝑗 =
{︀
𝑣 ∈ 𝑉

⃒⃒
𝑦𝑖𝑗𝑢 (𝑣) ≥ 𝜌𝑖𝑗𝑢 , 𝑢 = 1, 𝑧𝑖𝑗, 𝑗 = 1, 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛

}︀
,

where 𝑧𝑖𝑗 � is the number of threshold values for the constraint vector function
𝑦𝑖𝑗𝑢 (𝑣).

The coe�cients 𝜆𝑘 and 𝛿𝑘 determine the importance of each of the criteria in the
calculation of the comprehensive assessment.

The decision on whether to select executors for the implementation of the relevant
package is made by the project management team or the person who makes the
decision. To determine the optimal composition of executors of the work packages
of each of the projects, the method of aggregation of expert assessments can be used.

Let the given set of experts

𝐸 = {𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑠} ,

𝑠 � is the number of experts. Each of the experts compiles the preferences of potential
performers considering the vector of criteria. An incomplete preference pro�le is
allowed. Let 𝜉𝑖𝑗𝑐,𝑏 � is the average frequency of occurrence of each of the advantages
among potential performers 𝑣𝑐 and 𝑣𝑏, 𝑐 ̸= 𝑏, 𝑣𝑐 ∈ 𝑉 , 𝑣𝑏 ∈ 𝑉 . Then we get preference
matrices of the form:

Ψ𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜉𝑖𝑗1,1 𝜉𝑖𝑗1,2 · · · 𝜉𝑖𝑗1,𝑡
𝜉𝑖𝑗2,1 𝜉𝑖𝑗2,2 · · · 𝜉𝑖𝑗2,𝑡
...

...
. . .

...

𝜉𝑖𝑗𝑡,1 𝜉𝑖𝑗𝑡,2 · · · 𝜉𝑖𝑗𝑡,𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑗 = 1, 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

It is possible to obtain an ordered list 𝑣𝑖𝑗𝑘 1
≻ 𝑣𝑖𝑗𝑘 2

≻ . . . ≻ 𝑣𝑖𝑗𝑘 𝑡
, 𝑘1 < 𝑘2 < . . . < 𝑘𝑡,

𝑘𝑞 ∈ {1, 2, . . . , 𝑡}, 𝑣𝑖𝑗𝑘𝑞 ∈ 𝑉 𝑖𝑗, 𝑞 = 1, 𝑡 of potential performers for each package 𝑔𝑖𝑗 of
project 𝐺𝑖 using methods of collective formation, based on the matrix of pairwise
comparisons.

Taking into account the speci�ed list, the project manager selects speci�c per-
formers and forms a working group.

The general statement of the problem may change depending on which partners
are considered. Potential partners can be universities, research institutions, private
companies, state organizations, individual scientists. Depending on the objectives
of such partners in the project, it is possible to choose appropriate criteria for their
evaluation. In particular, for scientists, the evaluation criterion can be publication
activity on a topic that meets the tasks of the corresponding work package. In this
case, the set of all publications of a potential partner will be denoted by

𝑄 (𝑣𝑑) = {𝑞𝑒 ∈ 𝑄 | (𝑣𝑑, 𝑞𝑒) ∈ 𝑇} , 𝑇 ⊂ 𝑉 ×𝑄, 𝑒 = 1,𝑀, 𝑑 = 1, 𝑡,

where 𝑃 � is the set of all publications of scientists that are available in the database,
𝑀 = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑃 ).

The set of publications in which the scientist's publications are cited will be
denoted by

𝐶 (𝑣𝑑) =
{︀
𝑞𝑒 ∈ 𝑄 | (𝑞𝑒, 𝑝𝑞) ∈ 𝐶, 𝑞𝐸 ∈ 𝑄 (𝑣𝑑) , 𝐸 = 1,𝑀, 𝑒 ̸= 𝐸

}︀
, 𝑒 = 1,𝑀,

Роздiл 1: Математика i статистика
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where 𝐶 ⊂ 𝑄×𝑄 de�ne citations of the publication.
Then the task of evaluating the productivity of scienti�c research activity of

scientists for their selection to the project is to �nd for each scientist 𝑣𝑑, based on
the given information regarding the citation of his publications, some evaluation 𝑏𝑑,
which can be represented in the form of a functional

𝑄𝑖𝑗 : 𝑉 → 𝑅,

which is determined depending on the needs of the project and the corresponding
project package. The estimate will then look like this:

𝑏𝑑 = 𝑄𝑖𝑗 (𝑄 (𝑣𝑑) , 𝐶 (𝑣𝑑)) , 𝑑 = 1, 𝑡, 𝑗 = 1, 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Then the preferences between scientists 𝑣𝑑 are determined by the value of es-
timate 𝑞𝑑. The greater the value of 𝑏𝑑, the greater advantage the corresponding
scientist has for the selection of packages 𝑔𝑖𝑗 of projects 𝐺𝑖 into working groups.

If the potential partner is a university or research institute and the scienti�c
component of the activities of the corresponding institution is important for the
purposes of the work package, this scheme can also be used. In this case, the
evaluation of scienti�c research activity is calculated for each scientist from a certain
structural subdivision, or the university as a whole 𝑏𝑑. And the overall evaluation
of the university 𝑂 will be determined as the average value of the estimates:

𝑂 =
1

𝑡

𝑡∑︁
𝑑=1

𝑏𝑑.

One of the international or national indexes can also be used to evaluate univer-
sities as potential partners:
� rating of the British consulting company Quacquarelli Symonds (QS);
� the academic ranking of universities in the world, compiled by the Institute of
Higher Education of Shanghai Jiao Tong University (Shanghai Ranking);

� Top-200 rating.
Other foundations, associations, and state institutions (for example, ministries,

departments, etc.) can also be executors of the project. In this case, the criteria for
selecting an executor may include experience in implementing similar projects, the
degree of innovation in decision-making, �nancial ability, assessment of reputation,
etc. The evaluation of such criteria can be conducted on the basis of an expert
survey, taking into account fuzzy staging.

According to the results of the formation of working groups of project packages,
a consortium or project cluster is legally established. It is necessary to take into
account the possible participation of stakeholders in the process of project imple-
mentation. However, investigating the possibility of including them in the project
cluster is a separate task. Since the inclusion of new interested organizations or per-
sons at the stage when the project is already being implemented requires a careful
study of the functional responsibilities of the parties, considering the interests of all
participants of the project cluster or consortium.

4. Determination of requirements for the method of selecting part-
ners. To solve the problem of choosing partners for cooperation in the framework
of scienti�c and educational projects, it is necessary to develop such a multi-criteria
decision-making method that meets the following conditions:
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1. Evaluation criteria and alternatives should adequately re�ect the complex pro-
cesses of selecting project executors, should take into account project features,
types of executors, etc.

2. Simplicity and clarity in the interpretation of the results of the evaluation of
alternatives, that is, the creation of appropriate scales and descriptions of the
evaluation results, which would facilitate the work of the person who makes the
decision.

3. The ability of the person who makes the decision to choose other alternatives
in case the proposed ones do not suit him. This is ensured by introducing clear
advantages between alternatives.

4. The possibility of adapting methods or the possibility of using other decision-
making methods, as well as exporting the results from one method to another,
which would allow to con�rm or refute the evaluation results.

5. Development of a method for selecting partners. Let a certain project
be at the planning stage, that is, the stage of de�ning the project environment, and
the formulation of the project has already been completed. So, the internal and
external factors are determined, the goals and objectives of the project are formed.
Then the project can be seen as a set of individual processes, which consist of
solving individual tasks of the project. Each of the processes requires resources for
its implementation. One of the main resources are task executors.

Let us consider the task of selecting project executors based on a fuzzy expert
survey. For simpli�cation, we will assume that each process from the beginning to
the end is conducted by one executor. Let us decompose the task of selecting project
executors on the subtask of selecting exactly one executor for each of the processes.
Let us form a set of persons who can be executors

𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛},

where 𝑛 � is the number of persons who can be executors of the process (hereafter
referred to as candidates). Each of the candidates can be evaluated based on the
list of criteria 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑘, 𝑘 � the number of candidate evaluation criteria. The
purpose of the research is to build a method of evaluation and selection of a rational
executor among candidates 𝑎* ∈ {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛} taking into account a set of criteria.
Moreover, the result of applying the method can be either one rational executor 𝑎*

or an ordered set of executors {𝑎*1, 𝑎*2, . . . , 𝑎*𝑛}.
The solution, as an ordered set, has a number of advantages. In particular, if

a rational candidate refused to participate in the project due to certain external
unforeseen factors, the next candidate may be involved in the project.

To evaluate candidates, use a multi-criteria group expert survey. To �nd the
generalized aggregated evaluations of the applicants, the system of fuzzy logical
inference (FLI) will be applied. The procedure of fuzzy logic inference consists in
de�ning the mapping of a vector of estimates of input data into a scalar initial value
using fuzzy rules.

Fuzzy logical inference consists of three stages.
The �rst stage is fuzzi�cation. This stage is based on some linguistic variables

with corresponding linguistic scales. The main procedure of the stage is to determine
the degree of belonging of the input value to each of the linguistic variables.
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Consider the mapping obtained as a result of solving the identi�cation of research
directions of scientists as a discrete fuzzy mapping, with a membership function
determined by the ratio of the number of publications of the author in a given
scienti�c direction to the total number of publications. That is,

Λ(𝑎𝑖) = (𝜂𝑏|𝜇𝑖𝑏), 𝑏 = 1, 𝜓, 𝑖 = 1, 𝑛,

a belonging is determined by the formula

𝜇𝑖𝑏 =
‖𝑄(𝑎𝑖) ∩ 𝑌𝑏‖

‖𝑄(𝑎𝑖)‖
,

where 𝑄(𝑎𝑖) is the set of all publications of the scientist 𝑎𝑖, and 𝑌𝑏 � is the cluster
of publications corresponding to the direction of scienti�c research 𝜂𝑏.

The second stage is a mechanism of logical inference. This stage is based on the
fuzzy rules that specify the mapping of input fuzzy sets into the output fuzzy set.
These rules are formed on the basis of appropriate expert evaluations. There are
di�erent procedures for obtaining fuzzy inference, including procedures of Mamdani,
Sugeno, Larsen.

Fuzzy rules are formed in the format "If the candidate has the competence 𝜂𝑏
with the degree of belonging 𝜇𝑏, then he meets the requirements of the project with
the degree of belonging 𝛼". For example, the following rule can be formulated: "If
the candidate knows project management methods, then he is an excellent candidate
for the position." In the given example of mastery of project management methods
- competence 𝜂𝑏, "excellent" is a verbal qualitative assessment. A certain scale
should be used to translate qualitative assessments into quantitative values of the
membership function. An example of such a scale is given in Table 1. The fuzzy

Table 1.
Scale for verbal evaluation of the statement

№ Verbal qualitative assessment
The value of the

membership function
1 Perfectly 0,9
2 Fine 0,75
3 Satisfactorily 0,6
4 Unsatisfactorily 0,35

inference procedure consists in the aggregation of all rules. The process of fuzzy
logical inference in the FLI system consists in �nding the degree of ful�llment of
each rule based on the degree of truth of its premise using the composition 𝛼 =
min{𝜇𝑏}. FLI according to Mamdani uses the minimum operator, in the system of
FLI according to Larsen based on the product operator.

The �nal stage � defuzzi�cation consists in transforming a fuzzy value into a
clear one. The most common method of defuzzi�cation is the method of �nding the
center of gravity of a fuzzy set.

Defuzzi�cation occurs using the formula for �nding the center of mass
𝑥max∫︀
𝑥min

𝑥𝜇(𝑥)𝑑𝑥

𝑥max∫︀
𝑥min

𝜇(𝑥)𝑑𝑥

,
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where 𝑥 is a fuzzy value and 𝜇(𝑥) � is its membership function. Since we are dealing
with a discrete quantity, the Stiltjes integral should be understood as a sum, i.e. the
defuzzi�cation occurs according to the formula:

𝜓∑︀
𝑏=1

𝛼𝑖𝜇𝑖𝑏

𝜓∑︀
𝑏=1

𝜇𝑖𝑏

.

The choice of the executor of the scienti�c project consists in �nding such a
scientist who corresponds to the maximum value of defuzzi�cation. An ordered set
of executors is constructed from scientists by decreasing defuzzi�cation value.

This approach makes it possible to simplify the selection of potential scienti�c
partners for the creation of a joint project and provides tools for the project manager,
which, on a scienti�c basis, establishes the advantages of partners for the project,
as well as for its components.

6. Conclusions and perspectives for further research. The task of
selecting potential partners for cooperation within the framework of scienti�c and
educational projects is formulated. Each project in this production consists of a
�nite number of work packages, for each of which it is necessary to select executors.
In practice, project packages have di�erent directions (information dissemination,
management, maintaining the stability of project results, scienti�c research), etc.
Forming the criteria for selecting partners for each of the packages is an important
task. To �nd generalized aggregated evaluations of the applicants it was proposed
to apply a system of fuzzy logical inference.

This paper was written in the framework of the state order to im-
plement the science program for budget program 217 “Development of
Science”, IRN No. AP08857218 with the topic: “Information technology
for assessment of scientific activity of universities, research institutes, and
their subdivisions”
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зво для органiзацiї наукової спiвпрацi.

В дослiдженнi сформульовано задачу вибору потенцiйних партнерiв для спiвпрацi
в рамках наукових та освiтнiх проєктiв. Розглянуто постановку задачi в якiй кожен
проєкт складається зi скiнченого числа робочих пакетiв.

Для знаходження узагальнених агрегованих оцiнок претендентiв застосовано си-
стему нечiткого логiчного виводу, який будується для узгодження думок експертiв
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напрямку наукових дослiджень. Другий етап нечiткого логiчного виводу полягає фор-
муваннi експертами вимог до кандидатiв на мiсце в проектнiй групi. На заключному
етапi вiдбувається дефазифiкацiя за допомогою методу центра ваги.

Ключовi слова: науковi дослiдження, партнерство, задача вибору, нечiткий логiчний
вивiд.
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ON A CRITERION OF THE FINITENESS OF THE
REPRESENTATION TYPE FOR FAMILIES OF THE CATEGORIES

OF INJECTIVE REPRESENTATIONS

The representations of posets (partially ordered sets), introduced by L. A. Nazarova and
A. V. Roiter in 1972, play an important role in the modern representation theory and its
applications. M. M. Kleiner obtained a description of posets of finite representation type in
terms of critical posets (the minimal ones of infinite representation type) and Yu. A. Drozd
proved that a poset 𝑆 (not containing an element designated as 0) is of finite representation
type if and only if its Tits quadratic form

𝑞𝑆(𝑧) =: 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

is weakly positive, i.e. positive on the set of non-negative vectors (in 1972 and 1974,
respectively). In this paper we consider a situation (which deals with infinite posets), when
the main role is played not by weakly positivity but by positivity of the Tits quadratic
form. The situation relates to the study of the categories of representations of a special
form, and in this case we use established by the first author a connection between the Tits
quadratic forms for partially ordered sets and commutative quivers.

Keywords: injective representation, critical poset, Tits quadratic form for posets, Tits
quadratic form for commutative quivers, finite representation type, positivity and weak
positivity.

1. Introduction. The representations of partially ordered sets (abbreviated as
posets), introduced by L. A. Nazarova and A. V. Roiter (in matrix form) in 1972 [1],
play an important role in the modern representation theory. In his �rst paper on this
topic M. M. Kleiner [2] proved that a posets 𝑆 is of �nite representation type (i.e.
has, up to equivalence, a �nite number of indecomposable representations) if and
only if it does not contain subposets of the form K1 = (1, 1, 1, 1),K2 = (2, 2, 2),K3 =
(1, 3, 3),K4 = (1, 2, 5) and K5 = (N, 4). Speci�ed posets are called the critical posets
relative to the �niteness of the type (i.e. they exhaust all the minimal posets with
an in�nite number of indecomposable representations, up to equivalence). On the
other hand, in 1974 Yu. A. Drozd [3] proved that a poset has �nite representation
type if and only if the Tits quadratic form

𝑞𝑆(𝑧) =: 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

Роздiл 1: Математика i статистика



ON A CRITERION OF THE FINITENESS OF THE REPRESENTATION TYPE . . . 17

is weakly positive (i.e., positive on the set of non-negative vectors). From these two
statements it follows that the critical posets are also critical relatively to the weak
positivity of the above quadratic form.

We single out the main further works of Kyiv mathematicians on this topic [4] �
[14], which is related to the above indicated papers (limited to the period of 30 years
and without claiming the completeness of this list).

In 2005 the authors [15] proved that a poset is critical relatively to the positivity
of the Tits quadratic form if and only if it is minimax isomorphic (in the sence of [16])
to a Kleiner's poset; in [15] all such posets and also posets with their quadratic forms
to be positive were fully described.

In this paper, which is naturally considered as a continuation of the papers [17]
and [18], we study a situation (dealing with in�nite posets), when the main role is
played not by weakly positivity but by positivity of the Tits quadratic form. The
situation relates to the study of the categories of representations of a special form,
and in this case we use established by the �rst author a connection between the Tits
quadratic forms for posets and commutative quivers.

2. Representations of posets. Throughout the paper, 𝑘 denotes a �eld
and all 𝑘-vector spaces are �nite-dimensional. The category of 𝑘-vector spaces is
denoted by mod 𝑘. Linear mappings and morphisms of categories multiply from left
to right. For formal reasons, we always assume that a poset does not contain an
element designated as 0 or +∞.

Recall the well-known de�nitions about representations of posets in terms of
vector spaces graded by posets (see [13]).

Let 𝐴 be a �nite poset. An 𝐴-graded vector space over 𝑘 is by de�nition the
direct sum 𝑈 =

⨁︀
𝑎∈𝐴 𝑈𝑎 of 𝑘-vector spaces 𝑈𝑎. A linear map 𝜙 : 𝑈 → 𝑈 ′ between

𝐴-graded vector spaces 𝑈 and 𝑈 ′ is called an 𝐴-map if 𝜙𝑏𝑐 = 0 for each 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴
not satisfying 𝑏 ≤ 𝑐, where 𝜙𝑥𝑦 denotes the linear map of 𝑈𝑥 into 𝑈

′
𝑦 induced by the

map 𝜙.
A representation of a poset 𝐴 over 𝑘 is a triple 𝑊 = (𝑉, 𝑈, 𝛾) formed by a 𝑘-

vector space 𝑉 , an 𝐴-graded space 𝑈 and a linear map 𝛾 : 𝑉 → 𝑈 ; a morphism of
representations 𝑊 → 𝑊 ′ is a pair (𝜇, 𝜈), formed by a linear map 𝜇 : 𝑉 → 𝑉 ′ and
an 𝐴-map 𝜈 : 𝑈 → 𝑈 ′, such that 𝛾𝜈 = 𝜇𝛾′. The category of representations of 𝐴
will be denoted by 𝑅𝑒𝑝𝑘𝐴.

Injective and projective representations of posets are de�ned in a standard way.
In this paper, we are interested in injective representations.

For representations 𝑋 and 𝑌 of a poset 𝐴, we write 0 ⇒ 𝑋
𝛼→ 𝑌 if all maps

𝜙𝑥𝑥, 𝑥 ∈ 𝐴, are injective. A representation 𝑋 of a poset 𝐴 is said to be injective if
any diagram

0 ⇒ 𝑅′ → 𝑅

↓
𝑋

can be embedded in a commutative diagram

0 ⇒ 𝑅′ → 𝑅

↓ ↘
𝑋

.
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The full subcategory of 𝑅𝑒𝑝𝑘𝐴 consisting of all injective objects will be denoted
by 𝐼𝑛𝑗𝑘𝐴. The poset 𝐴 is said to be of 𝑖𝑛𝑗-finite representation type over 𝑘 if the
category 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡(𝐼𝑛𝑗𝑘𝐴,mod 𝑘) of functors from the category 𝐼𝑛𝑗𝑘𝐴 to the category
mod 𝑘, which is called (according to the general de�nition for categories) the category
of representations of 𝐼𝑛𝑗𝑘𝐴, is of �nite type, i.e. has, up to isomorphism, a �nite
number of indecomposable objects.

3. Main result. Let 𝑆 be an in�nite poset and Z denotes the integer numbers.
Denote by Z𝑆∪00 the subset of the cartesian product Z𝑆∪0 = {𝑧 = (𝑧𝑖) | 𝑖 ∈ 𝑆 ∪ 0}
consisting of all vectors 𝑧 = (𝑧𝑖) with �nite number of nonzero coordinates. We call
the quadratic Tits form of 𝑆 (by analogy with the case of a �nite poset) the form
𝑞𝑆 : Z𝑆∪00 → Z de�ned by the equality

𝑞𝑆(𝑧) = 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖.

This form is called positive if it take positive values for all nonzero 𝑧 ∈ Z𝑆∪00 .
We formulate now the main result of this paper.

Theorem 1. Let 𝑆 be an unlimited poset, i.e. it has no both the minimal and
maximal elements, and 𝑘 be a field. Then the following conditions are equivalent:

(I) every finite subposet of 𝑆 is of 𝑖𝑛𝑗-finite representation type over 𝑘;
(II) the Tits quadratic form of 𝑆 is positive.

4. Representations of commutative quivers and their connections with
injective representations of posets. Let 𝑄 = (𝑄0, 𝑄1) be a �nite quiver with
the set. of vertices 𝑄0 and the set of arrows 𝑄1.

A representation 𝑈 of the quiver 𝑄 = (𝑄0, 𝑄1) over a �eld 𝑘 consists of vector
spaces 𝑈𝑖 ∈ mod 𝑘, 𝑖 ∈ 𝑄0, and linear mappings 𝛾𝛼 : 𝑈𝑥 → 𝑈𝑦, where 𝛼 : 𝑥 → 𝑦
runs through 𝑄1. Morphism 𝜙 from 𝑈 to 𝑈 ′ consists of linear mappings 𝜙𝑥 : 𝑈𝑥 →
→ 𝑈 ′

𝑥, 𝑥 ∈ 𝑄0, such that for each arrow 𝛼 : 𝑥→ 𝑦 the diagram

𝑈𝑥
𝛾𝛼−−−→ 𝑈𝑦

𝜙𝑥

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜙𝑦

𝑈 ′
𝑥

𝛾′𝛼−−−→ 𝑈 ′
𝑦

is commutative. The category representations over 𝑘 of the quiver 𝑄 is denoted by
𝑅𝑒𝑝𝑘𝑄. The quiver 𝑄 is said to be of �nite representation type over 𝑘 if the category
𝑅𝑒𝑝𝑘𝑄 is of �nite type.

A quiver 𝑄 = (𝑄0, 𝑄1) is called commutative if it has no multiple arrows and
oriented cycles, and any two path with the same starting and terminating vertices
are equal (it is assumed that there are no other relations on the paths).

The Tits quadratic form 𝑏𝑟𝑄(𝑧) of a commutative quiver 𝑄 = (𝑄0, 𝑄1), the study
of which was initiated by S. Brenner [19], di�ers from the Tits quadratic form 𝑞𝑄(𝑧)
of 𝑄 = (𝑄0, 𝑄1) as an usual quiver [20] by the presence of an additional term, which
depends on the number of independent relations (in both cases 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛),
where 𝑛 = |𝑄0|). Consider this situation more precisely; we shall look at it based
on [19]�[22].

Denote by 𝑘𝑄 the 𝑘-algebra of paths, whose basis is all paths on the quiver 𝑄,
by 𝐽 the ideal in it generated by all arrows of 𝑄, and by 𝐼 the ideal generated
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by all elements 𝑓 − 𝑔 ∈ 𝑘𝑄, where 𝑓 and 𝑔 are paths with the same starting and
terminating vertices. Then by de�nition the quadratic Tits form 𝑏𝑟𝑄 : Z𝑄0 → Z of
the commutative quiver 𝑄 is de�ned by the equality

𝑏𝑟𝑄(𝑧) =: 𝑞𝑄(𝑧) +
∑︁
𝑖,𝑗∈𝑆

𝑟𝑖𝑗𝑧𝑖𝑧𝑗 =
∑︁
𝑖∈𝑄0

𝑧2𝑖 −
∑︁

(𝑖→𝑗)∈𝑄1

𝑧𝑖𝑧𝑗,+
∑︁
(𝑖,𝑗∈𝑆

𝑟𝑖𝑗𝑧𝑖𝑧𝑗

with 𝑟𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝑚𝑘𝑒𝑖(𝐼/𝐼𝐽 + 𝐽𝐼)𝑒𝑗, where 𝑒𝑠 denotes the primitive idempotent of 𝑘𝑄
corresponding to the trivial path 𝑠→ 𝑠.

Theorem 2. Let 𝑄 be a (finite) commutative quiver and 𝑘 be an arbitrary field.
Then the following condition are equivalent:

(a) 𝑄 is of finite representation type;
(b) the Tits quadratic form 𝑏𝑟𝑄(𝑧) is weakly positive.

Note that a similar theorem holds for an usual quiver and the Tits quadratic form
𝑞𝑄(𝑧) (Gabriel's theorem [20]) but in this case the weak positivity is equivalent to
the positivity. As indicated in [17], Theorem 2 follows from the resulfs of [23]. This
is also mentioned in [21], but the corresponding calculations are not given in [23].

Let now 𝑆 be a �nite poset. We associate to 𝑆 the quiver
−→
𝑆 = (

−→
𝑆0,

−→
𝑆1) with

the set of vertices
−→
𝑆0 consisting of the elements of 𝑆 and the set of arrows

−→
𝑆1 = {𝑖→ 𝑗 | 𝑖 < 𝑗, 𝑖 and 𝑗 are adjacent}

(elements 𝑖 and 𝑗 > 𝑖 is called adjacent if there is not an element 𝑠 with 𝑗 > 𝑠 > 𝑖).

We always shall consider the quiver
−→
𝑆 = (

−→
𝑆0,

−→
𝑆1) as a commutative one.

Theorem 3 ([17]). Let 𝑆 be a finite poset and 𝑘 be a field. Denote by 𝑆+ the
poset 𝑆 ∪ +∞ with 𝑥 < +∞ for any 𝑥 ∈ 𝑆. Then the following conditions are
equivalent:

(1) the poset 𝑆 is of 𝑖𝑛𝑗-finite representation type;

(2) the commutative quiver
−→
𝑆+ is of finite representation type.

5. Proof of Theorem 1. Theorem 1 follows from the above theorems and
the following one:

Theorem 4 ([24]). Let 𝑆 be an unlimited poset. Then the following conditions
are equivalent:

(A) the Tits quadratic form 𝑞𝑆(𝑧) is positive for any finite subposet 𝑃 ⊂ 𝑆;
(B) the Tits quadratic form 𝑏𝑟−→

𝑆
(𝑧) is positive for any finite subposet 𝑃 ⊂ 𝑆;

(C) the Tits quadratic form 𝑏𝑟−→
𝑆
(𝑧) is weakly positive for any finite subposet

𝑃 ⊂ 𝑆.

Namely, the implication (𝐼) ⇒ (𝐼𝐼) follows from the implications (1) ⇒ (2)
(Theorem 3), (𝑎) ⇒ (𝑏) (Theorem 2) and (𝐵) ⇒ (𝐴) (Theorem 4); the implication
(𝐼𝐼) ⇒ (𝐼) follows from the implications (𝐴) ⇒ (𝐶) (Theorem 4), (𝑏) ⇒ (𝑎)
(Theorem 2) and (2) ⇒ (1) (Theorem 3).

6. Conclusions. In this paper we study representations of posets and consider
a dealing with in�nite posets situation, when the main role is played not by weakly
positivity (as in the cases of �nite posets) but by positivity of the Tits quadratic

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



20 V. M. BONDARENKO, M. V. STYOPOCHKINA

form. The situation relates to the investigation of subcategories of injective objects
in the categories of representations of posets.

We prove that every �nite subposet of an unlimited poset is of 𝑖𝑛𝑗-�nite rep-
resentation type over a �eld 𝑘 (i.e. the category of injective representations has,
up to isomorphism, a �nite number of indecomposable objects) if and only if the
Tits quadratic form of 𝑆 is positive. In this proof, an impotent role is played by
commutative quivers and their Tits quadratic form.

The obtained results can be used in the study of similar problems.
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Бондаренко В. М., Стьопочкiна М. В. Про критерiй скiнченностi зобра-
жувального типу для сiмейств категорiй iн’єктивних зображень.

Зображення ч. в. множин (частково впорядкованих множин), введенi Л. А. На-
заровою i А. В. Ройтером у 1972 р., вiдiграють важливу роль у сучаснiй теорiї зо-
бражень та її застосуваннях. М. М. Клейнер отримав опис ч. в. множин скiнченного
зображувального типу в термiнах критичних ч. в . множин (мiнiмальних ч. в. мно-
жин нескiнченного зображувального типу), а Ю. А. Дрозд довiв, що ч. в. множина 𝑆
(яка не мiстить елемента, позначеного як 0) має скiнченний зображувальний тип тодi
i тiльки тодi, коли її квадратична форма Тiтса

𝑞𝑆(𝑧) =: 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

є слабко додатною, тобто додатною на множинi невiд’ємних векторiв (у 1972 та 1974
роках вiдповiдно). У цiй статтi ми розглядаємо ситуацiю (що стосується нескiнченних
ч. в. множин), коли головну роль вiдiграє не слабка додатнiсть, а додатнiсть квадра-
тичної форми Тiтса. Ситуацiя стосується дослiдження категорiй зображень спецiаль-
ного вигляду, i в цьому випадку ми використовуємо встановлений першим автором
зв’язок мiж квадратичними формами Тiтса для частково впорядкованих множин i
комутативних сагайдакiв.

Ключовi слова: iн’єктивне зображення, критична ч. в. множина, квадратична фор-
ма Тiтса для ч. в. множин, квадратична форма Тiтса для комутативних сагайдакiв,
скiнченний зображквальний тип, додатнiсть i слабка додатнiсть.
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ПРО КАТЕГОРIЮ ЗОБРАЖЕНЬ КОМУТАТИВНОЇ
НЕЦИКЛIЧНОЇ НАПIВГРУПИ ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ
БЕЗ ОДИНИЧНОГО I НУЛЬОВОГО ЕЛЕМЕНТIВ

Класифiкацiю напiвгрупи третього порядку (в термiнах таблиць Келi, з точнiстю
до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму) вперше отримав Т. Тамура в 1953 р., а згодом, але
вже за допомогою комп’ютерної програми, Г. Е. Форсайт (1955 р.). Мiнiмальнi системи
твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiдношення для всiх таких напiвгруп побудованi
в працях В. М. Бондаренка i Я. В. Зацiхи. Вони також описали зображувальний тип
напiвгруп третього порядку над довiльним полем i у вмпадку напiвгруп скiнченного
зображувального типу вказали канонiчнi форми матричних зображень.

У низцi попереднiх праць автори вивчали категорнi властивостi напiвгруп малого
порядку i, зокрема, дослiджували матричнi алгебри Ауслендера для напiвгруп тре-
тього порядку. У цiй статтi продовжуються такi дослiдження.

Ключовi слова: поле, напiвгрупа, антиiзоморфiзм, визначальнi спiввiдношення, ма-
тричнi зображення, зображувальний тип, канонiчна форма, алгебра Ауслендера.

1. Вступ. Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiдноше-
ння для всiх напiвгруп третього порядку описано в [1]. Якщо розглядати лише
комутативнi напiвгрупи, та ще й такi, що не є нi циклiчними, нi циклiчними
з приєднаним одиничним чи нульовим елементом, то iснує, з точнiстю до iзо-
морфiзму), лише чотири напiвгрупи (в круглих дужках вказано всi елементи, в
кутових — мiнiмальну систему твiрних, а потiм — визначальнi спiввiдношення):

(𝑎) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 0, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

(𝑏) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

(𝑐) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

(𝑑) (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐 (є наслiдком решти спiввiдношень),
𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 𝑐.

Зауважимо, що тривiальнi визначальнi спiввiдношення для одиничного i ну-
льового твiрних 0 i 𝑒 (якщо вони є) не виписуються.

Всi цi напiвгрупи ручнi, причому, окрiм напiвгрупи (𝑎), — скiнченного зоб-
ражувального типу, тобто мають скiнченне число класiв еквiвалентностi нероз-
кладних зображень [1].

У випадку скiнченного зображувального типу однiєю iз форм дослiдження
категорiї зображень є опис алгебри Ауслендера як алгебри ендоморфiзмiв пря-
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мої суми представникiв усiх класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень.
У простому випадку (𝑏) алгебра Ауслендера розглядалася як приклад в ро-
ботi [2], а у випадку (𝑐) вивчалася в [3]. У цiй роботi ми вивчаємо алгебру
Ауслендера напiвгрупи (𝑑).

2. Формулювання основного результату. Нехай 𝑆 — напiвгрупа i 𝑇 =
= {𝑇 (𝑥) |𝑥 ∈ 𝑆} — її матричне зображення. Eндоморфiзмом зображення 𝑇
називається матриця 𝑋 така, що 𝑇 (𝑥)𝑋 = 𝑋𝑇 (𝑥) для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆. Зро-
зумiло, що коли зафiксована система твiрних напiвгрупи, то вказану рiвнiсть
достатньо розглядати лише для твiрних елементiв. Всi матрицi з такою власти-
вiстю утворюють алгебру, яка називається алгеброю ендоморфiзмiв зображення
𝑇 . У випадку, коли напiвгрупа 𝑆 має скiнченний зображувальний тип, алгебра
ендоморфiзмiв прямої суми Σ всiх, з точнiстю до еквiвалентностi, нерозкладних
зображень (тобто, по одному представнику з кожного класу еквiвалентностi)
називається алгеброю Ауслендера напiврупи 𝑆 над полем 𝐾 i позначається на-
ми через 𝐴𝑢𝑠𝐾(𝑆). Оскiльки ми розглядаємо матричнi зображення, то алгебру
𝐴𝑢𝑠𝐾(𝑆) природно називати матричною алгеброю Ауслендера. Зауважимо, що
вона не залежить вiд вибору представникiв у класах еквiвалентностi в тому сен-
сi, що всi отриманi таким чином алгебри iзоморфнi; бiльш того, вони спряженi
як пiдалгебри повної матричної алгебри вiдповiдного порядку.

Сформулюємо тепер основний результат. Напiвгрупу вигляду (𝑑) позначимо
через 𝑆𝑑.

Теорема 1. Матрична алгебра Ауслендера 𝐴𝑢𝑠𝐾(𝑆𝑑) напiвгрупи 𝑆𝑑 над по-
лем 𝐾 характеристики, вiдмiнної вiд двох, складається з усiх матриць
вигляду

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 𝑥34 𝑥35
0 0 0 𝑥33 0
0 0 0 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де 𝑥𝑖𝑗 — елементи поля 𝐾.

3. Доведення теореми 1. Канонiчнi форми матричних зображень ко-
мутативних напiвгруп третього порядку отримано в роботi [1] з використанням
методiв Київської школи з теорiї матричних задач та зображень (див., напр., [4]–
[15]). Зокрема, для напiвгрупи 𝑆𝑑 канонiчна форма має такий вигляд:

𝑏→ 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0
0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑐→ 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 −𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (*)

де 𝐸 — деякi одиничнi клiтини (розмiрнiсть яких ми не фiксуємо). Оскiльки
будь-яке зображення еквiвалентне зображенню вигляду (*) (при цьому деякi
одиничнi клiтини можуть бути “порожнiми”, тобто мати розмiрнвсть 0), то i для
прямої суми Σ всiх представникiв класiв еквiвалентностi нерозкладних зобра-
жень виконується ця властивiсть. Значить для обчислення алгебри Ауслендера
можна вважати, що зображення Σ має вигляд (*). Зрозумiло, що при цьому

Роздiл 1: Математика i статистика
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(якщо мiркувати лише чисто формально) всi одиничнi клiтини мають розмiр-
нiсть 1 або 0 (iнакше деяке зображення входить в Σ два рази або бiльше). Та
ефективнiсть методу, застосованого для отримання канонiчної форми, полягає
i в тому, що якщо в матрицi Σ всi одиничнi клiтини вважати одновимiрними, то
переставно нерозкладнi прямi доданки будуть взагалi нерозкладними i попар-
но нееквiвалентними. Це легко перевiрити (в даному випадку) i безпосередньо.
Дiйсно, зображення Σ дорiвнює прямiй сумi зображень

1) 𝐵1 = (1), 𝐶1 = (1);

2) 𝐵2 = (1), 𝐶2 = (−1);

3) 𝐵3 =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝐶3 =

(︂
0 0
0 0

)︂
;

4) 𝐵4 = (0), 𝐶4 = (0),
кожне з яких, очевидно, нерозкладне. i всi вони попарно нееквiвалентнi. Звiдси
маємо, що зображеннями 1)–4) вичерпуються всi (з точнiстю до еквiвалентнос-
тi) нерозкладнi зображення напiвгрупи 𝑆𝑑 i, отже, алгебру Ауслендера можна
обчислювати, виходячи iз зображення Σ0 вигляду (*) з одновимiрними одинич-
ними клiтинами. Таким чином, зображення Σ0 має такий вигляд:

𝑏→ 𝐵0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑐→ 𝐶0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

а значить матрична алгебра Ауслендера задається рiвностями 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0,
𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0 як рiвняннями вiдносно матрицi 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 5.

Оскiльки матриця 𝐶0 дiагональна, то рiвнiсть 𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0 еквiвалентна
рiвностям 𝑥𝑖𝑗 = 0 для 𝑖 = 1, 𝑗 = 2, 3, 4, 5, 𝑖 = 2, 𝑗 = 1, 3, 4, 5, 𝑖 = 3, 4, 5, 𝑗 = 1, 2.
Цей факт є частинним випадком загальних теорем (див., напр., [16, VIII, §2]),
але легко аипливає безпосередньо iз рiвностi 𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0. Дiйсно, запишемо
останню рiвнiсть в розгорнутому виглядi:

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥11 𝑥12 𝑥13 𝑥14 𝑥15
𝑥21 𝑥22 𝑥23 𝑥24 𝑥25
𝑥31 𝑥32 𝑥33 𝑥34 𝑥35
𝑥41 𝑥42 𝑥43 𝑥44 𝑥45
𝑥51 𝑥52 𝑥53 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 𝑥13 𝑥14 𝑥15
𝑥21 𝑥22 𝑥23 𝑥24 𝑥25
𝑥31 𝑥32 𝑥33 𝑥34 𝑥35
𝑥41 𝑥42 𝑥43 𝑥44 𝑥45
𝑥51 𝑥52 𝑥53 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Звiдси (пiсля перемноження матриць)⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 𝑥13 𝑥14 𝑥15
−𝑥21 −𝑥22 −𝑥23 −𝑥24 −𝑥25
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 −𝑥12 0 0 0
𝑥21 −𝑥22 0 0 0
𝑥31 −𝑥32 0 0 0
𝑥41 −𝑥42 0 0 0
𝑥51 −𝑥52 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

звiдки, в свою чергу,

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 𝑥34 𝑥35
0 0 𝑥43 𝑥44 𝑥45
0 0 𝑥53 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тодi рiвнiсть 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0 має наступний вигляд:⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 𝑥34 𝑥35
0 0 𝑥43 𝑥44 𝑥45
0 0 𝑥53 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 𝑥34 𝑥35
0 0 𝑥43 𝑥44 𝑥45
0 0 𝑥53 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тобто ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥43 𝑥44 𝑥45
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 0 𝑥33 0
0 0 0 𝑥43 0
0 0 0 𝑥53 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Звiдси маємо, що

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 𝑥34 𝑥35
0 0 0 𝑥33 0
0 0 0 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Теорема доведена.
4. Висновки. У роботi вивчається категорiя матричних зображень кому-

тативної нециклiчної напiвгрупи третього порядку без одиничного i нульового
елементiв. Описана матрична алгебра Ауслендера над довiльним полем хара-
ктеристики, вiдмiнної вiд 2. Отриманi результати (разом з вiдповiдними ме-
тодами дослiджень) знайдуть застосування при вивченнi категорiй зображень
iнших напiвгруп.
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Bondarenko V. M., Zubaruk O. V. On the category of representations of the
commutative noncyclic semigroup of third order without unic and zero elements.

The classification of semigroups of the third order (in terms of Cayley tables, up to
isomorphism and antiisomorphism) was first described by T. Tamura in 1953, and later,
but with the help of a computer program, by G. E. Forsyth (1955). The minimal sys-
tems of generators and the corresponding defining relations for all such semigroups were
constructed in the works of V. M. Bondarenko and Y. V. Zatsikha. They also described
representational type of third-order semigroups over an arbitrary field and in the case of
semigroups of finite representational type, the canonical forms of matrix representations
were indicated.

In a number of previous works, the authors studied the categorical properties of semi-
groups of small order and, in particular, studied matrix Auslander algebras for third-order
semigroups. This article continues such research.

Keywords: field, semigroup, antiisomorphism, defining relations, matrix representation,
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ ЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗАГАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ
ЗБУРЕНИХ ЗА ДОПОМОГОЮ ВIНЕРIВСЬКОГО ПРОЦЕСУ

У роботi доведено граничну теорему про асимптотичну поведiнку розв’язкiв лiнiй-
них стохастичних диференцiальних рiвняння. Рiвняння цього типу є узагальненням
багатьох моделей, що широко використовуються у задачах фiнансової математики.
Доведення базується на застосуваннi технiки розробленої в роботах Й. I. Гiхмана та
А. В. Скорохода для автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь. Знайдено
умови, за яких асимптотична поведiнка розв’язку лiнiйного стохастичного диферен-
цiального рiвняння визначається невипадковою функцiєю. Наведено приклади симу-
ляцiй за допомогою метода Ейлера-Маруями.

Ключовi слова: стохастичне диференцiальне рiвняння, лiнiйне стохастичне дифе-
ренцiальне рiвняння, асимптотичнi властивостi розв’язкiв, моделювання стохастичних
диференцiальних рiвнянь, метод Ейлера-Маруями.

1. Вступ. Стохастичнi диференцiальнi рiвняння ефективно моделюють ви-
падковi процеси. Вони є основним iнструментом для дослiдження у багатьох
галузях науки таких, як: страхова та фiнансова математика, економiка, тео-
рiя управлiння тощо. На теперiшнiй час наближенi аналiтичнi i асимптотичнi
методи дослiдження математичних моделей стали невiд’ємною частиною теорiї
математичного моделювання, що дозволяє вивчати розв’язки достатньо скла-
дних збурених задач, якщо вiдомi розв’язки детермiнованих задач. Зокрема,
збуренi динамiчнi системи часто мають економiчну iнтерпретацiю, що дiйсно
робить дослiдження цiкавим для фахiвцiв економiчної галузi.

Математики придiляють особливу увагу питанням пов’язаним з асимптоти-
чними властивостями розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь. Такi
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задачi вивчали Й. I. Гiхман, А. В. Скороход [1], Р. З. Хасьмiнський [2], Г. Мак-
кiн [3], Н. Iкеда та С. Ватанабе [4] та багато iнших. За деяких умов розв’язки
збурених систем можуть зберiгати асимптотичнi властивостi траєкторiй вiдпо-
вiдних граничних автономних систем. Але загалом це не так: поведiнка збуре-
ної та незбуреної траєкторiй можуть суттєво вiдрiзнятися. Так, Й. I. Гiхман,
А. В. Скороход [1] вивчали асимптотичну поведiнку розв’язку автономного рiв-
няння збуреного за допомогою вiнерiвського процесу:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

де 𝑤(·) – стандартний вiнерiвський процес, 𝑎(·), 𝜎(·) – неперервнi додатнi фун-
кцiї. Й. I. Гiхман, А. В. Скороход дослiджували асимптотику розв’язку стоха-
стичного диференцiального рiвняння за допомогою звичайного диференцiаль-
ного рiвняння з вiдокремлювальними змiнними. Тобто, було знайдено умови,
за яких випадковий шум майже не впливає на швидкiсть зростання розв’язку
𝑋(·) збуреної системи. Умови асимптотичної еквiвалентностi розв’язку стоха-
стичного диференцiального рiвняння та звичайного диференцiального рiвняння
представлено в роботi Г. Келлера, Г. Керстiнга та У. Рослера [5].

Пiзнiше в роботах [6], [7], [8] було знайдено точний порядок зростання для
неавтономного рiвняння з коефiцiєнтами зсуву та дифузiї спецiального вигляду:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

де 𝑤(·) – стандартний вiнерiвський процес, 𝑎(·), 𝜎(·) – неперервнi додатнi фун-
кцiї, 𝛼(·), 𝛽(·) – неперервнi функцiї.

Метою цiєї роботи є дослiдження асимптотичної поведiнки траєкторiй
розв’язкiв лiнiйних стохастичних диференцiальних рiвнянь, якi виникають в
задачах фiнансової математики.

2. Основний результат. Розглянемо лiнiйне стохастичне диференцiальне
рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = (𝛼(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝛾(𝑡))𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡), (1)

де 𝛼(·), 𝛽(·), 𝛾(·) – неперервнi додатнi функцiї.
Зауважимо, що якщо покласти 𝛾(𝑡) = 0 , то отримаємо так зване однорiдне

рiвняння

𝑑𝑋0(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑋0(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑋0(𝑡)𝑑𝑤(𝑡). (2)

Лiнiйнi стохастичнi диференцiальнi рiвняння зустрiчаються у багатьох при-
кладних задачах, зокрема, у таблицi 1 наведено рiвняння для рiзноманiтних
моделей вiдсоткових ставок, якi є частинними випадками рiвняння (1). Пара-
метри 𝛼 > 0, 𝜎 > 0 та 𝛽 – це константи, 𝛼(·), 𝛽(·), 𝛾(·) – неперервнi додатнi
функцiї.
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Таблиця 1.
Типи моделей змiни вiдсоткових ставок

Моделi СДР
Va𝑠i𝑐ek dX(t) = 𝛼(𝛽 − X(t))dt + 𝜎dw(t)

Brenam-Schmate dX(t) = 𝛼(𝛽 − X(t)) + 𝜎X(t)dw(t)
Ornstein–Uhlenbeck dX(t) = 𝛼(t)(X(t)− 𝛾(t))dt + dw(t)

Hull–White dX(t) = (𝛼(t)X(t) + 𝛾(t)) dt + 𝜙(t)dw(t)
Rendleman–Bartter dX(t) = 𝛼(t)X(t)dt + 𝛽(t)X(t)dw(t)

Параметри у кожному з рiвнянь мають певний фiнансовий змiст. Так, на-
приклад, у моделi О. Васiчека (Va𝑠i𝑐ek) параметр 𝛽 – середнiй (довгостроко-
вий) рiвень вiдсоткової ставки, 𝜎 – параметр волатильностi, а 𝛼 – параметр, що
характеризує швидкiсть повернення до середнього значення.

Для знаходження розв’язку рiвняння (1), слiд спочатку знайти деякий ча-
стинний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння (2) (див., наприклад, [1]).

Нехай 𝑋0(·) є розв’язком однорiдного рiвняння (2), для якого 𝑋0(0) = 1.
Тодi, в силу неперервностi, 𝑋0(𝑡) > 0 на деякому промiжку. Для розв’язання
(2) розглянемо допомiжний процес 𝑍(𝑡) = ln(𝑋0(𝑡)) (тодi 𝑍(0) = 0), до якого
застосуємо формулу Iто:

𝑑𝑍(𝑡) =
1

𝑋0(𝑡)
𝛼(𝑡)𝑋0(𝑡)𝑑𝑡−

1

2

1

𝑋2
0 (𝑡)

𝛽2(𝑡)𝑋2
0 (𝑡)𝑑𝑡+

1

𝑋0(𝑡)
𝛽(𝑡)𝑋0(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

або

𝑑𝑍(𝑡) =

(︂
𝛼(𝑡)− 1

2
𝛽2(𝑡)

)︂
𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑑𝑤(𝑡).

Звiдки

𝑍(𝑡) =

𝑡∫︁
0

(︂
𝛼(𝑠)− 1

2
𝛽2(𝑠)

)︂
𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠).

Тодi

𝑋0(𝑡) = exp

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

(︂
𝛼(𝑠)− 1

2
𝛽2(𝑠)

)︂
𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⎫⎬⎭ . (3)

Перейдемо до рiвняння (1). Його розв’язок 𝑋(·) будемо шукати у виглядi

𝑋(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝑌 (𝑡),

де 𝑌 (·) – деякий процес, що задовольняє рiвняння

𝑑𝑌 (𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑏(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡), 𝑌 (0) = 𝑋(0),

в якому 𝑎(𝑡) i 𝑏(𝑡) – невiдомi функцiї, а 𝑋0(·) задано у (3).
Застосовуючи формулу Iто до 𝑋(·), отримаємо

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑌 (𝑡)𝑑𝑋0(𝑡) +𝑋0(𝑡)𝑑𝑌 (𝑡) + 𝑑𝑋0(𝑡)𝑑𝑌 (𝑡) =

= 𝛼(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡)+

+𝑋0(𝑡) ((𝑎(𝑡) + 𝛽(𝑡)𝑏(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑏(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡)) .
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Пiдставляючи отримане у (1), будемо мати:

𝑎(𝑡) = (𝑋0(𝑡))
−1 𝛾(𝑡) та 𝑏(𝑡) = 0.

Отже,

𝑌 (𝑡) = 𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

(𝑋0(𝑠))
−1 𝛾(𝑠)𝑑𝑠.

Використовуючи останнє спiввiдношення та (3), одержимо

𝑋(𝑡) = exp

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

[︂
𝛼(𝑠)− 1

2
𝛽2(𝑠)

]︂
𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⎫⎬⎭ ·

·

⎡⎣𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

exp

⎧⎨⎩−
𝑠∫︁

0

(︂
𝛼(𝑢)− 1

2
𝛽2(𝑢)

)︂
𝑑𝑢−

𝑠∫︁
0

𝛽(𝑢)𝑑𝑤(𝑢)

⎫⎬⎭ · 𝛾(𝑠)𝑑𝑠

⎤⎦ .
(4)

Як бачимо, хоч сам розв’язок має представлення в явному виглядi, але це
представлення достатньо громiздке для виявлення його асимптотичних власти-
востей.

Розглянемо рiвняння (1), та припустимо, що

lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = ∞, 𝑋(0) > 0, майже напевно (м.н.).

Умови, при яких розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння нео-
бмеженно зростає iз збiльшенням часу можна знайти в [1] або [10].

Помiтимо також, що за цих умов, враховуючи вигляд розв’язку (4),

𝑋(𝑡) > 0, 𝑡 ≥ 0, м.н.

Розглянемо також звичайне диференцiальне рiвняння

𝑑𝜇(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝜇(𝑡)𝑑𝑡, (5)

де 𝛼(·) – функцiя, яка спiвпадає з функцiєю iз (1), 𝜇(·) – розв’язок рiвняння
(5) такий, що

lim
𝑡→∞

𝜇(𝑡) = ∞. (6)

Позначимо 𝐴(𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝛼(𝑠)𝑑𝑠, тодi

ln𝜇(𝑡) = 𝐴(𝑡), (7)

та в силу умови (6) одержимо

lim
𝑡→∞

𝐴(𝑡) = ∞. (8)

Сформулюємо основну теорему.
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Теорема 1. Нехай 𝛼(·), 𝛽(·), 𝛾(·) – неперервнi додатнi функцiї, такi, що
iснує неперервний розв’язок 𝑋(·) рiвняння (1) з початковою умовою X(0)>0,
причому

lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = ∞ м.н.

Припустимо, що виконується умова (8) та наступнi три умови:
(i) iснує таке число 𝑀 > 1, що для 𝑛 ∈ N

𝐴(2𝑛+1)

𝐴(2𝑛)
≤𝑀 ;

(ii) 𝛼(·), 𝛽(·) задовольняють наступним спiввiдношенням

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 = 0, (9)

∞∑︁
𝑛=0

1

𝐴2(2𝑛)

2𝑛+1∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 <∞; (10)

(iii) для 𝛼(·), 𝛾(·)

sup
𝑡≥0

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐾𝛾 <∞;

Тодi

lim
𝑡→∞

ln𝑋(𝑡)

ln𝜇(𝑡)
= 1 м.н. (11)

Доведення. Доведемо, що

lim
𝑡→∞

ln𝑋(𝑡)

ln𝜇(𝑡)
= 1 м.н. (12)

Розглянемо процес 𝑍(𝑡) = ln𝑋(𝑡) та застосуємо до нього формулу Iто

𝑑𝑍(𝑡) =
1

𝑋(𝑡)
𝑑𝑋(𝑡)− 1

2

1

𝑋2(𝑡)
< 𝑑𝑋(𝑡), 𝑑𝑋(𝑡) > .

Оскiльки згiдно правила множення диференцiалiв (див. [4])

< 𝑑𝑋(𝑡), 𝑑𝑋(𝑡) >= (𝛽(𝑡)𝑋(𝑡))2𝑑𝑡,

то

𝑑𝑍(𝑡) =
1

𝑋(𝑡)
(𝛼(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝛾(𝑡))𝑑𝑡+

1

𝑋(𝑡)
𝛽(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡)−

− 1

2

1

𝑋2(𝑡)
(𝛽(𝑡)𝑋(𝑡))2𝑑𝑡,

тобто

𝑑𝑍(𝑡) =

(︂
𝛼(𝑡) + 𝛾(𝑡)𝑒−𝑍(𝑡) − 1

2
𝛽2(𝑡)

)︂
𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),
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або в iнтегральнiй формi

𝑍(𝑡) = 𝑍(0) + 𝐴(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)𝑑𝑠− 1

2

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠).

Таким чином, враховуючи останню рiвнiсть та (7), отримуємо

ln𝑋(𝑡)

ln𝜇(𝑡)
=
𝑍(𝑡)

𝐴(𝑡)
=
𝑍(0)

𝐴(𝑡)
+ 1 +

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)𝑑𝑠− 1

2𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠+

+
1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) =
𝑍(0)

𝐴(𝑡)
+ 1 + 𝐼1(𝑡) + 𝐼2(𝑡) + 𝐼3(𝑡).

З (8) випливає, що
𝑍(0)

𝐴(𝑡)
−→ 0, при 𝑡→ ∞. (13)

Доведемо, що

𝐼1(𝑡) =
1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠 −→ 0, при 𝑡→ ∞, м.н. (14)

Розглянемо довiльне 𝜔 ∈
{︁
lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = ∞ ∧ 𝑋(0) > 0
}︁
та зафiксуємо деяке

𝜀 > 0. Тодi iснує 𝑡1 = 𝑡1(𝜀, 𝜔) > 0 таке, що для всiх 𝑡 > 𝑡1

𝑋(𝑡) >
2

𝜀
𝐾𝛾,

де 𝐾𝛾 задано у (iii). Тодi для будь-якого 𝑡 ≥ 𝑡1, враховуючи умову (iii), будемо
мати

𝐼1(𝑡) ≤
1

𝐴(𝑡)

𝑡1∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠+

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡1

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠 ≤

≤ 1

𝐴(𝑡)

𝑡1∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠+

𝜀

2𝐾𝛾

· 1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡1

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 ≤

≤ 1

𝐴(𝑡)

𝑡1∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠+

𝜀

2𝐾𝛾

· 1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 1

𝐴(𝑡)

𝑡1∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠+

𝜀

2
.

Бiльш того, враховуючи (8) та те, що inf
𝑡≥0

𝑋(𝑡, 𝜔) > 0, буде iснувати 𝑡2 =

= 𝑡2(𝜀, 𝜔) > 0 таке, що для всiх 𝑡 > 𝑡2

1

𝐴(𝑡)

𝑡1∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠 <

𝜀

2
,
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звiдки остаточно отримуємо, що для будь-якого 𝑡 > max{𝑡1, 𝑡2}

𝐼1(𝑡) < 𝜀.

В силу довiльностi вибору 𝜀 > 0, отримуємо (14).
З умови (9) випливає, що

𝐼2(𝑡) = − 1

2𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 −→ 0, при 𝑡→ ∞. (15)

Перейдемо до доведення

𝐼3(𝑡) =
1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) −→ 0, при 𝑡→ ∞, м.н. (16)

Розглянемо послiдовнiсть 𝑡𝑛 = 2𝑛, 𝑛 ≥ 0, i покажемо спочатку, що

𝐼3(𝑡𝑛) = 𝐼3(2
𝑛) −→ 0, при 𝑛→ ∞, м.н. (17)

Зафiксуємо 𝜀 > 0. Використовуючи нерiвнiсть Дуба (див. [1]),

P
{︂
sup
𝑘≥𝑛

𝐼3(2
𝑘) > 𝜀

}︂
≤ P

{︂
sup
𝑡≥2𝑛

𝐼3(𝑡) > 𝜀

}︂
= P

⎧⎨⎩sup
𝑡≥2𝑛

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 𝜀

⎫⎬⎭ ≤

≤
∞∑︁
𝑘=𝑛

P

⎧⎨⎩ sup
𝑡∈[2𝑘;2𝑘+1]

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 𝜀

⎫⎬⎭ ≤

≤ 4

𝜀2

∞∑︁
𝑘=𝑛

1

𝐴2(2𝑛)

2𝑛+1∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 −→ 0, при 𝑛→ ∞,

завдяки умовi (10), i (17) доведено. Помiтимо також, що з останнього спiввiдно-
шення, враховуючи те, що послiдовнiсть sup

𝑡≥2𝑛
𝐼3(𝑡), 𝑛 ∈ N, є монотонно спадною,

отримуємо також

sup
𝑡≥2𝑛

𝐼3(𝑡) −→ 0, при 𝑛→ ∞ м.н. (18)

Нехай тепер 𝑡 ≥ 2 деяке довiльне число, а 𝑛 ∈ N таке, що 2𝑛 ≤ 𝑡 < 2𝑛+1. Тодi

|𝐼3(𝑡)| ≤ |𝐼3(𝑡)− 𝐼3(2
𝑛)|+ 𝐼3(2

𝑛) ≤ sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

|𝐼3(𝑡)− 𝐼3(2
𝑛)|+ 𝐼3(2

𝑛),

i, враховуючи (17), для доведення спiввiдношення (16) достатньо показати, що

sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

|𝐼3(𝑡)− 𝐼3(2
𝑛)| −→ 0, при 𝑛→ ∞ м.н.
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Розглянемо

sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

|𝐼3(𝑡)− 𝐼3(2
𝑛)| = sup

𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)− 1

𝐴(2𝑛)

2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(︂ 1

𝐴(𝑡)
− 1

𝐴(2𝑛)

)︂ 2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) +
1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
2𝑛

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

𝐴(𝑡)− 𝐴(2𝑛)

𝐴(𝑡)𝐴(2𝑛)
·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ sup

𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
2𝑛

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= 𝐼4,𝑛 + 𝐼5,𝑛.

З (17) та умови (i) випливає

𝐼4,𝑛 = sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

𝐴(𝑡)− 𝐴(2𝑛)

𝐴(𝑡)
· 𝐼3(2𝑛) ≤

(︂
𝐴(2𝑛+1)

𝐴(2𝑛)
− 1

)︂
· 𝐼3(2𝑛) ≤

≤ (𝑀 − 1)𝐼3(2
𝑛) −→ 0, при 𝑛→ ∞ м.н.

Розглянемо другий доданок

𝐼5,𝑛 ≤ sup
𝑡≥2𝑛

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
2𝑛

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= sup
𝑡≥2𝑛

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
2𝑛

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) +

2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)−
2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ sup
𝑡≥2𝑛

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ 1

𝐴(2𝑛)

2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) =

= sup
𝑡≥2𝑛

𝐼3(𝑡) + 𝐼3(2
𝑛) −→ 0, при 𝑛→ ∞ м.н.,

завдяки (17) та (18). Таким чином, (16) доведено.
З (13)–(16) випливає (12).
Теорему доведено.
3. Моделювання розв’язкiв лiнiйних стохастичних диференцiаль-

них рiвнянь. Доповненням до аналiтичних результатiв слугуватимуть резуль-
тати моделювання, отриманi за допомогою чисельних методiв. Моделювання та
вiзуалiзацiя дозволяють побачити закономiрностi, якi важко розгледiти в ана-
лiтичному записi рiвняння. Таким чином, можна помiтити не очевидну на пер-
ший погляд асимптотичну поведiнку чи паттерн в поведiнцi траєкторiй. Для
моделювання рiвняння будемо використовувати програмну реалiзацiєю методу
Ейлера-Маруями (див, наприклад, [11], [12]). До того ж в роботi Т. Мiтсуi [13]
було показано, що рiзниця мiж розв’язком стохастичного диференцiального рiв-
няння та його апроксимацiєю Ейлера-Маруями прямує до нуля м.н.

Покладемо 𝑡ℎ𝑛 = 𝑛ℎ та ∆ℎ
𝑛𝑤 = 𝑤(𝑡ℎ𝑛) − 𝑤(𝑡ℎ𝑛−1). Числове наближення 𝑋,

породжене в точцi 𝑡ℎ𝑛 = 𝑛ℎ i лiнiйно iнтерпольоване мiж ними, будемо позначати
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𝑋ℎ(𝑡)

}︀
0≤𝑡≤1

, тобто 𝑋ℎ
𝑛 = 𝑋ℎ(𝑡ℎ𝑛) – значення в 𝑛-iй точцi сiтки розбиття. Схема

моделювання за допомогою метода Ейлера-Маруями є наступною:

𝑋ℎ(0) = 𝑥0;

𝑋ℎ
𝑛 = 𝑋ℎ

𝑛−1 + 𝛼(𝑡ℎ𝑛−1)𝑋
ℎ
𝑛−1 + 𝛾(𝑡ℎ𝑛−1)ℎ+ 𝑏(𝑡ℎ𝑛−1)𝑋

ℎ
𝑛−1∆

ℎ
𝑛𝑤,

де ∆ℎ
𝑛𝑤 – гауссiвська випадкова величини N(0;ℎ) при фiксованому ℎ та 𝑋ℎ

𝑛 =
= 𝑋ℎ(𝑡ℎ𝑛). Наприклад, у випадку вiдрiзку [0; 1] вибираємо ℎ = 1

𝑛
, 𝑛 ∈ N.

Для моделювання розглянемо лiнiйне стохастичне диференцiальне рiвняння
(1) з наступними коефiцiєнтами

𝛼(𝑡) ∼ �̃�𝑡𝑚, 𝛾(𝑡) ∼ 𝛾𝑡𝑝, 𝛽(𝑡) ∼ 𝛽𝑡𝑘, при 𝑡→ ∞, (19)

де 𝑚, 𝑝, 𝑘 ∈ (0;+∞), �̃�, 𝛾, 𝛽 – деякi додатнi сталi. Знайдемо при яких значе-
ннях 𝑚, 𝑝, 𝑘 умови Теореми 1 будуть виконуватися. Для (i)

lim
𝑛→∞

𝐴(2𝑛+1)

𝐴(2𝑛)
= lim

𝑡→∞

𝐴(2𝑡+1)

𝐴(2𝑡)
= 2𝑚,

а тому обмежена. Для (ii)

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 = lim
𝑡→∞

𝛽2(𝑡)

𝛼(𝑡)
=
𝛽2

�̃�
lim
𝑡→∞

𝑡2𝑘−𝑚 = 0,

при 𝑚 > 2𝑘. Для загального члена ряду з нерiвностi (10) маємо

1

𝐴2(2𝑛)

2𝑛+1∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 ∼ 22𝑘+1(𝑚+ 1)2

2𝑘 + 1
· 22𝑛(𝑘−𝑚− 1

2), при 𝑛→ ∞,

а тому ряд збiгається, якщо 𝑚 > 𝑘 − 1
2
. I останнє

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 = lim
𝑡→∞

𝛾(𝑡)

𝛼(𝑡)
=

{︃
𝛾

�̃�
, при 𝑚 = 𝑝;

0, при 𝑚 > 𝑝.

а тому при 𝑚 ≥ 𝑝 буде виконуватися (iii).
Пiдсумовуючи отримане, якщо 𝑚 ≥ 𝑝, 𝑚 > 2𝑘 i 𝑚, 𝑝, 𝑘 ∈ (0;+∞), то

до лiнiйного стохастичного диференцiального рiвняння (1) з коефiцiєнтами, що
задовольняють (19), можна застосувати Теорему 1.

Застосуємо схему Ейлера-Маруями для апроксимацiї розв’язку наступного
стохастичного диференцiального рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) =
(︁
𝑡
1
2𝑋(𝑡) + 𝑡

1
2

)︁
𝑑𝑡+ 𝑡

1
6𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡).

Зобразимо траєкторiї його явного розв’язку з початковою умовою 𝑋(0) = 5
та схемою Ейлера-Маруями для 𝑛 = 50 та вiдтворимо розв’язок детермiнованої
задачi з початковою умовою 𝜇(0) = 5:

𝑑𝜇(𝑡) =
√
𝑡𝜇(𝑡)𝑑𝑡.
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Для таких рiвнянь виконують усi умови Теореми 1. Як видно з Рис. 1 тра-
єкторiї прямують до нескiнченностi та мають схожу динамiку. Вiдношення ло-
гарифмiв розв’язкiв представлено на Рис. 2. Моделювання вiдношення логари-
фмiв розв’язку рiвняння збуреного вiнерiвським процесом та розв’язку детер-
мiнованої задачi показує, що траєкторiї є еквiвалентними, а отже вiдношення
самих розв’язкiв є також еквiвалентним, що пiдтверджує твердження Теореми
1.

Рис. 1. Поведiнка розв’язкiв
стохастичного диференцiального рiвняння
та розв’язку звичайного диференцiального
рiвняння (точкова синя лiнiя), при 𝑡 → ∞.

Рис. 2. Логарифмiчна еквiвалентнiсть
розв’язкiв стохастичного

диференцiального рiвняння та розв’язку
звичайного диференцiального рiвняння.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Дослiдження
асимптотичних властивостей розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь
представляє особливий iнтерес з практичної точки зору. У статтi наведено умо-
ви, при яких властивостi розв’язку лiнiйного стохастичного диференцiального
рiвняння загального вигляду визначаються властивостями розв’язку звичайно-
го диференцiального рiвняння, що належить до класу диференцiальних рiв-
нянь з вiдокремлювальними змiнними. Дослiджуване рiвняння є узагальнен-
ням бiльшостi моделей росту вiдсоткової ставки, що активно використовуються
у свiтi фiнансiв. Було знайдено двi невипадковi функцiї, пiд дiєю яких розв’язок
стохастичного рiвняння та розв’язок вiдповiдної детермiнованої задачi мають
однаковий порядок на нескiнченностi. Цей результат дає змогу досить просто
отримувати граничнi теореми для рiзноманiтних стохастичних диференцiаль-
них рiвнянь, що виникають в задачах фiнансової математики.

Надалi було б цiкаво розповсюдити основний результат роботи на випадок

Роздiл 1: Математика i статистика
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моделей породжених дробово-броунiвським рухом.
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ON THE CONVERGENCE OF BAUM-KATZ SERIES FOR SUMS
OF LINEAR 2-ND ORDER AUTOREGRESSIVE SEQUENCES

We consider complete convergence and closely related Hsu-Robbins-Erdős-Spitzer-
Baum-Katz series for sums whose terms are elements of a linear 2-nd order autoregres-
sive sequences of random variables and prove sufficient conditions for the convergence of
this series.

Keywords: linear 2-nd order autoregressive models, weighted sums, complete convergence,
Hsu-Robbins-Erdős series, Spitzer series, Baum-Katz series.

1. Introduction. On a common probability space (Ω,F,P) consider a linear 2-nd
order autoregressive sequence of random variables (r.v.'s) (𝜉𝑘, 𝑘 ≥ 1), which obeys
the system of stochastic recurrence equations

𝜉−1 = 0, 𝜉0 = 0, 𝜉𝑘 = 𝑎𝜉𝑘−1 + 𝑏𝜉𝑘−2 + 𝜃𝑘, 𝑘 ≥ 1, (1)

where 𝑎 and 𝑏 are some real constants, (𝜃𝑘) is a sequence of independent copies of
a r.v. 𝜃. Note that linear regression models of di�erent types have been studied
for a long time. A multitude of publications contain various problems for regres-
sion sequences of r.v.'s and their extensions. See, for instance [1, 2], and numerous
references therein.

For elements of the sequence (1) set

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘, 𝑛 ≥ 1,

and for any 𝜀 > 0 consider the following series

∞∑︁
𝑛=1

𝑛
𝑟
𝑝
−2P
{︁ |𝑆𝑛|
𝑛1/𝑝

> 𝜀
}︁
, (2)

where 0 < 𝑝 < 2 and 𝑟 ≥ 𝑝. In this paper we are interested in conditions for the
convergence of this series. Hereinafter we will refer to the series (2) as to Baum-Katz
series, although some other no less prominent authors were involved in introducing
it.

Historically, for the sequence (𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 1) of independent copies of a r.v. 𝑋,
and 𝑆𝑛 =

∑︀𝑛
𝑘=1𝑋𝑘, 𝑛 ≥ 1, the reduced version (the case 𝑟 = 2𝑝 = 2) of the
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series (2) initially arose in the paper by Hsu and Robbins along with the notion of
complete convergence, see [3]. In their paper, authors proved that if E𝑋2 <∞, then∑︀∞

𝑛=1 P
{︁⃒⃒⃒
𝑆𝑛/𝑛−E𝑋

⃒⃒⃒
> 𝜀
}︁
<∞, while the converse was provided by Erd®s, see [4].

Note that in view of the Borel-Cantelli Lemma complete convergence implies almost
sure convergence, and so is tightly connected with the Strong Law of Large Numbers.

Further, Spitzer, see [5], showed that
∑︀∞

𝑛=1 𝑛
−1P
{︁⃒⃒⃒
𝑆𝑛/𝑛 − E𝑋

⃒⃒⃒
> 𝜀

}︁
< ∞ if and

only if E|𝑋| < ∞. Note that series (2) covers the Spitzer's case with 𝑟 = 𝑝 = 1.
Finally, for the sequence of independent copies of a r.v. 𝑋, Baum and Katz, see [6],
introduced the series (2) and proved that it is convergent if and only if E|𝑋|𝑟 <∞,
with E𝑋 = 0, when 𝑟 ≥ 1. Since then these classical results have been generalized
in several directions, including Banach space setting (see, e.g., [7]). We refer to [8]
where more detailed history on the topic is provided. Among all extensions we
distinguish results concerning complete convergence and convergence of Baum-Katz
series for weighted sums of independent r.v.'s, also known as rowwise independent
random arrays, (see, e.g., [1, 8�10,12,13] and references therein).

As to dependent patterns, in the paper [14] necessary and su�cient conditions
for the convergence of the series (2) were obtained for the case of �rst-order autore-
gressive sequence of r.v.'s, i.e. with 𝑏 = 0 in (1).

Speci�cally, in this paper we concentrate on su�cient conditions of the series (2)
for sums of elements of model (1), and under some simple assumptions imposed on
𝑎 and 𝑏 we expect to obtain similar to independent case Baum-Katz result. In our
investigation we intend to reduce the case to the idea provided in [14], which in its
turn was partially borrowed from [10].

2. Preliminaries. Consider the nonrandom recurrence sequence (𝑢𝑛, 𝑛 ≥ 1):

𝑢−1 = 0, 𝑢0 = 1, 𝑢𝑛 = 𝑎𝑢𝑛−1 + 𝑏𝑢𝑛−2, 𝑛 ≥ 1, (3)

Evaluating (1) one has
𝜉1 = 𝜃1 = 𝑢0𝜃1,

𝜉2 = 𝑎𝜃1 + 𝜃2 = 𝑢1𝜃1 + 𝑢0𝜃2,

𝜉3 = (𝑎2 + 𝑏)𝜃1 + 𝑎𝜃2 + 𝜃3 = 𝑢2𝜃1 + 𝑢1𝜃2 + 𝑢0𝜃3,

. . . ,

i.e.

𝜉𝑘 =
𝑘∑︁
𝑙=1

𝑢𝑘−𝑙𝜃𝑙, 𝑘 ≥ 1.

Now, for 𝑛 ≥ 1 and 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 set

𝑢(𝑛− 𝑘) =
𝑛−𝑘∑︁
𝑚=0

𝑢𝑚.

Thus,

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘 =
𝑛∑︁
𝑘=1

(︀ 𝑘∑︁
𝑙=1

𝑢𝑘−𝑙𝜃𝑙

)︁
=

𝑛∑︁
𝑘=1

(︁ 𝑛−𝑘∑︁
𝑚=0

𝑢𝑚

)︁
𝜃𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢(𝑛− 𝑘)𝜃𝑘, 𝑛 ≥ 1.

3. Main result. Let us immediately proceed to the main result of this paper.
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Theorem 1. Let in (1)
−1 < 𝑏 < 1− |𝑎|, (4)

and 0 < 𝑝 < 2, 𝑟 ≥ 𝑝. If E|𝜃|𝑟 < ∞, where E𝜃 = 0 whenever 𝑟 ≥ 1, then for any
𝜀 > 0,

∞∑︁
𝑛=1

𝑛
𝑟
𝑝
−2P
{︁ |𝑆𝑛|
𝑛1/𝑝

> 𝜀
}︁
<∞.

4. Proof. In [14] the analogue of Theorem 1 for linear 1-st order autoregressive
sequence of r.v.'s was proved in all details. We may adopt the proof of su�ciency
to our case if we show that the values 𝑢(𝑛− 𝑘), 𝑛 ≥ 1, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, are bounded in a
similar way (compared with 𝑎(𝑛, 𝑘)'s in [14]).

Introduce two real-valued matrices

𝑀 =

(︂
1 0
0 0

)︂
, 𝐶 =

(︂
𝑎 𝑏
1 0

)︂
.

Note, that 𝐶 is a Frobenius matrix. Let 𝜆1 and 𝜆2 be its eigenvalues, i.e. roots
of the characteristic equation 𝜆2 − 𝑎𝜆− 𝑏 = 0. Denote by 𝜈1 and 𝜈2 multiplicities of
𝜆1 and 𝜆2 respectively. Set

𝜌 = max
{︀
|𝜆1|, |𝜆2|

}︀
and 𝜇 = max

1≤𝑘≤2
{𝜈𝑘 : |𝜆𝑘| = 𝜌}.

Obviously, in our case either 𝜇 = 1 or 𝜇 = 2. Moreover, assumption (4) implies
that both roots 𝜆1 and 𝜆2 lie within the unit circle, that is 𝜌 < 1.

Observe that

𝐶𝑀 =

(︂
𝑎 0
1 0

)︂
=

(︂
𝑢1 0
𝑢0 0

)︂
, 𝐶2𝑀 =

(︂
𝑎2 + 𝑏 0
𝑎 0

)︂
=

(︂
𝑢2 0
𝑢1 0

)︂
,

Further,

𝐶3𝑀 =

(︂
𝑎3 + 2𝑎𝑏 0
𝑎2 + 𝑏 0

)︂
=

(︂
𝑢3 0
𝑢2 0

)︂
,

and so on. Using the method of mathematical induction it is easy to show that for
any 𝑠 ≥ 1,

𝐶𝑠𝑀 =

(︂
𝑢𝑠 0
𝑢𝑠−1 0

)︂
.

Let for a square matrix 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
2
𝑖,𝑗=1 with real entries ‖ · ‖ denote the matrix

norm of the following form: ‖𝐴‖ =
(︁∑︀2

𝑖,𝑗=1 𝑎
2
𝑖,𝑗

)︁1/2
. According to result by Koval',

see [15] (see also Lemma 7.7.3 [1]), if 𝐶 is a Frobenius matrix, there exist some
constants 𝑐2 > 𝑐1 > 0, such that for any 𝑠 ≥ 1,

𝑐1 · 𝜌𝑠 · 𝑠𝜇−1 ≤ ‖𝐶𝑠𝑀‖ ≤ 𝑐2 · 𝜌𝑠 · 𝑠𝜇−1,

where 𝑐1 and 𝑐2 do not depend on 𝑠.
Now since

(𝐶0 + 𝐶1 + 𝐶2 + . . .+ 𝐶𝑛−𝑘)𝑀 =

(︂
𝑢(𝑛− 𝑘) 0

𝑢(𝑛− 𝑘 − 1) 0

)︂
,
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then according to Koval's result,

|𝑢(𝑛− 𝑘)| ≤
√︀

(𝑢(𝑛− 𝑘))2 + (𝑢(𝑛− 𝑘 − 1))2 =
⃦⃦⃦ 𝑛−𝑘∑︁
𝑙=0

𝐶 𝑙𝑀
⃦⃦⃦
≤

𝑛−𝑘∑︁
𝑙=0

⃦⃦⃦
𝐶 𝑙𝑀

⃦⃦⃦
≤

≤ 𝑐2

𝑛−𝑘∑︁
𝑙=0

𝜌𝑙 · 𝑙𝜇−1, (5)

where 𝑐2 is some positive constant.
Now distinguish between two cases:
1) 𝜆1 ̸= 𝜆2 (if 𝑏 ̸= −𝑎2/4). In this case 𝜇 = 1 and according to (5),

|𝑢(𝑛− 𝑘)| ≤ 𝑐2

𝑛−𝑘∑︁
𝑙=0

𝜌𝑙 = 𝑐2
1− 𝜌𝑛−𝑘+1

1− 𝜌
, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑛 ≥ 1.

2) 𝜆1 = 𝜆2 (if 𝑏 = −𝑎2/4). In this case 𝜇 = 2 and according to (5),

|𝑢(𝑛− 𝑘)| ≤ 𝑐2

𝑛−𝑘∑︁
𝑙=1

𝑙𝜌𝑙 ≤ 𝑐2

∞∑︁
𝑙=1

𝑙𝜌𝑙 = 𝑐2
𝜌

(1− 𝜌)2
, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑛 ≥ 1.

Combining both cases,

|𝑢(𝑛− 𝑘)| ≤ 𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = max
{︁ 𝑐2
1− 𝜌

,
𝑐2𝜌

(1− 𝜌)2

}︁
, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑛 ≥ 1.

Now, brie�y adopt the proof of the su�ciency of Theorem 1 in [14] to our case.
As in [14] we �rst restrict our proof to the case of symmetrically distributed r.v. 𝜃.
Let us �x any 𝜀 > 0 and apply an iteration of the Ho�mann-Jorgensen inequality
(see [10] or [14]) with 𝑠 = 𝑡 = 𝑛1/𝑝𝜀. Thus, for 𝑗 ≥ 1 there exist some constants 𝐶𝑗
and 𝐷𝑗 such that

P
{︁
|𝑆𝑛| > 𝑛1/𝑝𝜀 · 3𝑗

}︁
≤

≤ 𝐶𝑗

𝑛∑︁
𝑘=1

P
{︁⃒⃒⃒
𝑢(𝑛− 𝑘)𝜃𝑘

⃒⃒⃒
> 𝑛1/𝑝𝜀

}︁
+𝐷𝑗

(︁
P
{︁
|𝑆𝑛| > 𝑛1/𝑝𝜀

}︁)︁2𝑗
. (6)

The �rst terms in (6) can be estimated as follows

𝑛∑︁
𝑘=1

P
{︁⃒⃒⃒
𝑢(𝑛− 𝑘)𝜃𝑘

⃒⃒⃒
> 𝑛1/𝑝𝜀

}︁
=

𝑛∑︁
𝑘=1

P
{︁
|𝜃𝑘| >

𝑛1/𝑝𝜀

|𝑢(𝑛− 𝑘)|

}︁
≤

≤
𝑛∑︁
𝑘=1

P
{︁
|𝜃𝑘| > 𝑛1/𝑝𝜀𝐿−1

}︁
= 𝑛P

{︁
|𝜃| > 𝑛1/𝑝𝜀2

}︁
,

where 𝜀2 = 𝜀𝐿−1. Further, we refer to the corresponding estimations in [14].
Now consider the second term in (6). According to Markov inequality for 𝑟 > 𝑝,

one has

P
{︁
|𝑆𝑛| > 𝑛1/𝑝𝜀

}︁
≤ E|𝑆𝑛|𝑟

(𝑛1/𝑝𝜀)𝑟
.
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Next deal with E|𝑆𝑛|𝑟 distinguishing between the following cases.
1) Let 0 < 𝑟 ≤ 1. Applying the 𝑐𝑟-inequality (see, for example, [16]) with 𝑐𝑟 = 1

to E|𝑆𝑛|𝑟, one obtains

E|𝑆𝑛|𝑟 ≤
𝑛∑︁
𝑘=1

E
⃒⃒⃒
𝑢(𝑛− 𝑘)𝜃𝑘

⃒⃒⃒𝑟
=

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑢(𝑛− 𝑘)

⃒⃒𝑟E|𝜃𝑘|𝑟 ≤ E|𝜃|𝑟𝐿𝑟𝑛.

2) Let 𝑟 > 1. In this case to E|𝑆𝑛|𝑟 we consequently apply the Marcinkiewicz-
Zygmund inequality (see, for example, [16]) and the following well-known inequality:
for positive 𝑎𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ N and 𝑟 > 0 it is true that

(𝑎21 + 𝑎22 + ...+ 𝑎2𝑛)
𝑟/2 ≤ 𝑛0∨(𝑟/2−1)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑟𝑖 .

Thus,

E|𝑆𝑛|𝑟 ≤ 𝑏𝑟E
(︁ 𝑛∑︁
𝑘=1

(︁
𝑢(𝑛− 𝑘)𝜃𝑘

)︁2)︁𝑟/2
≤ 𝑏𝑟𝑛

0∨(𝑟/2−1)E
𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑢(𝑛− 𝑘)𝜃𝑘

⃒⃒𝑟
=

= 𝑏𝑟𝑛
0∨(𝑟/2−1)E|𝜃|𝑟

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑢(𝑛− 𝑘)

⃒⃒𝑟 ≤ 𝑏𝑟𝑛
0∨(𝑟/2−1)E|𝜃|𝑟𝐿𝑟𝑛 = 𝑏𝑟𝑛

1∨(𝑟/2)E|𝜃|𝑟𝐿𝑟.

Here 𝑏𝑟 is some positive constant from the Marcinkiewicz-Zygmund inequality.
Combining the above two cases, we arrive at the following bounds

E|𝑆𝑛|𝑟 ≤ 𝐶(𝑟)E|𝜃|𝑟𝑛1∨(𝑟/2),

with 𝐶(𝑟) = 𝐿𝑟 or 𝑏𝑟𝐿
𝑟 depending on whether 0 < 𝑟 ≤ 1 or 𝑟 > 1.

Now to �nish the proof one needs to literary follow the steps of it in [14].

Example 1. If 𝜃 is a normally distributed r.v. with E𝜃 = 0, the model (1)
represents the so-called Gaussian 2-Markov sequence of r.v.’s. with constant coef-
ficients. In this case the series (2) converges provided that 0 < 𝑝 < 2, 𝑟 ≥ 𝑝 and
−1 < 𝑏 < 1− |𝑎|.

5. Conclusions. In the paper for sequences of sums whose terms are elements
of 2-nd order linear autoregressive sequences, su�cient conditions for the conver-
gence of Baum�Katz series are considered. Under some anticipated assumptions
imposed on the coe�cients of autoregressive sequence, obtained su�cient condi-
tions are expressed as moment assumption of the generating r.v. The latter, in its
turn, agrees with the classical Baum�Katz independent case.

We intently focused our attention on 2-nd order autoregressive sequences, evading
general 𝑚-th order case, since for 𝑚 = 2 assumptions imposed on the coe�cients
of the sequence are described in the most simple form. But, in prospect, by means
of the same technique set problem may be generalized to 𝑚-th order autoregressive
sequences for any 𝑚 ≥ 2. Moreover, we expect to prove also necessary conditions
for convergence of Baum�Katz series for such sequences.
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Iльєнко М. К., Полiщук А. Ю. Про збiжнiсть рядiв Баума-Каца для сум
елементiв лiнiйної авторегресiйної послiдовностi випадкових величин 2-го по-
рядку.

У статтi розглядається повна збiжнiсть та тiсно пов’язанi з нею ряди Сюя-Роббiнса-
Ердиша-Баума-Каца для сум елементiв лiнiйної авторегресiйної послiдовностi випад-
кових величин 2-го порядку та встановлюються достатнi умови збiжностi вказаних
рядiв.

Ключовi слова: лiнiйнi авторегресiйнi моделi 2-го порядку, зваженi суми, повна збi-
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STABILITY OF LIMIT REGIMES IN GENERAL
REACTION-DIFFUSION TYPE SYSTEMS

In this paper, we consider the stability of limit regimes for a general class of nonlinear
distributed mathematical models named Reaction-Diffusion models. RD systems naturally
arise in many applications. For instance, in the biological mathematical modeling and in
the signal transmission theory the FitzHugh–Nagumo model, whose distributed variant is a
particular case of general RD system, is widely used. We investigate the problem of stability
of attracting sets for an infinite-dimensional RD system with respect to bounded external
signals (disturbances). The interaction functions as well as nonlinear perturbations do not
assume to be Lipschitz continuous. Therefore, we cannot expect the uniqueness of solution
for the corresponding initial-value problem and we have to use a multi-valued semigroup
approach. An undisturbed system is considered to have a global attractor, i.e., the mini-
mal compact uniformly attracting set. The main purpose is to estimate the deviation of
the trajectory of the disturbed system from the global attractor of the undisturbed one
as a function of the magnitude of external signals. Such an estimate can be obtained in
the framework of the theory of input-to-state stability (ISS). The paper proposes a new
approach to obtaining estimates of robust stability of the attractor in the case of a mul-
tivalued evolutionary operator. In particular, it is proved that the multivalued semigroup
generated by weak solutions of a nonlinear reaction-diffusion system has the property of
local ISS with respect to the attractor of the undisturbed system.

Keywords: reaction-diffusion system, system without uniqueness, input-to-state stability,
robust stability, global attractor.

1. Introduction. Conditions of practical stabilization of di�erential inclusions
and properties of optimal sets of practical stability of di�erential inclusions with a
spatial component were studied in [1], [2]. Important results of practical stability,
conditions of practical stability were obtained in works [3], [4].

In the present paper we investigate stability of limit regimes in general reaction-
di�usion type systems. In dissipative evolutionary systems it is a common view to
characterize such regimes in terms of the global attractor theory [5]�[8]. For ill-posed
problems when there are no results about uniqueness or regularity of solutions, and
for the control problems with singular perturbations the corresponding theory was
developed in [9]�[15]. If the considered autonomous system with global attractor
undergoes external signals (disturbances) then the natural problem is to estimate the
deviation of the trajectory of the disturbed system from the global attractor of the
undisturbed one as a function of the magnitude of external signals. Such an estimate
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can be obtained in the framework of the theory of input-to-state stability (ISS) [16]�
[19]. Recently this theory has been developed to in�nite-dimensional systems with
non-trivial attractors in [13]� [21]. In particular, the local input-to-state stability
and asymptotic gain properties were obtained for well-posed semilinear parabolic and
hyperbolic equations. The ISS property for the attractor of a PDE-ODE type system
(which consisting of a parabolic system of the reaction-di�usion type and a system
of ordinary di�erential equations) undergoing additive bounded perturbations was
explored in paper [22].

In the present paper we generalize these results for more general classes of PDEs
like reaction-di�usion systems with non-smooth interaction functions which do not
guarantee the uniqueness of solutions of the corresponding initial value problem in
the natural in�nite-dimensional phase spaces.

2. Setting of the problem. In bounded domain Ω ⊂ R𝑛 we consider the
following general reaction-di�usion system{︃

𝑢𝑡 = 𝑎∆𝑢− 𝑓(𝑢) + ℎ(𝑥) + 𝑔(𝑢)𝑑(𝑡), 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,

𝑢|𝜕Ω = 0,
(1)

where 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) = (𝑢1(𝑡, 𝑥), . . . , 𝑢𝑁(𝑡, 𝑥)) is an unknown vector-function, ℎ =
= (ℎ1, . . . , ℎ𝑁), 𝑓 = (𝑓 1, . . . , 𝑓𝑁) are given vector-functions, 𝑔 = ((𝑔𝑖𝑗))𝑁𝑖,𝑗=1 is a
given matrix-valued function, 𝑎 is a real 𝑁 × 𝑁 matrix such that 1

2
(𝑎 + 𝑎*) ≥ 𝜇𝐼,

𝜇 > 0, 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑁) is an external signal (disturbances).
Under rather general assumption (see the last section) we can claim that this

problem is globally resolvable in weak sense in the phase space 𝐻 = (𝐿2(Ω))𝑁 , i.e.,
for any disturbances 𝑑 ∈ 𝐿∞(R+;𝐻) and for any 𝑢0 ∈ 𝐻 there exists (maybe not
unique) solution of the problem (1) 𝑢 ∈ 𝐶([0,+∞);𝐻) with 𝑢(0) = 𝑢0.

Let us consider undisturbed system (𝑑 ≡ 0){︃
𝑢𝑡 = 𝑎∆𝑢− 𝑓(𝑢) + ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,

𝑢|𝜕Ω = 0.
(2)

It is known [7], that the corresponding multi-valued semi�ow (𝑚-semi�ow for
short)

𝑆(𝑡, 𝑢0) = {𝑢(𝑡)| 𝑢(·) is a weak

solution (2), 𝑢(0) = 𝑢0} (3)

has a global attractor Θ in 𝐻, i.e., there exists a compact set Θ ⊂ 𝐻 such that
(i) Θ = 𝑆(𝑡,Θ), 𝑡 ≥ 0,
(ii) for any bounded set 𝐵 ⊂ 𝐻

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑆(𝑡, 𝐵),Θ) → 0 as 𝑡→ ∞,

where for 𝐴,𝐵 ⊂ 𝐻 we denote

𝑆(𝑡, 𝐵) =
⋃︁
𝑏∈𝐵

𝑆(𝑡, 𝑏),

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴,Θ) = sup
𝑥∈𝐴

inf
𝑦∈Θ

‖𝑥− 𝑦‖𝐻 ,
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‖𝐴‖Θ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴,Θ).

Property (ii) means that all trajectories of the system ultimately belong to a
given neighborhood of the global attractor is stable in Liapunov sense, i.e.,

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑡 ≥ 0 𝑆(𝑡, 𝑂𝛿(Θ)) ⊂ 𝑂𝜀(Θ), (4)

where here and after
𝑂𝛿(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝐻| 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥,𝐴) < 𝛿}, for 𝐴 ⊂ 𝐻.

Thus, the limit behavior of undisturbed system is completely determined by the
global attractor Θ. The main question is how external disturbances 𝑑 a�ect such
dynamics? Let the initial point 𝑢0 := 𝑢(0) ∈ 𝐻 and disturbances 𝑑 are given. Let
us denote by 𝑆𝑑(𝑡, 0, 𝑢0) the set of all solutions of (1) with 𝑢(0) = 𝑢0. It is not true
in general that those solutions will converge to Θ as 𝑡 → ∞. But it turns out that
under additional assumptions it possible to show that we can estimate the deviation
of the trajectory of the disturbed system from the global attractor of the undisturbed
one as a function of the magnitude of external signals. For that purpose, we need
the following classes of comparison functions [21]:

K := {𝛾 : [0,+∞) ↦→ [0,+∞) | 𝛾 is continuous, strictly increasing, 𝛾(0) = 0},

K∞ := {𝛾 ∈ K | 𝛾 is unbounded},

L := {𝛾 : [0,+∞) ↦→ [0,+∞) | 𝛾 is continuous,

strictly decreasing, 𝛾(𝑡) → 0, 𝑡→ ∞},

KL := {𝛽 : [0,+∞)× [0,+∞) ↦→ [0,+∞) | 𝛽 is continuous,

𝛽(·, 𝑡) ∈ K, ∀𝑡 ≥ 0, 𝛽(𝑠, ·) ∈ L, ∀𝑠 > 0}.
First, under rather general assumptions, we will show that for the 𝑚-semi�ow

𝑆, generated by undisturbed system (2), with global attractor Θ ∃𝛽 ∈ KL ∀𝑢0 ∈
𝐻, ∀𝑡 ≥ 0

‖𝑆(𝑡, 𝑢0)‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑢0‖Θ, 𝑡).

This property helps us to prove the main result about robust stability of our
disturbed system (1): ∃𝑟 > 0, ∃𝛽 ∈ KL, ∃𝛾 ∈ K such that

‖𝑢0‖Θ ≤ 𝑟, ‖𝑑‖∞ ≤ 𝑟 ⇒ ∀𝑡 ≥ 0

‖𝑆𝑑(𝑡, 0, 𝑢0)‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑢0‖Θ, 𝑡) + 𝛾(‖𝑑‖∞), (5)

where ‖𝑑‖∞ = ess sup
𝑡≥0

|𝑑(𝑡)|.

3. Stability of attractors for multi-valued semiflows in abstract spaces.
We consider an abstract evolutionary (autonomous) system, which is character-
ized by a normed phase space (𝑋, ‖ · ‖) and a family of maps (solutions) 𝐾 ⊂
⊂ C ([0,+∞);𝑋) such that the following conditions hold:

(K1) ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∃𝜙 ∈ 𝐾 such that 𝜙(0) = 𝑥;
(K2) 𝜙𝜏 (·) := 𝜙(·+ 𝜏) ∈ 𝐾, ∀𝜏 ≥ 0, ∀𝜙 ∈ 𝐾.
Than the multi-valued map 𝑆 : R+ ×𝑋 ↦→ 2𝑋

𝑆(𝑡, 𝑥) = {𝜙(𝑡)| 𝜙 ∈ 𝐾, 𝜙(0) = 𝑥},
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is semi�ow. Moreover,

𝜙(𝑡+ 𝑠) ∈ 𝑆(𝑡, 𝜙(𝑠)), ∀𝜙 ∈ 𝐾, ∀𝑡, 𝑠 ≥ 0.

Assume, that 𝑆 is strict, i.e., 𝑆(𝑡+ 𝑠, 𝑥) = 𝑆(𝑡, 𝑆(𝑠, 𝑥)). The last equality allows
us to state existence of invariant global attractor.

Lemma 1. Assume that (K1), (K2) hold, 𝑆 is strict, and
(G1) exists bounded 𝐵0 ⊂ 𝑋 such that for all bounded 𝐵 ⊂ 𝑋 ∃𝑇 = 𝑇 (𝐵) ∀𝑡 ≥ 𝑇

𝑆(𝑡, 𝐵) ⊂ 𝐵0 (dissipativity),
(G2) ∀𝑡𝑛 ↗ ∞, for all bounded 𝐵 ⊂ 𝑋, ∀𝜉𝑛 ∈ 𝑆(𝑡𝑛, 𝐵) the sequence {𝜉𝑛} is

precompact (asymptotic compactness),
(G3) ∀𝑡 > 0, ∀𝑥𝑛 → 𝑥0, ∀𝜉𝑛 ∈ 𝑆(𝑡, 𝑥𝑛), 𝜉𝑛 → 𝜉0 we have: 𝜉0 ∈ 𝑆(𝑡, 𝑥0) (closed

graph).
Then 𝑚-semiflow 𝑆 possesses global attractor Θ.
Moreover, if
(G4) ∀𝑡𝑛 → 𝑡0 ≥ 0, ∀𝑥𝑛 → 𝑥0, ∀𝜉𝑛 ∈ 𝑆(𝑡𝑛, 𝑥𝑛) up to sequence 𝜉𝑛 → 𝜉0 ∈

𝑆(𝑡0, 𝑥0)
then Θ is stable in the sense of (4).

Lemma 2. Assume that 𝑆 : R+ ×𝑋 ↦→ 2𝑋 is a strict 𝑚-semiflow, which has a
stable global attractor Θ. Also, assume that

for all bounded 𝐵 ⊂ 𝑋 the set
⋃︁
𝑡≥0

𝑆(𝑡, 𝐵) is bounded. (6)

Then ∃𝛽 ∈ KL ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑡 ≥ 0

‖𝑆(𝑡, 𝑥)‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑥‖Θ, 𝑡). (7)

Now assume that our evolutionary system undergoes disturbances 𝑑 ∈ 𝑈 , where
the set 𝑈 satis�es

(U) 𝑈 ⊂ 𝐿∞(R+), 0 ∈ 𝑈 , 𝑈 is translation-invariant, i.e.,

𝑑ℎ(·) = 𝑑(·+ ℎ) ∈ 𝑈, ∀ℎ ≥ 0, ∀𝑑(·) ∈ 𝑈.

Denote by 𝐾𝜏
𝑑 ⊂ C([𝜏,+∞);𝑋) the family of maps satisfying the following

properties:
(S1) ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝜏 ≥ 0, ∀𝑑 ∈ 𝑈 ∃𝜙 ∈ 𝐾𝜏

𝑑 : 𝜙(𝜏) = 𝑥,
(S2) 𝜙|[𝑠,+∞) ∈ 𝐾𝑠

𝑑, ∀𝜙 ∈ 𝐾𝜏
𝑑 , ∀𝑠 ≥ 𝜏 ,

(S3) 𝜙(·+ ℎ) ∈ 𝐾𝜏
𝑑(·+ℎ), ∀𝜙 ∈ 𝐾𝜏+ℎ

𝑑 , ∀ℎ ≥ 0.
Let us put

𝑆𝑑(𝑡, 𝜏, 𝑥) := {𝜙(𝑡)| 𝜙 ∈ 𝐾𝜏
𝑑 , 𝜙(𝜏) = 𝑥}.

Then {𝑆𝑑}𝑑∈𝑈 generates the family of 𝑚-semiprocesses, i.e., ∀𝑑 ∈ 𝑈, ∀𝑡 ≥ 𝑠 ≥
≥ 𝜏 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀ℎ ≥ 0.

𝑆𝑑(𝑡, 𝜏, 𝑥) = 𝑥,

𝑆𝑑(𝑡, 𝜏, 𝑥) ⊂ 𝑆𝑑(𝑡, 𝑠, 𝑆𝑑(𝑠, 𝜏, 𝑥)),

𝑆𝑑(𝑡+ ℎ, 𝜏 + ℎ, 𝑥) ⊂ 𝑆𝑑(·+ℎ)(𝑡, 𝜏, 𝑥).
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It is easy to verify that {𝑆𝑑}𝑑∈𝑈 satis�es cocycle property:

𝑆𝑑(𝑡+ ℎ, 0, 𝑥) ⊂ 𝑆𝑑(𝑡+ ℎ, ℎ, 𝑆𝑑(ℎ, 0, 𝑥)) ⊂ 𝑆𝑑(·+ℎ)(𝑡, 0, 𝑆𝑑(ℎ, 0, 𝑥)),

and ∀𝜙 ∈ 𝐾𝜏
𝑑 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝑑(𝑡, 𝑠, 𝜙(𝑠)).

In particular, ∀𝜙 ∈ 𝐾0
𝑑 , ∀𝑡, ℎ ≥ 0

𝜙(𝑡+ ℎ) ∈ 𝑆𝑑(𝑡+ ℎ, ℎ, 𝜙(ℎ)) ⊂ 𝑆𝑑(·+ℎ)(𝑡, 0, 𝜙(ℎ)). (8)

(S4) Moreover, if ∀𝑠 ≥ 𝜏, ∀𝜓 ∈ 𝐾𝜏
𝑑 , ∀𝜙 ∈ 𝐾𝑠

𝑑 with 𝜓(𝑠) = 𝜙(𝑠) the function

Θ(𝑝) =

{︃
𝜓(𝑝), 𝑝 ∈ [𝜏, 𝑠],

𝜙(𝑝), 𝑝 ≥ 𝑠,

belongs to 𝐾𝜏
𝑑 , then inclusion 𝑆𝑑(𝑡, 𝜏, 𝑥) ⊂ 𝑆𝑑(𝑡, 𝑠, 𝑆𝑑(𝑠, 𝜏, 𝑥)) takes place.

(S5) If ∀ℎ ≥ 0, ∀𝜙 ∈ 𝐾𝜏
𝑑(·+ℎ) we have that 𝜙(· − ℎ) ∈ 𝐾𝜏+ℎ

𝑑 , then inclusion

𝑆𝑑(𝑡+ ℎ, 𝜏 + ℎ, 𝑥) ⊂ 𝑆𝑑(·+ℎ)(𝑡, 𝜏, 𝑥) takes place.

Lemma 3. Under conditions (U), (S1)–(S5) for the semiprocess family {𝑆𝑑}𝑑∈𝑈
we have that {𝑆𝑑}𝑑∈𝑈 is strict, i.e.

𝑆𝑑(𝑡, 𝜏, 𝑥) = 𝑆𝑑(𝑡, 𝑠, 𝑆𝑑(𝑠, 𝜏, 𝑥)),

𝑆𝑑(𝑡+ ℎ, 𝜏 + ℎ, 𝑥) = 𝑆𝑑(·+ℎ)(𝑡, 𝜏, 𝑥),

𝑆𝑑(𝑡+ ℎ, 0, 𝑥) = 𝑆𝑑(·+ℎ)(𝑡, 0, 𝑆𝑑(ℎ, 0, 𝑥)).

In particular, in the undisturbed case (𝑑 ≡ 0)

𝑆0(𝑡+ ℎ, 0, 𝑥) = 𝑆0(𝑡, 0, 𝑆0(ℎ, 0, 𝑥)),

so 𝑆0 is a strict 𝑚-semiflow.

The next theorem is the main abstract result of the paper.

Theorem 1. Assume that 𝑚-semiflow 𝑆0 is generated by family of maps 𝐾
satisfying (K1), (K2), 𝑆0 is strict, has compact values, and possesses stable global
attractor Θ.

Additionally, exists locally bounded function 𝑐 : R+ → R+ such that

∀𝑟 > 0, ∀𝑡 ≥ 0,

‖𝑥1‖ ≤ 𝑟, ‖𝑥2‖ ≤ 𝑟 ⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑆0(𝑡, 0, 𝑥1), 𝑆0(𝑡, 0, 𝑥2)) ≤ 𝑒𝑐(𝑟)𝑡‖𝑥1 − 𝑥2‖. (9)

Assume that {𝑆𝑑}𝑑∈𝑈 is the family of 𝑚-semiprocesses satisfying (U), (S1)–(S5),
where 𝑑 ∈ 𝑈 is disturbances of the initial system 𝑆0.

Assume that ∃𝜎 ∈ K, exists continuous function 𝐷 : R2
+ → R+ such that ∀𝑟 >

0 lim
𝑡→0+

𝑑(𝑟,𝑡)
𝑡

<∞, and ∀𝑡 ≥ 0

‖𝑑‖∞ ≤ 𝑟, ‖𝑥‖ ≤ 𝑟 ⇒

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑆𝑑(𝑡, 0, 𝑥), 𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)) ≤ 𝐷(𝑟, 𝑡)𝜎(‖𝑑‖∞). (10)

Assume, that

∀𝑟 > 0 the set
⋃︁
𝑡≥0

⋃︁
‖𝑑‖∞≤𝑟

⋃︁
‖𝑥‖≤𝑟

𝑆𝑑(𝑡, 0, 𝑥) is bounded. (11)

Then {𝑆𝑑}𝑑∈𝑈 is local ISS w.r.t. Θ, i.e., inequality (5) holds.
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Proof. First let us prove that ∀𝑟 > 0 ∃𝜓, 𝜓, 𝛼 ∈ K, exists Lipschitz continuous
function 𝑉 with Lipschitz constant equals 1, such that

𝜓(‖𝑥‖Θ) ≤ 𝑉 (𝑥) ≤ 𝜓(‖𝑥‖Θ), ∀‖𝑥‖Θ ≤ 𝑟, (12)

�̇�0(𝑥) := lim
𝑡→0+

1

𝑡
𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑉 (𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)), 𝑉 (𝑥)) ≤ −𝛼(‖𝑥‖Θ) ∀‖𝑥‖Θ ≤ 𝑟, (13)

where here and after for 𝐴 ⊂ 𝑋, 𝑉 (𝐴) =
⋃︀
𝑎∈𝐴

𝑉 (𝑎).

For this purpose, we choose function 𝛽 from (7), �x 𝑟0 > 0 and ∀𝜀 > 0 let
𝑇 = 𝑇 (𝑟0, 𝜀) be such that

𝛽(𝑟0, 𝑡) ≤ 𝜀 ∀𝑡 ≥ 𝑇. (14)

We put

𝑉 𝜀(𝑥) := 𝑒−(𝑐0+𝑐)𝑇 sup
𝑡≥0

(𝑒𝑐𝑡𝜂𝜀(‖𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)‖Θ)), ‖𝑥‖Θ < 𝑟0,

where 𝑐0 = 𝑐(𝑟0) is taken from (9), 𝑐 > 0 will be �xed throughout the proof,
𝜂𝜀(𝑟) := max{0, 𝑟 − 𝜀}. Due to (14)

𝑉 𝜀(𝑥) = 𝑒−(𝑐0+𝑐)𝑇 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

(𝑒𝑐𝑡𝜂𝜀(‖𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)‖Θ)).

Using elementary properties of 𝜂𝜀:

𝜂𝜀(𝑟) ≤ 𝑟, |𝜂𝜀(𝑟1)− 𝜂𝜀(𝑟2)| ≤ |𝑟1 − 𝑟2|,

we get the following properties of 𝑉 𝜀:

𝑉 𝜀(𝑥) ≤ 𝑒−𝑐0𝑇 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

𝜂𝜀(‖𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)‖Θ) ≤ 𝛽(‖𝑥‖Θ, 0), ∀‖𝑥‖Θ ≤ 𝑟0,

and

|𝑉 𝜀(𝑥)− 𝑉 𝜀(𝑦)| ≤ 𝑒−(𝑐0+𝑐)𝑇×
× sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
|𝑒𝑐𝑡𝜂𝜀(‖𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)‖Θ)− 𝑒𝑐𝑡𝜂𝜀(‖𝑆0(𝑡, 0, 𝑦)‖Θ)| ≤

≤ 𝑒−𝑐0𝑇 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

|‖𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)‖Θ)− ‖𝑆0(𝑡, 0, 𝑦)‖Θ)| ≤

≤ 𝑒−𝑐0𝑇 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

dist (𝑆0(𝑡, 0, 𝑥), 𝑆0(𝑡, 0, 𝑦)) ≤

≤ 𝑒−𝑐0𝑇 𝑒𝑐0𝑇‖𝑥− 𝑦‖ =

= ‖𝑥− 𝑦‖, ∀ ‖𝑥‖Θ ≤ 𝑟0, ∀ ‖𝑦‖Θ ≤ 𝑟0.

Here, we utilized the inequality

dist (𝐴,𝐵) ≤ dist (𝐴,𝐶) + dist (𝐶,𝐵),

with 𝐴 = 𝑆0(𝑡, 0, 𝑥), 𝐵 = Θ, 𝐶 = 𝑆0(𝑡, 0, 𝑦).
Due to compactness of Θ we have that ∀‖𝑥‖Θ < 𝑟0

‖𝑥‖Θ = inf
𝜉∈Θ

‖𝑥− 𝜉‖ = ‖𝑥− 𝜉0‖, 𝜉0 ∈ Θ.
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Then due to (9)

dist (𝑆0(𝑡, 0, 𝑥), 𝑆0(𝑡, 0, 𝜉0)) ≤ 𝑒𝑐0𝑡‖𝑥− 𝜉0‖.

Invariance of Θ implies the inclusion

𝑆0(𝑡, 0, 𝜉0) ⊂ Θ.

Therefore,
dist (𝑆0(𝑡, 0, 𝑥), 𝑆0(𝑡, 0, 𝜉0)) ≥ ‖𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)‖Θ.

So, from the strict inequality ‖𝑥‖Θ < 𝑟0 we derive that for su�ciently small
𝜏 > 0

‖𝑆0(𝜏, 0, 𝑥)‖ < 𝑟0.

Then ∀𝜙 ∈ 𝐾 : 𝜙(0) = 𝑥, we get from the strictness of 𝑆0

𝑉 𝜀(𝜙(𝜏)) = 𝑒−(𝑐0+𝑐)𝑇 sup
𝑡≥0

(𝑒𝑐𝑡𝜂𝜀(‖𝑆0(𝑡, 0, 𝜙(𝜏))‖Θ)) ≤

≤ 𝑒−(𝑐0+𝑐)𝑇 sup
𝑡≥0

(𝑒𝑐𝑡𝜂𝜀(‖𝑆0(𝑡+ 𝜏, 0, 𝑥)‖Θ)) ≤

≤ 𝑒−𝑐𝜏𝑉 𝜀(𝑥) for su�ciently small 𝜏 > 0.

Due to compactness of 𝑆0(𝑡, 0, 𝑥) we deduce: for every small 𝜏 > 0 ∃𝜙 ∈
∈ 𝐾, 𝜙(0) = 𝑥 such that

dist (𝑉 𝜀(𝑆0(𝜏, 0, 𝑥)), 𝑉
𝜀(𝑥)) = 𝑉 𝜀(𝜙(𝜏))− 𝑉 𝜀(𝑥) ≤ (𝑒−𝑐𝜏 − 1)𝑉 𝜀(𝑥).

Therefore,

�̇� 𝜀
0 (𝑥) := lim

𝑡→0+

1

𝑡
𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑉 𝜀(𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)), 𝑉

𝜀(𝑥)) ≤ −𝑐𝑉 𝜀(𝑥), ‖𝑥‖Θ < 𝑟0.

Now, for every ‖𝑥‖Θ ≤ 𝑟0, we put

𝑉 (𝑥) :=
∞∑︁
𝑘=1

2−𝑘𝑉
1
𝑘 (𝑥).

Then from the previous arguments, we get

𝑉 (𝑥) ≤ 𝛽(‖𝑥‖Θ, 0), ‖𝑥‖Θ ≤ 𝑟0,

|𝑉 (𝑥)− 𝑉 (𝑦)| ≤ ‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥‖Θ ≤ 𝑟0, ‖𝑦‖Θ ≤ 𝑟0,

∀𝜙 ∈ 𝐾, 𝜙(0) = 𝑥 for su�ciently small 𝜏 > 0

𝑉 (𝜙(𝜏)) ≤ 𝑒−𝑐𝜏𝑉 (𝑥),

and therefore,
dist (𝑉 (𝑆0(𝜏, 0, 𝑥)), 𝑉 (𝑥)) ≤ (𝑒−𝑐𝜏 − 1)𝑉 (𝑥).

So,
�̇�0(𝑥) ≤ −𝑐𝑉 (𝑥), ‖𝑥‖Θ < 𝑟0.
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Moreover, inequality

sup
𝑡≥0

(︁
𝑒𝑐𝑡𝜂 1

𝑘
(‖𝑆0(𝑡, 0, 𝑥)‖Θ)

)︁
≥ 𝜂 1

𝑘
(‖𝑥‖Θ),

implies

𝑉 (𝑥) ≥
∞∑︁
𝑘=1

2−𝑘𝑒−(𝑐0+𝑐)𝑇 (
1
𝑘
)𝜂 1

𝑘
(‖𝑥‖Θ), ‖𝑥‖Θ ≤ 𝑟0.

Finally, denoting
𝜓(𝑟) = 𝛽(𝑟, 0) + 𝑟,

𝜓(𝑟) =
∞∑︁
𝑘=1

2−𝑘𝑒−(𝑐0+𝑐)𝑇 (
1
𝑘
)𝜂 1

𝑘
(𝑟),

𝛼(𝑟) = 𝑐𝜓(𝑟),

we obtain (12),(13).
Then for ∀‖𝑥‖Θ < 1, ∀𝑢 ∈ 𝑈 : ‖𝑢‖∞ ≤ 1, ∀𝜙 ∈ 𝐾0

𝑢 : 𝜙(0) = 𝑥, let us consider
for 𝑡 > 0 the upper right-hand Dini derivative [23]

𝐷
+
𝑉 (𝜙(𝑡)) = lim

𝜏→0+

1

𝜏
(𝑉 (𝜙(𝑡+ 𝜏))− 𝑉 (𝜙(𝑡))).

According to property (8)

𝜙(𝑡+ 𝜏) ∈ 𝑆𝑢(𝑡+ 𝜏, 0, 𝑥) ⊂ 𝑆𝑢(·+𝑡)(𝜏, 0, 𝜙(𝑡)).

From (11), for some 𝑟0 > 0, ‖𝜙(𝑡)‖ < 𝑟0 ∀𝑡 ≥ 0. We �x such 𝑟0 in all previous
arguments. So, in view of (10), we can write

𝑉 (𝜙(𝑡+ 𝜏))− 𝑉 (𝜙(𝑡)) ≤ dist (𝑉 (𝑆𝑢(·+𝑡)(𝜏, 0, 𝜙(𝑡))), 𝑉 (𝜙(𝑡))) ≤
≤ dist

(︀
𝑉 (𝑆𝑢(·+𝑡)(𝜏, 0, 𝜙(𝑡))), 𝑉 (𝑆0(𝜏, 0, 𝑉 (𝑆𝑢(·+𝑡)(𝜏, 0, 𝜙(𝑡)))))

)︀
+

+ dist (𝑉 (𝑆0(𝜏, 0, 𝑉 (𝑆𝑢(·+𝑡)(𝜏, 0, 𝜙(𝑡))))), 𝑉 (𝜙(𝑡))) ≤
≤ 𝑑(𝑟0, 𝜏)𝜎(‖𝑢‖∞) + (𝑒−𝑐𝜏 − 1)𝑉 (𝜙(𝑡)).

It means that

𝐷
+
𝑉 (𝜙(𝑡)) ≤ −𝑐𝑉 (𝜙(𝑡)) + 𝑑𝜎(‖𝑢‖∞), ∀𝑡 > 0, (15)

where 𝑑 = lim
𝜏→0+

𝑑(𝑟0,𝜏)
𝜏

.

Due to the properties of upper limit, we get from (15):

𝐷
+ (︀
𝑉 (𝜙(𝑡))𝑒𝑐𝑡

)︀
≤ −𝐷+

(︂
−𝑑𝜎(‖𝑢‖∞)

𝑐
𝑒𝑐𝑡
)︂
,

𝐷
+
(︂
𝑉 (𝜙(𝑡))𝑒𝑐𝑡 − 𝑑𝜎(‖𝑢‖∞)

𝑐
𝑒𝑐𝑡
)︂

≤ 0. (16)

Then inequality (16) implies that (see [23])

𝑉 (𝜙(𝑡))𝑒𝑐𝑡 − 𝑑𝜎(‖𝑢‖∞)

𝑐
𝑒𝑐𝑡 ≤ 𝑉 (𝑥)− 𝑑𝜎(‖𝑢‖∞)

𝑐
, ∀𝑡 ≥ 0.
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So,

𝑉 (𝜙(𝑡)) ≤ 𝑉 (𝑥)𝑒−𝑐𝑡 +
𝑑

𝑐
𝜎(‖𝑢‖∞), ∀𝑡 ≥ 0.

Finally,

𝜓(‖𝜙(𝑡)‖Θ) ≤ 𝜓(‖𝑥‖Θ)𝑒−𝑐𝑡 +
𝑑

𝑐
𝜎(‖𝑢‖∞),

‖𝜙(𝑡)‖Θ ≤ 𝜓−1(𝜓(‖𝑥‖Θ)𝑒−𝑐𝑡 +
𝑑

𝑐
𝜎(‖𝑢‖∞)) ≤

≤ 1

2
𝜓−1

(︀
2𝜓(‖𝑥‖Θ)𝑒−𝑐𝑡

)︀
+

1

2
𝜓−1

(︂
2𝑑

𝑐
𝜎(‖𝑢‖∞)

)︂
. (17)

If we denote

𝛽(𝑟, 𝑠) :=
1

2
𝜓−1

(︀
2𝜓(‖𝑥‖Θ)𝑒−𝑐𝑠

)︀
,

𝛾(𝑟) :=
1

2
𝜓−1

(︂
2𝑑

𝑐
𝜎(𝑟)

)︂
,

then inequality (17) implies the required local ISS property.
Theorem is proved.
4. Application to reaction-diffusion systems. We consider the problem{︃

𝑢𝑡 = 𝑎∆𝑢− 𝑓(𝑢) + ℎ(𝑥) + 𝑔(𝑢)𝑑(𝑡), 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,

𝑢|𝜕Ω = 0.
(18)

Suppose that all components of functions 𝑓, 𝑔 belong to the class 𝐶(R), ℎ ∈
∈ (𝐿2(Ω))𝑁 , ∃𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 > 0, 𝛾𝑖 > 0, 𝑝𝑖 ≥ 2, 𝑖 = 1, 𝑁 such that ∀𝑣 ∈ R𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

|𝑓 𝑖(𝑣)|
𝑝𝑖

𝑝𝑖−1 ≤ 𝐶1(1 +
𝑁∑︁
𝑖=1

|𝑣𝑖|𝑝𝑖), (19)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑓 𝑖(𝑣)𝑣𝑖 ≥
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖|𝑣𝑖|𝑝𝑖 − 𝐶2, (20)

‖𝑔(𝑣)‖2 :=
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

|𝑔𝑖𝑗(𝑣)|2 ≤ 𝐶3. (21)

We will use the following standard functional spaces:

𝐻 = (𝐿2(Ω))𝑁 and 𝑉 = (𝐻1
0 (Ω))

𝑁 .

Let us denote

𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑁), 𝐿
𝑝(Ω) = 𝐿𝑝1(Ω)× . . .× 𝐿𝑝𝑁 (Ω).

It is known [24] that under assumptions (19)�(21) for any disturbances 𝑑 ∈
∈ 𝐿∞(R+;𝐻) (even for 𝑑 ∈ 𝐿2

𝑙𝑜𝑐(R+;𝐻)) the problem (18) is globally resolvable in
weak sense in the phase space 𝐻, i.e., for every 𝑢0 ∈ 𝐻 there exists (maybe not
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unique) a function 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2
𝑙𝑜𝑐(0,+∞;𝑉 )

⋂︀
𝐿𝑝𝑙𝑜𝑐(0,+∞;𝐿𝑝(Ω)) such that for

any 𝑇 > 0, 𝑣 ∈ 𝑉 ∩ 𝐿𝑝(Ω)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
Ω

𝑢(𝑡, 𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
Ω

(︁
𝑎∇𝑢(𝑡, 𝑥)∇𝑣(𝑥)+

+𝑓(𝑢(𝑡, 𝑥))𝑣(𝑥)− 𝑔(𝑥)𝑣(𝑥)− 𝑑(𝑡, 𝑥)𝑣(𝑥)
)︁
𝑑𝑥 = 0.

in the sense of scalar distributions on (0, 𝑇 ), and 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥). Due to inclusion
𝑢 ∈ 𝐶([0,+∞);𝐻) the last equality makes sense. Moreover, every weak solutions
of (18) belongs to the class of absolutely continuous functions from [𝜏, 𝑇 ] to 𝐻 for
every 𝑇 > 𝜏 , and for positive constants 𝑣, 𝑐1, 𝑐2 for a.a. 𝑡 > 𝜏

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢(𝑡)‖2 + 𝑣‖𝑢(𝑡)‖2 ≤ 𝑐1 + 𝑐2‖𝑑‖2∞.

So,

‖𝑢(𝑡)‖2 ≤ ‖𝑢(𝜏)‖2𝑒−𝑣(𝑡−𝜏) + 1

𝑣
(𝑐1 + 𝑐2‖𝑑‖2∞), ∀𝑡 ≥ 𝜏. (22)

Moreover, if 𝑢𝑛0 → 𝑢0 weakly in 𝐻, 𝑑𝑛 → 𝑑 weakly in 𝐿2(0, 𝑇 ) ∀𝑇 > 0 then up
to subsequence

∀𝑡 > 0 𝑢𝑛(𝑡) → 𝑢(𝑡) in 𝐻, (23)

where 𝑢 is a solution of (1) with initial data 𝑢0 and disturbances 𝑑.
These statements allow us to claim that for 𝑑 ≡ 0 all weak solutions 𝐾 of

undisturbed problem (2) generate strict 𝑚-semi�ow 𝑆 according to the formula (8),
and properties (22), (23) imply (G1) � (G4). So, due to Lemma 1, 𝑚-semi�ow 𝑆
has stable global attractor Θ ⊂ 𝐻.

Moreover, from estimate (22) we get that property (6) takes place. So, Lemma
2 implies the robust stability estimate (6) for our problem (2).

Theorem 2. Suppose that (19) – (21) takes place and, additionally, components
of 𝑓 belong to the class 𝐶1(R𝑛), and the corresponding Jacobian matrix 𝐷𝑓 satisfies
the following inequality:

∃𝐶4 > 0 ∀𝑣 ∈ R𝑛 𝐷𝑓(𝑣) ≥ −𝐶4. (24)

Then the formula

𝑆𝑑(𝑡, 𝜏, 𝑢𝜏 ) := {𝑢(𝑡)| 𝑢(·) is a solution of (2) on [𝜏,+∞), 𝑢(𝜏) = 𝑢𝜏}, (25)

generates the family of semiprocesses {𝑆𝑑}𝑑∈𝑈 with 𝑈 = 𝐿∞(0,+∞), which is locally
ISS w.r.t. Θ, i.e., property (5) takes place.

Proof. It can be proved that the family of mappings {𝑆𝑑}𝑑∈𝑈 de�ned by (25),
satis�es (S1) � (S5). So, Lemma 3 implies that {𝑆𝑑}𝑑∈𝑈 is the strict family of
semiprocesses. Moreover, inequality (24) allows us to prove that 𝑆0 and 𝑆𝑑 satisfy
properties (9), (10). Estimate (22) gives property (11). Thus, we can apply Theorem
1 and obtain required result.
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5. Conclusions. In this work, we considered the stability of the limit modes of
an in�nite-dimensional system of the reaction-di�usion type in relation to external
disturbing signals. The main result is the estimation of the deviation of the tra-
jectories of the disturbed system from the uniform attractor set (global attractor)
of the undisturbed system in terms of the amplitude of the external signal. At the
same time, the obtained results can be applied to wide classes of reaction-di�usion
systems under rather general assumptions on coe�cients, including systems with
non-smooth interaction functions, multi-dimensional Lotka-Volterra systems with
di�usion, FitzHugh�Nagumo systems and others for which the uniqueness of the
solution of the Cauchy problem is not guaranteed. Therefore, we can conclude that
this robust stability with respect to disturbances is the interior property of evolu-
tionary processes which are modeled by reaction-di�usion systems.
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Капустян О. В., Юсипiв Т. В. Стiйкiсть граничних режимiв для загаль-
ного випадку систем типу реакцiя-дифузiя.

У цiй статтi ми розглядаємо стiйкiсть граничних режимiв для загального класу
нелiнiйних розподiлених математичних моделей, якi називаються моделями реакцiї-
дифузiї. Системи реакцiї-дифузiї природно виникають у багатьох застосуваннях. На-
приклад, при математичному моделюваннi в бiологiї та у теорiї передачi сигналiв
широко використовується модель ФiтцХью–Нагумо (FitzHugh–Nagumo model), роз-
подiлений варiант якої є окремим випадком загальної системи реакцiї-дифузiї. До-
слiджено проблему стiйкостi притягуючих множин для нескiнченновимiрної системи
реакцiї-дифузiї вiдносно обмежених зовнiшнiх сигналiв (збурень). Функцiї взаємодiї,
а також нелiнiйнi збурення не вважаються неперервними за Лiпшицем. Отже, ми не
можемо очiкувати єдиностi розв’язку для вiдповiдної початкової задачi, i ми повиннi
використовувати багатозначний напiвгруповий пiдхiд. Вважається, що незбурена си-
стема має глобальний атрактор, тобто мiнiмальну компактну рiвномiрно притягаючу
множину. Основною метою дослiдження є оцiнка вiдхилення траєкторiї збуреної си-
стеми вiд глобального атрактора незбуреної як функцiї величини зовнiшнiх сигналiв.
Таку оцiнку можна отримати в рамках теорiї стiйкостi вiд входу до стану (ISS). У стат-
тi запропоновано новий пiдхiд до отримання оцiнок робастної стiйкостi атрактора у
випадку багатозначного еволюцiйного оператора. Зокрема, доведено, що багатозначна
напiвгрупа, породжена слабкими розв’язками нелiнiйної системи типу реакцiї-дифузiї,
має властивiсть локальної ISS вiдносно атрактора незбуреної системи.

Ключовi слова: система реакцiя-дифузiя, система без єдиностi розв’язку, стiйкiсть
вiд входу до стану, робастна стiйкiсть, глобальний атрактор.
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ON A NUMBER OF EMIGRANTS IN DECOMPOSABLE
AGE-DEPENDENT BRANCHING PROCESSES

Decomposable branching process can be viewed as stohastic model for the population
with 𝑁 types of individuals, splitted into several groups 𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺𝑛, 𝑛 ≤ 𝑁 , where
each group occupies its own island. Individual of group 𝐺𝑖 may immidiately after birth
emigrate to island, occupied by group with higher index or stay on the same island. In
given paper we consider case with two groups 𝐺1 and 𝐺2. Each individual has random life
duration and distribution of its progeny depends on its age.

We establish asymptotic behaviour of processes that count number of emigrated indi-
viduals, depending on criticality of branching subprocess, generated by group 𝐺1.

Keywords: branching process, stochastic additive functional, critical branching process,
Perron root, moments.

1. Introduction. We will provide short description of decomposable multitype age-
dependent branching process with variable transition probabilities. Review of multi-
type age-dependent processes with variable transition probabilities can be found
in [1], chapter 8, while decomposable branching processes were studied, for example,
in [2], [3] and [4]. Description of probability space could be given analogically to [5],
chapter 6.

Consider a population consisting of n types 𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑛 Each 𝑇𝑖 − 𝑡ℎ type
particle has random life duration 𝜏𝑖 with distribution function

𝑃 (𝜏𝑖 ≤ 𝑡) = 𝐺𝑖(𝑡), 𝐺𝑖(0+) = 0

We will assume that 𝐺𝑖(𝑡) are absolutely continuous.
Types of particles can be divided into two groups: 𝐶1 which includes parti-

cles of types 𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑟 and 𝐶2 which includes particles (individuals) of types
𝑇𝑟+1, 𝑇𝑟+2, . . . , 𝑇𝑛, 1 ≤ 𝑟 < 𝑛. Particles from 𝐶2 at the end of their lives transorm
into any number of particles from their own group, while particles from 𝐶1 transform
into any number of particles of any type. Direct 𝐶2 types descendants of particles
from 𝐶1 group types we will call ’emigrants’. Establishing asymtotic behaviour of
processes, which describe number of emigrants is the goal of this paper.

Conditional probability (if transformation took place when the age attained by
the original particle was 𝑢) 𝑝𝑖𝛼(𝑢) of transformation into a set consisting of 𝛼𝑖 𝑇𝑖 −
𝑡ℎ type particles, 𝑖 = 1, 𝑛, where 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) is 𝑛 - dimensional vector
where the components are non-negative integers. Evolution of particle is defined by
joint distribution of random variable 𝜏𝑖 and random vector 𝑣𝑖 = (𝑣1𝑖 , . . . , 𝑣

𝑛
𝑖 ), which

characterise progeny of this particle.

𝑃 (𝜏𝑖 ∈ 𝐵, 𝑣𝑖 = 𝛼) =

∫︁
𝐵

𝑝𝑖𝛼(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢).
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Vector 𝜇𝑖(𝑡) = (𝜇1
𝑖 (𝑡), . . . , 𝜇

𝑛
𝑖 (𝑡)) denotes number of particles of types 𝑇1, 𝑇2, . . . ,

𝑇𝑛 at the moment 𝑡, under the condition that at initial moment there existed one
𝑇𝑖 − 𝑡ℎ type particle. And let’s also assume, that vectors 𝜇𝑖(𝑡) are right continuous.

Let’s denote by 𝑃 𝑖(*) and 𝐸𝑖(*) denote conditional probability and conditional
expectaion respectively, under condition that at initial moment of time there existed
one particle of type 𝑇𝑖.

Let’s also introduce generating functions

ℎ𝑖(𝑡, 𝑠) =
∑︁
𝛼

𝑝𝑖𝛼(𝑡)𝑠
𝛼

and
𝐹 𝑖(𝑡, 𝑠) =

∑︁
𝛼

𝑃 𝑖(𝜇𝑖(𝑡) = 𝛼)𝑠𝛼, 𝑖 = 1, 𝑛,

𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛), 𝑠
𝛼 = 𝑠𝛼1

1 · · · 𝑠𝛼𝑛
𝑛 ,

𝐹 (𝑡, 𝑠) = (𝐹 1(𝑡, 𝑠), . . . , 𝐹 𝑛(𝑡, 𝑠)), ℎ(𝑡, 𝑠) = (ℎ1(𝑡, 𝑠), . . . , ℎ𝑛(𝑡, 𝑠)).

Generating functions 𝐹 𝑖(𝑡, 𝑠) satisfy with 𝑠 ≤ 1 (componentwise) and 𝑡 ≥ 0 next
system of integral equations [1]

𝐹 𝑖(𝑡, 𝑠) = 𝑠𝑖(1−𝐺𝑖(𝑡)) +

∫︁ 𝑡

0

ℎ𝑖(𝑢, 𝐹 (𝑡− 𝑢, 𝑠))𝑑𝐺𝑖(𝑢), 𝑖 = 1, 𝑛. (1)

2. Preliminaries. Define

𝑎𝑖𝑗(𝑢) =
𝜕ℎ𝑖(𝑢, 𝑠)

𝜕𝑠𝑗
|𝑠=1, 𝐴

𝑖
𝑗 =

∫︁ ∞

0

𝑎𝑖𝑗(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢),

𝑏𝑖𝑗𝑘(𝑢) =
𝜕ℎ𝑖(𝑢, 𝑠)

𝜕𝑠𝑗𝜕𝑠𝑘
|𝑠=1, 𝐵

𝑖
𝑗𝑘 =

∫︁ ∞

0

𝑏𝑖𝑗𝑘(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢).

We will call described above branching process (b.p.) 𝜉. We assume that matrix

𝐴 =
⃦⃦
𝐴𝑖𝑗
⃦⃦
𝑖,𝑗=1,𝑛

of moments has a form

[︂
𝐴1 𝐴12

0 𝐴2

]︂
, where matrices 𝐴1 =

⃦⃦
𝐴𝑖𝑗
⃦⃦
𝑖,𝑗=1,𝑟

and 𝐴2 =
⃦⃦
𝐴𝑖𝑗
⃦⃦
𝑖,𝑗=𝑟+1,𝑛

are irreducable, 𝐴12 =
⃦⃦
𝐴𝑖𝑗
⃦⃦
𝑖=1,𝑟,𝑗=𝑟+1,𝑛

, 0=(n-r)*r zero
matrix.

Since our goal is to describe number of emigrants, we will mainly focus on matrix
𝐴1.

Let

𝐴𝑙𝜌𝑘 =

∫︁ ∞

0

𝑢𝑒−𝜌𝑢𝑎𝑙𝑘(𝑢)𝑑𝐺
𝑙(𝑢), 𝐵𝑙

𝜌𝑗𝑘 =

∫︁ ∞

0

𝑒−2𝜌𝑢𝑏𝑙𝑗𝑘(𝑢)𝑑𝐺
𝑙(𝑢),

𝑀𝑘 =

∫︁ ∞

0

𝑢𝑑𝐺𝑘(𝑢),𝑀 𝑙𝑘
𝑎 =

∫︁ ∞

0

𝑢𝑎𝑙𝑘(𝑢)𝑑𝐺
𝑙(𝑢),

𝐵 =
𝑟∑︁

𝑙,𝑘,𝑚=1

𝐵𝑙
𝑚𝑘𝑣

𝑙𝑢𝑘𝑢𝑚,𝑀𝑎 =
𝑟∑︁

𝑙,𝑘=1

𝑀 𝑙𝑘
𝑎 𝑣

𝑙𝑢𝑘,𝑀𝑗 =
𝑟∑︁
𝑙=1

𝑣𝑙
∫︁ ∞

0

𝑎𝑙𝑗(𝑢)𝑑𝐺
𝑙(𝑢),

where 𝜌 denotes such number, that perron root of matrix
⃦⃦∫︀∞

0
𝑒−𝜌𝑢𝑎𝑙𝑘(𝑢)𝑑𝐺

𝑙(𝑢)
⃦⃦
𝑖,𝑗=1,𝑟

equals to one, 𝑢𝜌 = (𝑢1𝜌, 𝑢
2
𝜌, . . . , 𝑢

𝑟
𝜌) and 𝑣𝜌 = (𝑣1𝜌, 𝑣

2
𝜌, . . . , 𝑣

𝑟
𝜌) denote right and left
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eigenvectors of this matrix, (𝑣𝜌, 𝑢𝜌) = (𝑣𝜌,1) =
𝑟∑︀

𝑘=1

𝑣𝑘𝜌 = 1 (in critical case 𝜌 = 0 and

we denote 𝑢𝜌 = 𝑢, 𝑣𝜌 = 𝑣).
To simplify further investigation we will introduce process 𝜉′, which consists only

of particles from group 𝐶1. By 𝜈𝑖(𝑡) = (𝜈𝑟+1
𝑖 (𝑡), . . . , 𝜈𝑛𝑖 (𝑡)) we will denote number of

particles of types from group 𝐶2 (emigrants), produced by 𝐶1 type particles by t.
Processes 𝜈𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑟 can be seen as ’product’ of 𝐶1 type particles or multdimensi-
onal additive functional from branching process 𝜉′ (see [7]).

Consider vector �̃�𝑖(𝑡) = (𝜇1
𝑖 (𝑡), . . . , 𝜇

𝑟
𝑖 (𝑡), 𝜈

𝑟+1
𝑖 (𝑡), . . . , 𝜈𝑛𝑖 (𝑡)), 𝑖 = 1, 𝑛.

By 𝐹 𝑖(𝑡, 𝑠) we will denote generating functions of this vectors. It is easy to see
that 𝐹 𝑗(𝑡, 𝑠) = 𝑠𝑗 for 𝑗 = 𝑟 + 1, 𝑛 and formula (1) is valid for 𝐹 𝑖(𝑡, 𝑠), 𝑖 = 1, 𝑟 with
𝐹 (𝑡, 𝑠) = (𝐹 1(𝑡, 𝑠), . . . , 𝐹 𝑛(𝑡, 𝑠)).

According to [1], we have next formulas for moments

𝐴𝑖𝑗(𝑡) =
𝜕𝐹 𝑖(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠𝑗
=
𝜕𝐹 𝑖(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠𝑗
,

𝐵𝑖
𝑗𝑘(𝑡) =

𝜕2𝐹 𝑖(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠𝑗𝜕𝑠𝑘
=
𝜕2𝐹 𝑖(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠𝑗𝜕𝑠𝑘
,

𝐴𝑖𝑗(𝑡) = 𝛿𝑖𝑗(1−𝐺𝑖(𝑡) +
𝑟∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑡

0

𝐴𝑘𝑗 (𝑡− 𝑢)𝑎𝑖𝑘(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢),

𝐵𝑖
𝑗𝑘(𝑡) =

𝑟∑︁
𝑙=1

∫︁ 𝑡

0

𝐵𝑙
𝑗𝑘(𝑡− 𝑢)𝑎𝑖𝑙(𝑢)𝑑𝐺

𝑖(𝑢) +
𝑟∑︁

𝑚,𝑙=1

∫︁ 𝑡

0

𝐴𝑙𝑗(𝑡− 𝑢)𝐴𝑚𝑘 (𝑡− 𝑢)𝑏𝑖𝑙𝑚(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢),

for 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑟.
For 𝐴𝑖𝑙(𝑡), 𝐵

𝑖
𝑗𝑙(𝑡) and 𝐵

𝑖
𝑙𝑙(𝑡), were 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑟, 𝑙 = 𝑟 + 1, 𝑛 we will have

𝐴𝑖𝑙(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑎𝑖𝑙(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢) +

𝑟∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

0

𝐴𝑘𝑙 (𝑡− 𝑢)𝑎𝑖𝑘(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢), (2)

𝐵𝑖
𝑗𝑙(𝑡) =

𝑟∑︁
𝑚=1

∫︁ 𝑡

0

𝐵𝑚
𝑗𝑙 (𝑡− 𝑢)𝑎𝑖𝑚(𝑢)𝑑𝐺

𝑖(𝑢)+

+
𝑟∑︁

𝑚,𝑑=1

∫︁ 𝑡

0

𝐴𝑚𝑗 (𝑡− 𝑢)𝐴𝑞𝑙 (𝑡− 𝑢)𝑏𝑖𝑚𝑞(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢), (3)

𝐵𝑖
𝑙𝑙(𝑡) =

𝑟∑︁
𝑚=1

∫︁ 𝑡

0

𝐵𝑙
𝑙𝑙(𝑡− 𝑢)𝑎𝑖𝑚(𝑢)𝑑𝐺

𝑖(𝑢)+

+
𝑟∑︁

𝑚,𝑞=1

∫︁ 𝑡

0

𝐴𝑚𝑙 (𝑡− 𝑢)𝐴𝑞𝑙 (𝑡− 𝑢)𝑏𝑖𝑚𝑞(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢). (4)

Next theorem is crucial for establishing asymtotic behaviour of moments. Proof
of this theorem can be found in [6].
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Theorem 1. Let 𝑀(𝑑𝑦) =
⃦⃦
𝑚𝑖𝑗(𝑑𝑦)

⃦⃦
𝑖,𝑗=1,𝑟

be r*r square matrix, components of

which are finite non-negative measures on [0,+∞) and let vector function 𝑔(𝑥) =

= (𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑟(𝑥)) be such that for some 𝛾 ≥ 0 holds sup
𝑥∈R

𝑔(𝑥)

𝑚𝑎𝑥{1, 𝑥𝛾}
< ∞

and 𝑔(𝑥)
𝑥𝛾

𝑥→+∞−−−−→ 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑟). If Perron root of 𝑀 [0,+∞) equals to 1 and
∞∫︀
0

𝑢𝑚𝑖𝑗(𝑑𝑢) <∞, then

1

𝑥1+𝛾

∫︁ 𝑥

0

𝑔(𝑥− 𝑦)𝑑𝐻(𝑦)
𝑥→+∞−−−−→ 𝑐

(1 + 𝛾)𝑎

⃦⃦
𝑢𝑖𝑣𝑗

⃦⃦
𝑖,𝑗=1,𝑟

,

where 𝐻(𝑦) is renewal matrix, which corresponds to matrix 𝑀(𝑑𝑦), 𝑢 and 𝑣 are right

and left eigenvectors of 𝑀 [0,+∞), 𝑎 =

(︂
𝑣,

∞∫︀
0

𝑦𝑀(𝑑𝑦)𝑢

)︂
.

Applying Theorem1 to (2)�(4), one can show that, in critical case, if 𝑀 𝑗, 𝑀 𝑗𝑘
𝑎 ,

𝐵𝑗
𝑙𝑘 are �nite, then

𝐴𝑖𝑙(𝑡) ∼
𝑢𝑖𝑀𝑙𝑡

𝑀𝑎

, 𝐵𝑖
𝑗𝑙(𝑡) ∼ 𝐵

𝑢𝑖𝑣𝑗𝑀 𝑗𝑀𝑙𝑡
2

2(𝑀𝑎)2
, 𝐵𝑖

𝑙𝑙(𝑡) ∼ 𝐵
𝑢𝑖(𝑀𝑙)

2𝑡3

3(𝑀𝑎)3
. (5)

We will also need next lemma to prove Theorem 2.

Lemma 1. If for random variables 𝑋(𝑡) and 𝑌 (𝑡) following conditions are sat-
isfied:

a) 𝑋(𝑡)
𝑡→+∞−−−−→ 𝑋 in distribution;

b) lim
𝑡→∞

(𝑋(𝑡)− 𝑌 (𝑡))2,

then 𝑌 (𝑡)
𝑡→+∞−−−−→ 𝑋 in distribution.

Proof. Indeed, from condition b) we get that 𝑌 (𝑡) = 𝑋(𝑡) + 𝜃(𝑡), where 𝜃(𝑡)
tends to zero in square mean, therefore in distribution, so

lim
𝑡→∞

𝐸
(︀
𝑒𝑥𝑝

{︀
𝑖𝛽𝑌 (𝑡)

}︀)︀
= lim

𝑡→∞
𝐸
(︀
𝑒𝑥𝑝

{︀
𝑖𝛽(𝑋(𝑡) + 𝜃(𝑡))

}︀)︀
= 𝐸

(︀
𝑒𝑥𝑝

{︀
𝑖𝛽𝑋

}︀)︀
.

3. Main results. Analogy of theorem 2 (and corollary 1) [7] takes place,
which also can be proven using slight modi�cation of results obtained in [2]:

Claim 1. If process 𝜉 is supercritical, 𝐴𝑙𝜌𝑘(𝑢) and 𝐵𝑙
𝜌𝑗𝑘 are finite, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛,

than random variables (r.v.)
𝑒−𝜌𝑡𝜇𝑖1(𝑡)

𝐾1
, . . . , 𝑒

−𝜌𝑡𝜇𝑖𝑟(𝑡)
𝐾𝑟

,
𝑒−𝜌𝑡𝜈𝑖𝑟+1(𝑡)

𝐾𝑟+1
, . . . , 𝑒

−𝜌𝑡𝜈𝑖𝑛(𝑡)
𝐾𝑛

converge

as 𝑡→ ∞ in square mean to the same limit 𝜇𝑖, where

𝐾𝑗 =
𝑣𝑗𝜌
∫︀∞
0
𝑒−𝜌𝑡(1−𝐺𝑖(𝑡))𝑑𝑡

𝜌
𝑟∑︀

𝑘,𝑚=1

𝑣𝑘𝜌𝑢
𝑚
𝜌

∫︀∞
0
𝑡𝑒−𝜌𝑡𝑎𝑖𝑚(𝑡)𝑑𝐺

𝑘(𝑡)

𝐾𝑙 =

𝑟∑︀
𝑘=1

𝑣𝑘𝜌
∫︀∞
0
𝑒−𝜌𝑡

∫︀ 𝑡
0
𝑎𝑖𝑙(𝑢)𝑑𝐺

𝑖(𝑢)𝑑𝑡

𝑟∑︀
𝑘,𝑚=1

𝑣𝑘𝜌𝑢
𝑚
𝜌

∫︀∞
0
𝑡𝑒−𝜌𝑡𝑎𝑖𝑚(𝑡)𝑑𝐺

𝑘(𝑡)
, 𝑗 = 1, 𝑟, 𝑙 = 𝑟 + 1, 𝑛
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Furthermore, Laplace transform 𝜑𝑙(𝑠) of limit r.v. �̃�𝑙 satisfies equation

𝜑𝑙(𝑠) =

∫︁ ∞

0

ℎ𝑙
(︀
𝑢, 𝜑(𝑠𝑒−𝜌𝑢)

)︀
𝑑𝐺𝑙(𝑢),

with initial condition 𝜑(0) = 1, 𝜑′(0) = −1, where 𝜑(𝑠) = (𝜑1(𝑠), . . . , 𝜑𝑛(𝑠)).

Corollary 1. If conditions of theorem 1 are satisfied, than distributions

𝑃 𝑖

⎛⎜⎜⎝
𝑛∑︀

𝑘=𝑟+1

𝜈𝑖𝑙 (𝑡)

𝑟∑︀
𝑘=1

𝜇𝑖𝑘(𝑡)
≤ 𝑥|

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜇𝑖𝑘(𝑡) > 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑖 = 1, 𝑟

converge to the degenerate distribution, localized at the point

𝑛∑︀
𝑙=𝑟+1

𝑟∑︀
𝑘=1

𝑣𝑘𝜌
∫︀∞
0
𝑒−𝜌𝑡

∫︀ 𝑡
0
𝑎𝑖𝑙(𝑢)𝑑𝐺

𝑖(𝑢)𝑑𝑡

𝜌
𝑟∑︀
𝑙=1

𝑣𝑙𝜌
∫︀∞
0
𝑒−𝜌𝑡(1−𝐺𝑖(𝑡))𝑑𝑡

.

In order to prove next theorem we will compare processes 𝜈𝑖𝑙 (𝑡) with processes
𝑁 𝑖(𝑡) � total number of particles born by the moment of time 𝑡, if at the moment
𝑡 = 0 there existed one particle of type 𝑇𝑖.

Let𝑁 𝑖
𝑗(𝑡) denote number of particles of type 𝑇𝑗, born by 𝑡, then𝑁

𝑖(𝑡) =
𝑟∑︀
𝑗=1

𝑁 𝑖
𝑗(𝑡).

It is known [8], that

𝐸

(︃
𝑒𝑥𝑝

{︂
𝑖

𝑟∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗𝑁 𝑖
𝑗(𝑡)/𝑣

𝑗𝑡2
}︂
|

𝑟∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗(𝑡)

)︃
𝑡→+∞−−−−→

𝑡→+∞−−−−→

(︃
2𝐵

𝑟∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗

)︃1/2

/𝑀𝑎

⎛⎝𝑠ℎ
⎛⎝(︃2𝐵 𝑟∑︁

𝑗=1

𝛽𝑗

)︃1/2

/𝑀𝑎

⎞⎠⎞⎠ .

Then by letting 𝛽𝑗 = 𝑣𝑗𝛽, and since
𝑟∑︀
𝑗=1

𝑣𝑗 = 1, we get

𝐸

(︃
𝑒𝑥𝑝

{︀
𝑖𝛽𝑁 𝑖(𝑡)/𝑡2

}︀
|

𝑟∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗(𝑡)

)︃
𝑡→+∞−−−−→

𝑡→+∞−−−−→ (2𝐵𝛽)1/2 /𝑀𝑎

(︁
𝑠ℎ
(︁
(2𝐵𝛽)1/2 /𝑀𝑎

)︁)︁
. (6)

Also from [9], pp. 464�465, we can establish asymptotic behaviour of moments
𝐸𝑖(𝑁𝑖(𝑡)) and 𝐸

𝑖(𝑁2
𝑖 (𝑡)):

𝐸𝑖(𝑁𝑖(𝑡)) ∼
𝑢𝑖𝑡

𝑀𝑎

, 𝐸𝑖(𝑁2
𝑖 (𝑡)) ∼ 𝐵

𝑢𝑖𝑡3

3(𝑀𝑎)3
.

Theorem 2. If the following conditions are satisfied:
i) integrals 𝑀 𝑗,𝑀 𝑗𝑘

𝑎 , 𝐵
𝑖
𝑗𝑘 are finite;
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ii)
∫︀∞
0

∫︀∞
𝑡
𝑎𝑚𝑙 (𝑢)𝑑𝐺

𝑚(𝑢)𝑑𝑡 = 𝑘𝑚𝑙 < +∞;

iii) lim𝑡→∞ 𝑡2
∫︀∞
𝑡
𝑎𝑘𝑚(𝑢)𝑑𝐺

𝑚(𝑢) < +∞, lim𝑡→∞ 𝑡2
(︀
1−𝐺𝑙(𝑡)

)︀
< +∞,

𝑚, 𝑘, 𝑗 = 1, 𝑟, 𝑙 = 𝑟 + 1, 𝑛, then

𝐸𝑖

(︃
𝑒𝑥𝑝

{︀
𝑖𝛽𝜇𝑖𝑙(𝑡)/𝑡

2
}︀
|

𝑟∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗(𝑡) > 0

)︃
𝑡→+∞−−−−→

𝑡→+∞−−−−→ (2𝐵𝑀0𝛽)
1/2 /𝑀𝑎

(︁
𝑠ℎ
(︁
(2𝐵𝑀0𝛽)

1/2 /𝑀𝑎

)︁)︁
.

Proof. As has been mentioned in (5), moments 𝐴𝑗𝑙 (𝑡) ∼ 𝑢𝑖𝑀𝑙𝑡
𝑀𝑎

, 𝐵𝑖
𝑙𝑙(𝑡) ∼

∼ 𝐵 𝑢𝑖(𝑀𝑙)
2𝑡3

3(𝑀𝑎)3
, 𝑙 = 1, 𝑟.

Now we will obtain asymptotic behavior of moments 𝐸𝑖 (𝑁 𝑖(𝑡)𝜈𝑖𝑙 (𝑡)) .
Let

𝐹 𝑖(𝑡, 𝑧, 𝑠) = 𝐸𝑖
(︁
𝑒𝑧𝑁

𝑖(𝑡)𝑠�̃�
𝑖(𝑡)
)︁
, 𝑧 ≤ 0, 𝑖 = 1, 𝑟,

𝐹 (𝑡, 𝑧, 𝑠) = (𝐹 1(𝑡, 𝑧, 𝑠), . . . , 𝐹 𝑟(𝑡, 𝑧, 𝑠)).

Let also

𝐷𝑖(𝑡) =
𝜕𝐹 𝑖(𝑡, 𝑧, 𝑠)

𝜕𝑧
|𝑠=1,𝑧=0, 𝐷

𝑖
𝑙(𝑡) =

𝜕2𝐹 𝑖(𝑡, 𝑧, 𝑠)

𝜕𝑧𝜕𝑠𝑙
|𝑠=1,𝑧=0, 𝑙 = 𝑟 + 1, 𝑛.

Similarly to [5], we can derive formula

𝐹 𝑖(𝑡, 𝑧, 𝑠) = 𝑒𝑧
(︂
𝑠𝑖
(︀
1−𝐺𝑖(𝑡)

)︀
+

∫︁ 𝑡

0

ℎ𝑖 (𝑢, 𝐹 (𝑡− 𝑢, 𝑧, 𝑠)) 𝑑𝐺𝑖(𝑢)

)︂
. (7)

Di�erentiating both sides of (7) �rst with respect to 𝑧 at point 0, than with
respect to 𝑠0 at the point 𝑠 = (1, . . . , 1)⏟  ⏞  

𝑛

we get

𝐷𝑖
𝑙(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑎𝑖𝑙(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢) +

𝑟∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

0

𝐴𝑘𝑙 (𝑡− 𝑢)𝑎𝑖𝑘(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢)+

+
𝑟∑︁

𝑗,𝑘=1

∫︁ 𝑡

0

𝐴𝑘𝑙 (𝑡− 𝑢)𝐷𝑖(𝑡− 𝑢)𝑏𝑖𝑗𝑘(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢) +

𝑟∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

0

𝐷𝑖
𝑙(𝑡− 𝑢)𝑎𝑖𝑘(𝑢)𝑑𝐺

𝑖(𝑢).

Using the results we obtained above, we see that∫︁ 𝑡

0

𝑎𝑖𝑙(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢) +

𝑟∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

0

𝐴𝑘𝑙 (𝑡− 𝑢)𝑎𝑖𝑘(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢) = 𝑜(𝑡2),

𝑟∑︁
𝑗,𝑘=1

∫︁ 𝑡

0

𝐴𝑘𝑙 (𝑡− 𝑢)𝐷𝑖(𝑡− 𝑢)𝑏𝑖𝑗𝑘(𝑢)𝑑𝐺
𝑖(𝑢) ∼

𝑟∑︁
𝑗,𝑘=1

𝐵𝑖
𝑗𝑘𝑢

𝑗𝑢𝑘
𝑀𝑙𝑡

2

(𝑀𝑎)2
.

So again, using Theorem1, we obtain that 𝐷𝑖
𝑙(𝑡) ∼ 𝐵 𝑢𝑖𝑀𝑙𝑡

3

3(𝑀𝑎)3
.

Роздiл 1: Математика i статистика



ON A NUMBER OF EMIGRANTS IN DECOMPOSABLE AGE-DEPENDENT . . . 67

Conditions ii) and iii) allows us to claim ( [10]), that 𝑃 𝑖

(︂
𝑟∑︀

𝑘=1

𝜇𝑖𝑘(𝑡) > 0

)︂
∼ 2𝑀𝑎

𝐵𝑡

and so

𝐸

(︃(︂
(𝑀𝑎)

2𝑁 𝑖(𝑡)

𝑡2
− (𝑀𝑎)

2𝜈𝑖𝑙 (𝑡)

𝑀𝑙𝑡2

)︂2

|
𝑟∑︁

𝑘=1

𝜇𝑖𝑘(𝑡) > 0

)︃
∼

∼ 𝐵𝑀𝑎𝑢
𝑖/3𝑡− 2𝐵𝑀𝑎𝑢

𝑖/3𝑡+𝐵𝑀𝑎𝑢
𝑖/3𝑡

2𝑀𝑎/𝐵𝑡
= 0.

From here, (6) and from Lemma1 we get the result.

Corollary 2. If conditions of theorem 1 are satisfied, than distributions

𝑃 𝑖

(︃
𝜈𝑖𝑙 (𝑡)

𝑁 𝑖(𝑡)
≤ 𝑥|

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜇𝑖𝑘(𝑡) > 0

)︃
,

converge to the degenerate distribution, localized at the point 1
𝑀𝑙

, where, 𝑖 = 1, 𝑟, 𝑙 =

= 𝑟 + 1, 𝑛.

Analogy of theorem 1, [7] also takes place.

Claim 2. Process 𝜉 is critical or subcritical if and only if random variables 𝜇𝑗𝑙 (𝑡)
converge with probability 1 as 𝑡 → +∞ to finitely valued r. v. 𝜈𝑗𝑙 , 𝑗 = 1, 𝑟, 𝑙 =
= 𝑟 + 1, 𝑛.

Furthermore, vector characteristic function of limit r.v. 𝜈𝑙 = (𝜈1𝑙 , . . . , 𝜈
𝑟
𝑙 ) —

𝐸
(︀
𝑒𝑖𝛽𝜈𝑙

)︀
=
(︁
𝐸
(︁
𝑒𝑖𝛽𝜈

1
𝑙

)︁
, . . . , 𝐸

(︀
𝑒𝑖𝛽𝜈

𝑟
𝑙

)︀)︁
,

satisfies integral equation:

𝐸
(︀
𝑒𝑖𝛽𝜈𝑙

)︀
=

(︂∫︁ +∞

0

ℎ1
(︁
𝑢, �̃�

(︀
𝑒𝑖𝛽𝜈𝑙

)︀)︁
𝑑𝐺1(𝑢), . . . ,

∫︁ +∞

0

ℎ𝑟
(︁
𝑢, �̃�

(︀
𝑒𝑖𝛽𝜈𝑙

)︀)︁
𝑑𝐺𝑛(𝑢)

)︂
,

where
�̃�
(︀
𝑒𝑖𝛽𝜈𝑙

)︀
=
(︁
𝐸
(︁
𝑒𝑖𝛽𝜈

1
𝑙

)︁
, . . . , 𝐸

(︀
𝑒𝑖𝛽𝜈

𝑟
𝑙

)︀
, 𝑠𝑟+1, . . . , 𝑠𝑛

)︁
.

Proof. Proof is analogical to theorem 1 in [7]. It is only worth to note that if
process is supercritical, then there exist 𝑖 = 1, 𝑟, such that

0 < lim
𝑡→+∞

𝑃 𝑖

(︃
𝑟∑︁

𝑘=1

𝜇𝑖𝑘(𝑡) > 0

)︃
= lim

𝑡→+∞
𝑄𝑖(𝑡) = 𝑞𝑖 < 1,

and process 𝑁 𝑖(𝑡)
𝑡→+∞−−−−→ +∞ (see chapter 6, [5]) with probability 𝑞𝑖, so the strong

law of large numbers holds for
𝑣𝑖𝑙
𝑁𝑡 .
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Лисецький Т. Б. Про кiлькiсть емiгрантiв в розкладному гiллястому процесi
з перетвореннями, залежними вiд вiку.

Розкладний гiллястий процес можна розглядати як стохастичну модель популяцiї
з 𝑁 типами iндивiдиумiв, роздiлених на декiлька пiдгруп 𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺𝑛, 𝑛 ≤ 𝑁 , де
кожна група населяє окремий острiв. Iндивiдиум з групи 𝐺𝑖 може одразу пiсля наро-
дження емiгрувати на острiв, населений групою з вищим iндексом, або залишитись
на своєму островi. В данiй статтi розглядається випадок з двома групами 𝐺1 та 𝐺2.
Кожна особа має випадкову тривалiсть життя, а розподiл її потомства залежить вiд
її вiку.

Ми дослiджуємо асимптотичну поведiнку процесiв, якi рахують кiлькiсть части-
нок, що емiгрували, в залежностi вiд критичностi гiллястого пiдпроцесу, породженого
групою 𝐺1.

Ключовi слова: гiллястий процес, стохастичний адитивний функцiонал, критичний
гiллястий процес, перонiв корiнь, моменти.
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ДОСТАТНI УМОВИ IСНУВАННЯ ДОПУСТИМОГО
КЕРУВАННЯ ДЛЯ ЛIНIЙНИХ СТОХАСТИЧНИХ СИСТЕМ

ВИПАДКОВОЇ СТРУКТУРИ З МАРКОВСЬКИМИ
ПЕРЕМИКАННЯМИ I ПУАССОНОВИМИ ЗБУРЕННЯМИ

Встановлено достатнi умови iснування допустимого керування для лiнiйних стоха-
стичних систем випадкової структури з марковськими перемиканнями i пуассоновими
збуреннями.

Ключовi слова: система випадкової структури, допустиме керування, марковськi
перемикання, пуассоновi збурення, функцiонал якостi

1. Вступ. У роботi [1] встановлено, що для визначення розв’язку лiнiйно-
квадратичної задачi оптимального керування для стохастичної динамiчної си-
стеми випадкової структури з марковськими перемиканнями i пуассоновими
збуреннями, потрiбно знайти додатно визначений розв’язок матричних рiвнянь
Рiккатi. Необхiднi i достатнi умови розв’язностi цих рiвнянь сформулювати в
загальному випадку навряд чи видасться можливим. Тому ставиться задача
про побудову такого керування, яке б забезпечувало скiнченнiсть функцiонала
якостi (i стабiлiзацiю системи, якщо ми говоримо додатково про задачу стабi-
лiзацiї).

У випадку лiнiйних стохастичних систем випадкової структури без наявностi
марковських перемикань вказана задача розв’язана I. Я. Кацом [2].

У працi [3], користуючись методикою I. Я. Каца [2] дослiдження систем
випадкової структури i методикою Є. Ф. Царькова [4] врахування зовнiшнiх
марковських перемикань, встановлено достатнi умови iснування допустимого
керування для лiнiйних стохастичних динамiчних систем випадкової структури
iз зовнiшнiми марковськими перемиканнями.

У данiй роботi узагальнено результати [3] на випадок лiнiйних автономних
систем випадкової структури з марковськими перемиканями i пуассоновими
збуреннями.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



70 Т. О. ЛУКАШIВ, I. В. МАЛИК, М. Ю. ГОРБАТЕНКО

2. Постановка задачi. На ймовiрнiсному базисi (Ω,F, 𝐹,P) [5] розгляне-
мо автономну систему, яка задана стохастичним диференцiальним рiвнянням
(СДР)

𝑑𝑥 = [𝐴(𝜉(𝑡))𝑥+𝐵(𝜉(𝑡))𝑢]𝑑𝑡+ 𝜎(𝜉(𝑡))𝑥𝑑𝑤(𝑡) + 𝐶(𝜉(𝑡))𝑥𝑑𝑁(𝑡), 𝑡 ∈ R+∖𝐾, (1)

з марковськими перемиканнями

∆𝑥(𝑡)
⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑘

= 𝑔(𝑡𝑘−, 𝜉(𝑡𝑘−), 𝜂𝑘, 𝑥(𝑡𝑘−)), 𝑡𝑘 ∈ 𝐾 = {𝑡𝑛 ⇑}, (2)

для lim
𝑛→+∞

𝑡𝑛 = +∞ i початковими умовами

𝑥(0) = 𝑥0 ∈ R𝑚, 𝜉(0) = 𝑦 ∈ Y, 𝜂0 = ℎ ∈ H. (3)

Тут 𝜉(𝑡), 𝑡 ≥ 0, — марковський процес iз значеннями в метричному просторi
Y, умовна ймовiрнiсть якого допускає розклад

P{𝜉(𝑡+∆𝑡) ∈ [𝛽, 𝛽 +∆𝛽]|𝜉(𝑡) = 𝛼 ̸= 𝛽} = 𝑝(𝑡, 𝛼, 𝛽)∆𝛽∆𝑡+ 𝑜(∆𝑡),

P{𝜉(𝜏) = 𝛼, 𝑡 < 𝜏 < 𝑡+∆𝑡|𝜉(𝑡) = 𝛼} = 1− 𝑝(𝑡, 𝛼)∆𝑡+ 𝑜(∆𝑡), (4)

де P{·|·} — умовна ймовiрнiсть, 𝑝(𝑡, 𝛼, 𝛽) i 𝑝(𝑡, 𝛼) є заданими функцiями з вла-
стивостями, описаними нижче; {𝜂𝑘, 𝑘 ≥ 0} — ланцюг Маркова зi значеннями в
просторi H i матрицею перехiдних ймовiрностей P𝐻 ; 𝑥 : [0,+∞)×Ω → R𝑚; 𝑤(𝑡)
є одновимiрним стандартним вiнеровим процесом; 𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0, — процес Пуас-
сона з iнтенсивнiстю 𝜆; 𝐴,𝐵, 𝜎, 𝐶 — вiдомi матричнi функцiї, заданi на множинi
Y; процеси 𝑤,𝑁, 𝜉 та 𝜂 незалежнi [5], [6].

Процес 𝑥(𝑡), 𝑡 ≥ 0 є 𝑐�̀�𝑑𝑙�̀�𝑔 процесом; керування 𝑢(𝑡) := 𝑢(𝑡, 𝑥(𝑡)) : [0, 𝑇 ] ×
× R𝑚 → R𝑟 є 𝑟-вимiрною функцiєю з класу допустимих керувань 𝑈 [7].

Припустимо, що умови стрибка фазового вектора 𝑥 ∈ R𝑚 в момент 𝑡 = 𝑡*

змiни структури системи за рахунок переходу зi стану 𝜉(𝑡*−) = 𝛼 в 𝜉(𝑡*) = 𝛽 ̸= 𝛼
є лiнiйними i задаються у формi

𝑥(𝑡*) = 𝐾(𝛼, 𝛽)𝑥(𝑡*−) +
𝐽∑︁
𝑠=1

𝜉𝑠𝑄𝑠(𝛼, 𝛽)𝑥(𝑡
*−), (5)

де𝐾(𝛼, 𝛽) та 𝑄𝑠(𝛼, 𝛽) – заданi𝑚×𝑚-матрицi, 𝜉𝑠, 𝑠 = 1, 𝐽, – незалежнi випадковi
величини, для яких E𝜉𝑠 = 0, 𝐷𝜉𝑠 <∞.

Якiсть перехiдного процесу будемо оцiнювати квадратичним функцiоналом
якостi

I𝑢(𝑦, ℎ, 𝑥0) =

=
∞∑︁
𝑘=0

∞∫︁
𝑡𝑘

E{𝑥𝑇𝑀(𝑡)𝑥+ 𝑢𝑇𝐷(𝑡)𝑢/𝜉(0) = 𝑦, 𝜂0 = ℎ, 𝑥(0) = 𝑥0}𝑑𝑡, (6)

де 𝑀(𝑡) ≥ 0, 𝐷(𝑡) > 0 — симетричнi матрицi вiдповiдних розмiрностей.

Означення 1. Керування 𝑢 для системи (1)–(3) з умовою стрибка (5) на-
зивається допустимим, якщо воно забезпечує експоненцiальну стiйкiсть в
середньому квадратичному розв’язку системи i збiжнiсть ряду з iнтегралiв
(6) при будь-яких початкових даних (3).
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3. Основний результат. Обговоримо достатнi умови iснування допусти-
мого керування лiнiйної системи, коли 𝜉 є однорiдним суто розривним мар-
ковським процесом, умовна ймовiрнiсть переходу якого допускає розклад (4)
(перехiдна щiльнiсть 𝑝(𝑡, 𝛼, 𝛽) ≡ 𝑝(𝛼, 𝛽) не залежить вiд часу).

Вiдомо [1], що якщо коефiцiєнти 𝐴(𝑦), 𝐵(𝑦), 𝜎(𝑦), i 𝐶(𝑦) рiвняння (1) не-
перервнi в областi Y = [𝜁1, 𝜁2], 𝜁1, 𝜁2 ∈ R1, то оптимальна функцiя Ляпунова
𝑣0𝑘(𝛼, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝑥 визначається з рiвняння

𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝐴(𝛼) + 𝐴𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)−𝐵(𝛼)𝐷−1
𝑘 (𝑡)𝐵𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)+

+𝜎𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝜎(𝛼) + 𝜆𝐶𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝐶(𝛼)+

+

𝜁2∫︁
𝜁1

[︃
𝐾𝑇 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝐾(𝛼, 𝛽) +

𝑙∑︁
𝑠=0

𝑄𝑇
𝑠 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝑄𝑠(𝛼, 𝛽)−𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)

]︃
×

×𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽 +𝑀𝑘(𝑡) = 0, 𝑘 ≥ 0, (7)

причому оптимальне керування має вигляд 𝑢0𝑘(𝑡, 𝛼, 𝑥) = −𝐷−1
𝑘 (𝑡)𝐵𝑇 (𝛼)𝐺𝑘𝑥.

Припустимо, що структура системи (1)–(3) залишається незмiнною 𝜉(𝑡) =
= 𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2], стрибки фазового вектора вiдсутнi i марковських перемикань (2)
не вiдбувається. Рiвняння (1) перетворюється у диференцiальне рiвняння

𝑑𝑥 = [𝐴(𝛾)𝑥+𝐵(𝛾)𝑢]𝑑𝑡+ 𝜎(𝛾)𝑥𝑑𝑤(𝑡) + 𝐶(𝛾)𝑥𝑑𝑁(𝑡), 𝛾 = const, (8)

яка одержується з (1) «заморожуванням» структури.
Нехай для системи (8), (3) iснує допустиме лiнiйне керування. Тодi з (7)

одержуємо рiвняння

𝐺𝑘𝐴(𝛾) + 𝐴𝑇 (𝛾)𝐺𝑘 −𝐵(𝛾)𝐷−1
𝑘 (𝑡, 𝛾)𝐵𝑇 (𝛾)𝐺𝑘+

+𝜎𝑇 (𝛾)𝐺𝑘𝜎(𝛾) + 𝜆𝐶𝑇 (𝛾)𝐺𝑘𝐶(𝛾) +𝑀𝑘(𝑡, 𝛾) = 0, 𝑘 ≥ 0, (9)

яке має єдиний додатно визначений розв’язок 𝐺𝑘 > 0 при будь-яких 𝑀𝑘(𝑡, 𝛾) ≥
≥ 0, 𝐷𝑘(𝑡, 𝛾) > 0.

Рiвняння (9) вiдрiзняється вiд рiвняння (7) вiдсутнiстю iнтегрального до-
данка в силу незмiнностi структури системи.

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 1. Нехай для системи (1)–(3) з умовою стрибка (5) виконуються
наступнi припущення:

1) при будь-якому фiксованому 𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2] для системи (8), (3) iснує лiнiйне
допустиме керування;

2) матрицi 𝐴(𝛾), 𝐵(𝛾), 𝜎(𝛾), 𝐶(𝛾), 𝑑𝐴(𝛾)
𝑑𝛾

, 𝑑𝐵(𝛾)
𝑑𝛾

, 𝑑𝜎(𝛾)
𝑑𝛾

, 𝑑𝐶(𝛾)
𝑑𝛾

обмеженi за нор-

мою на множинi 𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2]:

‖𝐴(𝛾)‖ ≤ 𝑅, ‖𝐵(𝛾)‖ ≤ 𝑅, . . . , ‖𝑑𝐶(𝛾)
𝑑𝛾

‖ ≤ 𝑅, (10)

де ‖𝐴‖ = (𝑆𝑝𝐴𝐴𝑇 )
1
2 ;
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3) матрицi 𝐾(𝛼, 𝛽) та 𝑄𝑠(𝛼, 𝛽), якi визначають умову стрибка (5), задо-
вольняють нерiвностi

𝐾(𝛼, 𝛽) = 𝐸 + (𝛽 − 𝛼)�̃�, 𝑄𝑠(𝛼, 𝛽) =
√︀
𝛽 − 𝛼�̃�𝑠, (11)

де �̃�, �̃�𝑠 – вiдомi матрицi, якi не залежать вiд 𝛼 i 𝛽.
4) для щiльностi ймовiрностi переходу 𝑝(𝛼, 𝛽) в (4) виконується нерiвнiсть

𝑝(𝛼, 𝛽)|𝛽 − 𝛼| < 𝐿, 𝛼, 𝛽 ∈ [𝜁1, 𝜁2], 𝛼 ̸= 𝛽. (12)

Тодi можна вказати таку сталу 𝑄 > 0, що при виконаннi нерiвностi
𝐽𝐿 < 𝑄 для системи (1)-(3) з умовою стрибка (5) iснує допустиме керува-
ння 𝑢(𝑦, ℎ, 𝑥).

Доведення. Розглянемо СДР (8), одержане "заморожуванням"структури.
З першої умови теореми випливає, що рiвняння (9) має єдиний додатно визна-
чений розв’язок 𝐺𝑘(𝑡, 𝛾) > 0, i, вiдповiдно, для кожного фiксованого 𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2]
iснують оптимальне керування 𝑢𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) = −𝐷−1

𝑘 (𝛾)𝐵𝑇 (𝛾)𝐺𝑘(𝑡, 𝛾)𝑥 i оптималь-
на функцiя Ляпунова 𝑣0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇𝐺𝑘(𝑡, 𝛾)𝑥, якi забезпечують експоненцiйну
стiйкiсть в середньому квадратичному системи (8), (3) i мiнiмiзують функцiо-
нал (6), причому min 𝐼𝑢0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) = 𝑣0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) [1], [7].

Щоб визначити залежнiсть побудованої функцiї 𝑣𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) вiд 𝛾, продифе-
ренцiюємо (9) (поки що формально) за 𝛾. Позначаючи 𝑑𝐺𝑘(𝑡,𝛾)

𝑑𝛾
:= 𝐻𝑘(𝑡, 𝛾),

𝐴𝑘(𝑡, 𝛾) := 𝐴𝑘(𝛾)−𝐵(𝛾)𝐷−1
𝑘 (𝛾)𝐵𝑇 (𝛾)𝐺𝑘(𝑡, 𝛾), одержимо

𝐻𝑘(𝑡, 𝛾)𝐴𝑘(𝑡, 𝛾) + 𝐴𝑇𝑘 (𝑡, 𝛾)𝐻𝑘(𝑡, 𝛾)+

+𝜎𝑇 (𝛾)𝐻𝑘(𝑡, 𝛾)𝜎𝑘(𝛾) + 𝜆𝐶𝑇 (𝛾)𝐻𝑘(𝑡, 𝛾)𝐶(𝛾) = −𝑅𝑘(𝛾). (13)

Тут 𝑚×𝑚-матриця 𝑅(𝛾) означає сукупнiсть всiх членiв, якi не мiстять 𝐻𝑘(𝑡, 𝛾),
явний вигляд якої немає змiсту, оскiльки вiн в доведеннi не використовується.

Покажемо, що рiвняння (13) має єдиний розв’язок 𝐻𝑘(𝑡, 𝛾) для довiльної
матрицi 𝑅𝑘(𝛾). Дiйсно, система

𝑑𝑥 = 𝐴𝑘(𝑡, 𝛾)𝑥𝑑𝑡+ 𝜎(𝛾)𝑥𝑑𝑤(𝑡) + 𝐶(𝛾)𝑥𝑑𝑁(𝑡) (14)

експоненцiально стiйка в середньому квадратичному, оскiльки вона одержана
стабiлiзацiєю системи (8) за допомогою оптимального керування 𝑢0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥). Tо-
му на розв’язку 𝑥 цiєї системи iнтеграл

∞∫︁
0

E{𝑥𝑇𝑅𝑘𝑥/𝜉(0) = 𝛾, 𝜂0 = ℎ, 𝑥(0) = 𝑥0}𝑑𝑡 = 𝑣0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥0)

збiжний i є квадратичною формою, причому

(𝑙𝑣0𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥0) = −𝑥𝑇0𝑅𝑘𝑥0,

де (𝑙𝑣0𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥0) слабкий iнфiнiтезимальний оператор в силу системи (8) [1].
Позначаючи матрицю цiєї форми через 𝐻(𝛾), можна переконатися, що вона
задовольняє рiвняння (13). Якщо iснує iнший розв’язок �̃�(𝛾) ̸= 𝐻(𝛾), то для
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квадратичної форми 𝑣(𝛾, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇𝐻(𝛾)𝑥, де 𝐻(𝛾) = 𝐻(𝛾) − �̃�(𝛾), одержи-
мо, що (𝑙𝑣)(𝛾, ℎ, 𝑥) = 0. Звiдси випливає тотожнiсть E{𝑣(𝛾, ℎ, 𝑥)/𝛾, ℎ, 𝑥0} ≡
≡ E{𝑣0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥)/𝛾, ℎ, 𝑥0} = 𝑥𝑇0𝐻(𝛾)𝑥0. В силу довiльностi 𝑥0 ∈ R𝑚, приходимо
до висновку, що 𝐻(𝛾) = 0.

Отже, рiвняння (13), як i равняння (9) має єдиний розв’язок при кожному
𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2]. Умови 1) i 2) теореми виконуються на замкнутому iнтервалi, а ма-
трицi 𝐺𝑘(𝑡, 𝛾), 𝐻(𝛾) = 𝑑𝐺𝑘(𝑡,𝛾)

𝑑𝛾
неперервно залежать вiд 𝛾, тому можна пiдiбрати

змiнну 𝜗 > 0 так, щоб виконувалися оцiнки

‖𝐺𝑘(𝑡, 𝛾)‖ ≤ 𝐽𝜗, ‖𝐻(𝛾)‖ ≤ 𝐽𝜗. (15)

Тепер для розмороженої системи (1)–(3) з умовою стрибка (5) вiзьмемо керу-
вання 𝑢0𝑘(𝑡, 𝑦, ℎ, 𝑥) = −𝐷−1

𝑘 (𝑡, 𝑦)𝐵𝑇 (𝑦)𝐺𝑘(𝑡, 𝑦)𝑥, 𝑦 ∈ [𝜁1, 𝜁2] i знайдемо умови, при
яких воно є допустимим для цiєї системи. Для цього скористаємося функцiєю
Ляпунова 𝑣0𝑘(𝑦, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇𝐺𝑘(𝑡, 𝑦)𝑥. За означенням слабкого iнфiнiтезимального
оператора в силу систем (1)–(3) i (8), (2), (3), одержимо [1]:

(𝑙𝑣0𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥)
⃒⃒
(1)

= (𝑙𝑣0𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥)
⃒⃒
(8)
+

+E{𝑣0𝑘(𝜉(𝑡), ℎ, 𝑥(𝑡))− 𝑣0𝑘(𝛼, ℎ, 𝑥)/𝜉(𝑡−) = 𝛼, 𝜉(𝑡) = 𝛽 ̸= 𝛼, ℎ, 𝑥(𝑡−) = 𝑥(𝑡) = 𝑥} =

= 𝑥𝑇
(︀
𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝐴(𝛼) + 𝐴𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)−𝐵(𝛼)𝐷−1

𝑘 (𝑡)𝐵𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)+

+𝜎𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝜎(𝛼) + 𝜆𝐶𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝐶(𝛼)+

+

𝜁2∫︁
𝜁1

[︃
𝐾𝑇 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝐾(𝛼, 𝛽) +

𝑙∑︁
𝑠=0

𝑄𝑇
𝑠 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝑄𝑠(𝛼, 𝛽)−𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)

]︃
×

×𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽 + 𝑀𝑘(𝑡))𝑥 = 0, 𝑘 ≥ 0, (16)

Оцiнимо квадратичну форму в (16). Маємо

𝑀𝑘(𝑡) +𝐵(𝛼)𝐷−1
𝑘 (𝑡)𝐵𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼) ≥ 𝑐(𝑡)𝐸,

де 𝑐(𝑡) дорiвнює мiнiмальному елементу матрицi 𝑀𝑘(𝑡) при 𝛼 ∈ [𝜁1, 𝜁2], 𝑡 ≥ 𝑡𝑘,
𝐸 — одинична 𝑚×𝑚-матриця.

Оцiнку iнтегрального доданка проведемо з урахуванням (10), (11), (12), (15):

𝜁2∫︁
𝜁1

[︃
𝐾𝑇 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝐾(𝛼, 𝛽)+

+
𝑙∑︁

𝑠=0

𝑄𝑇
𝑠 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝑄𝑠(𝛼, 𝛽)−𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)

]︃
𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽 ≤

≤ 𝐽𝐿𝜗

𝜁2∫︁
𝜁1

[︃
𝐾𝑇 (𝛼, 𝛽)𝐾(𝛼, 𝛽) +

𝑙∑︁
𝑠=0

𝑄𝑇
𝑠 (𝛼, 𝛽)𝑄𝑠(𝛼, 𝛽)− 1

]︃
𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽 ≤

≤ 𝐽𝐿𝜗𝜌(𝜁2 − 𝜁1)𝐸, 𝜌 = const.
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Таким чином, матимемо

(𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) = −𝑥𝑇 [−𝑐+ 𝐽𝐿𝜗𝜌(𝜁2 − 𝜁1)]𝑥.

Вважаючи, що 𝑄 = 𝑐[2𝜗𝜌(𝜁2 − 𝜁1)]
−1, матимемо −𝑐 + 𝐿𝐽𝜗𝜌(𝜁2 − 𝜁1) ≤ − 𝑐

2
,

якщо 𝐽𝐿 < 𝑄. Отже, незбурений рух системи (1)–(3) з умовою стрибка (5), (11)
експоненцiально стiйкий в середньому квадратичному, оскiльки [8]

(𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) ≤ − 𝑐
2
𝑥2.

Теорема 1 доведена.

Зауваження 1. Нерiвнiсть 𝐽𝐿 < 𝑄 означає повiльну в середньому змiну
коефiцiєнтiв системи (1)–(3), оскiльки, наприклад, для матрицi 𝐴(𝜉(𝑡)) вiрною
є оцiнка

lim
Δ𝑡→0+

1

∆𝑡
E {𝐴(𝜉(𝑡+∆𝑡))− 𝐴(𝜉(𝑡))|𝜉(𝑡) = 𝛼} =

= lim
Δ𝑡→0+

1

∆𝑡
E

{︂
𝑑𝐴(𝛾)

𝑑𝛾
· |𝜉(𝑡+∆𝑡)− 𝛼|

}︂
=

= ‖𝑑𝐴(𝛾)
𝑑𝛾

‖ ·
𝜁2∫︁
𝜁1

|𝛽 − 𝛼|𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽 ≤ 𝐽𝐿 < 𝑄.

В умовах теореми 1 мiститься вимога про iснування керування, яке стабiлi-
зує систему (8), (2), (3) при кожному фiксованому значеннi 𝜉(𝑡) = 𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2].
Але природно, що систему можна стабiлiзувати навiть у тому випадку, коли на
деякiй множинi фiксованих значень 𝜉(𝑡) = 𝛾 ∈ 𝑍 система (8), (2), (3) не може
бути стабiлiзована. Цього можна очiкувати. Якщо ймовiрнiсть довгого пере-
бування системи в таких структурних станах як i величина стрибкiв фазового
вектора 𝑥 досить мала. Для аналiзу систем iз наявнiстю перемикаючих процесiв
викоритовується ергодична теорiя процесу перемикань 𝜉(𝑡), 𝑡 ≥ 0

Знайдемо кiлькiснi оцiнки для параметрiв процесу 𝜉, при яких в системi
зможе реалiзуватися вказана ситуацiя. При цьому для спрощення викладок бу-
демо вважати, що фазовi траєкторiї при змiнi структури системи залишаються
неперервними, тобто будемо вважати, що в (5) 𝐾(𝛼, 𝛽) = 𝐸, 𝑄(𝛼, 𝛽) = 0. Нехай
стабiлiзуюче лiнiйне керування для системи (8), (2), (3) iснує лише для кожного
𝛾 iз замкнутої множини 𝑍 ⊂ Y = [𝜁1, 𝜁2]. Позначимо через 𝑍 доповнення до 𝑍,
тобто 𝑍 = Y∖𝑍 i введемо в розгляд величини

𝑞(𝛼,𝑍) =

∫︁
𝑍

|𝛼− 𝛽|𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽, 𝛼 ∈ 𝑍,

𝑝𝑘1(𝛼,𝑍) = lim
Δ𝑡→0+

P{𝜉(𝑡+∆𝑡) ∈ 𝑍/𝜉(𝑡) = 𝛼 ∈ 𝑍},

𝑝𝑘2(𝛼,𝑍) = lim
Δ𝑡→0+

P{𝜉(𝑡+∆𝑡) ∈ 𝑍/𝜉(𝑡) = 𝛼 ∈ 𝑍}. (17)

Тут 𝑞(𝛼,𝑍) — середня швидкiсть змiни процесу 𝜉 на множинi 𝑍, величина
𝑝𝑘1(𝛼,𝑍)∆𝑡 характеризує ймовiрнiсть переходу системи (1)–(3) за час ∆𝑡 iз ста-
бiлiзованого стану 𝛼 ∈ 𝑍 в множину 𝑍 нестабiлiзовних станiв, а 𝑝𝑘2(𝛼,𝑍)∆𝑡 —
ймовiрнiсть зворотного переходу.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Теорема 2. Нехай для системи (1)–(3) виконуються умови:
1) при будь-якому фiксованому 𝛾 ∈ 𝑍 для системи (8), (2), (3) iснує допусти-

ме лiнiйне керування;
2) фазовi траєкторiї 𝑥 системи (1)–(3) неперервнi при 𝑡 ≥ 0;
3) параметри системи (8), (2), (3) задовольняють оцiнки (10).
Тодi можна вказати константи 𝜇 > 0, 𝛿1 > 0 i 𝛿2 > 0, що при виконаннi

нерiвностей
𝑞(𝛼,𝑍) < 𝜇, 𝛼 ∈ 𝑍,

𝑝𝑘1(𝛼,𝑍) < 𝛿1, 𝛼 ∈ 𝑍,

𝑝𝑘2(𝛼,𝑍) > 𝛿2, 𝛼 ∈ 𝑍, (18)

для системи (1)–(3) iснує допустиме керування.

Доведення. Для довiльного 𝛾 ∈ 𝑍 побудуємо функцiю Ляпунова у виглядi
𝑣𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇𝐺𝑘(𝑡, 𝛾)𝑥 та керування 𝑢0𝑘(𝑡, 𝛾, ℎ, 𝑥) = −𝐷−1

𝑘 (𝑡, 𝛾)𝐵𝑇 (𝛾)𝐺𝑘(𝑡, 𝛾)𝑥,
яке стабiлзує систему (8), (2), (3) i мiнiмiзує функцiонал (6). Матриця 𝐺𝑘(𝑡, 𝛾) >
> 0 задовольняє рiвняння (9).

Вiзьмемо жеяке число 𝜅 > 0 i побудуємо додано визначену за змiнною 𝑥
функцiю

𝑣𝑘(𝑦, ℎ, 𝑥) =

{︂
𝑥𝑇𝐺𝑘(𝑡, 𝑦)𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍,
(𝜅+ 𝑐2)𝑥

2, 𝑦 ∈ 𝑍,
(19)

де позначено 𝑐1 = min ‖𝐺𝑘(𝑡, 𝑦)‖, 𝑐2 = max ‖𝐺𝑘(𝑡, 𝑦)‖ при 𝑦 ∈ 𝑍.
Керування 𝑢𝑘(𝑦, ℎ, 𝑥) для системи (1)–(3) визначимо рiвнiстю

𝑢𝑘(𝑡, 𝑦, ℎ, 𝑥) =

{︂
𝑢0𝑘(𝑡, 𝑦, ℎ, 𝑥), 𝑦 ∈ 𝑍,

0, 𝑦 ∈ 𝑍.
(20)

Умова 𝑢𝑘(𝑡, 𝑦, ℎ, 𝑥) = 0 при 𝑦 ∈ 𝑍 означає, що в нестабiлiзовних станах керу-
вання системою припиняється (нуль покладається для спрощення доведення).
Наприклад, в одновимiрному випадку нестабiлiзовнiсть (некеровнiсть) означає,
що 𝐵(𝑦) = 0 при 𝑦 ∈ 𝑍 i тодi вибiр будь-якого iншого керування не змiнює
поведiнку системи.

Покажемо, що керування 𝑢𝑘(𝑡, 𝑦, ℎ, 𝑥) є допустимим при вiдповiдному виборi
сталих 𝜇, 𝛿1, 𝛿2 в умовах (18).

Оцiнимо величину (𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) в силу системи (1)–(3) пiд дiєю керування
(20). Враховуючи (9), (10), а також умову (15), яка виконується тепер тiльки
при 𝛾 ∈ 𝑍, одержимо в точцi 𝑥(𝑡) ∈ R𝑚, 𝑦 = 𝛼 ∈ 𝑍 наступну оцiнку

(𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇

[︃
−𝑀𝑘(𝑡, 𝛼)−𝐵(𝛼)𝐷−1

𝑘 (𝑡, 𝛼)𝐵𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)+

+

∫︁
𝑍

(𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)−𝐺𝑘(𝑡, 𝛼))𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽+

+

∫︁
𝑍

((𝜅+ 𝑐2)𝐸 −𝐺𝑘(𝑡, 𝛼))𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽

⎤⎦𝑥 ≤
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≤ 𝑥𝑇 [−𝑐+ 𝐽𝜗𝑞(𝛼,𝑍) + (𝑐2 − 𝑐1 + 𝜅)𝑝𝑘1(𝛼,𝑍)]𝑥. (21)

Аналогiчно, при 𝑦 = 𝛼 ∈ 𝑍, одержимо оцiнку

(𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇

[︃
2(𝜅+ 𝑐2)𝐴𝑘(𝛼)+

+𝜎𝑇 (𝛼)𝜎(𝛼) + 𝜆𝐶𝑇 (𝛼)𝐶(𝛼)+

+

∫︁
𝑍

(𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)− (𝜅+ 𝑐2)𝐸)𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽

⎤⎦𝑥 ≤

≤ 𝑥𝑇 [2𝐽(𝜅+ 𝑐2) + 𝐽2 − 𝜅𝑝𝑘2(𝛼,𝑍)]𝑥. (22)

З (21) i (22) випливає, що вiд’ємна визначенiсть (𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) може бути за-
безпечена досить малим значенням величин 𝑞(𝛼,𝑍) i 𝑝𝑘1(𝛼,𝑍), а також досить
великим значенням 𝑝𝑘2(𝛼,𝑍).

Зокрема, у (18) можна вказати такi малi значення 𝜇 > 0 i 𝛿1 > 0, щоб
𝐽𝜗𝜇 + (𝑐2 − 𝑐1 + 𝜅)𝛿1 <

𝑐
2
, а 𝛿2 = (2𝐽(𝜅 + 𝑐2) + 𝐽2 + 𝑐

2
)𝜅−1. Тодi для довiльних

𝑥(𝑡) ∈ R𝑚, 𝛼 ∈ Y вiрною є оцiнка

(𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) ≤ − 𝑐
2
𝑥2.

що i доводить теорему 2.

Зауваження 2. В доведеннi теореми 2 фiгурує вiльний параметр 𝜅, яким
можна манiпулювати так, щоб оптимiзувати в деякому розумiннi перехiднi
ймовiрностi 𝑝𝑘1(𝛼,𝑍) i 𝑝𝑘2(𝛼,𝑍).

Зауваження 3. Теорема 2 доведена в припущеннi про неперервнiсть фа-
зової траєкторiї 𝑥. При деякому ускладненнi викладок можна довести, що
аналогiчний результат має мiсце i при наявностi стрибкiв фазового вектора,
якi визначаються умовами (5), якщо тiльки цi стрибки досить малi [2].

Зауваження 4. Слiд вiдмiтити, що керування (20), яке стабiлiзує систе-
му (1)–(3) буде лiнiйним за змiнною 𝑥 при кожному фiксованому 𝜉(𝑡) ∈ [𝜁1, 𝜁2].

4. Висновки. У роботi розглянуто стабiлiзацiю лiнiйних стохастичних ди-
ференцiальних систем випадкової структури з марковськими переключеннями.
Для лiнiйних систем розглянуто достатнi умови стабiлiзацiї на основi квадра-
тичного функцiлу якостi.

Для розглянутих систем, умови експоенецiальностi стiйкостi та умови керов-
ностi розглянуто на основi щiльностi 𝑝(𝛼, 𝛽) процесу переключень 𝜉(𝑡). Такий
пiдхiд дозволяє дещо спростити умови, накладенi на щiльнiсть процесу пере-
ключень, наприклад умову строгої ергодичностi.
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ПОБУДОВА АСИМПТОТИКИ РОЗВ’ЯЗКУ СИСТЕМИ СЗДР
4-ГО ПОРЯДКУ З ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОЮ ТОЧКОЮ ЗВОРОТУ

МЕТОДОМ IСТОТНО ОСОБЛИВИХ ФУНКЦIЙ

Встановлено конструктивнi умови iснування асимптотики розв’язку системи син-
гулярно збурених диференцiальних рiвнянь четвертого порядку з диференцiальною
точкою звороту та запропоновано алгоритм побудови вiдповiдного розв’язку. Мето-
дом iстотно особливих функцiй побудовано асимптотика розв’язку системи сингуляр-
но збурених диференцiальних рiвнянь четвертого порядку з диференцiальною точкою
звороту. Дослiджено випадок, коли спектр граничного оператора мiстить кратнi еле-
менти та елементи тотожно рiвнi нулевi.

Ключовi слова: сингулярно збуренi диференцiальнi рiвняння, малий параметр, ди-
ференцiальна точка звороту, функцiя Ейрi.

1. Вступ. Стрiмкий розвиток природознавства вимагає постiйного вдоскона-
лення пiдходiв до моделювання реальних фiзичних процесiв та явищ. Багато
задач астрономiї, квантової механiки описуються системами диференцiальних
рiвнянь спецiального класу, якi можна вiднести до групи так званих сингуляр-
но збурених диференцiальних рiвнянь. Найвiдомiшими задачами такого роду
є дослiдження еволюцiї квантової системи в часi, що описується основним рiв-
нянням руху нерелятивiстської квантової механiки — рiвнянням Шредiнгера,
задач механiки суцiльного середовища, задач гiдродинамiчної стiйкостi, задач
з класичним осцилятором тощо.

Математичнi моделi цих процесiв мiстять малий параметр бiля старших по-
хiдних i саме наявнiсть цього малого множника привело до створення великої
теорiї [1]. Пiдхiд, за якого формально покласти малий параметр рiвним нулю
є неприйнятним, оскiльки таке спрощення математичної моделi призведе до
дослiдження математичної конструкцiї, яка абсолютно не характеризує тонкi
властивостi початкової системи. Вiдтак виникає необхiднiсть розвитку методiв
побудови розв’язкiв таких систем, якi досить повно враховують особливостi по-
ведiнки реальної еволюцiйної системи математичний опис якої мiстить малий
параметр. Слiд зауважити, що для таких систем часто характерними є хвильо-
вi явища, де одночасно в певнiй точцi вiдбувається дiя налiтаючої та вiдбитої
хвилi — такi точки називають точками звороту. Власне, дослiдженння пове-
дiнки розв’язкiв диференцiальних рiвнянь в околi точок звороту викликають

Роздiл 1: Математика i статистика
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окремий iнтерес. Дослiдженню такого виду задач присвячений широкий спектр
наукових праць [1–7].

Вiдомо, що починаючи з диференцiальних рiвнянь другого порядку iз змiн-
ними коефiцiєнтами, їх iнтегрування в квадратурах, майже неможливе. Тому
в бiльшостi iснуючих асимптотичних методах було застосовано наступну iдею:
розв’язок сингулярно збуреного рiвняння, яке дослiджується виразити через
розв’язок простiших диференцiальних рiвнянь, якi називаються модельними
диференцiальними рiвняннями. При дослiдженнi рiвнянь з простою точкою зво-
роту одним з найбiльш вдалих модельних рiвнянь є рiвняння виду

𝑈 ′′(𝑡)± 𝑡𝑈(𝑡) = 0,

якi називають рiвняннями Ейрi, а їх розв’язки — функцiями Ейрi.
Функцiї Ейрi застосовуються в багатьох роздiлах як класичної, так i кван-

тової фiзики. Це пов’язано з тим, що для рiвнянь з точками звороту асимпто-
тичнi розв’язки є експоненцiальними з одного боку та коливальними з iншого.
Функцiї Ейрi є рiвномiрними наближеннями, область дiї яких включає точку
звороту та її околi. У класичнiй фiзицi вони займають важливе мiсце в оптицi,
електромагнетизмi, передачi випромiнювання, механiцi рiдини та нелiнiйному
поширеннi хвиль. У гiдродинамiцi функцiї Ейрi широко застосовуються при до-
слiдженнi стiйкостi двовимiрної в’язкої рiдини для якої течiя регулюється рiв-
нянням Орра–Зоммерфельда (диференцiальне рiвняння четвертого порядку).
Побудова асимптотичних наближень, якi є рiвномiрно дiйсними розв’язками
цього рiвняння в околi точок звороту, призводить (пiсля вибору розв’язних рiв-
нянь з подiбними асимптотичними властивостями) до функцiй Ейрi. Також їх
застосування має мiсце при вивченнi стiйкостi потоку Куетта нев’язкої рiдини.
Зауважимо, що значний iнтерес викликають задачi про гiдродинамiчну стiй-
кiсть паралельних течiй у теорiї продовжно-поперечного згину пружної балки
та iнших схожих прикладних задач. Так, лiнiйна задача про стiйкiсть паралель-
ної течiї приводить до дослiдження рiвняння

𝑑4𝜓

𝑑𝑥4
− 2𝛼2𝑑

2𝜓

𝑑𝑥2
+ 𝛼4𝜓(𝑥)− 𝑖𝛼𝑅

[︃
(𝜔(𝑥)− 𝑐)

(︃
𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
− 𝛼2𝜓(𝑥)

)︃
− 𝑑2𝜔

𝑑𝑥2

]︃
= 0, (1)

яке називають рiвнянням Орра-Зоммерфельда [див. [1]].

Означення 1. Точка 𝑥0 в якiй множник 𝜔(𝑥)− 𝑐 обертається в нуль на-
зивається точкою звороту для рiвняння (1).

Теорiя та практика вимагають вивчення розв’язку рiвняння (1) в околi точки
звороту, включаючи i саму точку звороту. Виходячи з фiзичних мiркувань мно-
жник 𝛼𝑅, де 𝑅 — число Рейнольдса, є досить великим. Тому ввiвши в розгляд
малий параметр це рiвняння можна звести до сингулярно збуреного диферен-
цiального рiвняння з точкою звороту бiля другої похiдної, тобто до рiвняння
вигляду

𝜀2𝑦(4)(𝑥, 𝜀) + 𝑎(𝑥)𝑦(2)(𝑥, 𝜀) + 𝑏(𝑥)𝑦′(𝑥, 𝜀) + 𝑐(𝑥)𝑦(𝑥, 𝜀) = ℎ(𝑥). (2)

Розглянемо узагальнену методику побудови рiвномiрної асимптотики для
сингулярно збурених рiвнянь певного класу.
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2. Постановка задачi. Розглянемо систему сингулярно збурених дифе-
ренцiальних рiвнянь (ССЗДР):

𝜀𝑌 ′(𝑥, 𝜀)− 𝐴(𝑥, 𝜀)𝑌 (𝑥, 𝜀) = 𝐻(𝑥), (3)

при 𝜀 → 0, 𝑥 ∈ [−𝑙, 0], 𝑌 (𝑥, 𝜀) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑦1(𝑥, 𝜀), 𝑦2(𝑥, 𝜀), 𝑦3(𝑥, 𝜀), 𝑦4(𝑥, 𝜀)) — шу-
кана вектор-функцiя, 𝐻(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(0, 0, 0, ℎ(𝑥)) — задана вектор-функцiя,

𝐴(𝑥, 𝜀) = 𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1 =

⎛⎜⎜⎝
0 𝜀 0 0
0 0 𝜀 0
0 0 0 1

−𝑐(𝑥) −𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) 0

⎞⎟⎟⎠ ,

вiдома матриця, елементи якої 𝑎(𝑥) = 𝑥�̃�(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑐(𝑥) — нескiнченно диферен-
цiйовнi функцiї на вiдрiзку [0; 𝑙].

Систему рiвнянь (3), яка вiдповiдає скалярному рiвнянню (2), будемо дослi-
джувати за умови, що

�̃�(𝑥) > 0, 𝑏(𝑥) < 0, 𝑐(𝑥) > 0. (4)

У векторному рiвняннi (3) покладемо 𝜀 = 0, тодi одержимо вироджену си-
стему

−𝐴(𝑥, 0)𝑌 (𝑥, 0) = 𝐻(𝑥), (5)

де матриця 𝐴(𝑥, 0) прийме вигляд

𝐴(𝑥, 0) =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

−𝑐(𝑥) −𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) 0

⎞⎟⎟⎠ .

Вироджене рiвняння у скалярному виглядi запишеться так

−𝑥�̃�(𝑥)𝜔′′(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜔′(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝜔(𝑥) = ℎ(𝑥). (6)

Зауважимо, що умови (4) забезпечать iснування достатньо гладкого роз-
в’язку (5). Вiдтак характеристичне рiвняння для задачi (3) запишемо у виглядi

|𝐴(𝑥, 0)− 𝜆𝐸| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ −𝜆 0 0 0

0 −𝜆 0 0
0 0 −𝜆 1

−𝑐(𝑥) −𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) −𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝜆2(𝜆2 + 𝑎(𝑥)) = 0.

Тодi коренями характеристичного рiвняння є

𝜆1,2 = 0, 𝜆3,4 = ±𝑖
√︀
𝑥�̃�(𝑥).

Означення 2. Точка 𝑥0, в якiй множник 𝑥�̃�(𝑥) в диференцiальному рiв-
няннi (6) обертається в нуль називається диференцiальною точкою звороту
для рiвнння (6).
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Також слiд зазначити, що в данiй задачi точка звороту знаходиться бiля
старшої (другої) похiдної. Тому, використовуючи цю особливiсть будемо її вiд-
рязняти вiд тiєї, що вивчались в роботах [8]

−𝑥�̃�(𝑥)𝜔′(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜔(𝑥) = ℎ(𝑥),

для рiвнянь третього порядку.

Означення 3. Точка 𝑥0, в якiй множник 𝑥�̃�(𝑥) в диференцiальному рiвнян-
нi 2-го порядку (6) обертається в нуль називається диференцiальною точкою
звороту II роду.

Слiд зазначити, що коли маємо справу з виродженими диференцiальними
рiвняннями 1-го порядку, для яких множник перед першою похiдною перетво-
рюється в нуль, то точки звороту для таких рiвнянь називають точками звороту
1-го роду. Наприклад, це характерно для задач коли замiсть рiвняння (2) ви-
вчаємо рiвняння третього порядку.

3. Регуляризацiя системи сингулярно збурених рiвнянь. Особли-
ва точка 𝜀 = 0 в заданiй системi породжує певнi особливостi, якi будемо на-
зивати iстотно особливi функцiї (IОФ). З метою видiлення всiх IОФ введемо
регуляризуючу змiнну 𝑡 = 𝜀−𝑝 · 𝜙(𝑥), де показник 𝑝 i регуляризуюча функцiя
𝜙(𝑥) пiдлягають визначенню. Згiдно з методом регуляризацiї iстотно особливих
функцiй [1], задачу будемо вивчати за умови

𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀)|𝑡=𝜀1−𝑝·𝜙(𝑥) ≡ 𝑦(𝑥, 𝜀).

Пiдставимо розширену функцiю i її похiдну у векторне рiвняння

�̃�𝜀𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀) ≡ 𝜀1−𝑝𝜙′𝜕𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑡
+ 𝜀

𝜕𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑥
− 𝐴(𝑥, 𝜀)𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀) = ℎ(𝑥). (7)

4. Простiр безрезонансних розв’язкiв. Опишемо простiр функцiй, в
якому можна буде побудувати рiвномiрний асимптотичний розв’язок розшире-
ної задачi (3). Розглянемо пiдпростори функцiй

𝑅1𝑟 = 𝛼1𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽1𝑟(𝑥)𝑈
′
𝑘(𝑡)),

𝑅2𝑟 = 𝛼2𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽2𝑟(𝑥)𝑈
′
𝑘(𝑡)),

𝑅3𝑟 = 𝑓𝑟(𝑥)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔𝑟(𝑥)𝜓
′(𝑡)),

𝑅4𝑟 = 𝜔𝑟(𝑥),

де 𝛼𝑘𝑟(𝑥), 𝛽𝑘𝑟(𝑥), 𝑓𝑟(𝑥), 𝑔𝑟(𝑥), 𝜔𝑟𝑥 ∈ 𝐶∞[0, 𝑙], 𝑘 = 1, 2. З цих пiдпросторiв одержи-
мо новий простiр як пряму суму

𝑅𝑟 =
4⨁︁

𝑘=1

𝑅𝑘𝑟.

Зазначимо, що (𝛼𝑗(𝑥, 𝜀)𝑈𝑘(𝑡)) i (𝜀𝛾𝛽𝑗(𝑥, 𝜀)𝑈 ′
𝑘(𝑡)) є розв’язками однорiдного

векторного рiвняння (7). При цьому, аналiтичнi функцiї 𝛼(𝑥, 𝜀) i 𝛽(𝑥, 𝜀) за-
лежать вiд малого параметра 𝜀 > 0 i нескiнченно диференцiйовнi по змiннiй

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



82 В. В. СОБЧУК, I. О. ЗЕЛЕНСЬКА

𝑥 ∈ [0; 𝑙]. Функцiї 𝑈𝑘(𝑡) — це функцiї Ейрi-Дороднiцина [1]. Функцiя 𝜓(𝑡), ї ї
похiдна та функцiя 𝜔(𝑥, 𝜀) використовуються для побудови асимптотики ча-
стинного розв’язку (3).

IОФ 𝜓(𝑡) є розв’язком неоднорiдного рiвняння

𝑈 ′′(𝑡) + 𝑡𝑈(𝑡) = 1,

тобто

𝜓(𝑡) =

+∞∫︁
𝑡

[𝑈2(𝑡) · 𝑈1(𝜏)− 𝑈1(𝑡) · 𝑈2(𝜏)]𝑑𝜏.

5. Розширення системи сингулярно збурених диференцiальних рiв-
нянь. Зазначимо, що в [1] описано метод регуляризацiї iстотно особливих фун-
кцiй для побудови асимптотичного розв’язку рiвняння Лiувiлля з рiзними то-
чками звороту. Даний пiдхiд можна модифiкувати для побудови асимптотичних
розв’язкiв для рiвнянь четвертого порядку типу (2). Вiдтак, така модифiкацiя
методу iстотно особливих функцiй для визначення регуляризуючої функцiї до-
зволяє визначити показник 𝑝 i функцiю 𝜙(𝑥). Для цього подiємо розширеним
оператором �̃�𝜀 на елементи простору 𝑅1𝑟 та 𝑅2𝑟 i пiдставимо результат в одно-
рiдне розширене рiвняння:

�̃�𝜀 (𝛼𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈
′
𝑘(𝑡)) = 𝜀1−𝑝𝛼𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙

′(𝑥)𝑈 ′
𝑘(𝑡)−

−𝜀1+𝛾−2𝑝𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥)𝜙(𝑥)𝑈𝑘(𝑡)− 𝐴(𝑥, 𝜀)𝛼𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈𝑘(𝑡)−

−𝜀𝛾𝐴(𝑥, 𝜀)𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈 ′
𝑘(𝑡) + 𝜀𝛼′

𝑘(𝑥)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀1+𝛾𝛽′
𝑘(𝑥)𝑈

′
𝑘(𝑡) = 0.

Прирiвняємо коефiцiєнти при IОФ 𝑈𝑘(𝑡) в отриманiй системi (𝑘 = 1, 2):

𝑈 ′
𝑘(𝑡) : 𝜀

1−𝑝𝛼𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥)− 𝜀𝛾[𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1]𝛽𝑘(𝑥, 𝜀) = −𝜀1+𝛾𝛽′

𝑘(𝑥, 𝜀), (8)

𝑈𝑘(𝑡) : 𝜀
1+𝛾−2𝑝𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙

′(𝑥)− [𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1]𝛼𝑘(𝑥, 𝜀) = −𝜀𝛼′
𝑘(𝑥, 𝜀). (9)

Будемо вимагати, щоб отриманi алгебраїчнi системи (8) i (9) були регулярно
збуреними вiдносно малого параметра 𝜀 > 0. Для цього, на невизначенi до цього
𝑝 i 𝛾 накладемо умови:

1− 𝑝 = 𝛾, 1 + 𝛾 − 2𝑝 = 0.

З цих рiвнянь однозначно визначимо:

𝑝 =
2

3
, 𝛾 =

1

3
.

В результатi отримаємо систему:

𝑈 ′
𝑘(𝑡) : 𝛼𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙

′(𝑥)− 𝐴0(𝑥)𝛽𝑘(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝛽′
𝑘(𝑥, 𝜀) + 𝜇3𝐴1𝛽𝑘(𝑥, 𝜀), (10)

𝑈𝑘(𝑡) : 𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥) + 𝐴0(𝑥)𝛼𝑘(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝛼′

𝑘(𝑥, 𝜀)− 𝜇3𝐴1𝛼𝑘(𝑥, 𝜀), (11)

де 𝜇 = 𝜀
1
3 .
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Векторнi рiвняння (10) i (11) запишемо у виглядi такої системи алгебраїчних
рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼𝑘1(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥) = 𝜇3[𝛽𝑘2(𝑥, 𝜀)− 𝛽′

𝑘1(𝑥, 𝜀)],

𝛼𝑘2(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥) = 𝜇3[𝛽𝑘3(𝑥, 𝜀)− 𝛽′

𝑘2(𝑥, 𝜀)],

𝛼𝑘3(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥)− 𝛽𝑘4(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝛽′

𝑘3(𝑥, 𝜀),

𝛼𝑘4(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝛽𝑘1(𝑥, 𝜀) + 𝑏(𝑥)𝛽𝑘2(𝑥, 𝜀)+

+𝑎(𝑥)𝛽𝑘3(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝛽′
𝑘4(𝑥, 𝜀),

𝛽𝑘1(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥) = 𝜇3[𝛼′

𝑘1(𝑥, 𝜀)− 𝛼𝑘2(𝑥, 𝜀)],

𝛽𝑘2(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥) = 𝜇3[𝛼′

𝑘2(𝑥, 𝜀)− 𝛼𝑘3(𝑥, 𝜀)],

𝛽𝑘3(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥) + 𝛼𝑘4(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝛼′

𝑘3(𝑥, 𝜀),

𝛽𝑘4(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥)− 𝑐(𝑥)𝛼𝑘1(𝑥, 𝜀)− 𝑏(𝑥)𝛼𝑘2(𝑥, 𝜀)−

−𝑎(𝑥)𝛼𝑘3(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝛼′
𝑘4(𝑥, 𝜀).

(12)

Вiдтак, ми отримали регулярно збурену вiдносно малого параметра 𝜀 > 0
систему алгебраїчних рiвнянь (12), що власне iлюструє проведену нами регуля-
ризацiю системи (3).

6. Побудова формальних розв’язкiв однорiдної системи. Для побу-
дови розв’язку однорiдної (3) з однозначно визначеними показниками 𝑝 = 2

3
i

𝛾 = 1
3
знайдемо всi невiдомi системи (12) у виглядi таких рядiв вектор-функцiй:

𝛼𝑘(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝛼𝑘𝑟(𝑥), 𝛽𝑘(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝛽𝑘𝑟(𝑥). (13)

Виконаємо пiдстановку цих рядiв у (12), тодi для визначення вектор-функцiй

𝛼𝑘𝑟 = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑘1𝑟(𝑥), 𝛼𝑘2𝑟(𝑥), 𝛼𝑘3𝑟(𝑥), 𝛼𝑘4𝑟(𝑥)),

𝛽𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛽𝑘1𝑟(𝑥), 𝛽𝑘2𝑟(𝑥), 𝛽𝑘3𝑟(𝑥), 𝛽𝑘4𝑟(𝑥)),

одержимо такi рекурентнi системи:

Φ(𝑥)𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 0, 𝑟 = 0; 2, Φ(𝑥)𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝐹𝑍𝑘(𝑟−3)(𝑥), 𝑟 ≥ 3, (14)

де

𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑘1𝑟(𝑥), 𝛼𝑘2𝑟(𝑥), 𝛼𝑘3𝑟(𝑥), 𝛼𝑘4𝑟(𝑥), 𝛽𝑘1𝑟(𝑥), 𝛽𝑘2𝑟(𝑥), 𝛽𝑘3𝑟(𝑥), 𝛽𝑘4𝑟(𝑥)),

а Φ(𝑥) =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜙′(𝑥) 0 0 0 0 0 0 0
0 𝜙′(𝑥) 0 0 0 0 0 0
0 0 𝜙′(𝑥) 0 0 0 0 −1
0 0 0 𝜙′(𝑥) 𝑐(𝑥) 𝑏(𝑥) 𝑥�̃�(𝑥) 0
0 0 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥) 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥) 0 0
0 0 0 1 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥) 0

−𝑐(𝑥) −𝑏(𝑥) −𝑥�̃�(𝑥) 0 0 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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𝐹𝑍𝑘(𝑟−3) =

= 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︂
(𝛽𝑘2(𝑟−3)(𝑥)− 𝛽′

𝑘1(𝑟−3)(𝑥)), (𝛽𝑘3(𝑟−3)(𝑥)− 𝛽′
𝑘2(𝑟−3)(𝑥)),

(𝛼𝑘2(𝑟−3)(𝑥)− 𝛼′
𝑘1(𝑟−3)(𝑥)), (𝛼𝑘3(𝑟−3)(𝑥)− 𝛼′

𝑘2(𝑟−3)(𝑥)),

−𝛽′
𝑘3(𝑟−3)(𝑥), −𝛽′

𝑘4(𝑟−3)(𝑥)

−𝛼′
𝑘3(𝑟−3)(𝑥), −𝛼′

𝑘4(𝑟−3)(𝑥)

)︂
.

Обчислимо визначник цiєї системи:

detΦ(𝑥) = 𝜙′2[𝜙(𝑥)𝜙′
2(𝑥)]

2 · [𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)− 𝑎(𝑥)]2 = 0.

До цього часу регуляризуюча функцiя 𝜙(𝑥) не визначена. Тому, визначимо
її як розв’язок задачi:

𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥) = 𝑎(𝑥) ≡ 𝑥�̃�, 𝜙(0) = 0, (15)

𝜙(𝑥) =

⎛⎝3

2

𝑥∫︁
0

√︀
𝑥̃︀𝑎(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠ 2
3

.

Оскiльки detΦ(𝑥) ≡ 0, то iснує нетривiальний розв’язок системи Φ(𝑥)𝑍𝑘𝑟 =
= 0, коли 𝑟 = 0, 2 вигляду

𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︂
0, 0,

1

𝜙′(𝑥)
𝛽𝑘4𝑟(𝑥),−𝜙𝜙′(𝑥)𝛽𝑘3𝑟(𝑥), 0, 0, 𝛽𝑘3𝑟(𝑥), 𝛽𝑘4𝑟(𝑥)

)︂
, (16)

де 𝛽𝑖𝑘0(𝑥), 𝑘 = 1; 2, 𝑖 = 1; 4 — довiльнi, достатньо гладкi функцiї коли 𝑥 ∈ [0; 𝑙].
На наступному кроцi розв’яжемо неоднорiднi системи (14). Спочатку роз-

глянемо цi системи, коли 𝑟 = 3. З урахуванням отриманого розв’язку (16),
будемо мати⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘13(𝑥) = 𝛽𝑘20(𝑥)− 𝛽′
𝑘10(𝑥) ≡ 𝛽𝑘20(𝑥) ≡ 0,

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘23(𝑥) = 𝛽𝑘30(𝑥)− 𝛽′
𝑘20(𝑥) ≡ 𝛽𝑘30(𝑥),

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘33(𝑥)− 𝛽𝑘43(𝑥) = −𝛽′
𝑘30(𝑥),

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘43(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝛽𝑘13(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝛽𝑘23(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑘33(𝑥) = −𝛽′
𝑘40(𝑥),

(17)

i ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘13(𝑥) = 𝛼′

𝑘10(𝑥)− 𝛼𝑘20(𝑥) ≡ −𝛼𝑘20(𝑥) ≡ 0,

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘23(𝑥) = 𝛼′
𝑘20(𝑥)− 𝛼𝑘30(𝑥) ≡ −𝛼𝑘30(𝑥) ≡ −[𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑘40(𝑥),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘33(𝑥) + 𝛼𝑘43(𝑥) = 𝛼′
𝑘30(𝑥) ≡ 𝑑

𝑑𝑥
([𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑘40(𝑥)),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘43(𝑥)− 𝑐(𝑥)𝛼𝑘13(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝛼𝑘23(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝛼𝑘33(𝑥) = 𝛼′
𝑘40,

(18)

де 𝛼′
𝑘40 ≡ (−𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘30)

′.
З першого i другого рiвнянь систем (17) та (18) визначимо функцiї 𝛼𝑘13 ≡ 0,

𝛽𝑘13 ≡ 0 i 𝛼𝑘23(𝑥) = [𝜙 ′(𝑥)]−1𝛽𝑘30(𝑥) i 𝛽𝑘23(𝑥) = −[𝜙 ′(𝑥)]−2[𝜙(𝑥)]−1𝛽𝑘40(𝑥). Тодi
системи (17) i (18) перейдуть в системи⎧⎪⎨⎪⎩

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘33(𝑥)− 𝛽𝑘43(𝑥) = −𝛽′
𝑘30(𝑥),

−𝑎(𝑥)𝛼𝑘33(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘43(𝑥) =

= 𝑑
𝑑𝑥
(−𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘30(𝑥)) + 𝑏(𝑥)[𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑘30,

(19)

Роздiл 1: Математика i статистика



ПОБУДОВА АСИМПТОТИКИ РОЗВ’ЯЗКУ СИСТЕМИ СЗДР 4-ГО ПОРЯДКУ З . . . 85

i {︃
𝛼𝑘43(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘33(𝑥) = 𝛼′

𝑘30(𝑥) ≡ 𝑑
𝑑𝑥
([𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑘40(𝑥)),

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘43(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑘33(𝑥) = −𝛽′
𝑘40(𝑥) + 𝑏(𝑥)[𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)]−1𝛽𝑘40(𝑥).

(20)

Обчислимо ранги матриць цих систем(︃
𝜙′(𝑥) −1
−𝑎(𝑥) 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)

−𝛽′
𝑘30(𝑥)

(−𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘30(𝑥))
′ − 𝑏(𝑥)

𝜙′(𝑥)
𝛽𝑘30

)︃
, (21)

i (︃
1 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)

𝜙′(𝑥) 𝑎(𝑥)

[𝛽𝑘40(𝑥)
𝜙′(𝑥)

]′

−𝛽′
𝑘40(𝑥)−

𝑏(𝑥)
𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)

𝛽𝑘40(𝑥)

)︃
. (22)

Дослiдимо правi частини (21) i (22). За умови, що

−2𝑎(𝑥)𝛽′
𝑘30(𝑥) + [𝑏(𝑥)− (𝑎(𝑥))′]𝛽𝑘30(𝑥) = 0,

для системи (19) та

([𝜙′(𝑥)]−1 − 1)𝛽′
𝑘40(𝑥) +

[︂
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
− 1

]︂
𝛽𝑘40(𝑥) = 0, (23)

для системи (21) iснує нескiнченна множина розв’язкiв.
Для виконання вище вказаних умов використаємо довiльнiсть функцiй

𝛽𝑘𝑠0(𝑥) = 𝛽0
𝑘30 · 𝛽𝑘30(𝑥), 𝑘 = 1; 2, 𝑠 = 2; 3, де 𝛽0

𝑘𝑠0(𝑥) — довiльнi сталi, 𝛽𝑘𝑠0(𝑥)
— частиннi достатньо гладкi 𝑥 ∈ [0; 𝑙], розв’язки однорiдних систем (19) i (20).
При такому визначеннi вектор-функцiй 𝑍𝑘0(𝑥) iснують розв’язки неоднорiдних
систем (19) i (20) виду

𝑍𝑘3(𝑥) =

= 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︃
0; [𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑘30(𝑥);

𝛽𝑘43(𝑥)−𝛽′
𝑘30(𝑥)

𝜙′(𝑥)
; (𝛽𝑘40(𝑥)

𝜙′(𝑥)
)′ − 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘33

0;−𝛽𝑘40(𝑥)[𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)]; 𝛽𝑘33(𝑥); 𝛽𝑘43(𝑥)

)︃
.

(24)

Таким чином, продовжуючи далi розв’язувати iтерацiйнi системи алгебра-
їчних рiвнянь (19) i (20), можна показати, що iснують лiнiйно незалежнi роз-
в’язки однорiдної системи (3) вигляду

𝐷𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟[𝛼𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀
1
3𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑘(𝑡)], 𝑘 = 1; 2, (25)

де 𝛼𝑘𝑟 i 𝛽𝑘𝑟(𝑥) — вiдомi вектор-функцiї вигляду

𝛼𝑘𝑟 = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑘1𝑟(𝑥), 𝛼𝑘2𝑟(𝑥), 𝛼𝑘3𝑟(𝑥), 𝛼𝑘4𝑟(𝑥)),

𝛽𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛽𝑘1𝑟(𝑥), 𝛽𝑘2𝑟(𝑥), 𝛽𝑘3𝑟(𝑥), 𝛽𝑘4𝑟(𝑥)).

Звуження цього розв’язку при 𝑡 = 𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥) для 𝑘 = 1; 2 запишемо так

𝐷𝑘(𝑥, 𝜀
− 2

3𝜙(𝑥), 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟
[︁
𝛼𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥)) + 𝜀

1
3𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑘(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥))

]︁
. (26)
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7. Побудова формальних частинних розв’язкiв неоднорiдної роз-
ширеної системи. Дослiдимо дiю розширеного оператора (7) на елемент
простору 𝑓(𝑥, 𝜀)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔(𝑥, 𝜀)𝜓′(𝑡) + 𝜔(𝑥, 𝜀). В результатi отримаємо насту-
пнi векторнi рiвняння:

𝜓′(𝑡) : 𝜙′(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜀)− [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]𝑔(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝑔′(𝑥, 𝜀), (27)

𝜓(𝑡) : 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑔(𝑥, 𝜀) + [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]𝑓(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝑓 ′(𝑥, 𝜀), (28)

𝜇3𝜔′(𝑥, 𝜀)− [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]𝜔(𝑥, 𝜀) + 𝜇2𝜙′(𝑥)𝑔(𝑥, 𝜀) = ℎ(𝑥). (29)

Рiвняння (27) i (28) структурно аналогiчнi з (17) i (18). Але скористати-
ся прямими результатами попереднього параграфа ми не можемо, оскiльки не
отримаємо бажаних результатiв для системи (29).

Для побудови гладкого розв’язку системи (29) асимптотику розв’язку (27) i
(28) побудуємо у виглядi рядiв:

𝑓(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝑓𝑟(𝑥), 𝑔(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝑔𝑟(𝑥), 𝜔(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝜔𝑟(𝑥). (30)

Для визначення вектор-функцiй 𝑓𝑟 = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑓1𝑟(𝑥), 𝑓2𝑟(𝑥), 𝑓3𝑟(𝑥), 𝑓4𝑟(𝑥)) i
𝑔𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑔1𝑟(𝑥), 𝑔2𝑟(𝑥), 𝑔3𝑟(𝑥), 𝑔4𝑟(𝑥)) отримаємо рекурентнi системи рiв-
нянь

Φ(𝑥)𝑍част.

0 (𝑥) = 0, 𝑟 = 0; 1; 2, Φ(𝑥)𝑍част.

𝑟 (𝑥) = −𝑍част.

𝑟−3 (𝑥), 𝑟 ≥ 1. (31)

𝑍част.

𝑟 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑓1𝑟(𝑥), 𝑓2𝑟(𝑥), 𝑓3𝑟(𝑥), 𝑓4𝑟(𝑥), 𝑔1𝑟(𝑥), 𝑔2𝑟(𝑥), 𝑔3𝑟(𝑥), 𝑔4𝑟(𝑥)).

Дослiдженння проведемо схематично, з урахуванням результатiв попере-
днього параграфа. Оскiльки detΦ(𝑥) ≡ 0 , iснує нетривiальний розв’язок систем
(31)

𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︂
0, 0,

1

𝜙′(𝑥)
𝑔3𝑟(𝑥),−𝜙𝜙′(𝑥)𝑔4𝑟(𝑥), 0, 0, 𝑔3𝑟(𝑥), 𝑔4𝑟(𝑥)

)︂
, (32)

де 𝑔0𝑖(𝑥), 𝑖 = 1; 4 — достатньо гладкi функцiї, 𝑥 ∈ [0; 𝑙].
Повторюючи мiркування наведенi в пунктi 6, отримаємо двi рекурентнi си-

стеми⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙′(𝑥)𝑓33(𝑥)− 𝑔43(𝑥) = −𝑔′30(𝑥),
−𝑎(𝑥)𝑓33(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑔43(𝑥) =

= 𝑑
𝑑𝑥
(−𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑔30(𝑥)) + 𝑏(𝑥)[𝜙′(𝑥)]−1𝑔30(𝑥),

(33)

i {︃
𝑓43(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑔33(𝑥) = 𝑓 ′

30(𝑥) ≡ 𝑑
𝑑𝑥
([𝜙′(𝑥)]−1𝑔40(𝑥)),

𝜙′(𝑥)𝑓43(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝑔𝑘33(𝑥) = −𝑔′40(𝑥) + 𝑏(𝑥)[𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)]−1𝑔40(𝑥).
(34)

З огляду на (19) i (20) будемо вимагати виконання умов теореми Кронекера-
Капеллi для обчислення рангiв матриць для систем (33) i (34). Тобто продов-
жуючи далi розв’язувати iтерацiйнi системи алгебраїчних рiвнянь (33) i (34),
можемо показати, що цi системи асимптотично коректнi в такому сенсi: якщо
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вимагати iснування розв’язкiв систем (33) i (34) коли 𝑟 = 0; 𝑞, то кожна з цих
систем при 𝑟 = 0; 𝑞 − 1, визначається з точнiстю до констант 𝑔03𝑟(𝑥) i 𝑔

0
4𝑟(𝑥), якi

утворюють вектор 𝑔0𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(0, 0, 𝑔03𝑟(𝑥), 𝑔
0
4𝑟(𝑥)).

Пiсля цього залишається дослiдити асимптотику розв’язку системи (29), яку
побудуємо у виглядi ряду

𝜔(𝑥, 𝜀) ≡
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔𝑟(𝑥), (35)

де

∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔𝑟(𝑥) ≡ 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︃
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔1𝑟(𝑥),
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔2𝑟(𝑥),
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔3𝑟(𝑥),
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔4𝑟(𝑥)

)︃
.

Пiдставимо (35) в рiвняння (29) отримаємо рекурентнi системи рiвнянь:

−𝐴0(𝑥)𝜔0(𝑥) = ℎ(𝑥), −𝐴0(𝑥)𝜔1(𝑥) = 0, 𝑟 = 1,

− 𝐴0(𝑥)𝜔2(𝑥) = −𝜙′(𝑥)𝑔0(𝑥), 𝑟 = 2,

−𝐴1𝜔0(𝑥)− 𝐴0(𝑥)𝜔𝑟(𝑥) = −𝜙′(𝑥)𝑔𝑟−2(𝑥)− 𝜔′
𝑟−3(𝑥).

(36)

Дослiдимо (36) коли 𝑟 = 0. Для цього спочатку обчислимо праву частину:{︃
𝜔40(𝑥) = 0,

𝑐(𝑥)𝜔10(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜔20(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝜔30(𝑥) = ℎ(𝑥).
(37)

Якщо 𝜔20(𝑥) i 𝜔30(𝑥) вибрати як довiльнi множники, то iснують достатньо
гладкi розв’язки системи (37):

𝜔0 =

(︂
ℎ(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝜔20(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝜔30(𝑥)

𝑐(𝑥)
;𝜔20(𝑥);𝜔20(𝑥); 0

)︂
.

Коли 𝑟 = 1 отримаємо систему{︃
𝜔41(𝑥) = 0,

𝑐(𝑥)𝜔11(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜔21(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝜔31(𝑥) = 0,
(38)

розв’язок якої записується у виглядi

𝜔1 =

(︂
−𝑏(𝑥)𝜔21(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝜔31(𝑥)

𝑐(𝑥)
;𝜔21(𝑥);𝜔21(𝑥); 0

)︂
.

Коли 𝑟 = 2 отримаємо⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙′(𝑥)𝑔10(𝑥) = 0,

𝜙′(𝑥)𝑔20(𝑥) = 0,

𝜔41(𝑥) + 𝜙′(𝑥)𝑔30(𝑥) = 0,

𝑐(𝑥)𝜔11(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜔21(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝜔31(𝑥) = 0,

(39)
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розв’язок якої записується у виглядi

𝜔2 =

(︂
−𝑏(𝑥)𝜔22(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝜔32(𝑥)

𝑐(𝑥)
;𝜔22(𝑥);𝜔22(𝑥);−𝜙′(𝑥)𝑔30(𝑥)

)︂
.

Тодi при 𝑟 ≥ 3 зможемо однозначно визначити функцiї 𝜔20(𝑥) та 𝜔30(𝑥), а
це означає, що кожна з функцiй 𝜔0 визначена з точнiстю до довiльних сталих
множникiв 𝜔0

20 i 𝜔
0
30.

Звуження цього розв’язку при 𝑡 = 𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥), тобто ряд

̃︀𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀) = ∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟

[︃
2∑︁

𝑘=1

[︃
𝛼𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝜀

− 2
3 · 𝜙(𝑥)) + 𝜀

1
3𝛽𝑘𝑟(𝑥)

𝑑𝑈𝑘(𝜀
2
3 · 𝜙(𝑥))

𝑑(𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥))

]︃]︃
+

+
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟

[︃
𝑓𝑟(𝑥)𝜓(𝜀

2
3 · 𝜙(𝑥)) + 𝜀

1
3 𝑔𝑟(𝑥)

𝑑𝜓(𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥))

𝑑(𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥))

]︃
+

∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔𝑟(𝑥), (40)

є формальним розв’язком системи (3).
Таким способом доведена теорема

Теорема 1. Нехай система сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь
(3) задовольняє умови:

1) �̃�(𝑥) > 0, 𝑏(𝑥) < 0, 𝑐(𝑥) > 0;

2) 𝐻(𝑥) ∈ 𝐶∞[0; 𝑙].

Тодi на вiдрiзку [0; 𝑙] методом iстотно особливих функцiй можно побуду-
вати асимптотику розв’язку системи (3) з диференцiальною точкою звороту
у виглядi асимптотичного ряда

𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
2∑︁

𝑘=1

𝐷𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) + 𝑓(𝑥, 𝜀)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔(𝑥, 𝜀)𝜓′(𝑡) + 𝜔(𝑥, 𝜀),

коефiцiєнти якого є достатньо гладкими функцiями на вiдрiзку [0; 𝑙].

8. Алгоритм побудови асимптотики розв’язку системи. Побудова
асимптотики розв’язку для сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь че-
твертого порядку з диференцiальними точками звороту у вiдповiдностi з ло-
гiкою доведеної теореми 1 може бути записана у виглядi чiткого алгоритму.
Цей алгоритм представляє собою чiтку поетапну послiдовнiсть розв’язання се-
рiї задач. Для цього, розвиваючи та поширюючи iдеї методу iстотно особливих
функцiй на дослiдження сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь четвер-
того порядку у векторнiй формi з диференцiальною точкою звороту, потрiбно
послiдовно виконати низку крокiв.

I крок. Розширення сингулярно збуреної задачi. В сингулярно збуренiй си-
стемi з точкою звороту поряд iз незалежною змiнною 𝑥 вводиться нова вектор-
змiнна 𝑡 = 𝜀−𝑝 · 𝜙(𝑥). Тодi замiсть шуканої вектор-функцiї 𝑌 (𝑥, 𝜀) вивчається
нова „розширена вектор-функцiя” 𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜀). При чому розширення проводиться
таким чином, щоб виконувалась умова як в методi регуляризацiї

𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜀)|𝑡=𝜀−𝑝·𝜙(𝑥) ≡ 𝑌 (𝑥, 𝜀),
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𝑝 i 𝜙(𝑥) визначається для кожного конкретного випадку. Вiдбувається перехiд
вiд задачi з однiє змiнною, до задачi з двома змiнними 𝑡 i 𝑥.

II крок. Простiр безрезонансних розв’язкiв. Для регуляризацiї вводиться
конкретний простiр функцiй, цей простiр називають простором безрезонансних
розв’язкiв i для кожної кокретної задачi цей простiр має свою специфiку.

2∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝑓𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓(𝑡), 𝜀
𝛾𝑔𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓

′(𝑡), 𝜔𝑘(𝑥, 𝜀)

III крок. Регуляризацiя сингулярно збуреної задачi. Розширена задача ви-
вчається у просторi безрезонансних розв’язкiв i зводиться до рiвняння, у яке
малий параметр 𝜀 > 0 входить регулярно.

IV крок. Формалiзм побудови розв’язку задачi. Оскiльки розширена задача
є регулярно-збуреною вiдносно малого параметра в ПБР, то розв’язок задачi
будемо шукати у виглядi ряду

𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜇) =
∞∑︁

𝑟=−2

𝜇𝑟𝑌 (𝑥), (41)

де 𝜇 = 3
√
𝜀 — малий параметр.

Побудову асимптотичного ряду розпочинаємо з вiд’ємних степенiв малого
параметра з метою одержання рiвномiрної асимптотики розв’язку ССЗДР. Пра-
ва частина системи буде мати розрив другого роду в точцi звороту. Тому в за-
гальному випадку вона не належатиме множинi значень головного розширеного
оператора �̃�𝜀. Пiдставивши ряд (41) в систему (7), для визначення коефiцiєнтiв
цього ряду, отримаємо деяку систему рекурентних рiвнянь з точковими поча-
тковими чи крайовими умовами.

V крок. Побудова формальних розв’язкiв однорiдної розширеної системи.
Отриманi в попередньому пунктi рекурентнi рiвняння для визначення коефi-
цiєнтiв ряду (41) є рiвняннями в частинних похiдних з точковими крайовими
умовами. Покажемо, що ця система рiвнянь є асимптотично коректною у ПБР
𝐷𝑘. На цьому етапi розробляється теорiя iснування iтерацiйного рiвняння виду

Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝐹 · 𝑍𝑘𝑟(𝑥),

де Φ(𝑥)—матриця системи (7), 𝑍𝑘𝑟(𝑥)—вектор-стовпець складений з аналiтичних
функцiй 𝜃1(𝑥, 𝜀). I будуються першi члени асимптотичного розв’язку однорiдної
дослуджуваної задачi.

VI етап. Побудова формальних розв’язкiв неоднорiдної розширеної систе-
ми. В цьому роздiлi будується розв’язок неоднорiдної задачi за допомогою ре-
курентного рiвняння

Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝐹 · 𝑍𝑘𝑟(𝑥),
де Φ(𝑥) — матриця системи (7), 𝑍𝑘𝑟(𝑥) — вектор-стовпець складений з аналiти-
чних функцiй 𝜃2(𝑥, 𝜀).

9. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Таким спосо-
бом в роботi отримано конструктивнi умови iснування асимптотики розв’язкiв
сингулярно збуреного диференцiального рiвняння четвертого порядку. Викори-
стовуючи метод iстотно особливих функцiй та модифiкувавши його для систем
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четвертого порядку з диференцiальною точкою звороту II роду, побудовано
асимптотику розв’язку для системи (3) у виглядi асимптотичного ряду (40).
Показано, що побудова асимптотичного ряду системи (3) методом iстотно осо-
бливих функцiй може бути записана у виглядi алгоритму. Аналогiчний пiдхiд в
майбутньому планується для дослiджень та побудови асимптотичних розв’язкiв
сингулярно збурених рiвнянь у векторнiй формi iнших класiв.

Sobchuk V. V., Zelenska I. O. Construction of the asymptotics of the solution
of the 4th-order SZDR system with a di�erential turning point by the method of
essentially singular functions.

Constructive conditions for the existence of the asymptotics of the solution of the sys-
tem of singularly perturbed differential equations of the fourth order with a differential
turning point are established and an algorithm for constructing the corresponding solution
is proposed. The asymptotics of the solution of the system of singularly perturbed differ-
ential equations of the fourth order with a differential turning point is constructed by the
method of significantly singular functions. We studied the case when the spectrum of the
limit operator contains multiple elements and elements that are identically equal to zero.

Keywords: singularly perturbed differential equations, small parameter, differential turn-
ing point, Airy function.
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АНАЛIТИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ СТАТИЧНОЇ ЗАДАЧI ПРО ТИСК
ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНИХ ПIВПРОСТОРIВ ТА

ПРУЖНОГО ЦИЛIНДРА З ПОЧАТКОВИМИ
НАПРУЖЕННЯМИ

Стаття присвячена розв’язку контактної задачi для попередньо напруженого ци-
лiндричного штампа та двох пружних пiвпросторiв з початковими напруженнями в
аналiтичному виглядi без врахування сил тертя. Будемо вважати, що поверхнi поза
межею контакту залишаються вiльними вiд впливу зовнiшнiх сил, а на межi конта-
кту перемiщення та напруження — неперервнi. Задачу розв’язано у випадку нерiвних
коренiв визначального рiвняння. Дослiдження представлено у загальному видi для
теорiї великих початкових деформацiй i двох варiантiв теорiї малих початкових де-
формацiй у межах лiнеаризованої теорiї пружностi при довiльнiй структурi пружного
потенцiалу. Припускається, що початковi стани пружного цилiндричного штампа та
пружних основ (пiвпросторiв) однорiднi та рiвнi. Дослiдження проводиться в коор-
динатах початкового деформованого стану, якi пов’язанi з лагранжевими координа-
тами (природного стану). Крiм того, вплив цилiндричного штампа викликає невеликi
збурення вiдповiдних величин основного напружено-деформованого стану. Також пе-
редбачається, що пружний цилiндричний штамп та пружнi пiвпростори виготовленi з
рiзних iзотропних, трансверсально-iзотропних або композитних матерiалiв. У випад-
ку ортотропних тiл, будемо вважати, що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають
iз напрямком осей координат у деформованому станi. Наведенi загальнi розв’язки
основних диференцiальних рiвнянь лiнеаризованої теорiї пружностi у випадку осеси-
метричної деформацiї для скiнченної цилiндричної областi. У результатi, розв’язки
поставленої задачi представленi у виглядi нескiнченних рядiв, коефiцiєнти яких ви-
значаються з нескiнченної системи алгебраїчних рiвнянь. Вiдмiтимо, що коефiцiєнти
системи залежать вiд величин, що визначають структуру пружного потенцiалу та
висоту пружного штампа. У статтi також встановлено зв’язок мiж осiданням та рiв-
нодiючою навантаження. Отже, за допомогою отриманих розв’язкiв можна вивчити
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вплив початкових (залишкових) напружень у двох пружних пiвпросторах та пружно-
му цилiндричному штампi на розподiл контактних напружень в областi контакту.

Ключовi слова: початковi напруження, напружено-деформований стан, лiнеаризо-
вана теорiя пружностi, пiвпростiр, цилiндричний штамп.

1. Вступ. Дослiдження процесiв контактної взаємодiї пружних тiл iз врахува-
нням початкових напружень є частиною великої за обсягом та актуальної обла-
стi механiки суцiльних середовищ, що безперервно розвивається. Велика увага
придiляється дослiдженню контактної взаємодiї твердих деформованих тiл, що
пов’язана iз проблемою визначення їх напружено-деформованих станiв. Оскiль-
ки контактнi задачi формують теоретичну основу для розрахункiв на контактну
мiцнiсть, жорсткiсть та зносостiйкiсть рухомих i нерухомих з’єднань, а їх до-
слiдження зводяться до одних iз найважчих рiвнянь математичної фiзики, то
їх розв’язання пов’язане iз великими математичними труднощами.

Одним з важливих факторiв при контактнiй взаємодiї є вплив початко-
вих напружень, якi практично завжди присутнi в реальних конструкцiях i
деталях машин, тому розробка ефективних методiв розрахунку напружено-
деформованого стану з врахуванням початкових деформацiй є актуальною i
важливою науково-технiчною проблемою.

На даний час з проблем, що мають вiдношення до контактних задач жорс-
тких та пружних штампiв, якi взаємодiють iз пружними тiлами без початкових
напружень отриманi результати з широкого кола питань. I вони достатньо вiд-
ображенi у численних публiкацiях перiодичних видань, однiєю iз яких є праця
[1]. Роботи з контактної взаємодiї тiл присвяченi взаємодiї попередньо напру-
жених тiл iз жорсткими та пружними штампами без початкових напружень
представленi у працях [2–4]. Дослiдження контактної взаємодiї попередньо на-
пружених штампiв з пружними тiлами з початковими напруженнями висвiтленi
у працях [5, 6]. Iснує також ряд iнших публiкацiй, що повнiстю або частково
пов’язанi iз тематикою даної статтi [7–12].

Метою роботи є представлення аналiтичного розв’язку статичної контактної
задачi про тиск двох попередньо напружених пiвпросторiв на цилiндричний
пружний штамп з початковими (залишковими) напруженнями без врахування
сил тертя в межах лiнеаризованої теорiї пружностi. У статтi розглянуто випа-
док нерiвних коренiв визначального рiвняння [2, 3] в загальному виглядi для
теорiї великих початкових деформацiй та двох варiантiв теорiї малих початко-
вих деформацiй при довiльнiй структурi пружного потенцiалу.

2. Постановка задачi. Нехай скiнченний пружний цилiндричний штамп
висотою 𝐻 з початковими напруженнями (рис. 1), геометрична вiсь симетрiї
якого спiвпадає з вiссю 𝑦3 цилiндричної системи координат (𝑟, 𝜃, 𝑦3) стискається
(розтягується) двома iдентичними попередньо напруженими пiвпросторами за
допомогою вiсесиметричного навантаження, що зводиться до рiвнодiйної сили
𝑃 . Зовнiшнє навантаження прикладене таким чином, що точки не завантажених
поверхонь обох попередньо напружених пiвпросторiв та вiддалених вiд областi
контакту пiвпросторiв з пружним штампом, перемiщаються вiдносно коорди-
натної площини 𝑦3 = 0 на величину 𝜀. Величини: 𝑅 — радiус цилiндричного
штампа, ℎ = 0.5𝐻.

Будемо вважати, що поверхнi поза межею контакту залишаються вiльними

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



АНАЛIТИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ СТАТИЧНОЇ ЗАДАЧI ПРО ТИСК . . . 93

вiд впливу зовнiшнiх сил, а на межi контакту перемiщення та напруження —
неперервнi. На рис. 1 величини 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) — коефiцiєнти видовження, що
визначають перемiщення початкового стану, а 𝑆11

0 , 𝑆
22
0 — компоненти симетри-

чного тензора початкових напружень.
Будемо розглядати пружнi iзотропнi тiла (стисливi або нестисливi) з до-

вiльною формою пружного потенцiалу. А у випадку ортотропних тiл, будемо
вважати, що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають iз напрямком осей ко-
ординат у деформованому станi 𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 3).

Рис. 1. Тиск двох попередньо напружених пiвпросторiв на пружний
цилiндричний штамп з початковими напруженнями.

Вiдзначимо, що усi величини, якi вiдносяться до пружного цилiндричного
штампа позначаються верхнiм iндексом «(3)», верхнього пiвпростору — «(1)»,
а нижнього пiвпростору — «(2)». Також зробимо припущення, що початковi
напружено-деформованi стани у штампi та пiвпросторах однорiднi та рiвнi. У
класичному випадку (при вiдсутностi початкових напружень) подiбна конта-
ктна задача була розглянута у [1].

3. Основнi спiввiдношення та граничнi умови. Скажiмо, що початковi
стани пiвпросторiв та штампа — однорiднi, й для них виконуються спiввiдно-
шення [2, 3]:

𝑦𝑚 = 𝑥𝑚 + 𝑈0
𝑚 𝑈0

𝑚 = 𝛿𝑚𝑖(𝜆𝑚 − 1)𝜆−1
𝑖 𝑦𝑖 (𝑖,𝑚 = 1, 3),

де 𝛿𝑚𝑖 — символ Кронекера.
Тодi основне рiвняння у перемiщеннях [3] для стисливих тiл має вигляд

𝐿′
𝑚𝛼𝑈𝛼 = 0, 𝐿′

𝑚𝛼 = 𝜔′
𝑖𝑗𝛼𝛽𝜕

2/𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝛽, (𝑖, 𝑚, 𝛼, 𝛽 = 1, 3), (1)

а для нестисливих тiл має виконується умова нестисливостi:

𝐿′
𝑚𝛼𝑈𝛼 + 𝑞′𝛼𝑚𝜕𝑝

′/𝜕𝑦𝛼 = 0, 𝐿′
𝑚𝛼 = 𝜅′𝑖𝑚𝛼𝛽𝜕

2/𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝛽, (2)
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𝑞′𝑖𝑗𝜕𝑈𝑗/𝜕𝑦𝑖 = 0, 𝑞′𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝑞𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗, 𝑚, 𝛼, 𝛽 = 1, 3).

Вирази для компонент тензора напружень для стисливих i нестисливих тiл
при 𝑦𝑖 = const (𝑖 = 1, 2, 3) матимуть вигляд

𝑄′
𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔′
𝑖𝑗𝛼𝛽

𝜕𝑈𝛼
𝜕𝑦𝛽

– для стисливих тiл,

𝜅′𝑖𝑗𝛼𝛽
𝜕𝑈𝛼
𝜕𝐶𝛽

+ 𝑞′𝑖𝑗𝑝 – для нестисливих тiл,

𝜔′
𝑖𝑗𝛼𝛽 =

𝜆𝑖𝜆𝛽
𝜆1𝜆2𝜆3

𝜔𝑖𝑗𝛼𝛽,

𝜅′𝑖𝑗𝛼𝛽 =
𝜆𝑖𝜆𝛽
𝜆1𝜆2𝜆3

𝜅𝑖𝑗𝛼𝛽,

де 𝜔′
𝑖𝑚𝛼𝛽 = 𝜔′

𝑖𝑚𝛼𝛽(𝑆
0
11, 𝑆

0
22, 𝑆

0
33), 𝜅

′
𝑖𝑚𝛼𝛽 = 𝜅′𝑖𝑚𝛼𝛽(𝑆

0
11, 𝑆

0
22, 𝑆

0
33) — складовi тензора

модулiв пружностi четвертого порядку.
При однорiдних початкових напруженнях має мiсце умова:

𝑆11
0 = 𝑆22

0 ̸= 0; 𝑆33
0 = 0; 𝜆1 = 𝜆2 ̸= 𝜆3. (3)

Враховуючи (3), розв’язок рiвнянь (1), (1) представимо через функцiю �̃�,
яка у цилiндричних координатах (r, 𝜃, y3) задовольняє рiвняння

�̃� = �̃�1 + �̃�2,

(︂
∆1 + 𝜉′

2
2

𝜕2

𝜕 𝑦23

)︂
�̃�1 = 0,

(︂
∆1 + 𝜉′

2
3

𝜕2

𝜕 𝑦23

)︂
�̃�2 = 0, (4)

де ∆1 = 𝜕2/𝜕𝑟2 + 𝑟−1𝜕/𝜕𝑟.
Як було зазначено вище, у данiй статтi обмежимося випадком нерiвних ко-

ренiв (𝜉′22 ̸= 𝜉′23) характеристичного (визначального) рiвняння, що вiдповiдає
рiвнянням (4).

У системi колових цилiндричних координат (𝑟, 𝜃, 𝑧𝑖), де 𝑧𝑖 = 𝑣−1
𝑖 𝑦3, 𝑣𝑖 =

=
√
𝑛𝑖, (𝑖 = 1, 2), 𝑛1 = 𝜉′22, 𝑛2 = 𝜉′23 такiй постановцi вiдповiдають граничнi

умови:
1) на торцях пружного штампа в областi контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖, де 𝑣𝑖 =

√
𝑛𝑖,

(𝑖 = 1, 2):

𝑢′
(𝑖)
3 − 𝑢′

(3)
3 = 𝜀, 𝑄′(3)

33 = 𝑄′(𝑖)
33 , 𝑄

′(3)
3𝑟 = 0,

𝑄′(𝑖)
3𝑟 = 0, (0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅), (𝑖 = 1, 2),

(5)

2) на межах пружних пiвпросторiв поза дiлянкою контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖,
(𝑖 = 1, 2):

𝑄′(𝑖)
33 = 0, 𝑄′(𝑖)

3𝑟 = 0, 𝑢′
(𝑖)
3 = 0, (𝑟 > 𝑅), (𝑖 = 1, 2), (6)

3) на боковiй поверхнi пружного штампа 𝑟 = 𝑅:

𝑄′(3)
𝑟𝑟 = 0, 𝑄′(3)

3𝑟 = 0, (|𝑧𝑖| ≤ ℎ/𝑣𝑖), (𝑖 = 1, 2), (7)

Умова рiвноваги, яка встановлює зв’язок мiж осiданням торцiв та рiвнодiй-
ною навантаження 𝑃 має вигляд:

𝑃 = −2𝜋

𝑅∫︁
0

𝑟|𝑄′(𝑖)
33 |𝑑𝑟, |𝑄′(𝑖)

33 | = |𝑄′(𝑖)
3𝑟 |𝑧𝑖=±𝐻/𝑣𝑖 , (𝑖 = 1, 2). (8)
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Умова (8) закриває постановку просторової лiнеаризованої задачi про конта-
ктну взаємодiю попередньо напруженого скiнченного цилiндричного штампа iз
двома пружними пiвпросторами з початковими напруженнями.

Напружено-деформований стан в областi контакту (𝑦3 = ±ℎ, 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖),
(𝑖 = 1, 2) у попередньо напружених пiвпросторах будемо визначати згiдно лiне-
аризованих рiвнянь [3]:

𝑄′(𝑖)
33

(︂
𝜌;± ℎ

𝑣𝑖𝑅

)︂
=
𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1(𝑠− 𝑠3)

𝑅

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

𝑄′(𝑖)
3𝑟

(︂
𝜌;± ℎ

𝑣𝑖𝑅

)︂
= 0, 𝑈 ′(𝑖)

3

(︂
𝜌;± ℎ

𝑣𝑖𝑅

)︂
= −𝑚1(𝑠2 − 𝑠3)

𝑣1

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂, (9)

𝑈 ′(𝑖)
𝑟

(︂
𝜌;± ℎ

𝑣𝑖𝑅

)︂
= (𝑠3 − 1)

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽1(𝜇𝜌)𝑑𝜂.

де

𝐶44 =

{︃
𝑤′

1313,

𝜅′1313.
𝑚𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔′

1111𝑛𝑖 − 𝜔′
3113

𝜔′
1133 + 𝜔′

1313

;

𝜆1𝑞1
𝜆3𝑞3

𝑛𝑖;

𝑙𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔′

1331

𝜔′
1313

+
𝜔′

1313 − 𝜔′
1331

𝜔′
1313

𝜔′
1133 + 𝜔′

1313

𝜔′
1111𝑛𝑖 + 𝜔′

1133

;

𝜅′1331
𝜅′1313

+
𝜅′1313 − 𝜅′1331

𝜅′1313

𝜆3𝑞3
𝜆3𝑞3 + 𝜆1𝑞1𝑛𝑖

;

𝜉 =
𝑧𝑖𝑣𝑖
𝑅
, 𝜂 = 𝜉𝑅, (𝑖 = 1, 2), 𝑠 = 𝑠0𝑙2𝑙

−1
1 , 𝑠0 = (1 +𝑚2)(1 +𝑚1)

−1,

𝑠1 = (𝑚1 − 1)𝑚−1
1 , 𝑠2 = (𝑣1𝑚2)(𝑣2𝑚1)

−1, 𝑠3 = 𝑠0𝑣1𝑣
−1
2 ,

𝐹 (𝜂) — шукана функцiя, 𝐽𝑣(𝑥) — функцiї Бесселя дiйсного аргументу.
Загальний розв’язок для визначення напружено-деформованого стану у ци-

лiндричному пружному штампi з початковими напруженнями у випадку нерiв-
них коренiв (𝜉′22 ̸= 𝜉′23) характеристичного рiвняння (4) приймемо у виглядi:

�̃� =3𝐶0𝑟
2(𝑧1 − 𝑧2)− 2𝐶0(𝑧

3
1 + 𝑧32) +

∞∑︁
𝑘=1

{[𝐴𝑘𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑟)𝑆1(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)+

+𝐵𝑘𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑟)𝑆1(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)] + 𝐽0(𝛼𝑘𝑟)[𝑆2(𝛼𝑘𝑧1) + 𝑆3(𝛼𝑘𝑧2)]},
(10)

де 𝐼𝑣(𝑥) — функцiя Бесселя уявного аргументу.

𝑆1 = 𝐶𝑘 sin (𝛾𝑘𝑣1𝑧1) +𝐷𝑘 cos (𝛾𝑘𝑣1𝑧1), 𝑆2 = 𝐸𝑘 sh (𝛼𝑘𝑧1) + 𝐹𝑘 ch (𝛼𝑘𝑧1),

𝑆3 = 𝑁𝑘 sh (𝛼𝑘𝑧1) +𝑀𝑘 ch (𝛼𝑘𝑧1),

𝐶𝑘, 𝐷𝑘, 𝐸𝑘, 𝐹𝑘, 𝑁𝑘, 𝑀𝑘, 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 — деякi сталi коефiцiєнти, 𝛼𝑘, 𝛾𝑘 — власнi
значення задачi (5)–(8).
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Тодi напружено-деформований стан у попередньо напруженому цилiндри-
чному штампi для стисливих (нестисливих) тiл та нерiвних коренiв рiвняння
(4), iз врахуванням граничних умов (5)–(8), представимо у виглядi

𝑈 ′(3)
3 =

𝜀𝜔2

𝑅

⟨
− 𝑅

𝜔2ℎ𝜃6

[︂
𝑚1𝑧1
𝑛1

+
𝑚2𝑧2
𝑛2

]︂
𝜒0+

+
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘
𝑛1

{︂
𝛾2𝑘

[︂
𝑠0𝑚1𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)−𝑚2𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)

]︂
+

+
𝜇2
𝑘

𝑅2
𝐽0(𝜇𝑘𝜌)𝐹

*
𝑘

⎡⎢⎢⎣𝑚1

𝑛1

⎛⎜⎜⎝(𝑐0 − 𝑐2)

[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝑣1 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ sh
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+

+ ch
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁ ⎞⎟⎟⎠+
𝑚2

𝑛2

⎛⎜⎜⎝𝑣2
[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ sh
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁
−

− ch
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁ 𝑛2 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
𝑛1𝑠0 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭𝜒𝑘

⟩
, (11)

𝑄′(3)
33 = 𝜀𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1

⟨
− 𝜒0

ℎ𝜃6

[︂
1

𝑣1
+

𝑠

𝑣2

]︂
+

+
𝜔2

𝑅

∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

{︂
𝛾3𝑘

[︂
𝑠0𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) cos(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)−

𝑠𝑛2

𝑛1

𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌) cos(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)

]︂
+

+
𝜇3
𝑘

𝑅3𝑛1

𝐽0(𝜇𝑘𝜌)𝐹
*
𝑘

⎡⎢⎢⎣(𝑐0 − 𝑐2)

[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝑛1 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ ch
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+

+
sh
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
𝑣1

+

𝑠

[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ ch
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁
−

−
𝑠𝑣2 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
𝑛1𝑠0 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂ sh
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁⎤⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭𝜒𝑘

⟩
,

𝑄′(3)
3𝑟 = 𝐶44(1 +𝑚1)

𝜀𝜔2

𝑅𝑣1

∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

{︂
𝛾3𝑘𝑠0

[︂
𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)−

−𝑣2
𝑣1
𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)

]︂
−
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−𝜇3
𝑘

𝑅3
𝐽1(𝜇𝑘𝜌)𝐹

*
𝑘

⎡⎢⎢⎣(𝑐0 − 𝑐2)

[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝑛1 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ sh
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+

+
1

𝑣1
ch
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+

𝑠0𝑣1

[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
𝑣2 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ sh
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁
−

−
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
𝑣1 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂ ch
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁⎤⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭𝜒𝑘,

де

𝜔2 =
𝑣31

𝑚1(𝑠3 − 𝑠2)
, 𝑐0 =

{︃
𝜔′

1111𝜔
′−1
1122;

𝜆1𝑞1(𝜆3𝑞3)
−1(𝜅′1133 + 𝜅′1313)𝜅

′−1
1122;

𝑐𝑖 =

{︃
𝜆3𝜔

′
1133𝑚𝑖𝜔

′−1
1122𝑛

−1
𝑖 ;

(𝜅′1133𝑚𝑖 − 𝜅′3113)𝜅
′−1
1122𝑛

−1
𝑖 ;

(𝑖 = 1, 2).

𝐹 *
𝑘 = (1 + 𝛼3

𝑘)𝛾
3
𝑘

[︃
𝑛1𝐴

*
𝑘𝐺𝑘(1;𝑅)

1− 𝛾2𝑘𝑣
2
1

(︂
𝛾𝑘𝑣1 sin(𝛾𝑘ℎ) cos

(︂
ℎ

𝑣1

)︂
− cos(𝛾𝑘ℎ) sin

(︂
ℎ

𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑛2𝐺𝑘(2;𝑅)

1− 𝛾2𝑘𝑣
2
2

(︂
𝛾𝑘𝑣2 sin(𝛾𝑘ℎ) cos

(︂
ℎ

𝑣2

)︂
− cos(𝛾𝑘ℎ) sin

(︂
ℎ

𝑣2

)︂)︂]︂⧸︂
⧸︂(︂

𝛼3
𝑘𝐽0(𝛼𝑘𝑅)

[︂
𝑐1 − 𝑐0
𝑣1

𝐸*
𝑘

(︂
𝛼𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
cos

(︂
ℎ

𝑣1

)︂
+ ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
sin

(︂
ℎ

𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑐2 − 𝑐0
𝑣2

𝑁*
𝑘

(︂
𝛼𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
cos

(︂
ℎ

𝑣2

)︂
+ ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
sin

(︂
ℎ

𝑣2

)︂)︂]︂)︂
,

𝑁*
𝑘 =

𝑣2

[︂
cth

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂]︂
𝑛1 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ ,

𝐸*
𝑘 =

(𝑐0 − 𝑐2)

[︂
cth

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂]︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝑣1 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ ,

𝐺𝑘(𝑖;𝑅) = (𝑐0 − 𝑐1)𝐼0(𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟) +
1− 𝑐0
𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟

𝐼1(𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟),

𝜃6 = 𝑚1𝑣
−3
1 +𝑚2𝑣

−3
2 , 𝐴*

𝑘 = −𝑠0𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)
𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)

.

де 𝜒𝑘− шуканi сталi.
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4. Метод розв’язку. Використовуючи розв’язок для цилiндричного штам-
па (11) та задовольняючи третiй умовi (5), другiй умовi (7), знаходимо власнi
значення задачi Штурма-Лiувiлля для 𝑛1 ̸= 𝑛2:

𝛾𝑘 =
𝜋𝑘

ℎ
, 𝛼𝑘 =

𝜇𝑘
𝑅
, (𝐽1(𝛼𝑘𝑅) = 0). (12)

З перших граничних умов (5)–(6) визначимо невiдому функцiю 𝐹 (𝜂) для
(10) з подвiйних iнтегральних рiвнянь:

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂 = 𝑞(𝜌), 0 < 𝜌 < 1

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂 = 0, 𝜌 > 1.

(13)

(︃
𝑞(𝜌) = 𝜀

⟨
(1− 𝜒0)

𝜔2

𝑛1

+
∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝐽0(𝜇𝑘𝜌)𝐹
*
𝑘

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
𝐸*
𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
+ ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*
𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝜒𝑘

⟩)︂
.

Вiдповiдно до [3] розв’язок системи (13), знайдемо у виглядi:

𝐹 (𝜂) =
2𝜂

𝜋

⎡⎣cos 𝜂 1∫︁
0

𝑦𝑓(𝑦)√︀
1− 𝑦2

𝑑𝑦 +

1∫︁
0

𝑢√
1− 𝑢2

𝑑𝑢

1∫︁
0

𝜂𝑦 sin(𝜂𝑦)𝑓(𝑦𝑢)𝑑𝑦

⎤⎦ .
Отримаємо

𝐹 (𝜂)

𝜂
=

2𝜀

𝜋

(︃
(1− 𝜒0)

𝜔2

𝑛1

𝜓(𝜂, 0) +
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘
𝑅
𝐹 *
𝑘

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
𝐸*
𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
+ ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*
𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝜒𝑘𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)

)︂
, (14)(︂

𝜓(𝜂, 𝜇𝑘) =
𝜂 sin 𝜂 cos𝜇𝑘 − 𝜇𝑘 sin𝜇𝑘 cos 𝜂

𝜂2 − 𝜇2
𝑘

, 𝜓(𝜂, 0) =
sin 𝜂

𝜂

)︂
.

Для визначення сталих коефiцiєнтiв 𝐶𝑘,𝐷𝑘, 𝐸𝑘, 𝐹𝑘, 𝑁𝑘,𝑀𝑘, 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 та функцiї
𝐹 (𝜂) було введено новi змiннi:

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽1(𝜂𝜌)𝑑𝜂 = − 𝜀𝑅(𝑣2 + 𝑣1𝑠)

2𝑣1𝑣2ℎ(𝑠− 𝑠3)𝜃6
𝜒0, 𝜒𝑘 = − 𝑅𝑛1

𝜀𝜇𝑛𝜔2

�̃�𝑘. (15)

З другої умови (5) отримаємо:

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂 =
𝑅

𝑠− 𝑠3

⟨
𝜀

ℎ𝜃6

[︂
1

𝑣1
+

𝑠

𝑣2

]︂
𝜒0 +
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+
∞∑︁
𝑘=1

{︁
𝛾3𝑘 cos(𝛾𝑘ℎ)[𝐴

*
𝑘𝑛1𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) + 𝑠𝑛2𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌)]−

−𝜇
4
𝑘𝜀𝜔2

𝑅4𝑛1

𝐽0(𝜇𝑘𝜌)

[︂
1

𝑣1

(︂
𝐸*
𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑠

𝑣2

(︂
𝑁*
𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝐹 *
𝑘

}︂
𝜒𝑘

⟩
,(︃

𝑀*
𝑘 = −𝑛2 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
·
(︂
𝑛1𝑠0 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂)︂−1
)︃
.

Проiнтегруємо рiвнiсть (14) по 𝜌𝐽0(𝜇𝑛𝜌)𝑑𝜌:

1∫︁
0

𝜌𝐽0(𝜇𝑛𝜌)

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂𝑑𝜌 =
𝑅

𝑠− 𝑠3

⟨
𝜀𝐽1(𝜇𝑛)

ℎ𝜃6𝜇𝑛

[︂
1

𝑣1
+

𝑠

𝑣2

]︂
𝜒0+

+
∞∑︁
𝑘=1

{︃
𝛾3𝑘 cos(𝛾𝑘ℎ)𝐽0(𝜇𝑘)

[︃
𝐴*
𝑘𝛾𝑘𝑣

3
1𝑅𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑘𝑛1𝑅2

+
𝑠𝛾𝑘𝑣

3
2𝑅𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑘𝑛2𝑅2

]︃
+

+
𝜇4
𝑘𝜀𝜔2

2𝑅4𝑛1

𝐽2
0 (𝜇𝑘)

[︂
1

𝑣1

(︂
𝐸*
𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑠

𝑣2

(︂
𝑁*
𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝐹 *
𝑘

}︂
𝜒𝑘

⟩
,

та врахувавши iнтеграли:

∞∫︁
0

𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)𝐽1(𝜂)𝑑𝜂 =

1∫︁
0

𝜌𝐽0(𝜇𝑘𝜌)

∞∫︁
0

𝜂𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂𝑑𝜌 = 𝜓(0, 𝜇𝑘),

∞∫︁
0

𝜓(𝜂, 0)𝐽1(𝜂)𝑑𝜂 = 1,

∞∫︁
0

𝜂𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)

1∫︁
0

𝜌𝐽0(𝜇𝑛𝜌)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜌𝑑𝜂 = 𝜓(𝜇𝑛, 𝜇𝑘).

Отримаємо нескiнченну систему для вiдшукання невiдомих 𝜒0, 𝜒𝑘, що вхо-
дять до (2), (9), (13) та (14):

�̃�𝑘𝜒𝑘 +
∞∑︁
𝑛=0

�̃�𝑘𝑛𝜒𝑛 = 𝛽𝑘, (𝑘 = 0, 1, 2, . . .) (16)

(︂
�̃�0 = 𝜀

(︂
𝑅(𝑣2 + 𝑠)

2ℎ𝑣1𝑣2𝜃6(𝑠− 𝑠3)
− 2𝜔2

𝜋𝑛1

)︂
; �̃�00 = 0;

�̃�𝑘0 =
2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

𝜓(0, 𝜇𝑘); 𝛽0 = −2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

; 𝛽𝑘 = −2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

𝜓(0, 𝜇𝑘);

�̃�𝑘 =
∞∑︁
𝑘=1

𝐹 *
𝑘

𝜇𝑘
𝑅

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ 𝐸*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+
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+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*
𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝜓(0, 𝜇𝑘);

�̃�0𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

{︃
𝛾4𝑛 cos(𝛾𝑛ℎ)𝑅𝐽0(𝜇𝑛)

[︃
𝐴*
𝑛𝑣

3
1𝐼1(𝛾𝑛𝑣1𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑛𝑛1𝑅2

+
𝑠𝑣32𝐼1(𝛾𝑛𝑣2𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑛𝑛2𝑅2

]︂
+

+
𝜇4
𝑛𝜀𝜔2

2𝑅4𝑛1

𝐽2
0 (𝜇𝑘)

[︂
1

𝑣1

(︂
𝐸*
𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑠

𝑣2

(︂
𝑁*
𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝐹 *
𝑛

}︂
;

�̃�𝑘𝑛 = −
∞∑︁
𝑛=1

{︂
𝐹 *
𝑛

𝜇𝑛
𝑅
𝜓(𝜇𝑘, 𝜇𝑛)

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
𝐸*
𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*
𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂}︂)︂
.

Вiдмiтимо, що коефiцiєнти системи залежать вiд величин, що визначають
структуру пружного потенцiалу та висоту пружного штампа 𝐻.

Використавши умову рiвноваги (8), встановимо зв’язок мiж осiданням та
рiвнодiючою навантаження 𝑃 у виглядi

𝑃 =
𝜋𝜀𝑅2𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1(𝑣2 + 𝑠𝑣1)

𝑣2𝑣1ℎ𝜃6
.

Розв’язавши нескiнченну систему (16), можна визначити невiдомi сталi 𝜒𝑘
(𝑘 = 0, 1, 2, . . .), що дозволить обчислити компоненти перемiщень та напружень
як у пружних пiвпросторах, так i у пружному штампi за формулами (9) та (11).

5. Висновок. Отже, в рамках лiнеаризованої теорiї пружностi у статтi
представлено аналiтичнi розв’язки контактної задачi про тиск двох попередньо
напружених пiвпросторiв на цилiндричний пружний штамп з початковими (за-
лишковими) напруженнями без врахування сил тертя. Цi розв’язки представ-
ленi у виглядi рядiв через нескiнченну систему констант 𝜒𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .), якi
визначаються iз системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (16) методом редукцiї.
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Babich S. Yu., Yaretska N. O., Lazar V. F., Shchekan N. P. Analytical
solutions of the static problem on the pressure of pre-tensioned half-spaces and an
elastic cylinder with initial stresses.

The article is devoted to the solution of the contact problem for a prestressed cylindrical
die and two elastic half-spaces with initial stresses in an analytical form without taking into
account frictional forces. We will assume that the surfaces outside the contact boundary
remain free from the influence of external forces, and at the contact boundary displacements
and stresses are continuous. The problem is solved in the case of unequal roots of the
defining equation. The study is presented in a general form for the theory of large initial
strains and two variants of the theory of small initial strains within the linearized theory of
elasticity with an arbitrary structure of the elastic potential. It is assumed that the initial
states of the elastic cylindrical die and the elastic bases (half-spaces) are homogeneous and
equal. The research is carried out in the coordinates of the initial deformed state, which
are related to the Lagrangian coordinates (of the natural state). In addition, the influence
of the cylindrical stamp causes small perturbations of the corresponding values of the basic
stress-strain state. It is also assumed that the elastic cylindrical die and the elastic half-
spaces are made of different isotropic, transversally isotropic or composite materials. In the
case of orthotropic bodies, we will assume that the elastically equivalent directions coincide
with the direction of the coordinate axes in the deformed state. General solutions of the
basic differential equations of the linearized theory of elasticity in the case of axisymmetric
deformation for a finite cylindrical region are given. As a result, the solutions of the
given problem are presented in the form of infinite series, the coefficients of which are
determined from an infinite system of algebraic equations. Note that the coefficients of the
system depend on the values that determine the structure of the elastic potential and the
height of the elastic stamp. The article also establishes the relationship between settlement
and the equivalent load. Therefore, with the help of the obtained solutions, it is possible
to study the influence of initial (residual) stresses in two elastic half-spaces and an elastic
cylindrical stamp on the distribution of contact stresses in the contact area.

Keywords: initial stresses, stress-strain state, linearized theory of elasticity, half-space,
cylindrical die.
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МОМЕНТИ ЕРМIТА ЗОБРАЖЕНЬ ТА ЇХНI IНВАРIАНТИ

Нехай 𝐻 – пiдгрупа афiнної групи площини Aff(2,R), яка розглядається разом з
своєю природною дiєю на iнтегровнi функцiї вiд двох змiнних визначенi в деякiй обла-
стi Ω ⊆ R2. Для фiксованої сiм’ї многочленiв {𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛,𝑛=0 розглянемо функцiонал

𝜋𝑚,𝑛 = 𝜋𝑚,𝑛(𝑓) =

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

який називається 𝑃 -моментом функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) порядку 𝑚+𝑛. Дiя групи 𝐻 продовжу-
ється на 𝑃 -моменти за формулою

ℎ𝜋𝑚,𝑛(𝑓) = 𝜋𝑚,𝑛(ℎ−1𝑓)

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(ℎ−1(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦, ℎ ∈ 𝐻.

Iнварiанти цiєї дiї називаються 𝑃 -моментними iнварiантами. Якщо функцiю 𝑓(𝑥, 𝑦)
ототожнити з напiвтоновим зображенням, а за групу 𝐻 взяти групи обертань, групу
розтягiв або групу паралельних перенесень площини, то вiдповiднi моменти зображень
та їхнi моментнi iнварiанти широко використовуються в теорiї розпiзнавання образiв.
Задача задовiльного опису моментних iнварiантiв задовiльно розв’язана лише у най-
простiшому випадку 𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛. В данiй статтi, для пари бi-ортогональних
сiмей многочленiв Ермiта, задачу знаходження моментних iнварiантiв зведено до за-
дачi розв’язання деякого диференцiального рiвняння в частинних похiдних першого
порядку, яке виникає при переходi вiд дiї групи Лi до дiї її алгебри Лi. Для кожної
iз згаданих груп знайдено явний вигляд дiї її алгебри Лi на моменти Ермiта i вказанi
явно моментнi iнварiанти невеликих порядкiв.

Ключовi слова: розпiзнавання образiв, iнженерiя ознак, групи перетворень площи-
ни, многочлени Ермiта, моменти зображень, моментнi iнварiанти.

1. Вступ. Важливою областю застосування теорiї зображень груп є аналiз 2D-
зображень. Для розпiзнавання i класифiкацiї зображень, видiлення об’єктiв на
них методами машинного навчання необхiдним є конструювання таких ознак
зображень, якi залишаються iнварiантними при тих геометричних перетворен-
нях площини, якi не спотворюють сцену зображення. Для 2D-зображень такими
перетвореннями є поворот, паралельне перенесення, масштабування зображен-
ня та композицiї цих перетворень. Вiдповiднi iнварiантнi ознаки вперше були
введенi в статтi [1] i називаються моментними iнварiантами. Якщо ототожни-
ти напiвтонове зображення з деякою обмеженою функцiєю вiд двох змiнних
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𝑓 : Ω → R,Ω ⊂ R2, то 𝑃 -моментом зображення, порядку 𝑝 + 𝑞 називається
величина

𝜋𝑝𝑞 =

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

де сiм’я многочленiв {𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛,𝑛=0 є базисом нескiнченновимiрного вектор-
ного простору над полем R многочленiв вiд двох змiнних.

З початку 60-х рокiв моментнi iнварiанти активно використовуються в ана-
лiзi зображень, див. [2]– [5]. В залежностi вiд вибору базису {𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛,𝑛=0

розглядаються рiзнi системи моментiв. Для найпростiшого випадку 𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) =
= 𝑥𝑚𝑦𝑛 вiдповiднi моменти називаються геометричними моментами. Афiн-
на група площини Aff(2,R), тобто група всiх оборотнiх перетворень площини,
та її пiдгрупи природно дiють на геометричнi моменти i в результатi вини-
кають вiдповiднi алгебри моментних iнварiантiв. Алгебра моментних iнва-
рiантiв добре вивчена, зокрема вiдомий явний опис її породжуючих елемен-
тiв [6], [7]. Проте практичне використання геометричних моментiв викликає
труднощi через їхню обчислювальну нестабiльнiсть при роботi в дискретних
областях, оскiльки величини 𝑥𝑚𝑦𝑚 швидко ростуть при збiльшеннi розмiру зо-
бражень. Для уникнення цiєї проблеми замiсть геометричних моментiв розгля-
дають так званi сепарабельнi ортогональнi моменти, якi породжуються бази-
сом 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑚(𝑥)𝐹𝑛(𝑦) де {𝐹𝑛(𝑥)} – деяка сiм’я ортогональних многочле-
нiв. Такi ортогональнi моменти зображень вже є обчислювально стабiльними i
допускають ефективну реалiзацiю, оскiльки задовольняють рекурентними спiв-
вiдношенням, див. [4], [5]. Недавно в [8] вперше було запропоновано несепара-
бельнi ортогональнi моменти, якi використовували двi сiм’ї многочленiв Аппе-
ля, якi бi-ортогональнi на одиничному крузi. Числовi експерименти показали,
що розпiзнавальна здатнiсть моментiв Аппеля перевищує розпiзнавальну зда-
тнiсть звичайних ортогональних моментiв. Тому великий iнтерес викликають
iншi несепарабельнi бi-ортогональнi сiм’ї многочленiв вiд двох змiнних.

Ермiт, в [9] знайшов двi параметричнi сiм’ї бi-ортогональних многочленiв
𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), якi визначаються такими експоненцiальними породжую-
чими функцiями:

𝑒
1
2
((2 𝑎𝑥+2 𝑏𝑦)𝑢+(2 𝑏𝑥+2 𝑐𝑦)𝑣−𝑎𝑢2−2 𝑏𝑢𝑣−𝑐𝑣2) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣−
1

2Δ
(𝑎𝑣2−2 𝑏𝑢𝑣+𝑐𝑢2) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

де 𝑎, 𝑏, 𝑐 – дiйснi числа, а ∆ = 𝑎𝑐 − 𝑏2. Многочлени 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), i 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) бi-
ортогональнi на всiй площинi:∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑉𝑚′,𝑛′(𝑥, 𝑦)𝑤(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2𝜋√
∆
𝑚!𝑛! 𝛿𝑚,𝑚′𝛿𝑛,𝑛′ ,

з ваговою функцiєю
𝑤(𝑥, 𝑦) = 𝑒−

1
2
(𝑎𝑥2+2 𝑏𝑥𝑦+𝑐𝑦2).

Але для всiх негеометричних моментiв виникає проблема обчислення момен-
тних iнварiантiв, якi тепер потрiбно обчислювати в новому базисi. Змiна базису

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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наштовхується на великi технiчнi труднощi i задовiльно розв’язана лише для
деяких моментiв, причому тiльки для простих перетворень площини [11], [12],
якi не включають повороти. Моменти є функцiоналами на зображенням з такою
дiєю групи 𝐺 ⊆ Aff(2,R):

𝑔𝜋𝑝,𝑞(𝑓) = 𝜋𝑝,𝑞(𝑔
−1𝑓) =

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑔
−1(𝑓(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑔 ∈ 𝐺.

Моментнi iнварiанти є iнварiантами дiї деякої групи Лi перетворень площи-
ни, тому вони будуть i iнварiантами вiдповiдної алгебри Лi, яка дiє на моменти
диференцiальними операторами. Знаючи явний вигляд цих операторiв можна
знайти моментi iнварiанти розв’язавши рiвняння в частинних похiдних, яке ви-
значає такий оператор.

В данiй статтi явно визначена дiя груп розтягiв, паралельного перенесення
та групи поворотiв площини на 𝑈 - та 𝑉 -моменти, знайденi у виглядi вiдповiднi
оператори диференцiювання та обчислено iнварiанти малих порядкiв.

2. Диференцiальнi оператори для 𝑈-моментiв. На початку знайде-
мо вираз для знаходження явного виразу диференцiального оператора який
вiдповiдає дiї однопараметричної групи Лi.

Теорема 1. Нехай однопараметрична пiдгрупа афiнної групи перетворень
породжується елементами 𝑔𝑎, де 𝑎 – числовий параметр, причому 𝑔0 є одини-
чним елементом групи. Тодi оператор 𝐷 вiдповiдної одновимiрної алгебри Лi
так дiє на моменти

𝐷(𝜋𝑚,𝑛) = lim
𝑎→0

∫︁∫︁
Ω

𝑑

𝑑𝑎
(𝑃𝑚,𝑛(𝑔𝑎(𝑥, 𝑦))𝐽(𝑔𝑎)) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

де 𝐽(𝑔𝑎) – якобiан перетворення 𝑔𝑎.

Доведення. Оператор 𝐷 є дотичним вектором до кривої 𝑔𝑎 в нулi. Тому

𝐷(𝜋𝑚,𝑛) = lim
𝑎→0

𝑑

𝑑𝑎
𝜋𝑚,𝑛(𝑔

−1
𝑎 (𝑓)) = lim

𝑎→0

𝑑

𝑑𝑎

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑔
−1
𝑎 (𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦.

Виконавши замiну змiнних в подвiйному iнтегралi отримаємо необхiдну фор-
мулу.

□
Зауважимо, що, в силу лiнiйностi iнтеграла, вираз для дiї на моменти 𝜋𝑚,𝑛,

матиме такий самий вигляд як i вираз для дiї на 𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).
Отже, для отримання дiї 𝐷(𝜋𝑚,𝑛) в термiнах моментiв, нам потрiбно знайти

границю похiдної
𝑑

𝑑𝑎
(𝑃𝑚,𝑛(𝑔𝑎(𝑥, 𝑦))𝐽(𝑔𝑎)) ,

а потiм виразити її в термiнах многочленiв 𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).
Многочлени Ермiта 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) визначаються експоненцiальною породжую-

чою функцiєю

𝐺𝑈 = 𝐺𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 𝑒
1
2
((2 𝑎𝑥+2 𝑏𝑦)𝑢+(2 𝑏𝑥+2 𝑐𝑦)𝑣−𝑎𝑢2−2 𝑏𝑢𝑣−𝑐𝑣2).

Вiдповiднi 𝑈 -моменти мають вигляд
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𝑢𝑚,𝑛 =

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Спочатку знайдемо рекурентнi спiввiдношення яким задовольняють цi мно-
гочлени.

Теорема 2. Многочлени 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) задовольняють рекурентним спiввiдно-
шенням

𝑈𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚𝑎𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑛𝑏𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦),

𝑈𝑚,𝑛+1(𝑥, 𝑦) = (𝑏𝑥+ 𝑐𝑦)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚𝑏𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑛𝑐𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

з початковою умовою 𝑈0,0(𝑥, 𝑦) = 1.

Доведення. Диференцiюємо породжуючу функцiю 𝐺𝑉 по 𝑢 i отримаємо

𝜕𝐺𝑉

𝜕𝑢
= (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦 − 𝑎𝑢− 𝑏𝑢)𝐺𝑈 = (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝐺𝑈 − 𝑎𝑢𝐺𝑢 − 𝑏𝑢𝐺𝑈 .

З одного боку маємо

𝜕𝐺𝑈

𝜕𝑢
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

З iншого боку отримуємо

(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝐺𝑈 − 𝑎𝑢𝐺𝑈 − 𝑏𝑣𝐺𝑈 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
−

−
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑎𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚+1

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
−

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑏𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

((𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚𝑎𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑛𝑏𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Прирiвнявши коефiцiєнти двох рядiв отримаємо

𝑈𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚𝑎𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑛𝑏𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦),

що i потрiбно було довести.
Друге рекурентне спiввiдношення отримується аналогiчними мiркуваннями

iз спiввiдношення
𝜕𝐺𝑈

𝜕𝑣
= (𝑏𝑥+ 𝑐𝑦 − 𝑏𝑢− 𝑐𝑣)𝐺𝑈 .

□
Для знаходження явного вигляду оператора, яким дiє алгебра Лi вiдповiдної

групи перетворень 𝐺, ми скористаємося тим, що

lim
𝑎→0

𝑑

𝑑𝑎
𝐺𝑈 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝐷(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.
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Тодi, розклавши в ряд лiву частину ми отримаємо явнi вирази для дiї 𝐷 на
многочлени 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦). Пiсля цього потрiбно пiдставити цi вирази у формулу
для 𝑈 -моменту i отримати iндуковану дiю оператора 𝐷 на 𝑈 -моменти.

Проiлюструємо цю технiку розглянувши дiю на 𝑈 -моменти груп обертань,
паралельних перенесень та групи розтягiв площини.

2.1. Група обертань. Дiйсна група обертань площини 𝑆𝑂(2) так дiє на
змiннi {︃

𝑥′ = 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃,

𝑦′ = 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃.

Вона є однопараметричною, параметр 𝜃 належить iнтервалу [0, 2𝜋]. Насту-
пна теорема описує явний вигляд оператора 𝐷𝑟, яким вiдповiдна алгебра Лi so2
дiє на 𝑈 -моменти.

Теорема 3. Оператор 𝐷𝑟 дiє на 𝑈-моменти таким чином:

𝐷(𝑢𝑚,𝑛) =
1

∆

(︀
𝑏 (𝑚− 𝑛) (𝑎+ 𝑐)𝑢𝑚,𝑛 −𝑚

(︀
𝑎2 + 𝑏2

)︀
𝑢𝑚−1,𝑛+1 + 𝑛

(︀
𝑏2 + 𝑐2

)︀
𝑢𝑚+1,𝑛−1

)︀
−

−𝑚𝑛 (𝑎− 𝑐)𝑢𝑚−1,𝑛−1 − 𝑏𝑛 (𝑛− 1)𝑢𝑚,𝑛−2 + 𝑏𝑚 (𝑚− 1)𝑢𝑚−2,𝑛.

Доведення. Спочатку знаходимо дiю so2 на многочлени Ермiта 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).
Ми знаємо, [7], що оператор 𝐷𝑟 подається у виглядi 𝐷𝑟 = 𝐷+ −𝐷− де 𝐷+, 𝐷−
оператори якi вiдповiдають дiї груп нижньотрикутних i верхньотрикутних ма-
триць другого порядку з визначником рiвним 1. Тому спочатку знайдемо дiю
операторiв 𝐷+, 𝐷−.

Подiємо елементом

(︂
1 0
𝑡 1

)︂
на породжуючу функцiю, отримаємо

𝐺𝑈(𝑥, 𝑥𝑡+ 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦 + 𝑥𝑡)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Диференцiюємо в 𝑡 = 0:

(𝑏𝑢+ 𝑐𝑣)𝑥𝐺𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷+(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Знаходимо

(𝑏𝑢+ 𝑐𝑣)𝑥𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑏𝑢+ 𝑐𝑣)𝑥𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑚+ 1)𝑏𝑥𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚+1

(𝑚+ 1)!

𝑣𝑛

𝑛!
+

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(𝑛+ 1)𝑐𝑥𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

(𝑛+ 1)!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑚𝑏𝑥𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑐𝑥𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Отже оператор 𝐷+ так дiє на 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) :

𝐷+(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑚𝑏𝑥𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑐𝑥𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).
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Аналогiчно, диференцiюючи по 𝑡

𝐺𝑈(𝑥+ 𝑦𝑡, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚,𝑛(𝑥+ 𝑦𝑡, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

знаходимо

(𝑎𝑢+ 𝑏𝑣) 𝑦𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷−(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

звiдки

𝐷−(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑚𝑎𝑦𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑏𝑦𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Тому

𝐷−(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝐷+(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))−𝐷−(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) =

= 𝑚 (𝑏𝑥− 𝑎𝑦)𝑈𝑚−1,𝑛 + 𝑛 (𝑐𝑥− 𝑏𝑦)𝑈𝑚,𝑛−1.

Врахувавши рекурентнi спiввiдношення i замiнивши 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) на 𝑢𝑚,𝑛 для
отримаємо

𝐷(𝑢𝑚,𝑛) =
1

∆

(︀
𝑏 (𝑚− 𝑛) (𝑎+ 𝑐)𝑢𝑚,𝑛 −𝑚

(︀
𝑎2 + 𝑏2

)︀
𝑢𝑚−1,𝑛+1 + 𝑛

(︀
𝑏2 + 𝑐2

)︀
𝑢𝑚+1,𝑛−1

)︀
−

−𝑚𝑛 (𝑎− 𝑐)𝑢𝑚−1,𝑛−1 − 𝑏𝑛 (𝑛− 1)𝑢𝑚,𝑛−2 + 𝑏𝑚 (𝑚− 1)𝑢𝑚−2,𝑛.

□
Для невеликих 𝑚,𝑛 маємо

𝐷𝑟(𝑢0,0) = 0,

𝐷𝑟(𝑢1,0) =
1

∆

(︀
𝑏 (𝑎+ 𝑐)𝑢1,0 −

(︀
𝑎2 + 𝑏2

)︀
𝑢0,1
)︀
,

𝐷(𝑢0,1) =
1

∆

(︀(︀
𝑏2 + 𝑐2

)︀
𝑢1,0 − (𝑎+ 𝑐) 𝑏𝑢0,1

)︀
,

𝐷𝑟(𝑢2,0) =
2 𝑏 (𝑎+ 𝑐)𝑢2,0 − 2 (𝑎2 + 𝑏2)𝑢1,1

∆
+ 2 𝑏𝑢0,0,

𝐷𝑟(𝑢1,1) =
(𝑏2 + 𝑐2)𝑢2,0 − (𝑎2 + 𝑏2)𝑢0,2

∆
+ (𝑐− 𝑎)𝑢0,0.

Диференцiальне рiвняння для знаходження 𝑈 -моментних iнварiантiв поряд-
ку не бiльше 2 вiдносно групи обертань має вигляд

𝐷𝑟(𝑢1,0)
𝜕𝐹

𝜕𝑢1,0
+𝐷𝑟(𝑢0,1)

𝜕𝐹

𝜕𝑢0,1
+𝐷𝑟(𝑢2,0)

𝜕𝐹

𝜕𝑢2,0
+𝐷𝑟(𝑢1,1)

𝜕𝐹

𝜕𝑢1,1
+𝐷𝑟(𝑢0,2)

𝜕𝐹

𝜕𝑢0,2
= 0,

де 𝐹 – функцiя вiд змiнних 𝑢0,0, 𝑢1,0, 𝑢0,1, 𝑢2,0, 𝑢1,1, 𝑢0,2.
Прямими обчисленнями можна показати, що наступнi вирази задовольня-

ють це рiвняння i є 𝑈 -моментними iнварiантами вiдносно групи обертань пло-
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щини:

𝐼1 = 𝑢0,1
2 − 2

𝑢1,0𝑏 (𝑎+ 𝑐)𝑢0,1
𝑎2 + 𝑏2

+
(𝑏2 + 𝑐2)𝑢1,0

2

𝑎2 + 𝑏2
,

𝐼2 =
𝑢0,2 (𝑎

2 + 𝑏2)

𝑏2 + 𝑐2
− 2

(𝑎+ 𝑐) 𝑏𝑢1,1
𝑏2 + 𝑐2

+ 𝑢2,0,

𝐼3 = 𝑢2,0
2 + 4

(𝑎2 + 𝑏2)𝑢1,1
2

𝑏2 + 𝑐2
+

∆2 (𝑎2 − 2 𝑎𝑐+ 4 𝑏2 + 𝑐2)𝑢0,0
2

(𝑏2 + 𝑐2)2
+

(𝑎2 + 𝑏2)
2
𝑢0,2

2

(𝑏2 + 𝑐2)2
+

+ 2
(𝑎𝑏− 𝑎𝑐+ 𝑏2 + 𝑏𝑐) (𝑎𝑏+ 𝑎𝑐− 𝑏2 + 𝑏𝑐)𝑢2,0𝑢0,2

(𝑏2 + 𝑐2)2
− 4

𝑢2,0𝑏 (𝑎+ 𝑐)𝑢1,1
𝑏2 + 𝑐2

− 4
(𝑎+ 𝑐) 𝑏 (𝑎2 + 𝑏2)𝑢1,1𝑢0,2

(𝑏2 + 𝑐2)2
− 4

∆ 𝑏 (𝑎2 + 2 𝑏2 + 𝑐2)𝑢0,0𝑢1,1

(𝑏2 + 𝑐2)2
+

+ 2
∆ (𝑎3 − 𝑎2𝑐+ 3 𝑏2𝑎+ 𝑏2𝑐)𝑢0,2𝑢0,0

(𝑏2 + 𝑐2)2
+ 2

∆ (𝑏2𝑎− 𝑐2𝑎+ 3 𝑏2𝑐+ 𝑐3)𝑢2,0𝑢0,0

(𝑏2 + 𝑐2)2
.

Аналогiчно знаходяться моментнi iнварiанти вищих порядкiв.
2.2. Група рiвномiрних розтягiв. Група рiвномiрних розтягiв (гомоте-

тiй) є однопараметричною групою, яка так дiє на координати

{︃
𝑥′ = 𝑡𝑥,

𝑦′ = 𝑡𝑦.

Дiя одиничного елемента отримується при значеннi параметру 𝑡 = 1. Якобi-
ан такого перетворення рiвний 𝑡2.

Теорема 4. Алгебра Лi групи рiвномiрних розтягiв дiє на 𝑈-моменти 𝑢𝑚,𝑛
оператором 𝐷𝑠 таким чином:

𝐷𝑠(𝑢𝑚,𝑛) = (𝑚+ 𝑛+ 2)𝑢𝑚,𝑛 +𝑚(𝑚− 1)𝑎 𝑢𝑚−2,𝑛 + 𝑛(𝑛− 1)𝑐 𝑢𝑚,𝑛−2 + 2𝑚𝑛𝑏𝑢𝑚−1,𝑛−1.

Доведення. Дiємо елементом

(︂
𝑡 0
0 𝑡

)︂
на породжуючу функцiю:

𝑡2𝐺𝑈(𝑡𝑥, 𝑡𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑢𝑚,𝑛(𝑡𝑥, 𝑡𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Диференцiюємо в 𝑡 = 1

((𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝑥+ 𝑦 (𝑏𝑢+ 𝑐𝑣) + 2)𝐺𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷𝑠(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.
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Маємо у лiвiй частинi

((𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝑥+𝑦 (𝑏𝑢+ 𝑐𝑣)+2)𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

((𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝑥+ 𝑦 (𝑏𝑢+ 𝑐𝑣) + 2)×

×𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(︁
𝑎𝑥𝑈𝑚,𝑛

𝑢𝑚+1

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
+ 𝑏𝑥𝑈𝑚,𝑛

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

𝑛!
+ 𝑏𝑦𝑈𝑚,𝑛

𝑢𝑚+1

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
+

+𝑐𝑦𝑈𝑚,𝑛
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

𝑛!
+ 2𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑚

𝑚!

)︁𝑣𝑛
𝑛!

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚−1,𝑛 + 𝑛𝑏𝑥𝑈𝑚,𝑛−1+

+𝑚𝑏𝑦𝑈𝑚−1,𝑛 + 𝑛𝑐𝑦𝑈𝑚,𝑛−1 + 2𝑈𝑚,𝑛)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑚(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚−1,𝑛 + 𝑛(𝑏𝑥+ 𝑐𝑦)𝑈𝑚,𝑛−1 + 2𝑈𝑚,𝑛)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

З рекурентних спiввiдношень отримуємо

𝑚 (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚−1,𝑛 = 𝑚𝑈𝑚,𝑛 +𝑚(𝑚− 1)𝑎𝑈𝑚−2,𝑛 +𝑚𝑛𝑏𝑈𝑚−1,𝑛−1,

𝑛 (𝑏𝑥+ 𝑐𝑦)𝑈𝑚,𝑛−1 = 𝑛𝑈𝑚,𝑛 + 𝑛𝑚𝑏𝑈𝑚−1,𝑛−1 + 𝑛(𝑛− 1)𝑐 𝑈𝑚,𝑛−2.

звiдки знаходимо

𝐷𝑠(𝑈𝑚,𝑛) = 𝑚(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚−1,𝑛 + 𝑛(𝑏𝑥+ 𝑐𝑦)𝑈𝑚,𝑛−1 =

= (𝑚+ 𝑛+ 2)𝑈𝑚,𝑛 +𝑚(𝑚− 1)𝑎𝑈𝑚−2,𝑛 + 𝑛(𝑛− 1)𝑐 𝑈𝑚,𝑛−2 + 2𝑚𝑛𝑏𝑈𝑚−1,𝑛−1.

□
Розв’язавши вiдповiдне диференцiальне рiвняння знаходимо моментнi iнва-

рiанти вiдносно групи розтягiв порядку не бiльше 2:

𝑢0,1
𝑢0,03/2

,
𝑐𝑢0,0 + 𝑢0,2

𝑢0,02
,
𝑢1,0
𝑢0,03/2

,
𝑢0,0𝑏+ 𝑢1,1

𝑢0,02
,
𝑎𝑢0,0 + 𝑢2,0

𝑢0,02
.

2.3. Група паралельних перенесень. Група паралельних перенесень є
двопараметричною комутативною групою з такою дiєю на координати:{︃

𝑥′ = 𝑥+ 𝐴,

𝑦′ = 𝑦 +𝐵.

Якобiан такого перетворення дорiвнює одиницi. Одиничний елемент групи
отримується при нульових значеннях параметрiв 𝐴 i 𝐵.

Теорема 5. Алгебра Лi двопараметричної групи паралельних перенесень дiє
на моменти 𝑢𝑚,𝑛 двома операторами 𝐷𝑥, 𝐷𝑦 таким чином

𝐷𝑥(𝑢𝑚,𝑛) = 𝑎𝑚𝑢𝑚−1,𝑛 + 𝑛𝑏𝑢𝑚,𝑛−1,

𝐷𝑦(𝑢𝑚,𝑛) = 𝑏𝑚𝑢𝑚−1,𝑛 + 𝑛𝑐𝑢𝑚,𝑛−1.

Доведення. Дiємо перетворенням

{︃
𝑥′ = 𝑥+ 𝐴,

𝑦′ = 𝑦,
на породжуючу функцiю

𝐺𝑈(𝑥+ 𝐴, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚,𝑛(𝑥+ 𝐴, 𝑦 +𝐵)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.
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Диференцiюємо в 𝐴 = 0

(𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝐺𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷𝑥(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Маємо

(𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝐺𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑎𝑚𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑏𝑣𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Звiдси
𝐷𝑥(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑎𝑚𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑏𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Аналогiчно, дiючи перетворенням

{︃
𝑥′ = 𝑥,

𝑦′ = 𝑦 +𝐵.
отримаємо, що вiдповiд-

ний оператор 𝐷𝑦 дiє таким чином:

𝐷𝑦(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑏𝑚𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑐𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

Звiдси зразу отримуємо дiю цих операторiв на 𝑈 -моменти.
□

Розв’язавши систему диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних{︃
𝐷𝑥(𝐹 ) = 0,

𝐷𝑦(𝐹 ) = 0,

де 𝐹 – функцiя вiд змiнних 𝑢0,0, 𝑢1,0, 𝑢0,1, 𝑢2,0, 𝑢1,1, 𝑢0,2 знаходимо 4 моментнi
iнварiанти вiдносно групи паралельних перенесень

𝑈0,0,
𝑈0,0𝑈0,2 − 𝑈0,1

2

𝑈0,0

,
𝑈0,0𝑈1,1 − 𝑈0,1𝑈1,0

𝑈0,0

,
𝑈0,0𝑈2,0 − 𝑈1,0

2

𝑈0,0

3. Диференцiальнi оператори для 𝑉 -моментiв.
Многочлени Ермiта 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) визначаються експоненцiальною породжую-

чою функцiєю

𝐺𝑉 = 𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣−
1

2Δ
(𝑎𝑣2−2 𝑏𝑢𝑣+𝑐𝑢2).

Вiдповiднi 𝑉 -моменти мають вигляд

𝑣𝑚,𝑛 =

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Спочатку знайдемо рекурентнi спiввiдношення, яким задовольняють много-
члени 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).
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Теорема 6. Многочлени 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) задовольняють рекурентним спiввiдно-
шенням

𝑉𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚
𝑐

∆
𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛

𝑏

∆
𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦),

𝑉𝑚,𝑛+1(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) +𝑚
𝑏

∆
𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑛

𝑎

∆
𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

з початковою умовою 𝑉0,0(𝑥, 𝑦) = 1.

Доведення. Диференцiюємо породжуючу функцiю 𝐺𝑉 по 𝑢 i отримаємо

𝜕𝐺𝑉

𝜕𝑢
= (𝑥+

𝑏𝑣

∆
− 𝑐𝑢

∆
)𝐺𝑉 = 𝑥𝐺𝑉 − 𝑐

∆
𝑢𝐺𝑉 +

𝑏

∆
𝑣𝐺𝑉 .

З одного боку маємо

𝜕𝐺𝑉

𝜕𝑢
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

З iншого боку

𝑥𝐺𝑉 − 𝑐

∆
𝑢𝐺𝑉 +

𝑏

∆
𝑣𝐺𝑉 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
−

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑐

∆
𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑚+1

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
+

+
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑏

∆
𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚
𝑐

∆
𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)+

+𝑛
𝑏

∆
𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦))

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Прирiвнявши коефiцiєнти рядiв при однакових степенях отримаємо, що

𝑉𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚
𝑐

∆
𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛

𝑏

∆
𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Друге рекурентне спiввiдношення отримується аналогiчно iз спiввiдношення

𝜕𝐺𝑉

𝜕𝑣
=

(︂
𝑦 +

𝑏𝑢

∆
− 𝑎𝑣

∆

)︂
𝐺𝑉 .

□
3.1. Група обертань. Дiю оператора 𝐷𝑟 знаходимо, аналогiчно як i у

випадку 𝑈 -моментiв.

Теорема 7. Алгебра Лi so2 дiє на моменти 𝑣𝑚,𝑛 оператором 𝐷𝑟 за форму-
лою

𝐷𝑟(𝑣𝑚,𝑛) = 𝑛𝑣𝑚+1,𝑛−1 −𝑚𝑣𝑚−1,𝑛+1 −
𝑛 (𝑛− 1) 𝑏𝑣𝑚,𝑛−2

∆
+

(𝑚− 1) 𝑏𝑚𝑣𝑚−2,𝑛

∆
−

−(𝑎− 𝑐)𝑛𝑚𝑣𝑚−1,𝑛−1

∆
.
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Доведення. Як i вище, дiючи елементом

(︂
1 0
𝑡 1

)︂
на породжуючу функцiю,

отримаємо

𝐺𝑉 (𝑥, 𝑥𝑡+ 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦 + 𝑥𝑡)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Диференцiюємо в 𝑡 = 0:

𝑣𝑥𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷+(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Знаходимо

𝑥𝑣𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑥𝑣𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(𝑛+ 1)𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

(𝑛+ 1)!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑛𝑥𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Отже
𝐷+(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑛𝑥𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Аналогiчно, диференцiюючи функцiю 𝐺𝑉 (𝑥+ 𝑦𝑡, 𝑦, 𝑢, 𝑣) в 𝑡 = 0 знаходимо

𝑢𝑦𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷𝑉−(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

звiдки
𝐷𝑉−(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑚𝑦𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦).

Тому, оператор групи повороту 𝐷𝑟 має таку дiю

𝐷𝑉 (𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝐷𝑉+(𝑢𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))−𝐷𝑉−(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) =

= 𝑛𝑥𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦)−𝑚𝑦𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦).

Врахувавши рекурентнi спiввiдношення, отримаємо

𝑥𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑚+1,𝑛−1(𝑥, 𝑦) +
𝑚𝑐𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
− (𝑛− 1) 𝑏𝑉𝑚,𝑛−2(𝑥, 𝑦)

∆
,

𝑦𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑚−1,𝑛+1(𝑥, 𝑦)−
(𝑚− 1) 𝑏𝑉𝑚−2,𝑛(𝑥, 𝑦)

∆
+
𝑛𝑎𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
.

Отже, оператор 𝐷𝑟 так дiє на 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦):

𝐷𝑟(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑛𝑉𝑚+1,𝑛−1 −𝑚𝑉𝑚−1,𝑛+1(𝑥, 𝑦)−
𝑛 (𝑛− 1) 𝑏𝑉𝑚,𝑛−2(𝑥, 𝑦)

∆
+

+
(𝑚− 1) 𝑏𝑚𝑉𝑚−2,𝑛(𝑥, 𝑦)

∆
− (𝑎− 𝑐)𝑛𝑚𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
.

Звiдси зразу отримуємо дiю на 𝑉 -моменти.
□
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Для невеликих 𝑚,𝑛 маємо

𝐷𝑟(𝑣0,1) = 𝑣1,0, 𝐷𝑟(𝑣1,0) = −𝑣0,1,

𝐷𝑟(𝑣0,2) =
2 𝑎𝑐𝑣1,1 − 2 𝑣1,1𝑏

2 − 2 𝑣0,0𝑏

∆
,

𝐷𝑟(𝑣1,1) =
(𝑣0,2 − 𝑣2,0) 𝑏

2 + ((−𝑣0,2 + 𝑣2,0) 𝑐− 𝑣0,0) 𝑎+ 𝑣0,0𝑐

∆
,

𝐷𝑟(𝑣2,0) =
2 𝑣1,1𝑏

2 + 2 𝑣0,0𝑏− 2 𝑎𝑐𝑣1,1
∆

.

3.2. Група рiвномiрних розтягiв. Як i у випадку многочленiв 𝑈 -моментiв
знаходимо дiю оператора 𝐷𝑠 на 𝑉 -моменти.

Теорема 8. Алгебра Лi групи рiвномiрних розтягiв дiє на моменти 𝑣𝑚,𝑛
оператором 𝐷𝑠 за формулою

𝐷𝑠(𝑣𝑚,𝑛) = (𝑚+𝑛+2) 𝑣𝑚,𝑛 +
𝑎𝑛 (𝑛−1) 𝑣𝑚,𝑛−2

∆
+
𝑐𝑚 (𝑚−1) 𝑣𝑚−2,𝑛

∆
− 2

𝑚𝑛𝑏𝑣𝑚−1,𝑛−1

∆
.

Доведення. Дiємо елементом

(︂
𝑡 0
0 𝑡

)︂
на породжуючу функцiю i отримуємо

𝑡2𝐺𝑉 (𝑡𝑥, 𝑡𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚,𝑛(𝑡𝑥, 𝑡𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Диференцiюємо в 𝑡 = 1

(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 2)𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷𝑠(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Маємо

(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 2)𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 2)𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑣𝑚+1

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
+

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑦𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

𝑛!
+ 2

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚,𝑛
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑚𝑥𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑦𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦) + 2)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Враховуючи рекурентнi спiввiдношення

𝑥𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) +
(𝑚− 1) 𝑐𝑉𝑚−2,𝑛(𝑥, 𝑦)

∆
− 𝑛𝑏𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
,

𝑦𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−
𝑚𝑏𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
+

(𝑛− 1) 𝑎𝑉𝑚,𝑛−2(𝑥, 𝑦)

∆
,

знаходимо

𝐷𝑠(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = (𝑚+ 𝑛+ 2)𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) +
𝑛 (𝑛− 1) 𝑎𝑉𝑚,𝑛−2(𝑥, 𝑦)

∆
+

+
𝑚 (𝑚− 1) 𝑐𝑉𝑚−2,𝑛(𝑥, 𝑦)

∆
− 2

𝑚𝑛𝑏𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
.

Звiдси зразу отримуємо дiю на 𝑉 -моменти.
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□
Моментнi 𝑉 -iнварiанти вiдносно групи рiвномiрних розтягiв порядку не бiль-

ше 2 мають такий вигляд

𝑣0,1
𝑣0,03/2

,
𝑣0,2∆+ 𝑣0,0𝑎

∆ 𝑣0,02
,
𝑣1,0
𝑣0,03/2

,
𝑣1,1∆− 𝑣0,0𝑏

∆ 𝑣0,02
,
𝑣1,2∆+ 𝑣1,0𝑎− 2 𝑣0,1𝑏

∆ 𝑣0,05/2
,
𝑣2,0∆+ 𝑣0,0𝑐

∆ 𝑣0,02
.

3.3. Група паралельних перенесень. Як i у випадку многочленiв 𝑈 -
моментiв знаходимо дiю оператора 𝐷𝑠 на 𝑉 -моменти.

Теорема 9. Алгебра Лi двопараметричної групи паралельних перенесень дiє
на моменти 𝑣𝑚,𝑛 двома операторами 𝐷𝑥, 𝐷𝑦 таким чином

𝐷𝑥(𝑣𝑚,𝑛) = 𝑚𝑣𝑚−1,𝑛,

𝐷𝑦(𝑣𝑚,𝑛) = 𝑛𝑢𝑚,𝑛−1.

Доведення. Дiємо перетворенням

{︃
𝑥′ = 𝑥+ 𝐴,

𝑦′ = 𝑦,
на породжуючу функцiю:

𝐺𝑉 (𝑥+ 𝐴, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑢𝑚,𝑛(𝑥+ 𝐴, 𝑦 +𝐵)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Диференцiюємо в 𝐴 = 0:

𝑢𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷𝑥(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Маємо

𝑢𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑢𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑚𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Звiдси
𝐷𝑥(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑚𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦),

i
𝐷𝑥(𝑣𝑚,𝑛) = 𝑚𝑣𝑚−1,𝑛.

Аналогiчно, дiючи перетворенням

{︃
𝑥′ = 𝑥,

𝑦′ = 𝑦 +𝐵,
отримаємо, що вiдповiд-

ний оператор 𝐷𝑦 дiє таким чином:

𝐷𝑦(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑛𝑢𝑚,𝑛−1.

Звiдси зразу отримуємо дiю цих операторiв на 𝑉 -моменти.
□
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Розв’язавши систему диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних{︃
𝐷𝑥(𝐹 ) = 0,

𝐷𝑦(𝐹 ) = 0,

де 𝐹 – функцiя вiд змiнних 𝑣0,0, 𝑣1,0, 𝑣0,1, 𝑣2,0, 𝑣1,1, 𝑣0,2 знаходимо 4 моментнi iн-
варiанти вiдносно групи паралельних перенесень порядку не бiльше 2 :

𝑣0,0,
𝑣0,0𝑣0,2 − 𝑣0,1

2

𝑣0,0
,
𝑣0,0𝑣1,1 − 𝑣0,1𝑣1,0

𝑣0,0
,
𝑣0,0𝑣2,0 − 𝑣1,0

2

𝑣0,0
.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй статтi,
для пари бi-ортогональних сiмей многочленiв Ермiта, задачу знаходження мо-
ментних iнварiантiв зведено до задачi розв’язання деякого диференцiального
рiвняння в частинних похiдних першого порядку, яке виникає при переходi вiд
дiї групи Лi до дiї її алгебри Лi. Для кожної iз згаданих груп знайдено явний
вигляд дiї її алгебри Лi на моменти Ермiта i вказанi явно моментнi iнварiан-
ти невеликих порядкiв. Запропонований пiдхiд дозволяє обчислити моментнi
iнварiанти вищих порядкiв.

Iдеї, якi реалiзовано в статтi, в подальших дослiдженнях можна пошири-
ти для обчислення спiльних моментних iнварiантiв кiлькох груп перетворень
площини, а також для знаходження моментних iнварiантiв 3𝐷 зображень.

Результати обчислень можуть бути корисними фахiвцям з розпiзнавання
образiв, оскiльки моментi iнварiанти є глобальними ознаками зображень.

Список використаної лiтератури
1. Hu M. K. Visual pattern recognition by moment invariants. IRE Trans. Inform. Theory. 1962.

Vol. 8. No. 2. P. 179–187.
2. Pawlak M. Image Analysis by Moments: Reconstruction and Computational Aspects. Wroclaw

University of Technology Press., 2006. 212 p.
3. Papakostas G. A. Over 50 Years of Moments and Moment Invariants. In Moments and Moment

Invariants – Theory and Applications. Science Gate. 2014. P. 3–32.
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Bedratyuk L. P., Bedratyuk A. I. Image Hermite moments and their invariants.

Let 𝐻 be a subgroup of the plane affine group o Aff(2,R), which is considered with its
natural action on the integrated functions of two variables defined in some domain Ω ⊆ R2.
For a fixed family of polynomials {𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛,𝑛=0 consider the functional

𝜋𝑚,𝑛 = 𝜋𝑚,𝑛(𝑓) =

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

which is called the 𝑃 -moment of the function 𝑓(𝑥, 𝑦) of order 𝑚 + 𝑛. The action of the
group 𝐻 defined on the 𝑃 -moments according to the formula

ℎ𝜋𝑚,𝑛(𝑓) = 𝜋𝑚,𝑛(ℎ−1𝑓)

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(ℎ−1(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦, ℎ ∈ 𝐻.

The invariants of this action are called the 𝑃 -moment invariants. If the function 𝑓(𝑥, 𝑦)
is identified with a halftone image, and for the group 𝐻 we take the group of rotations, the
scaling group or the plane translation group, then the corresponding moments and their
moment invariants are widely used in the pattern recognition. The problem of a complete
description of moment invariants is solved only in the simplest case 𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛.
In this article, for a pair of bi-orthogonal families of Hermite polynomials, the problem
of finding theirs moment invariants is reduced to the problem of solving some first order
partial differential equation, which occurs during the transition from the action of the Lie
group to the action of its Lie algebra. For each of the mentioned groups, an explicit form of
the action of its Lie algebra on the Hermite moments are found and the moment invariants
of small orders are found in an explicit way.

Keywords: pattern recognition, feature engineering, plane transformation groups, Her-
mite polynomials, image moments, image moment invariants.

References

1. Hu, M. K. (1962). Visual pattern recognition by moment invariants. IRE Trans. Inform. The-
ory, 8(2), 179–187.

2. Pawlak, M. (2006). Image Analysis by Moments: Reconstruction and Computational Aspects.
Wroclaw University of Technology Press.

3. Papakostas, G. A. (2014). Over 50 Years of Moments and Moment Invariants. In Moments
and Moment Invariants – Theory and Applications. Science Gate, 3–32.

4. Flusser, J., Suk, T., & Zitová, B. (2017). 2D and 3D Image Analysis by Moments. John Wiley
and Sons.

5. Mahbubur, R., Howlader, T., & Hatzinakos, D. (2019).Orthogonal Image Moments for Human-
Centric Visual Pattern Recognition. Springer Singapore.

6. Flusser, J. (2000). On the independence of rotation moment invariants. Pattern Recognition,
33(9), 1405–1410.

7. Bedratyuk, L. (2020). 2D Geometric Moment Invariants from the Point of View of the Classical
Invariant Theory. J Math Imaging Vis., 62, 1062–1075.

8. Bedratyuk, L., Flusser, J., Suk, T., Kostkova, J. & Kautsky, J. (2022). Non-separable rotation
moment invariants. Pattern Recognition, 127, 108607.

9. Hermite, M. (1865). Sur un nouveau développement en série des fonctions. C. R. Acad. Sci.
Paris, 58, 266–273.

10. Yang, B., Li, G., Zhang, H., & Dai, M. (2011). Rotation and translation invariants of Gaussian-
Hermite moments. Pattern Recognition Letters, 32(2), 1283–1298.

11. Chong, C. W., Raveendran, P., & Mukundan, R. (2004). Translation and scale invariants of
Legendre moments. Pattern Recognition, 37(1), 119–129.

12. Mukundan, R., Ong, S. H., Lee, P. A. (2011). Image analysis by Tchebichef moments. IEEE
Transactions on Image Processing,10(9), 1357–1364.

Одержано 30.07.2022

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



118 Л. П. ДОБУЛЯК, Д. О. ФЕРБЕЙ, С. Б. КОСТЕНКО

УДК 004.93
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2022.41(2).118-127

Л. П. Добуляк1, Д. О. Фербей2, С. Б. Костенко3

1 Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка,
доцент кафедри математичного моделювання соцiально-економiчних процесiв,
кандидат економiчних наук, доцент
lesia.dobuliak@lnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0001-8665-8783

2 Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка,
магiстр,
dariaferbey@gmail.com

ORCID: https://orcid.org/0000-0003-2329-9693

3 Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка,
доцент кафедри математичного моделювання соцiально-економiчних процесiв,
кандидат фiзико-математичних наук, доцент
svitlana.kostenko@lnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0003-0823-9801

ВИКОРИСТАННЯ ГЛИБИННОГО НАВЧАННЯ У ЗАДАЧАХ
КЛАСИФIКАЦIЇ ЗВУКIВ НАВКОЛИШНЬОГО СЕРЕДОВИЩА

У данiй статтi розглянуто рiзнi аспекти, пов’язанi з розпiзнаванням звукiв навколи-
шнього середовища, що є прикладною задачею в багатьох сферах дiяльностi людини.
На вiдмiну вiд музики та мови, звук навколишнього середовища насичений шумом i
не має ритму та мелодiї музики або семантичної послiдовностi мови. Це ускладнює
пошук спiльних рис серед звукових сигналiв навколишнього середовища. У даному до-
слiдженнi розв’язання задачi розпiзнавання звукiв базуються на використаннi методiв
класифiкацiї зображень. Для цього виконується перетворення кожного аудiо-запису
вибiрки у спецiальнi зображення — спектрограму Мела, що є його компактним iнфор-
мативним вiзуальним представленням. Щоб пiдвищити точнiсть розпiзнавання зву-
кiв, дослiджуються рiзнi методи збiльшення навчального набору даних. В основi цих
методiв лежить створення нових екземплярiв аудiозаписiв шляхом деформацiї iсную-
чих. За допомогою такого пiдходу ми можемо збiльшити в рази кiлькiсть елементiв
набору даних, таким чином вирiшити проблему його обмеженостi. Для класифiкацiї
звукiв навколишнього середовища з набору аудiоданих UrbanSound8K було викори-
стано глибинну згорткову нейронну мережу. Щоб оцiнити якiсть (точнiсть та втрати)
представленої моделi було застосовано 10-кратну перехресну перевiрку.

Ключовi слова: класифiкацiя, звуки навколишнього середовища, збiльшення даних,
спектрограма, згорткова нейронна мережа.

1. Вступ. Сучаснi методи розпiзнавання образiв охоплюють методи класифi-
кацiї та iдентифiкацiї предметiв, явищ, процесiв, сигналiв, ситуацiй та подiбних
об’єктiв, якi характеризуються наборами деяких властивостей i ознак. Одним
з важливих напрямкiв у цiй областi є розпiзнавання звукiв навколишнього се-
редовища, незалежно вiд їх природи.

Однак через складнiсть звукiв навколишнього середовища, їх взаємного на-
кладання та низки iнших причини, дослiдження щодо розпiзнавання таких зву-
кiв значно вiдстали вiд вивчення мовлення та музики. Розпiзнавання звуку без-
посередньо впливає на виявлення рiзних явищ та процесiв навколо нас i може
широко використовуватися в багатьох галузях, таких як керування пристроями
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без участi людини (автопiлотування транспортних засобiв, управлiння розум-
ними будинками тощо), розпiзнавання сигналiв тривоги, iдентифiкацiя збоїв у
роботi механiзмiв та iн. А тому побудова надiйних моделей, якi здатнi iденти-
фiковувати в шумi певнi звуковi сигнали, представляє великий дослiдницький
iнтерес.

2. Постановка завдання. Основна iдея роботи полягає в тому, щоб побу-
дувати модель глибинного навчання, яка може класифiкувати деякi визначенi
звуки навколишнього середовища.

Для досягнення зазначеної мети необхiдно вивчити властивостi звуку, осо-
бливостi його подання у виглядi спектрограми — спецiального виду зображен-
ня, виконати навчання згорткової нейронної мережi на вибiрцi уривкiв звукiв
навколишнього середовища та оцiнити якiсть проведеної класифiкацiї. Щоб на-
вчання мережi вiдбувалося на достатнiй за обсягом та репрезентативнiй трену-
вальнiй вибiрцi, дослiдити методи збiльшення набору використовуваних даних.

3. Огляд лiтератури. Поняття звуку, його особливостi як фiзичного яви-
ща, характеристики та можливiсть оцифровування подано в роботi Радзишев-
ского А. Ю. [1]. Машинному навчанню та рiзним пiдходам до розпiзнавання
образiв присвяченi видання Кутковецького В. Я. [2] та Рашкевича Ю. М. [3].
Що таке глибинне навчання, глибиннi нейроннi мережi як засоби класифiкацiї
об’єктiв та особливостi застосування згорткових нейронних мереж для розпi-
знавання зображень детально викладено в працях Субботiна С. О. [4] та Ново-
тарського М. А. [5].

Можливiсть переходу класифiкацiї аудiо до класифiкацiї звукiв, особливостi
початкової пiдготовки аудiоданих, доцiльнiсть використання мел-спектрограми,
а також структуру згорткової нейронної мережi у випадку класифiкацiї звукiв
описано в [6]. Побудовi згорткової нейронної мережi, яка здатна розпiзнавати
шум на будiвельному майданчику присвячена робота [7]. Тут використовува-
лися аудiозаписи роботи рiзних екскаваторiв. Мета такого дослiдження — це
виявлення небезпеки на робочому мiсцi та монiторинг дiяльностi учасникiв бу-
дiвництва. Характеристику колекцiям аудiозаписiв, придатним для використа-
ння у машинному навчаннi, дано у [8].

З документацiєю по пакету Keras мови програмування Python, який мiстить
iнструментарiй для обробки зображень та тексту, можна ознайомитися на офi-
цiйному сайтi [9], а особливостi його застосування щодо перетворення аудiода-
них у спектрограму та виконання iншої пiдготовчої роботи з вхiдними даними
поданi в [10].

4. Матерiали та методи. Наше сьогоденне навколишнє середовище пере-
повнене рiзноманiттям звукiв. Все, крiм голосу та музики, у цьому рiзноманiттi,
можна вiднести до особливого виду аудiо, серед якого є i звуки природнього свi-
ту, наприклад, дзижчання комара, так i звуки роботи технiчних пристроїв та
механiзмiв, на кшталт гудiння холодильника.

Оскiльки завданням цього дослiдження є класифiкацiя звукiв, то необхiдно
розiбратися з цим фiзичним явищем та з’ясувати способи його опису та оци-
фрування з метою застосування глибинного навчання.

Ми знаємо, що звук — це коливальний рух частинок середовища, що поши-
рюється у виглядi хвиль у рiзних середовищах та сприймається слухом. Часто
звуковий сигнал повторюється через рiвнi промiжки часу, тому хвиля, що його
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описує, має повторювальну (регулярну, перiодичну) форму. Висота хвилi вка-
зує на iнтенсивнiсть звуку та називається амплiтудою, час, необхiдний для того,
щоб сигнал завершив одну повну хвилю, є перiодом (рис. 1). Оберненою до пе-
рiоду величиною є частота — це кiлькiсть перiодiв за одиницю часу.

Рис. 1. Простий повторюваний сигнал з його амплiтудою та часом.

Бiльшiсть звукiв, якi ми зустрiчаємо, можуть не вiдповiдати таким простим
i регулярним перiодичним моделям. Сигнали рiзних частот додаються разом,
утворюючи сигнали з бiльш складними повторюваними шаблонами. Усi звуки,
якi ми чуємо, включаючи наш власний людський голос, складаються з таких
сигналiв. Прикладом такого складного сигналу є звук музичного iнструменту,
що зображено на рисунку 2.

Рис. 2. Форма хвилi складного повторюваного сигналу звуку музичного
iнструменту.

Щоб оцифрувати звукову хвилю, потрiбно перетворити сигнал у серiю чи-
сел, шляхом вимiрювання амплiтуди звуку через фiксованi промiжки часу. Цей
процес представлено на рисунку 3.

Рис. 3. Вимiрювання амплiтуди звуку через регулярнi промiжки часу.

Результати кожного такого вимiрювання називається вибiркою, а частота
дискретизацiї — це кiлькiсть вибiрок за секунду. Наприклад, загальна частота
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дискретизацiї становить близько 44 100 вибiрок в секунду. Це означає, що 10-
секундний музичний клiп матиме 441 000 значень.

Для вiзуального зображення спектру частот сигналу в часi використовую-
ться спектрограма [11]. Як правило, спектрограма — це двовимiрна дiаграма,
де по горизонтальнiй осi представлено час, по вертикальнiй осi — частота ко-
ливань, а амплiтуда на певнiй частотi в конкретний момент часу представлена
iнтенсивнiстю, тобто кольором вiдповiдної точки. Спектрограма використовує
рiзнi кольори для позначення величини амплiтуди або сили кожної частоти:
чим яскравiше колiр, тим вище енергiя сигналу.

Спектрограми формуються iз звукових сигналiв за допомогою перетворень
Фур’є [12]. Перетворення Фур’є розкладає сигнал на його складовi частоти i
визначає амплiтуду кожної частоти, присутньої в сигналi. Таким чином, спе-
ктрограма розбиває тривалiсть звукового сигналу на меншi часовi сегменти, а
потiм застосовує перетворення Фур’є до кожного сегмента, щоб визначити ча-
стоти i на завершення об’єднує перетворення Фур’є для всiх цих сегментiв в
єдиний графiк.

Кожен вертикальний «зрiз» спектрограми, по сутi, є спектром сигналу в
цей момент часу i показує, як потужнiсть сигналу розподiляється по кожнiй
частотi, знайденiй у сигналi в цей момент.

Рис. 4. Звичайна спектрограма.

Як ми бачимо, спектрограма не дає нам багато iнформацiї (рис. 4). Це вiд-
бувається через те, що люди сприймають звук у вузькому дiапазонi частот i
амплiтуд. Для збiльшення наглядностi спектрограми була розроблена шкала
Мела, у вiдповiдностi до якої кiлькiсна оцiнка звуку базується на статисти-
чнiй обробцi даних про суб’єктивне сприйняття висоти звукових тонiв великої
кiлькостi слухачiв [13]. Тобто, в її основi є психо-фiзичне сприйняття звуку лю-
диною, i вона є логарифмiчною залежнiстю от частоти.

На основi шкали Мела будується спектрограма Мела (рис. 5), яка є ана-
логом звичайної спектограми, проте використовує на вертикальнiй осi замiсть
частот спецiальнi величини мели, перехiд до яких здiйснюється за допомогою
застосування до спектрограми мел-фiльтрiв [14].

Очевидно, що мел-спектрограма є бiльш iнформативною нiж звичайна спе-
ктрограма. Таким чином можна зробити висновок, що спектрограма Мела є
компактним iнформативним представленням аудiосигналу, схожим на вiдбиток
пальця людини.
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Рис. 5. Звичайна спектрограма та побудована на її основi спектрограма Мела.

Глибинне навчання, як галузь машинного навчання, передбачає моделюва-
ння високорiвневих абстракцiї iз декiлькома обробними шарами, де здiйснюю-
ться рiзнi перетворення. Iснують рiзнi архiтектури глибинного навчання, серед
яких вагоме мiсце займають згортковi нейроннi мережi.

Згортковi нейроннi мережi — це клас глибинних штучних нейронних мереж
прямого поширення, якi можуть розпiзнавати й класифiкувати зображення,
а тому широко використовуються для аналiзу вiзуальних даних [15]. Термiн
«згортка» в позначає математичну функцiю згортки, яка є особливим видом
лiнiйної операцiї, в якiй двi функцiї перемножуються, щоб отримати третю
функцiю, яка виражає, як форма однiєї функцiї змiнюється iншою. Простiше
кажучи, два зображення, якi можна представити у виглядi матриць, перемно-
жуються, щоб отримати вихiд, який використовується для вилучення ознак iз
зображення.

Якiсть побудови будь-якої моделi машинного навчання залежить вiд репре-
зентативностi навчальної вибiрки. Основними проблемами й перешкодами для
дослiдження мiських звукiв є вiдсутнiсть у вiдкритому доступi колекцiй з доста-
тньою кiлькiстю маркованих аудiоданих для тренування нейронної мережi. Для
урiзноманiтнення наявних екземплярiв звукiв та наповнення таких колекцiй ви-
користовуються рiзнi методики штучного створення даних на основi iснуючих
[16]. Цi методики можна застосувати як до необробленого аудiозапису перед
створенням спектрограми, так i до його спектрограми.

В даному дослiдженнi використовуються такi двi методики:
∙ додавання фонового гауссового (бiлого) шуму [17] до спектрограми,
∙ змiщення часу: зсуває спектрограму у часi вправо, при цьому та частина
спектрограми, яка попадає поза фiксований розмiр часової рамки, вiдсiка-
ється.
При генеруваннi нового зразка звуку можливi застосування рiзних комбi-

нацiй описаних методiв до одної i тiєї ж вхiдної спектрограми. Результат за-
стосування рiзних комбiнацiй методiв для створення нових екземплярiв, що
застосованi до спектрограми звуку гавкання собаки, показаний на рисунку 6.

5. Основний результат. Проведене дослiдження базувалось на вибiр-
цi уривкiв звукiв UrbanSound8K [18]. Це набiр даних мiстить 8732 аудiофай-
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Рис. 6. Результати застосування до спектрограми звуку гавкання собаки
методiв створення нових екземплярiв.

лiв, якi вiдносяться до одного з 10 рiзних класiв (air_conditioner, car_horn,
children_playing, dog_bark, drilling, engine_idling, gun_shot, jackhammer, siren,
street_music).

Збiльшення даних було виконано в режимi онлайн шляхом застосування
методiв додавання гауссового шуму та змiщення часу до вхiдних спектрограм
перед тренуванням моделi. Обидва методи застосовують випадково згенерованi
значення параметрiв деформацiї зображень (спектограм).

Представлений набiр даних було збiльшено та перетворено у вiдповiднi спе-
ктрограми Мела. Приклади спектрограм Мела звуку кондицiонеру, сигналу ав-
томобiля та звуки гри дiтей iз зазначеного набору подано на рисунку 7.

Рис. 7. Приклади спектрограм Мела.

Для обробки цих зображень було використано модель згорткової нейронної
мережi, яка мiстить: Conv2D (згортковий шар), MaxPooling2D (максимальне
об’єднання), Activation (функцiя активацiї) та Dense Layer (щiльний шар) [19].

Згортковий шар безпосередньо має справу з вхiдними даними. Вхiд кожно-
го шару Conv2D i MaxPooling2D є 3D тензори (висота, ширина, RGB-канал
кольору). Застосування згорткового шару призводить до зменшення розмiрiв
зображення.

Структура використаної згорткової нейронної мережi, особливостi параме-
трiв виводу результатiв роботи кожного шару мережi та їх кiлькiсть зображенi
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Рис. 8. Архiтектура згорткової нейронної мережi.

на рисунку 8.
Щоб оцiнити точнiсть моделi, використали 10-кратну перехресну перевiрку.

Для оцiнки використали такi показники як точнiсть та втрата. Для функцiї
втрат вибирається категорiальна втрата перехресної ентропiї, а точнiсть — це
вiдсоток правильно класифiкованих екземплярiв. Для кожного класу втрата
визначається як мiнiмальне значення втрат серед всiх епох у процесi перевiр-
ки. Аналогiчно, точнiсть для кожного класу розраховується шляхом отримання
найкращого значення точностi класифiкацiї у кожну епоху.

Розглянемо приклад роботи моделi — класифiкацiю звукiв з першої групи
набору даних (звукiв кондицiонера). Порiвняємо точнiсть та втрати на тестових
та на тренувальних даних. На рисунку 9 зображено залежнiсть точностi та
втрати вiд кiлькостi епох тренування моделi. Синя крива — це результати для
тренувальної вибiрки, а червона для тестувальної.

Точнiсть, розрахована програмою, становить 81%, а величина втрат стано-
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Рис. 9. Оцiнка якостi роботи згорткової нейронної мережi щодо класифiкацiї
звукiв кондицiонеру.

вить 0,74, що засвiдчують графiки на рисунку 9.
6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Пiд час до-

слiдження було встановлено, що згортковi нейроннi мережi, розробленi спецi-
ально для розпiзнавання зображень, можна успiшно навчити класифiкувати
звуки навколишнього середовища використовуючи спектральне представлення
вiдповiдних аудiозаписiв. Розроблено модель глибинного навчання, яка може
класифiкувати звуки навколишнього середовища кiлькох рiзних класiв. Екс-
перименти з набором даних UrbanSound8K, що мiстить звуки десяти класiв,
показують, що середня точнiсть й середня втрата при класифiкацiї об’єктiв ко-
жного з класiв, досягають значень 75% i 92,4% вiдповiдно.

Розроблена модель має як переваги, так й недолiки. Перевагою є низька
складнiсть структури нейронної мережi в порiвняннi з iншими методами кла-
сифiкацiї звукiв. Недолiком залишається вiдносно невелика точнiсть. Тому, у
подальшому можна продовжити вивчати рiзнi пiдходи для класифiкацiї звукiв
з метою покращення точностi.

Дана робота виокремила перспективи подальших дослiджень. Зокрема по-
требує додаткової уваги пошук ефективних методiв збiльшення даних, якi до-
цiльно застосовувати для рiзних видiв звукiв, з метою їх використання для побу-
дови моделей класифiкацiї. Крiм того, iснує потреба дослiдити вплив на якiсть
класифiкацiї звукiв застосування нейронних мереж рiзної топологiї, взявши до
уваги особливостi їх реалiзацiї та впровадження.
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Environmental sound recognition is an applied problem in many spheres of human
activity. Unlike music and speech, ambient sound is saturated with noise and lacks the
rhythm and melody of music or the semantic consistency of speech. This makes it difficult
to find common features among environmental sound signals. In order to improve the
accuracy of sound recognition, this paper proposes different methods for increasing the
training data set. The basis of these methods is the creation of new instances of audio
recordings by deformation of existing ones. Using this approach, we can increase the
number of data set elements several times and solve the problem of its limitation. In order
to convert the data sample into an image, the Mel spectrogram is used, which is a compact
informative representation of the audio signal, which is convenient to use in further work.
A deep convolutional neural network was used to classify environmental sound from the
UrbanSound8K audio dataset. A 10-fold cross-validation was applied to assess the quality
(accuracy and loss) of the presented model.
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КОМПЛЕКСНА ГIБРИДНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ
ДОЦIЛЬНОСТI ФIНАНСУВАННЯ ПРОЕКТIВ

Гiбридна математична комплексна модель спроможна адекватно визначити рiвень
доцiльностi фiнансування проекту, враховуючi цiльовi потреби iнвесторiв та виснов-
ки експертiв, щодо можливостi досягнення цiлей для пiдвищення стiйкостi регiонiв,
шляхом реалiзацiєю даного проекту. Комплексна модель є складною системою фун-
кцiонування, яка враховує рiзнi фактори впливу, такi як: важливостi iдеї проекту що-
до пiдвищення стiйкостi регiонiв; ризик-орiєнтованi фактори впливу, що потенцiйно
призведуть на успiшнiсть реалiзацiї проекту; фактори людського впливу та коман-
ди реалiзаторiв проекту. Також враховує цiлi iнвестора щодо потреби та доцiльностi
фiнансування проектiв. Модель базується на основi сучасної теорiї iнтелектуального
аналiзу знань, теорiї нечiтких множин, нейро-нечiтких мереж та системному пiдхо-
дi. На виходi моделi маємо вихiдну кiлькiсну оцiнку та лiнгвiстичне значення рiвня
прийняття рiшень доцiльностi фiнансування проекту з оцiнкою достовiрностi.

Крiм цього, вперше запропоновано модель агрегування вихiдних даних для ви-
ведення рiвня прийняття рiшень доцiльностi фiнансування проекту, що обумовлює:
вихiдну оцiнку, лiнгвiстичне значення рiвня прийняття рiшень доцiльностi фiнансу-
вання проекту та його оцiнку достовiрностi. Модель легко адаптується для рiзних по
величинi грантових проектiв та конкурсiв.

Сформульована гiпотеза у науковому дослiдженi пiдтверджується достовiрнiстю
отриманих результатiв. Проведене дослiдження буде корисним iнструментом для прое-
ктних аналiтикiв в рамках запобiгання неефективного фiнансування проектiв та пiд-
тримання стiйкостi розвитку регiонiв.

Ключовi слова: гiбридна модель, нейро-мережа, нечiткi множини, доцiльнiсть фi-
нансування проектiв, стiйкiсть регiонiв, прийняття рiшень.

1. Вступ. Представлене дослiдження спрямоване на пiдтримку прийняття
рiшень щодо доцiльностi фiнансування проектiв структурними фондами для
стiйкого розвитку регiонiв. Полiтика структурних фондiв передбачає зменшен-
ня розриву в розвитку мiж рiзними регiонами та країнами Європейського Союзу
(ЄС), а також досягнення економiчної та соцiальної згуртованостi. За рахунок
структурних фондiв ЄС є можливiсть для села, мiста, регiону чи держави отри-
мати кошти на модернiзацiю, розвиток та всiх процесiв, що з цим пов’язано.
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Поряд з тим, фiнансування таких проектiв для їх реалiзацiї — це ризикова дi-
яльнiсть. Для мiнiмiзацiї ризикiв необхiдно мати адекватнi системи пiдтримки
прийняття рiшень оцiнювання проектних заявок та всього процесу, що з цим
пов’язаний.

Робота авторiв щодо дослiдження проблеми, використовуючи багатосторон-
нiй мiждисциплiнарний пiдхiд, полягає в спробi створити комплексну гiбридну
математичну модель на основi нечiткої математики та нейро-мереж для пiд-
тримки процесiв прийняття рiшень оцiночними комiсiями на рiвнi держави та
мiсцевого самоврядування, а також рiшень для реалiзацiї полiтики сталого роз-
витку, покращення управлiння мiстами та регiонами в контекстi майбутньої
реалiзацiї Європейської зеленої угоди та концепцiї Європейської промисловостi
5.0 у державах-членах. Вирiшення проблеми також сприяє пiдтримцi зусиль,
спрямованих на те, щоб Україна стала повноправним членом Європейського
Союзу в досягненнi довгострокових стратегiчних цiлей i зобов’язань ЄС [1].

Завданням дослiдження є кiлькiсна та якiсна оцiнка змiсту запропонованого
рiшення щодо доцiльностi фiнансування проектiв у контекстi стiйкостi регiонiв
у рамках актуальних суспiльних викликiв.

Ключовим результатом статтi є комплексний пiдхiд оцiнювання проектiв
щодо пiдвищення стiйкостi регiонiв, для практичного використання оцiночни-
ми комiсiями та особами, якi приймають рiшення на державних та мiсцевих
рiвнях, а також у приватному секторi. Набутi знання та пiдходи можна переда-
ти на оцiнку проектiв за межами Європейського Союзу, а комплексна гiбридна
методологiя вирiшення проблеми дозволить повторити процедуру iншим нау-
ковцям та експертам/оцiнювачам проектiв, спрямованих на посилення стiйкостi
регiонiв.

З вище наведеного можемо сформувати наукову гiпотезу даного дослiдже-
ння наступним чином. Якщо проект пiдвищення стiйкостi регiонiв, успiшно ре-
алiзований, тодi можна стверджувати про високу оцiнку доцiльностi фiнансу-
вання проекту, отриману на основi побудованої комплексної гiбридної матема-
тичної моделi, що враховує цiльовi потреби iнвесторiв та висновки експертiв,
щодо можливостi досягнення цiлей.

У вiдповiдь на всi цi факти було вирiшено зробити актуальне дослiдження
розроблення комплексної гiбридної математичної моделi доцiльностi фiнансува-
ння проектiв щодо пiдвищення стiйкостi регiонiв. Гiбридна комплексна модель
визначає рiвень доцiльностi фiнансування проекту, враховуючi цiльовi потреби
iнвесторiв та висновки експертiв, щодо можливостi досягнення цiлей для пiд-
вищення стiйкостi регiонiв, шляхом реалiзацiєю даного проекту. Гiбридна ком-
плексна модель зосереджується на неупередженому оцiнюваннi претендентiв на
гранди та пiдвищує безпеку їх фiнансування.

Комплексна модель є складною системою функцiонування, яка враховує рi-
знi фактори впливу, такi як: важливостi iдеї проекту щодо пiдвищення стiйко-
стi регiонiв; ризик-орiєнтованi фактори впливу, що потенцiйно призведуть на
успiшнiсть реалiзацiї проекту; фактори людського впливу та команди реалi-
заторiв проекту, їх досвiд та знання у проблематицi стiйкостi регiонiв. Також
враховує цiлi iнвестора щодо потреби та доцiльностi фiнансування проектiв,
а також експертного висновку щодо можливостi досягнення мети пiдвищення
стiйкостi регiонiв, шляхом реалiзацiєю даного проекту, за пiдтримки iнвесто-
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рiв. Крiм цього, для адекватної пiдтримки прийняття рiшень та опрацювання
вiдомостей отриманих вiд експертiв, модель базується на основi сучасної теорiї
iнтелектуального аналiзу знань, теорiї нечiтких множин, нейро-нечiтких мереж
та системному пiдходi.

2. Огляд лiтератури. Реалiзацiя стратегiчних планiв пiдтримуватиметься
рiзними грантовими схемами, за якi дослiдницькi та проектнi групи змагатиму-
ться на регiональному та мiсцевому рiвнях. Багато держав-членiв Органiзацiя
економiчного спiвробiтництва i розвитку та ЄС прийняли iнтегрованi iнвести-
цiйнi стратегiї та iнтегрованi iнвестицiйнi пакети, як iнструмент реалiзацiї, а
також запровадили механiзми для координацiї мiж секторальних державних
iнвестицiй. Понад двi третини з них розробили iнтегровану нацiональну iнве-
стицiйну стратегiю, наприклад: Стратегiя розвитку Словаччини до 2030 року;
Нацiональний iнвестицiйний план Словацької Республiки. Однак мiжгалузева
координацiя iнвестицiйного планування є серйозною проблемою на субнацiо-
нальному рiвнi. Вiдсутнiсть мiжгалузевої координацiї є однiєю з шести основ-
них проблем, визначених органами влади держав-членiв ЄС, причому майже
80% вважають це основною проблемою [2]. На основi аналiзу, представленого
у Восьмому звiтi ЄС про згуртованiсть, викладено основнi змiни в територi-
альних нерiвностях за останнє десятилiття та те, як полiтика вплинула на цi
нерiвностi [3].

Емпiричнi результати дослiджень можуть сприяти пiдтримцi екологiчної та
економiчної полiтики в країнах ЄС для досягнення їх сталого розвитку та цi-
лей Європейської зеленої угоди, а також стiйкостi малих i середнiх пiдприємств
[4–6]. У роботi [7] розглядається економiчний i фiнансовий аналiз доцiльностi
водневої енергетикипроектiв у Китаї, щоб знайти для них вiдповiднi рiшення
екологiчного фiнансування. У дослiдженнi [8] оцiнюється причинно-наслiдковий
зв’язок мiж «зеленими» фiнансами (GF) i сталим розвитком (SD) у глобально-
му масштабi за допомогою тесту причинно-наслiдкових зв’язкiв Грейнджера.
Комплексне дослiдження [9] пропонує методологiю багатофакторного моделю-
вання iнвестицiйних потокiв у регiональну «зелену» енергетику з урахуванням
прiоритетiв нацiональних, регiональних та мiсцевих органiв влади, в рамках
концепцiї сталого розвитку. У роботi [10] дослiджено вибiр найкращих проектiв
у сферi вiдновлюваної енергетики з використанням гiбридної системи прийня-
ття рiшень з екологiчних, економiчних, технiчних i соцiальних аспектiв на су-
бнацiональному рiвнi. Тим не менше, всi такi дослiдження описують процедури
аналiзу та фактори, на якi потрiбно звертати увагу, не пiдкрiплюючи це суча-
сним математичним iнструментом.

Гiбриднi моделi поєднують кiлькiснi та якiснi методи. Вони використовую-
ться в ситуацiях з високою невизначенiстю або за вiдсутностi повних кiлькi-
сних даних про оцiнюване явище/подiю. Наприклад, у роботi [11] використа-
но гiбридний пiдхiд до математичного моделювання управлiння iнфекцiйними
вiдходами. Наприклад найпоширенiшi iнструменти, що використовуються для
гiбридного моделювання ризикiв: метод аналiзу iєрархiй [12], нечiтка логiка
[13] та кластерний аналiз [14]. Вiдомо багато алгоритмiв нечiткого виведення,
наприклад, Мамданi, Сугено, Цукамото, Ларсен та iншi. Всi вони передбача-
ють формування бази правил систем нечiткого виведення. Однак, не для всiх
прикладних задач оцiнювання ризику iснує така можливiсть. Аналiз наукових
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джерел, свiдчить про необхiднiсть систематизацiї засобiв i розробки алгоритмiв
нейро-нечiтких моделей для задач оцiнювання компетентностi рiзних спецiалi-
стiв. Тому необхiдно розробляти математичний та гнучкий iнструментарiй для
оцiнювання ризикiв чiткої предметної областi.

Комплексна модель — це комплексна система функцiонування, яка враховує
рiзнi чинники впливу, такi як важливiсть iдеї проекту для покращення стiйко-
стi регiонiв; ризик-орiєнтованi фактори впливу, якi потенцiйно призводять до
успiху проекту; факторiв впливу людини та команди виконавцiв проекту, їх
досвiду та знань у сферi сталого розвитку регiонiв. Крiм того, для адекватної
пiдтримки прийняття рiшень та обробки iнформацiї, отриманої вiд експертiв,
модель базується на сучаснiй теорiї iнтелектуального аналiзу знань [1], теорiї
нечiтких множин, нейро-нечiтких мереж i системному пiдходi.

Наведене вище, аргументує та пiдтверджує актуальнiсть дослiдження: роз-
робки комплексної гiбридної математичної моделi доцiльностi фiнансування
проектiв.

3. Матерiали та методи. Сьогоднi спостерiгаємо велику кiлькiсть iнно-
вацiйних та стартап проектiв, що дозволяють швидко розв’язувати рiзнi про-
блеми в контекстi сталого розвитку. Наприклад, впровадження таких проектiв
дозволяє ефективно та швидко зменшити негативний вплив сфери людської
дiяльностi на навколишнє середовище, або пiдвищити здоров’я громадян. Нiко-
му не є секрет, що стартап (iнновацiйнi) проекти або грантовi проекти дають
швидкi та кращi рiшення, нiж державнi проекти, що зав’язанi на складних бю-
рократичних дiях та процедурах. Крiм цього, в умовах надзвичайної ситуацiї
виникають багато проблем, вирiшення яких важливо-необхiдне за критично ко-
роткий перiод часу. Доказом цього є робота мунiципалiтету/регiону/держави в
умовах пандемiї COVID-19.

Постає необхiднiсть фiнансування таких проектiв для їх реалiзацiї та впро-
вадження на ринок. Фiнансування iнновацiйних проектiв — це ризикова дi-
яльнiсть. Для мiнiмiзацiї ризикiв необхiдно мати адекватнi системи пiдтримки
прийняття рiшень оцiнювання самих проектiв, команди, що реалiзують проект
та ризикiв.

Запропонуємо комплексну гiбридну математичну модель доцiльностi фiнан-
сування проектiв щодо пiдвищення стiйкостi регiону. Модель буде враховувати
цiльовi потреби iнвесторiв та висновки експертiв, щодо можливостi досягнен-
ня цiлей таких, як пiдвищення стiйкостi регiону при реалiзацiї проекту. То-
му модель називається гiбридною, оскiльки з одного боку використовує данi
про проект iз проектної заявки, що є структурованi, слабо структурованi чи
не структурованi, а з iншого боку поєднує практичний досвiд та знання екс-
пертiв. Отриманий рiвень, що є комплексним показником, пiдвищує ступень та
гарантує безпеку фiнансування таких проектiв.

Оскiльки наша задача є з областi експертного оцiнювання, тодi введемо на-
ступнi суб’єкти управлiння: експерти — особи, що аналiзують та оцiнюють прое-
ктну заявку; iнвестори — це суб’єкти, що готовi профiнансувати оцiнюванi про-
екти; проектнi аналiтики — це особа, яка налаштовує весь процес оцiнювання,
враховуючи потреби iнвесторiв.

Нехай системну теоретико-множинну модель задачi оцiнювання проектiв
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для запропонованої задачi, представимо наступним чином:

{𝑃,𝑀𝑃 ,𝑀𝑅,𝑀𝑇 , 𝐺𝑃 , 𝐺𝑅, 𝐺𝑇 , 𝐿,𝑀𝐴|𝑌 (𝑓)}. (1)

Тут маємо: 𝑃 = (𝑝1; 𝑝2; . . . ; 𝑝𝑛) – множина проектiв, що подаються на роз-
гляд деяким експертам для фiнансування iнвесторами; 𝑀𝑃 – нечiтка модель
оцiнювання проекту, в контекстi пiдвищення стiйкостi регiону реалiзацiї прое-
кту; 𝑀𝑅 – нечiтка модель оцiнювання ризикiв реалiзацiї проекту; 𝑀𝑇 – нечiтка
модель оцiнювання компетенцiй команди реалiзаторiв проекту; 𝐺𝑃 – цiль ва-
жливостi регiону, де буде реалiзований проект; 𝐺𝑅 – цiль прийнятних ризикiв;
𝐺𝑇 – цiль компетентностi суб’єктiв реалiзацiї проекту; 𝐿 – експертнi висновки
щодо можливостi досягнення мети пiдвищення стiйкостi регiону, шляхом реа-
лiзацiєю даного проекту за пiдтримки iнвесторiв та врахування їх цiлей; 𝑀𝐴

– модель агрегування вихiдних даних для виведення рiвня прийняття рiшень
доцiльностi фiнансування проекту.

В результатi отримуємо вихiдну оцiнку 𝑓 = 𝜇𝑌 (𝑓 (𝜙𝑒)) та рiвень 𝑌 , що мi-
стить змiст доцiльностi фiнансування проекту, враховуючi цiльовi потреби iн-
весторiв 𝐺 та висновки експертiв 𝐿.

Етапи проектування комплексної гiбридної математичної моделi представи-
мо у розрiзi наведених нечiтких математичних моделей, для отримання оцiнок
проектiв по рiзних iнформацiйних моделях, та моделi агрегування вихiдних оцi-
нок для визначення рiвня фiнансування проектiв.

𝑀𝑃 – нечiтка модель оцiнювання проекту, в контекстi пiдвищення стiй-
костi регiону реалiзацiї проекту.

Тут пропонуємо використати одну iз розроблених вже авторами моделi, що
на виходi отримаємо нормоване значення 𝑚𝑝 ∈ [0; 1], окремо для множини про-
ектiв 𝑃 = (𝑝1; 𝑝2; . . . ; 𝑝𝑛), а саме: нечiтка модель для кiлькiсної оцiнки екологi-
чних стартап проектiв у повiтряному транспортi [15], модель оцiнки стартапiв
в умовах iнформацiйної невизначеностi [16].

В основу запропонованих нечiтких моделей оцiнювання дослiджуваних про-
ектiв потрiбно будувати iнформацiйнi моделi вхiдних даних, що спрямованi для
оцiнювання проектiв пiдвищення стiйкостi регiонiв. В якостi таких iнформацiй-
них моделей та множин критерiїв можемо використати з [1].

𝑀𝑅 – нечiтка модель оцiнювання ризикiв реалiзацiї проекту.
Автором розроблено ряд нечiтких моделей оцiнювання ризикiв реалiзацiї

проекту, як для iнвестицiйних так, i для iнновацiйних проектiв, чи спрямова-
них на реалiзацiю грантових проектiв [17–18]. На виходi наведених пiдходiв
отримаємо нормоване значення 𝑚𝑟 ∈ [0; 1]. Щодо питання оцiнювання ризик-
орiєнтованих факторiв впливу на реалiзацiю проекту дуже складне. В залежно-
стi вiд проекту, регiону та етапiв реалiзацiї проекту потрiбно набудовувати рiзнi
показники ризикiв. Є багато рiзних класифiкацiйних пiдходiв щодо оцiнювання
ризикiв, як для класичних, так i iнновацiйних та стартап проектiв. Авторами
не одноразово це питання пiднiмалося [19]. Бiльш обґрунтовано питання висвi-
тлено у працi. Критерiї, за допомогою яких експерт може оцiнити ризики, що
можуть бути при реалiзацiї проектiв для пiдвищення стiйкостi регiонiв наведенi
у роботi [1].

𝑀𝑇 – нечiтка модель оцiнювання компетенцiй команди реалiзаторiв прое-
кту.
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У якостi нечiткої моделi оцiнювання компетенцiй команди реалiзаторiв прое-
кту пропонуємо скористатися розробленою автором iнформацiйною модель оцi-
нювання та виведення рейтингу команд розробникiв стартап проектiв [15]. Дана
модель базується на нейро-нечiткiй мережi, коли iснують експертнi нечiткi да-
нi по командах розробникiв. Модель не потребує багато обчислень, розкриває
суб’єктивнiсть експертних думок та виводить рейтинг команд розробникiв.

На виходi отримаємо нормоване значення 𝑚𝑡 ∈ [0; 1].
Таким чином, на основi пропонованих пiдходiв отримуються нормованi оцiн-

ки проектiв 𝑚𝑝 (𝑥𝑒), 𝑚𝑟 (𝑥𝑒), 𝑚𝑡 (𝑥𝑒), 𝑒 = 1, 𝑛, вiдповiдно до моделей оцiнювання
𝑀𝑃 ,𝑀𝑅,𝑀𝑇 . Не зменшуючи загальностi, можна скористатися й iншими вiдоми-
ми моделями, методами та пiдходами, що дозволяють оцiнити якiсть проекту,
ризику реалiзацiї його та команди розробникiв, причому для подальших обчи-
слень пропонованою комплексною гiбридною математичною моделлю вихiднi
оцiнки повиннi бути нормованими.

Особливiстю комплексної гiбридної математичної моделi є те, що iнвестор
має свої деякi цiлi щодо потреби та можливостi фiнансування проектiв. Такi цiлi
корелюються вiдповiдно до моделей 𝑀𝑃 , 𝑀𝑅, 𝑀𝑇 . На основi досвiду авторiв у
предметнiй областi, пропонуються наступнi цiлi:

𝐺𝑃 – цiль важливостi регiону, де буде реалiзований проект.
Тут пропонуємо використати деяку категоризацiю регiонiв, наприклад: ре-

гiони мiжнародного значення (1 категорiя); регiони загальнодержавного значе-
ння (2 категорiя); регiони над регiонального значення (3 категорiя); регiони з
переважним значенням тiльки на регiональному рiвнi (4 категорiя).

𝐺𝑅 – цiль прийнятних ризикiв представляє собою рiвень ризику, що може
собi iнвестор дозволити iнвестуючи у проект.

𝐺𝑇 – цiль компетентностi суб’єктiв реалiзацiї проекту.
По кожному проекту отримаємо координати за цiлями 𝐺𝑃 , 𝐺𝑅, 𝐺𝑇 , що

представимо у виглядi: (𝑚𝑝 (𝑝1) ,𝑚𝑟 (𝑝1) ,𝑚𝑡 (𝑝1)), (𝑚𝑝 (𝑝2) ,𝑚𝑟 (𝑝2) ,𝑚𝑡 (𝑝2)), . . . ,
(𝑚𝑝 (𝑝𝑛) ,𝑚𝑟 (𝑝𝑛) ,𝑚𝑡 (𝑝𝑛)).

Далi введемо в розгляд тривимiрний вектор цiлей iнвесторiв
𝑇 * = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3), який враховує побажання iнвесторiв щодо значення альтерна-
тивних проектiв згiдно цiлей 𝐺𝑃 , 𝐺𝑅, 𝐺𝑇 . Змоделюємо вектор цiлей iнвесторiв
наступним чином [1].

Нехай, аналiзується об’єкт iз 3 входами та одним виходом 𝑈 = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3),
де 𝑈 – вектор вихiдної оцiнки (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), а його компоненти можуть мати iз
значень з iнтервалу [0; 1], а 𝐴1 = (𝑎11, 𝑎12, . . . , 𝑎1𝑡), 𝐴2 = (𝑎21, 𝑎22, . . . , 𝑎2𝑡), 𝐴3 =
= (𝑎31, 𝑎32, . . . , 𝑎3𝑡) – вхiднi лiнгвiстичнi змiннi.

Знання вектору цiлей iнвесторiв 𝑇 = (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) отримується з бази нечiтких
знань, що складається з систем логiчних висловлювань – “Якщо – Тодi, Iна-
кше”, якi пов’язують значення вхiдних змiнних 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 з одним iз можливих
значень 𝑈 :

Якщо 𝐴1 = 𝑎1𝑡 та 𝐴2 = 𝑎2𝑡 та 𝐴3 = 𝑎3𝑡 Тодi 𝑈 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) Iнакше . . .
Таким чином, iнвестори задають лiнгвiстичне побажання вектору цiлей, яке

переводимо у вектор вихiдної кiлькiсної та нормованої оцiнки (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), яку
позначимо вiдповiдно (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3).

Нечiтку базу знань для доцiльностi фiнансування проектiв пропонуємо на-
ступним чином [1]:
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ЯКЩО маємо цiлi:
𝐺𝑃 – цiль важливостi регiону, де буде реалiзований проект:
𝑎11 є 4 категорiя регiону тодi 𝑢1 = 0,4;
𝑎12 є 3 категорiя регiону тодi 𝑢1 = 0,6;
𝑎13 є 2 категорiя регiону тодi 𝑢1 = 0,8;
𝑎14 є 1 категорiя регiону тодi 𝑢1 = 1.
ТА 𝐺𝑅 – цiль прийнятних ризикiв:
𝑎21 високий ризик тодi 𝑢2 = 0,2;
𝑎22 середнiй ризик тодi 𝑢2 = 0,4;
𝑎23 низький ризик тодi 𝑢2 = 0,6;
𝑎24 дуже низький ризик тодi 𝑢2 = 0,8;
𝑎25 мiнiмальний ризик тодi 𝑢2 = 1.
ТА 𝐺𝑇 – цiль компетентностi суб’єктiв реалiзацiї проекту:
𝑎31 не цiкавлять компетентностi тодi 𝑢3 = 0,2;
𝑎32 можуть навiть бути низькi компетентностi тодi 𝑢3 = 0,5;
𝑎33 цiкавлять середнi компетентностi тодi 𝑢3 = 0,7;
𝑎34 потреба у найкращих компетенцiях тодi 𝑢3 = 1;
ТОДI логiчне висловлювання можемо сформулювати наступним чином:
Якщо iнвестору потрiбно важливiсть регiону, де буде реалiзований проект

𝐴1, прийнятний ризик 𝐴2 та компетентностi суб’єктiв реалiзацiї проекту 𝐴3,
тодi 𝑈 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3).

Проектний аналiтик може змiнити кiлькiснi рiвнi, або правила у цiлях. Тому,
база знань є вiдкрита, а кiлькiсть цiлей при потребi можна збiльшити.

По всiх проектах знаходимо величин 𝑍𝑒 = (𝑧𝑝𝑒, 𝑧𝑟𝑒, 𝑧𝑡𝑒), 𝑒 = 1, 𝑛, що хара-
ктеризують вiдноснi оцiнки близькостi оцiнюваних проектiв до вектору цiлей
iнвесторiв за кожною окремою цiллю 𝐺𝑃 , 𝐺𝑅, 𝐺𝑇 , знiмаючи питання рiзних
шкал оцiнювання [1]:

𝑧𝑝𝑒 = 1− |𝑢1 −𝑚𝑝 (𝑝𝑒)|

max
{︁
𝑢1 −min

𝑒
𝑚𝑝 (𝑝𝑒);max

𝑒
𝑚𝑝 (𝑝𝑒)− 𝑢1

}︁ , (2)

𝑧𝑟𝑒 = 1− |𝑢2 −𝑚𝑟 (𝑝𝑒)|

max
{︁
𝑢2 −min

𝑒
𝑚𝑟 (𝑝𝑒);max

𝑒
𝑚𝑟 (𝑝𝑒)− 𝑢2

}︁ , (3)

𝑧𝑡𝑒 = 1− |𝑢3 −𝑚𝑡 (𝑝𝑒)|

max
{︁
𝑢3 −min

𝑒
𝑚𝑡 (𝑝𝑒);max

𝑒
𝑚𝑡 (𝑝𝑒)− 𝑢3

}︁ , (4)

Якщо для оцiнювання подано один проект, тодi iнвестору не має потреби
висловлювати щодо власних цiлей i даний етап пропускаємо. Для знаходження
вектору величин 𝑍𝑒 по проектах повинно бути мiнiмум два проекти.

Далi для агрегування величин 𝑍𝑒 пропонуємо використовувати моделюва-
ння невизначеностей виду «середнє значення» в трьох вимiрному просторi, за
допомогою конусоподiбної функцiї належностi у просторi оцiнок [0; 1]. Причому,
значення центру основи конуса буде одиничний вектор (𝑥01;𝑥

0
2;𝑥

0
3) = (1; 1; 1), а

експериментально отримано масштабування за координатами вектору 𝑍𝑒 буде
(3; 3; 3). Тодi, тривимiрна конусоподiбна функцiя належностi буде задаватися

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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формулою [1]:

𝜙𝑒 =

{︂
1− 𝜗𝑒, якщо𝜗𝑒 < 1,
0, в iншому випадку,

де

𝜗𝑒 =
1

3
·
√︁

(𝑧𝑝𝑒 − 1)2 + (𝑧𝑟𝑒 − 1)2 + (𝑧𝑡𝑒 − 1)2, 𝑒 = 1, 𝑛. (5)

Таким чином, отримаємо вихiднi оцiнки 𝜙𝑒 з iнтервалу [0; 1] по 𝑛 проектах.
Вектор цiлей iнвесторiв забезпечує побудову ранжувального ряду альтернатив,
заданих векторами оцiнок, та пiдвищує безпеку вибору альтернативних варiан-
тiв згiдно цiльових потреб. Вихiдна оцiнка базується на оцiнцi важливiсть iдеї
проекту, потенцiйнi ризики реалiзацiї проекту, компетенцiї команд розробни-
кiв, та враховує цiлi iнвесторiв щодо важливостi регiону, де буде реалiзований
проект, прийнятнiсть ризикiв, компетентностi суб’єктiв реалiзацiї проекту.

Далi, нехай експерти, що оцiнюють проекти висловлюють висновки щодо мо-
жливостi досягнення мети пiдвищення стiйкостi регiонiв, шляхом реалiзацiєю
даного проекту за пiдтримки iнвесторiв та врахування їх цiлей. Для такого ви-
сновку введемо лiнгвiстичну змiнну 𝐿 = {𝐿1;𝐿2; . . . ;𝐿5}, де: 𝐿1 – висока можли-
вiсть реалiзацiї проекту враховуючи цiлi iнвесторiв; 𝐿2 – можливiсть реалiзацiї
проекту враховуючи цiлi iнвесторiв вище середнього; 𝐿3 – середня можливiсть
реалiзацiї проекту враховуючи цiлi iнвесторiв; 𝐿4 – низька можливiсть реалiза-
цiї проекту враховуючи цiлi iнвесторiв; 𝐿5 – дуже низька можливiсть реалiзацiї
проекту враховуючи цiлi iнвесторiв.

Далi запропонуємо𝑀𝐴 – модель агрегування вихiдних даних для виведення
рiвня прийняття рiшень доцiльностi фiнансування проекту.

Для iнтерпретацiї залежностi вихiднi оцiнки 𝜙𝑒 та експертного висновку 𝐿
щодо можливостi досягнення мети пiдвищення стiйкостi регiонiв, шляхом ре-
алiзацiєю даного проекту за пiдтримки цiлей iнвесторiв, пропонуємо наступну
функцiю належностi [1]:

𝑓 (𝜙𝑒) =

⎧⎨⎩
0, 𝜙𝑒 < 0;

(𝜙𝑒)
𝑘, 0 ≤ 𝜙𝑒 < 1;

1, 𝜙𝑒 ≥ 1.

𝑒 = 1, 𝑛. (6)

Де k – порiг можливостi досягнення мети проекту за пiдтримки цiлей iнве-
сторiв. Значення даного порогу змiнюється в залежностi експертного висновку
𝐿. Даний порiг можна отримати шляхом навчання на тестових даних проектiв,
маючи iсторiю проектiв та дослiджуючи помилки першого та другого роду [19].
Помилки першого роду виникають у випадках, коли проект має хорошi показни-
ки, отримує фiнансування, а проект не реалiзовується. Помилка другого роду
виникає тодi, коли проект не отримує фiнансування, але вiн реалiзовується iн-
шими коштами. Наприклад, експериментально поставимо: 𝑘 = 2

9
коли маємо

експертний висновок 𝐿1; 𝑘 = 7
9
коли маємо експертний висновок 𝐿2; 𝑘 = 4

9
–

експертний висновок 𝐿3; 𝑘 = 5
9
– експертний висновок 𝐿4; 𝑘 = 3

2
– експертний

висновок 𝐿5.
Таким чином, ми отримали агрегованi нормованi оцiнки 𝑓 (𝜙𝑒) , 𝑒 = 1, 𝑛 з iн-

тервалу [0; 1], щодо моделей оцiнювання проектiв, цiлей iнвесторiв та висновкiв
експертiв, що оцiнюють проекти.
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Рiвнi 𝑌 доцiльностi фiнансування проекту враховуючi цiльовi потреби iнве-
сторiв та висновки експертiв, представимо наступним чином:

𝑦1 – дуже низький рiвень доцiльностi фiнансування проекту;
𝑦2 – низький рiвень доцiльностi фiнансування проекту;
𝑦3 – середнiй рiвень доцiльностi фiнансування проекту;
𝑦4 – високий рiвень доцiльностi фiнансування проекту;
𝑦5 – дуже високий рiвень доцiльностi фiнансування проекту.
Рiвнi прийняття рiшень 𝑌 правильно розглядати за допомогою трикутних

функцiй належностi. Це обумовлюється тим, що вони будуть мати перетини
вихiдних значень, а це дозволить розширити можливостi прийняття рiшень:

𝜇𝑦1 (𝑓 (𝜙𝑒)) =

{︂
1, 𝑓 (𝜙𝑒) ≤ 𝛿 − 𝛿

2
;

3𝛿−4·𝑓(𝜙𝑒)
𝛿

, 𝛿 − 𝛿
2
< 𝑓 (𝜙𝑒) ≤ 𝛿 − 𝛿

4
.

(7)

𝜇𝑦2 (𝑓 (𝜙𝑒)) =

{︃
4·𝑓(𝜙𝑒)−2𝛿

𝛿
, 𝛿 − 𝛿

2
< 𝑓 (𝜙𝑒) ≤ 𝛿 − 𝛿

4
;

4𝛿−4·𝑓(𝜙𝑒)
𝛿

, 𝛿 − 𝛿
4
< 𝑓 (𝜙𝑒) ≤ 𝛿.

(8)

𝜇𝑦3 (𝑓 (𝜙𝑒)) =

{︃
4·𝑓(𝜙𝑒)−3𝛿

𝛿
, 𝛿 − 𝛿

4
< 𝑓 (𝜙𝑒) ≤ 𝛿;

5𝛿−4·𝑓(𝜙𝑒)
𝛿

, 𝛿 < 𝑓 (𝜙𝑒) ≤ 𝛿 + 𝛿
4
.

(9)

𝜇𝑦4 (𝑓 (𝜙𝑒)) =

{︃
4·𝑓(𝜙𝑒)−4𝛿

𝛿
, 𝛿 < 𝑓 (𝜙𝑒) ≤ 𝛿 + 𝛿

4
;

6𝛿−4·𝑓(𝜙𝑒)
𝛿

, 𝛿 + 𝛿
4
< 𝑓 (𝜙𝑒) ≤ 𝛿 + 𝛿

2
.

(10)

𝜇𝑦5 (𝑓 (𝜙𝑒)) =

{︂
4·𝑓(𝜙𝑒)−5𝛿

𝛿
, 𝛿 + 𝛿

4
< 𝑓 (𝜙𝑒) ≤ 𝛿 + 𝛿

2
;

1, 𝑓 (𝜙𝑒) ≥ 𝛿 + 𝛿
2
.

(11)

В залежностi вiд того, в який iнтервал попадає значення 𝑓 (𝜙𝑒), вибираємо
ту чи iншу функцiю належностi 𝜇𝑦 вiдносно ступеня 𝛿. Ступiнь 𝛿 належить з
iнтервалу [0; 1] та налаштовується проектним аналiтиком, причому при потре-
бi його можна змiнювати. Таке налаштування має переваги в тому, що модель
легко адаптується для рiзних по величинi грантових проектiв та конкурсiв, вiд
студентських до багатомiльйонних H2020. Оскiльки побудованi функцiї нале-
жностi (7)–(11) мають перетини, то для оцiнюваних проектiв 𝑝𝑒, 𝑒 = 1, 𝑛 отри-
маємо або один, або два рiвнi прийняття рiшень 𝑌 i вiдповiдно таку ж кiлькiсть
для них достовiрностей.

В результатi обчислення, отримаємо лiнгвiстичне значення рiвня прийнят-
тя рiшень доцiльностi фiнансування проекту 𝑌 та його оцiнку достовiрностi.
Тобто, достовiрнiсть того, що оцiнка проекту належить до одного, або iншого
рiвня. Iнвестори на основi вихiдних даних приймають рiшення щодо доцiльно-
стi фiнансування проектiв для пiдвищення стiйкостi та здоров’я регiонiв i мiст,
враховуючi цiльовi потреби iнвесторiв 𝐺 та висновки експертiв 𝐿. Якщо отрима-
ємо ситуацiю, що iнвесторiв не задовольняє жодне з рiшень, тодi повертаємося
до повторного оцiнювання iз залученням додаткових даних.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Проведено до-
слiдження актуальної задачi розроблення комплексної гiбридної математичної
моделi доцiльностi фiнансування проектiв щодо пiдвищення стiйкостi регiонiв.
Гiбридна комплексна модель спроможна адекватно визначити рiвень доцiль-
ностi фiнансування проекту, враховуючi цiльовi потреби iнвесторiв та висновки
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експертiв, щодо можливостi досягнення цiлей для пiдвищення стiйкостi регiонiв,
шляхом реалiзацiєю даного проекту. Для опрацювання експертної iнформацiї
та нечiтких вхiдних даних, використовується iнтелектуальний аналiз знань на
основi функцiй належностi оцiнок за критерiями, однiєї та багатьох змiнних,
з урахуванням будь-якого типу вхiдних даних. Iнтелектуальний аналiз знань
дозволяє розкривати суб’єктивiзм експертiв та отримати кiлькiсну оцiнку не-
формалiзованої прикладної задачi. Цiннiсть моделi є те, що дозволяє отриму-
вати комплексну кiлькiсну оцiнку проекту по вхiдним описовим (текстовим)
даним, якi отримуються iз проектної заявки. Для експерта процедура оцiнюва-
ння залишається класичною та вiдомою, вiн дослiджує проектну заявку, пiсля
цього по ряду питань висловлює свої судження щодо важливостi iдеї та якостi
проекту. Пiсля цього, данi опрацьовуються вiдповiдними нечiткими та гiбри-
дними моделями, що розкривають суб’єктивiзм експертiв, а налаштування па-
раметрiв моделей та цiльових потреб iнвесторiв унеможливлюють суб’єктивний
вплив учасникiв процесу оцiнювання на остаточний результат. На виходi мо-
делi маємо вихiдну кiлькiсну оцiнку та лiнгвiстичне значення рiвня прийняття
рiшень доцiльностi фiнансування проекту з оцiнкою достовiрностi. Рацiональ-
нiсть отриманої оцiнки рiвня доцiльностi фiнансування проектiв доводить пе-
реваги розробленої моделi.

При цьому, вперше запропоновано модель агрегування вихiдних даних для
виведення рiвня прийняття рiшень доцiльностi фiнансування проекту, що об-
умовлює: вихiдну оцiнку, лiнгвiстичне значення рiвня прийняття рiшень до-
цiльностi фiнансування проекту та його оцiнку достовiрностi. Модель легко
адаптується для рiзних по величинi грантових проектiв та конкурсiв.

Сформульована гiпотеза наукового дослiдження пiдтверджується достовiр-
нiстю отриманих результатiв, що у свою чергу забезпечуються обґрунтова-
ним використанням апарату нечiтких множин, iнтелектуального аналiзу знань,
нейро-мереж та системного пiдходу.

Подальше дослiдження проблематики вбачаємо у апробацiї дослiдження на
реальних даних проектiв та конструюваннi програмного забезпечення доцiль-
ностi фiнансування проектiв щодо пiдвищення стiйкостi регiонiв.
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Polishchuk V. V., Petranova M. Yu., Povkhanych V. I. Complex hybrid
mathematical model of feasibility of �nancing project.

Research has been carried out on the urgent task of developing a complex hybrid math-
ematical model of the feasibility of financing projects to increase the stability of regions.

The hybrid mathematical complex model is able to adequately determine the level
of feasibility of project financing, taking into account the target needs of investors and
the conclusions of experts, regarding the possibility of achieving goals for increasing the
stability of regions, through the implementation of this project. The complex model is
a complex system of functioning that takes into account various influencing factors, such
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as: the importance of the project idea to increase the stability of regions; risk-oriented
influencing factors that will potentially lead to the success of project implementation;
human influence factors and project implementation teams. It also takes into account
the investor’s goals regarding the need and feasibility of project financing. The model is
based on the modern theory of intellectual analysis of knowledge, the theory of fuzzy sets,
neuro-fuzzy networks and the system approach. At the output of the model, we have the
initial quantitative assessment and the linguistic value of the decision-making level of the
feasibility of financing the project with an assessment of reliability.

In addition, for the first time, a model of the aggregation of initial data was proposed to
derive the level of decision-making on the feasibility of project financing, which determines:
the initial assessment, the linguistic value of the level of decision-making on the feasibility
of project financing, and its credibility assessment. The model is easily adapted for grant
projects and competitions of different sizes.

The formulated hypothesis in scientific research is confirmed by the reliability of the
results obtained. The conducted research will be a useful tool for project analysts in the
framework of preventing ineffective financing of projects and maintaining the sustainability
of regional development.

Keywords: hybrid model, neural network, fuzzy sets, feasibility of financing projects,
sustainability of regions, decision-making.
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АНАЛIЗ ДЕЯКИХ МЕТОДIВ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI
РОЗПIЗНАВАННЯ ДЕФЕКТIВ НА ЗОБРАЖЕННЯХ

Задача розпiзнавання дефектiв користується широкою популярнiстю, особливо її
застосування на iндустрiальних заводах, де об’єкти виготовляються десятками тися-
чами на день та можуть мiстити дефекти. Об’єкти з дефектами потрiбно вiддiлити вiд
загальної маси об’єктiв, для того щоб фiнальний споживач отримав як найякiснiший
товар. Але перш нiж вiддiлити дефектнi об’єкти, їх потрiбно знайти, отже розпiзнати.

У данiй роботi проаналiзовано найпопулярнiшi методи для розв’язання задачi роз-
пiзнавання дефектiв, коли вхiднi данi є зображення. Розглянуто застосування як iсну-
ючих автоматизованих рiшень, так i застосування методiв на основi згорткових ней-
ромереж, а саме нейроннi мережi сегментацiї та детекцiї, якi користуються широкою
популярнiстю наразi. Проведено огляд даних методiв та зроблено порiвняльний аналiз
рiзних класiв методiв на основi таких факторiв як: вимоги до вхiдних даних та вимоги
до обчислювальних потужностей.

Ключовi слова: задача розпiзнавання дефектiв, конволюцiйнi нейромережi, моделi
сегментацiї та детекцiї.

1. Вступ. Керування великим бiзнесом неможливо уявити без автоматизацiї.
Найчастiше автоматизацiю необхiдно впроваджувати в процеси, якi повторюю-
ться з високою частотою та є сталими з точки зору схильностей до критичних
змiн. До таких процесiв можна вiднести — процес виготовлення об’єктiв на iн-
дустрiальному виробництвi. Зазвичай даний процес складається з багатьох пiд-
процесiв i один з них — це iнспекцiя об’єкта на наявнiсть дефектiв та подальше
сортування у разi виявлення одного чи декiлькох дефектiв.

Процес iнспекцiї об’єкта на наявнiсть дефектiв може бути зроблений ру-
чним/мануальним або автоматизованим способами. Очевидно, що ручний спо-
сiб є обмежений, оскiльки вимагає велику кiлькiсть задiяних людей та їх до-
менну експертизу для виявлення дефектiв. В основi автоматизованих способiв
лежать iнтелектуальнi методи аналiзу зображень, отриманих з камер. Врахо-
вуючи сучасний розвиток камер зробити знiмок, на якому буде чiтко видно де-
фекти є цiлком реальною задачею. З часом кожне велике пiдприємство набуває
стану коли кiлькiсть об’єктiв, що вони виготовляють є непосильне для ручного
способу iнспекцiї. З iншої сторони впровадження автоматичного способу не є
тривiальним та вимагає вiдповiдi на багато запитань:
– Яку технологiю (методи) вибрати для розпiзнавання дефектiв?
– Наскiльки якiсно технологiя буде вiддiляти дефектнi об’єкти?
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– Як її iнтегрувати у виробництво?
– Як її пiдтримувати надалi?

Цей перелiк можна продовжувати далi, однак так чи iнакше вiдповiдi за-
лежать вiд ключового питання, а саме: “якi методи чи групу методiв обрати
для аналiзу зображень на предмет виявлення одного чи декiлькох дефектiв на
об’єктi?”. Найбiльшою популярнiстю наразi користуються методи аналiзу зо-
бражень на основi штучного iнтелекту в основi яких лежать нейроннi мережi,
що можуть навчатися певної логiки на тренувальному промаркованому наборi
даних. За допомогою них можна побудувати технологiю виявлення дефектiв,
яка в перспективi дозволить автоматизувати процес iнспекцiї.

Про актуальнiсть даної проблеми найкраще свiдчить те, скiльки коштiв бi-
знес готовий вкладати в її дослiдження. Отже, згiдно [1] ринок автоматизова-
них систем виявлення дефектiв на основi методiв нейронних мереж зросте до
5 млрд дол. в 2025 роцi. Популярнi сфери застосування наступнi: виявлення
дефектiв на iнтегральних схемах, материнських платах, зарядних електроба-
тареях, виявлення трiщин на металевих пластинах, мобiльних екранах, порiзи
на хутряних виробах, подряпини на дерев’яних матерiалах, дефекти в бамбу-
кових/очеретяних трубках i т.д. . . . Головнi недолiки в мануальних системах
виявлення дефектiв наведено в дослiдженнi McKinsey & Company [2]. Основнi
з них це: помилка при ручнiй перевiрцi об’єкта людиною коливається в межах
20-30% (зазвичай спричинена такими факторами як втома та неуважнiсть) та
обмеження в максимально можливiй кiлькостi об’єктiв, що можуть бути пере-
вiренi за одиницю часу. В той же час бiльше 60% респондентiв сказали, що
пiсля застосування автоматизованих систем вони змогли покращити точнiсть
розпiзнавання дефектiв та проблеми з масштабуванням. Згiдно цього ж дослi-
дження бiльше 50% iнвесторiв оптимiстично ставляться до вкладання коштiв
в дослiдження можливостi застосувати такi системи у себе на виробництвi. Та-
кож тiльки 15% респондентiв вважають за краще купити off-the-shelf технологiї,
що демонструє необхiднiсть працювати над розробкою таких систем з нуля на
вiдмiну вiд використання вже iснуючих рiшень таких як Omron, Cogniac, ZEISS.

Важливо вiдмiтити, що аналiз методiв у данiй роботi проводиться з припу-
щенням, що данi методи будуть застосованi до такого типу дефектiв як: вiзуаль-
нi дефекти на поверхнi площини об’єкта. Тобто, дефекти можуть бути виявленi
людським оком, без потреби в дотику до самого об’єкта.

У данiй роботi проаналiзовано найпопулярнiшi методи для задачi розпiзна-
вання дефектiв на основi зображень. Аналiз зосереджено на методах на основi
глибокого навчання нейронних мереж. На думку авторiв, за допомогою останнiх
можна побудувати технологiю виявлення дефектiв, яка в перспективi дозволить
автоматизувати процес iнспекцiї та покращити ключовi, наведенi вище, недолi-
ки, що iснують в мануальних системах.

2. Класи можливих методiв виявлення дефектiв. Методи для розв’я-
зання задачi розпiзнавання дефектiв базуються на iнтелектуальному аналiзi
вхiдних зображень. Бiльш загальна назва — це методи комп’ютерного зору
(computer vision). Дана дисциплiна пройшла довгий шлях, починаючи вiд тра-
дицiйних методiв комп’ютерного зору до методiв сьогодення, що використо-
вують процес глибокого навчання згорткових нейронних мереж. Iснує багато
рiзних методiв та їх класiв, але дана стаття сфокусована на аналiзi методiв
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глибокого навчання, таких як: нейромережi сегментацiї та детекцiї об’єктiв. А
також їх порiвняння з традицiйними алгоритмами в контекстi вимог до вхiдних
даних, щоб застосувати алгоритм та обчислювальних потужностей, необхiдних
для проведення процесу навчання та аналiзу зображень.

Процес навчання нейромережi, архiтектура якої складається з багатьох ша-
рiв, де кожний шар мiстить ряд операцiй з згортковими фiльтрами, за до-
помогою алгоритму back-propagation набув термiну глибинне навчання (deep
learning). Застосування глибокого навчання для аналiзу зображень — це одна
з найпопулярнiших та найперспективнiших сфер застосування нейронних ме-
реж. Детальний аналiз становлення та розвитку цiєї сфери, а також огляд всiх
iснуючих методiв разом з означеннями найбiльш фундаментальних понять ви-
кладено в [3,4,5,6]. Для задачi розпiзнавання дефектiв найбiльш пiдходящими
методами є: сегментацiйнi та детекцiйнi нейромережi (segmentation and detecti-
on neural networks). Одна з основних причин полягає в тому, що для задачi
визначення дефектiв необхiдно не просто сказати, що “зображення об’єкту 𝐴
мiстить дефект”, а потрiбно також вказати де саме на зображеннi є дефектна
зона.

3. Вхiднi та вихiднi данi. Нейромережi (моделi) сегментацiї та дете-
кцiї мають багато спiльного. Для того щоб навчити їх потрiбно тренувальний
набiр даних. Один об’єкт тренувального набору даних складається з вхiдно-
го зображення та промаркованого дефектного регiону. Для задачi сегментацiї
дефектний регiон може бути представлений у виглядi матрицi розмiрнiсть якої
спiвпадає з вхiдним зображенням. Кожний елемент матрицi може набувати зна-
чень iз дiапазону [0, 𝑘], де 𝑘 ∈ 𝑍 — кiлькiсть можливих класiв дефектiв. Якщо
елемент матрицi має значення 0 — регiон не дефектний, а якщо значення дорiв-
нює в межах [0, 𝑘], то регiон має дефект вiдповiдного класу. Тобто, моделi се-
гментацiї вимагають наявнiсть промаркованих даних на рiвнi кожного пiкселя,
що є одночасно i перевагою i недолiком. Перевага в тому, що дефекти промар-
кованi на найбiльш детальному рiвнi — пiкселю, що дає найповнiшу iнформацiю
про дефектну зону зображення. Очевидний недолiк — це кiлькiсть затраченого
часу, який необхiдно для маркування кожного зображення. З точки зору необ-
хiдних вхiдних даних, нейромережi детекцiї вiдрiзняються тим, що достатньо
промаркувати регiон у виглядi прямокутника (bounding box), що з одної сторо-
ни є швидшим процесом, але з iншої втрачається певна iнформацiя, оскiльки
в прямокутнику можуть мiститися як дефектнi так i не дефектнi пiкселi. Для
задачi детекцiї приклад вхiдних даних вiдрiзняється вiд сегментацiї тим, що
нам не потрiбно вказувати всю матрицю, а потрiбно надати тiльки iнформацiю,
де розташований об’єкт (дефектна зона) у форматi [𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑦𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥, 𝑦𝑚𝑎𝑥, 𝑝],
де першi 4 елементи — це координати прямокутника, який визначає дефектний
регiон, 𝑐𝑙 — iндекс вiдповiдного дефектного класу. Кiлькiсть зон довiльна, тобто
зображення як може взагалi не мiстити дефектної зони, так i мiстити декiлька.

Приклад вхiдних даних для нейромереж сегментацiї та детекцiї зображено
на рис. 1. Всi пiкселi, якi всерединi жовтого регiону є дефектними. На основi
даного промаркованого зображення легко створити необхiдну вхiдну промар-
ковану матрицю, про яку описано вище. Також варто вiдмiтити, що теоретично
сегментацiйний пiдхiд буде працювати навiть якщо данi будуть промаркованi
у форматi для моделей детекцiї. Але якiсть роботи моделi у такому випадку
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Рис. 1. Приклад маркування дефектних зон для сегментацiї (а) та детекцiї (б).

може викликати запитання та потребує детального аналiзу. Зазвичай, трену-
вальний набiр даних повинний складатися з декiлькох сотень екземплярiв, де
один екземпляр — це вхiдне зображення разом з матрицею дефектних регiонiв.

Вихiднi данi, тобто результати роботи сегментацiйної моделi — це ймовiр-
нiсть пiкселя набути значення одного чи iншого класу. Математично, якщо в
нас є 𝑘 класiв, то результатом буде 𝑘 матриць, де кожна матриця вiдповiдає за
один клас. Вiдповiдно значення кожного пiкселя можна представити у вигля-
дi масиву ймовiрностей [𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘], якi сумарно повиннi дорiвнювати 1.
Тобто, якщо для кожного пiкселя ми вiзьмемо максимальне значення ймовiрно-
стей класiв i запишемо вiдповiдний iндекс класу у матрицю, то отримаємо таку
саму матрицю, як i вхiдна матриця дефектiв. Тiльки тепер кожний пiксель — це
клас дефекту, визначений алгоритмiчно, а не за допомогою ручної розмiтки лю-
диною. Таку вихiдну матрицю класiв прийнято називати “маскою”. Для моделей
детекцiї результати зображенi у виглядi масиву [𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑦𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥, 𝑦𝑚𝑎𝑥, 𝑐𝑙, 𝑝], де
першi 4 елементи — це координати прямокутника (bounding box), який визначає
дефектний регiон, 𝑐𝑙 — iндекс вiдповiдного класу з ймовiрнiстю 𝑝.

Обидва пiдходи в результатi видають не просто клас об’єкта, а i його ймовiр-
нiсть, що дозволяє знайти оптимальний порiг (threshold) ймовiрностi. За допо-
могою нього, можна манiпулювати результатами та пристосувати їх краще до
своєї доменної задачi. Наприклад, якщо цiна помилки дуже висока, то ми мо-
жемо встановити порiг ймовiрностi в 90% i казати, що дефектна зона є справдi
дефектної тiльки тодi коли ймовiрнiсть ≥ 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ𝑜𝑙𝑑 величини.

4. Огляд найпопулярнiших нейромереж сегментацiї та детекцiї. Ва-
жливо вiдмiтити, що незважаючи на схожiсть необхiдних вхiдних даних, самi
нейромережi сегментацiї та детекцiї є рiзними з точки зору архiтектури (кiль-
кiсть шарiв та згорткових фiльтрiв, активуючi функцiї . . . ) та процесу навчан-
ня. В основi моделей детекцiї об’єкта вiдбувається процес обробки зображення
на рiвнi координат об’єкта, тобто, на рiвнi bounding box. В той час як в сегмен-
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тацiйних моделей даний процес є на бiльш деталiзованому рiвнi — пiкселю.
Довгий час найпопулярнiшими нейронними мережами детекцiї були мето-

ди сiмейства R-CNN (Region Based Convolutional Neural Network): R-CNN, Fast
R-CNN, Faster R-CNN. Головна iдея полягала в тому, що генерувалися певнi ре-
гiони (прямокутники) зображення, так-званi, “кандидати” за допомогою методу
кластеризацiї selective search. Потiм цi кандидати за допомогою типової CNN
порiвнювалися з промаркованими вхiдними даними на схожiсть. Найбiльш схо-
жi об’єкти i були результатом роботи нейромережi. Тобто, процес складався
з двох ключових крокiв: генерацiя кандидатiв та їх аналiз з метою вибрати
найбiльш схожi до об’єктiв, якi ми шукаємо на зображеннi. Еволюцiя цих ме-
тодiв полягала спочатку в оптимiзацiї кiлькостi кандидатiв для пришвидшення
обрахункiв (в першiй версiї R-CNN було 2000 кандидатiв), а далi в замiнi ме-
тоду selective search на окрему CNN для бiльш якiсної генерацiї кандидатiв,
що й було досягнуто в версiї Faster R-CNN. Очевидно є два головнi недолiки
даних методiв: повiльна швидкiсть детекцiї (оскiльки потрiбно проаналiзувати
кожний згенерований регiон) та власне сам факт, що, якщо на першому кроцi
не буде згенеровано точного кандидата, подальший процес порiвняння втра-
чає сенс. Модифiкованою версiєю даних методiв є метод YOLO (You Only Look
Once) — що дослiвно означає “ти дивишся тiльки один раз” з вiдсилкою до по-
переднiх методiв, якi мали двi окремi нейромережi для генерацiї кандидатiв та
їх подальший аналiз. Даний метод робить все в одному кроцi i генерує об’єкти i
аналiзує їх, що безперечно дає йому перевагу в швидкостi. Так само як i попере-
днi методи, даний метод еволюцiонує з часом, на момент написання статтi вже
iснує версiя yolov7, тобто сьома модифiкацiя алгоритму. Звичайно, найбiльш
повну iнформацiю про данi нейромережi можна отримати в загальновiдомих
оригiнальних статтях. Також в [7] наведено додатковий аналiз даних методiв та
вiзуалiзацiя їх архiтектур, що дає краще розумiння, як вони працюють.

На вiдмiну вiд попереднiх методiв, методи сегментацiї важко роздiлити на
окремi загальнi класи. Що можна стверджувати, це те, що iснує два типа се-
гментацiї: instance та semantic. Рiзниця мiж ними наступна: якщо ми знайшли
декiлька дефектiв класу 𝐴 i не розрiзняємо їх мiж собою (тобто, нам достатньо
знати їх клас), то це є semantic segmentation. А якщо нам потрiбно ще розрiзня-
ти їх мiж собою, типу дефект класу 𝐴 (1), дефект класу 𝐴 (2), . . . — instance
segmentation. На практицi, однозначно semantic є бiльш вживаною, тому що
зазвичай нам не потрiбно розрiзняти мiж собою дефекти одного класу, нам до-
статньо сказати, що вони належать до цього класу. А чи рiзнi вони мiж собою
чи нi — це не обов’язково. Так чи iнакше всi методи сегментацiї в deep learni-
ng пов’язанi з згортковими нейронними мережами. Одним iз найпопулярнiших
методiв є U-Net. Дана модель вперше застосовувалася для задачi знаходження
ракових пухлин на основi зображень легенiв та мозку. Її U-подiбна архiтектура
спочатку зменшує розмiрнiсть вхiдного зображення (down-sampling) за допо-
могою конволюцiйних (згорткових) фiльтрiв та знаходить регiони зображення
(feature map), що мiстять найважливiшу iнформацiю. Далi вiдбувається про-
цедура up-sampling, тобто повернення до оригiнальних розмiрiв зображення.
Особливiсть архiтектури в тому, що є взаємодiя мiж кожним шаром down та
up семплiнгу, що дозволяє повернути зображення до оригiнального вигляду без
втрати будь-якої iнформацiї, ще й плюс до того зберегти iнформацiю, знайдену

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



146 М. В. РОБОТИШИН, М. М. МАЛЯР

при процедурi down-sampling, тобто у нашому випадку дефектну зону. Iснує
ряд iнших методiв, таких як: DeepLab, FPN, LinkNet та iншi. Детальний огляд
даних методiв наведено в [8].

Рис. 2. U-подiбна архiтектура сегментацiйної моделi U-Net.

Одним iз популярних напрямкiв розвитку моделей сегментацiї та детекцiї є
комбiнованi моделi, якi дозволяють представити фiнальний результат одноча-
сно як за допомогою сегментацiйної маски так i за допомогою регiону (bounding
box) об’єкта. А далi в залежностi вiд рiвня деталiзацiї можна використовувати
один чи iнший вид представлення результатiв. Найвiдомiшi комбiнованi архiте-
ктури це: Mask R-CNN та yolov7. Також iнший тренд розвитку даних методiв
полягає в застосуваннi iдеї трансформерiв (transformers) [9], що набули широкої
популярностi в методах обробки природньої мови та активно наразi застосову-
ються для задач обробки зображень.

Всi методи, що наведенi в даному роздiлi є вiдносно новими. Найстарiший з
них — це метод детекцiї R-CNN (2014 р.), а найновiший — yolov7 (2022 р.). Оче-
видно, що дана сфера еволюцiонує дуже швидко, з’являються новi модифiкацiї
iснуючих алгоритмiв. На думку авторiв, глобальний тренд розвитку даних пiд-
ходiв полягає в оптимiзацiї швидкостi роботи для ефективного їх застосування
на мобiльних пристроях та рiзних контролерах, що можуть бути вбудованi без-
посередньо в камеру чи iншi механiзми. Також варто вiдзначити, що не можна
сказати що одна нейронна мережа є суттєво краща чи гiрша за iншу. В основ-
ному все бiльше залежить вiд якостi та кiлькостi необхiдних промаркованих
вхiдних даних, нiж вибiр самої архiтектури.

5. Порiвняльний аналiз рiзних методiв з точки зору практичного
застосування. Головною метою даного роздiлу є порiвняльний аналiз мето-

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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дiв глибинного навчання (deep learning), традицiйних методiв комп’ютерного
зору та iснуючих автоматизованих рiшень для розв’язання задачi розпiзнава-
ння дефектiв. З точки зору практичного застосування головними критерiями
порiвняння є вимоги до вхiдних даних, необхiднi обчислювальнi потужностi та
орiєнтовний рiвень точностi розпiзнавання.

Пiд традицiйними методами комп’ютерного зору будемо мати на увазi насту-
пнi методи: методи порогування (thresholding), методи виявлення контурiв (edge
detection), методи розростання областей, методи заснованi на диференцiальних
рiвняннях з частинними похiдними та iншi [10]. Данi методи вiдрiзняються вiд
нейронних мереж, про якi описано в попередньому роздiлi, тим, що:
1. З точки зору вхiдних даних для їх роботи не потрiбно наявнiсть промарко-

ваних зображень.
2. З точки зору архiтектури моделей, в їх роботi не використовується процес

навчання на помилках (back-propagation).
3. З точки зору обчислювальних потужностей, для їх роботи не потрiбно вi-

деокарту чи великi потужностi.
Пiд автоматизованими рiшеннями будемо мати на увазi рiшення, що iнтегро-

ванi в камеру, не вимагають додаткового комп’ютера для проведення обчислень
та дозволяють зробити певнi налаштування пiд доменну задачу. Приклади та-
ких систем для розв’язання задачi розпiзнавання дефектiв наступнi: Omron,
Cogniac, ZEISS, EPIC та iншi.

В таблицi Табл. 1 наведено порiвняльний аналiз рiзних методiв розв’язання
задачi розпiзнавання дефектiв з точки зору необхiдних вхiдних даних, в Табл. 2.
з точки зору необхiдних обчислювальних потужностей та архiтектури, в Табл. 3
з точки зору затраченого часу та коштiв на побудову технологiї виявлення де-
фектiв.

Таблиця 1.
Порiвняльний аналiз вхiдних даних

Назва метода
Промаркованi вхiднi

данi
К-сть зображень

Методи глибинного
навчання

Так 100+

Традицiйнi методи Нi декiлька
Автоматизованi

рiшення
Нi декiлька

На основi даного аналiзу можна зробити порiвняння алгоритмiв з рiзної сто-
рони. Метою не є сказати, що краще, а що гiрше — тому що це дуже складно
визначити i в основнiй мiрi залежить вiд типу об’єкта з дефектами та складностi
самих дефектiв. Методи глибинного навчання вiдрiзняються вiд традицiйних в
тому, що для них потрiбно промаркованi вхiднi данi та обчислювальнi потужно-
стi. Звичайно, їх точнiсть може бути суттєво вищою,особливо у випадках, коли
дефекти є рiзноманiтнi та складнi для виявлення. Але iснують задачi, коли де-
фекти є очевиднi, простi, однаковi i для них достатньо застосувати традицiйнi
методи. Альтернативним варiантом до традицiйних методiв, є автоматизованi
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Таблиця 2.
Порiвняльний аналiз обчислювальних потужностей та архiтектури

Назва метода
Вiдеокарта для
обчислень

Алгоритм навчання

Методи глибинного
навчання

Так Backpropagation

Традицiйнi методи Нi вiдсутнiй
Автоматизованi

рiшення
Нi/Так ручна корекцiя

Таблиця 3.
Порiвняльний аналiз часу та коштiв для впровадження

Назва метода Швидкiсть розробки Кiлькiсть коштiв
Методи глибинного

навчання
Повiльно Середнiй рiвень

Традицiйнi методи Швидко Низький рiвень
Автоматизованi

рiшення
Не вимагає розробки Високий рiвень

рiшення. Це i є по факту тi ж алгоритми, але вже з iмплементацiєю та готов-
нiстю бути iнтегрованим в виробництво. Такi системи є дуже рiзними, деякi
з них навiть застосовують процес перенавчання системи (для покращення то-
чностi розпiзнавання) за допомогою ручної корекцiї. Вiдповiдно не потрiбно
витрачати час на побудову технологiї з нуля, але скорiше за все це коштувати-
ме значно дорожче. I найголовнiше, це дуже ризиковано, тому що незрозумiло
як якiсно дана система буде працювати на нових, небачених до цього, об’єктах.

Для розв’язання задачi розпiзнавання дефектiв першим кроком є зрозу-
мiти складнiсть визначення дефекту. Зазвичай, для початку проводиться ру-
чний огляд, який дає вiдповiдь на питання: “Чи можливо визначити дефект
людським оком?”. Якщо так, то далi потрiбно правильно розмiстити камеру
та почати збирати зображення з дефектними об’єктами. Часто розпочинають
розв’язок задачi використовуючи традицiйнi методи комп’ютерного зору. Це до-
зволяє встановити мiнiмальний порiг результату (baseline) з яким надалi будуть
порiвнюватися методи глибинного навчання. Коли дефектна область є складна
та рiзноманiтна однозначно методи глибинного навчання принесуть найкращий
результат. В таблицi наведено необхiдну кiлькiсть зображень в 100+ для тре-
нування першої iтерацiї алгоритму використовуючи технiку transfer learning —
коли ми беремо вже наперед натреновану нейронну мережу та модифiкуємо її
для нашого набору даних, тобто до нашої задачi. Детальний огляд як побу-
дувати з нуля технологiю визначення дефектiв на основi методiв глибинного
навчання наведено в [11].

6. Висновок. У роботi проведено огляд методiв глибинного навчання, а
саме нейронних мереж сегментацiї та детекцiї. Розглянуто приклад вхiдних да-
них та способи їх маркування. Проведено рiзностороннiй порiвняльний аналiз
наступних класiв методiв: методи глибинного навчання сегментацiї та детекцiї,
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традицiйнi методи комп’ютерного зору та автоматизованi рiшення. Наведено
аналiз ринку задачi виявлення дефектiв за допомогою iнтелектуальних методiв
аналiзу зображення.
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МЕТОД МОНIТОРИНГУ СТАНУ ФУНКЦIОНУВАННЯ
СИСТЕМИ УПРАВЛIННЯ ПОТОКАМИ ДАНИХ В МОБIЛЬНИХ
РАДIОМЕРЕЖАХ З ВИКОРИСТАННЯМ НЕЙРОННИХ МЕРЕЖ

В статтi розроблено метод монiторингу стану функцiонування системи управлi-
ння потоками даних в мобiльних радiомережах з використанням нейронних мереж
способом удосконалення iснуючого методу. Забезпечення ефективного управлiння мо-
бiльних радiомереж в умовах частої змiни обстановки можливе лише за наявностi
вузлової системи управлiння, здатної проводити монiторинг стану функцiонування
пiдсистеми управлiння потоками даних. Суть нового методу: полягає в удосконаленнi
iснуючого методу шляхом монiторингу стану функцiонування мобiльних радiомереж
з використанням нейронних мереж, розподiльчої iдентифiкацiї параметрiв порушень
стану функцiонування з проведенням вибору щодо застосування заходiв iз захисту
системи при статистичному описi мобiльних радiомереж та врахуванням множини
впливiв на неї на основi нейронних мереж. На вiдмiну вiд iснуючого методу, який
оцiнює рiвень функцiонування на основi повної вибiрки параметрiв порушень, якi
не враховують характеристичнi особливостi функцiонування мобiльних радiомереж,
шляхом послiдовного аналiзу процесу впливу порушень на iнформацiйну систему та
без можливостi пошуку нових типiв порушень та пiдбору управлiнських рiшень на-
правлених на пiдтримання рiвня функцiонування системи. Запропонований метод за-
безпечує оцiнку рiвня функцiонування мобiльних радiомереж на основi множини па-
раметрiв, якi вiдображають саме функцiонування елементiв мобiльних радiомереж з
функцiєю паралельно-розподiльчої iдентифiкацiї нових типiв порушень з використа-
нням нейронних мереж. Даний метод дозволить: зменшити час прийняття рiшення
щодо монiторингу стану функцiонування системи управлiння потоками даних в мо-
бiльних радiомережах, збiльшити точнiсть прийняття рiшення щодо монiторингу ста-
ну функцiонування системи управлiння потоками даних в мобiльних радiомережах,
при збереженнi повноти навчальної вибiрки запропонованого методу не нижчого, нiж
у iснуючого методу, за рахунок використання нейронних мереж, алгоритму розподiль-
чої iдентифiкацiї та iдентифiкацiї нових типiв порушень.

Ключовi слова: мобiльна радiомережа, монiторинг, стан функцiонування, система
управлiння потоками даних, управлiнське рiшення, нейронна мережа.

1. Вступ. Постановка проблеми. Динамiка розвитку та поширення мо-
бiльних радiомереж (МР), вимагає забезпечення постiйного контролю проце-
су функцiонування та коректного їх використання. Основними особливостями
побудови та застосування МР є: динамiчна змiна топологiї; децентралiзоване
управлiння; спiльний доступ елементiв мереж до середовища передачi iнфор-
мацiї; масштабованiсть мережi; необхiднiсть збору, обробки, зберiгання великої
кiлькостi iнформацiї щодо стану мережi в цiлому або елементiв мереж зокрема.
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Зазначенi особливостi МР обумовлюють множину вразливостей, якi можуть бу-
ти використанi з метою порушення рiвня стану функцiонування МР або здiйсне-
ння iнших дiй направлених на порушення властивостей комунiкацiйних систем,
ресурсiв та процесу функцiонування МР [1,2].

З метою забезпечення належного функцiонування МР та забезпечення яко-
стi обслуговування iнформацiйних ресурсiв МР, передбачена система управлi-
ння потоками даних (СУПД) у складi елементiв МР, вузлiв МР або системи
управлiння МР. Подiбна СУПД у своєму складi мiстить вiдповiднi пiдсисте-
ми: iдентифiкацiї, навчання, прогнозування, пiдтримки прийняття рiшень, мо-
нiторингу стану функцiонування, оцiнювання стану функцiонування МР тощо.
Реалiзацiя забезпечення процесу монiторингу стану функцiонування МР та ко-
ректнiсть функцiонування СУПД ґрунтується на основi застосування методiв
оцiнки стану функцiонування елементiв системи вiд порушень [2,3,4]. Данi ме-
тоди застосовуються з метою оцiнки стану функцiонування МР та встановлення
рiвня достатностi реалiзованих способiв, методiв та засобiв забезпечення нале-
жного рiвня функцiонування в МР [5,6].

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Робота подiбних методiв ви-
вчалася та була описана в роботах [2,7,8]. В цiлому вивчення, удосконалення та
розробка подiбних методiв сприятиме покращенню характеристичних особли-
востей та функцiональних можливостей елементiв, засобiв, компонентiв, мереж
зв’язку та покращенню характеристик та функцiональних особливостей засо-
бiв що застосовуються в МР та комплексах зв’язку. До таких засобiв зв’язку,
якi застосовуються при органiзацiї МР належать засоби: органiзацiї управлiн-
ня МР; монiторингу стану функцiонування СУПД в МР; органiзацiї взаємодiї
елементiв СУПД, вузлiв МР, тощо.

До подiбних засобiв зв’язку вiдносяться: Harris RF-7800V-HH, Aselsan PRC-
9661/VRC-9661, Elbit MCTR-7200 та iн. (таблицi 1).

Враховуючи характеристичнi особливостi даних засобiв та особливостi фун-
кцiонування МР, можливо дiйти висновку, що застосування цих засобiв може
дозволити пiдвищити стан функцiонування МР, ефективнiсть, оперативнiсть
та динамiчнiсть процесу управлiння СУПД, елементами МР, тощо. Однак ли-
шається питання своєчасностi прийняття управлiнського рiшення щодо фун-
кцiонування МР з модернiзацiєю процесу прийняття управлiнського рiшення,
яке основане на експертних, аналiтичних висновках, апаратним шляхом та з
дорученням пiдходiв якi є бiльш адекватними в сучасних умовах розвитку ко-
мунiкацiйних технологiй. Для отримання цього ефекту є потреба в розробцi
методу монiторингу стану функцiонування системи управлiння потоками да-
них в мобiльних радiомережах з використанням нейронних мереж.

Основними недолiками iснуючих методiв монiторингу стану функцiонування
систем управлiння є: не врахування особливостей функцiонування МР, громiзд-
ка та математично обтяжлива структура побудови, обмеженiсть застосування в
умовах непередбачуваної мережевої активностi, великий час та низька точнiсть
монiторингу, застосування експертної або аналiтичної оцiнки [4,9].

В наслiдок чого виникає необхiднiсть висування множини вимог до мето-
дiв монiторингу стану функцiонування системи управлiння потоками даних з
метою їх застосування в МР, а саме: застосування в середовищi яким характе-
ризується саме МР, збiльшення рiвня точностi рiвня монiторингу, збiльшення
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Таблиця 1.
Порiвняльна характеристика засобiв радiозв’язку

Характеристики
Harris

RF-7800V-HH
Aselsan PRC-9661

Elbit
MCTR-7200

MANET так так так
MESH так так так

IP-мережi так так так

Вид модуляцiї

SDR: AM/FM-
FSK/ASK-MELP
Voice, ASKData,

FSK/TCM

AM; FM; 16APSK,
8PSK, DQPSK,
TDMA; DSSS

FM(F3E),
AM (A3E),
BFSK,
DPSK,
GMSK

Дiапазон
частот МГц

30-108 30-512

NBWF:
30-512
WBWF:
225-512

Шифрування AES-256 AES-256 AES256
GPS так так так
USB так нi так
RS-232 так так так
Wi-Fi нi нi нi

Bluetooth нi нi нi
Ethernet так так так
AUDIO нi так нi

Вiдео H264 нi так так

рiвня швидкостi прийняття управлiнського рiшення, зменшення рiвня часу мо-
нiторингу, невелика математична та ресурсна обтяжливiсть, функцiонування
за умов нестiйкої кiлькостi обчислювальних ресурсiв, iнтелектуалiзацiя проце-
су прийняття рiшень.

У зв’язку з тим що система монiторингу стану функцiонування МР має
встановлювати змiни стану функцiонування МР, то сама система повинна вiд-
слiдковувати весь потiк даних, що циркулює мiж елементами СУПД, мережi та
в МР в цiлому. Для цього СУПД повинна здiйснювати функцiонування на всiх
рiвнях моделi OSI, забезпечуючи при цьому: контроль iнформацiйного потоку,
контроль з’єднань, контроль структури та вмiсту повiдомлень з пакетами [2,4].

Iснуючi системи монiторингу стану функцiонування передбачають прийня-
ття рiшень щодо встановлення порушення функцiонування на основi обробки
множини рiзнорiдних параметрiв даних. Порушення функцiонування в свою
чергу реалiзується рiзнонаправленими дiями. Iнформацiя, пiд час проходження
СУПД, аналiзується за вiдповiдними параметрами на предмет встановлення по-
рушень функцiонування. У результатi чого на виходi СУПД в МР з’являється
ознака рiшення щодо наявностi або вiдсутностi порушення або наявностi змiни
стану рiвня функцiонування МР [1,3].

В якостi навчальної множини iснуючi системи монiторингу використовують
конкретнi рiзновиди порушень, якi мiстяться у вiдповiднiй базi, серед яких мi-
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ститься два типи ознак [1,10]. Тобто на основi вхiдних параметрiв трафiка вiд-
бувається перевiрка на наявнiсть порушень функцiонування та маркування їх
як „порушення” або „не порушення”. Вирiшуючи задачу класифiкацiї порушень
система монiторингу ставить у вiдповiднiсть параметри мережевого трафiка,
який подiляються на вiдповiднi категорiї. Пiсля чого, вiдкласифiкованi пара-
метри вхiдних даних спiввiдносяться до множини управляючих рiшень щодо
варiантiв реагування на кожен окремий тип порушення. В наслiдок чого вста-
новлюється рiвень функцiонування МР.

Виходячи iз викладеного вище пропонується провести розробку методу мо-
нiторингу стану функцiонування системи управлiння потоками даних в мобiль-
них радiомережах з використанням нейронних мереж шляхом удосконалення
iснуючого аналiтичного методу монiторингу стану функцiонування з урахува-
нням вищезазначених вимог, з метою застосування методу в СУПД мобiльної
радiомережi.

Об’єктом розгляду статтi є процес забезпечення належного рiвня фун-
кцiонування елементiв управлiння потоками даних, передачi iнформацiї в МР
з заданою якiстю та в цiлому функцiонування МР.

Предметом дослiдження є метод монiторингу стану функцiонування си-
стеми управлiння потоками даних в мобiльних радiомережах з використанням
нейронних мереж.

Постановка задачi наукового дослiдження. Розглядається ситуацiя рiв-
ноймовiрного знаходження системи у станi протiкання порушень стану функцiо-
нування МР. В один i той же час вiдбуваються як порушення функцiонування
МР так i пошук варiантiв протидiй на можливi порушення. Також будується ба-
за з варiантами протидiй на множину можливих порушень. Так як кожен тип
порушень характеризує множину цiлей при їх проведеннi у МР, дiї яких на-
правленi на елементи МР або на МР в цiлому. Пiд час встановлення порушень
буде застосовуватись механiзм логiчного виводу для опису бази вхiдних пара-
метрiв з використанням нейронної мережi. На пiдставi спiвставлення вхiдних
параметрiв, у системi правил буде формуватись рiшення, щодо їх класифiкацiї.
Вихiдним значенням є: значення встановленого стану функцiонування та про-
аналiзованого стану МР у виглядi, або = 1 – „неконтрольований” вплив, або = 0,
„контрольований” вплив. Також на виходi отримуються параметри встановле-
ної поведiнки та пропозицiй для пiдсистеми реалiзацiї рiшень вiдносно варiантiв
реагування на встановлене порушення стану функцiонування.

Процес контролю роботи мережi зазвичай подiляють на два етапи – монiто-
ринг i аналiз. Монiторинг, являє собою процедуру збору первинних даних про
роботу мережi: статистики функцiонування елементiв мережi, кiлькiсть цир-
кулюючих в мережi даних i пакетiв, стан портiв концентраторiв, комутаторiв
i маршрутизаторiв, тощо. Завдання монiторингу може вирiшуватися програм-
ними i апаратними вимiрниками, тестерами, мережевими аналiзаторами, вбу-
дованими засобами монiторингу комунiкацiйних пристроїв, а також агентами
систем управлiння. Монiторинг продуктивностi на основi статистичних даних
дозволяє оцiнювати час та точнiсть прийняття рiшень, величину трафiка, а
також планувати побудову мережi.

Аналiз являє собою бiльш складний i iнтелектуальний процес осмислення
зiбраної на етапi монiторингу iнформацiї, зiставлення її з даними, отриманими
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ранiше, i вироблення припущень про можливi причини сповiльненої або нена-
дiйної роботи мережi. Завдання аналiзу вимагає бiльш активної участi людини
i використання таких складних засобiв, як експертнi системи, що акумулюють
практичний досвiд багатьох мережевих фахiвцiв. В свою чергу даний етап пе-
редбачає комбiнування методiв iнтелектуалiзацiї та експертних висновкiв.

У зв’язку з тим що процес вироблення припущень про можливi причини
сповiльненої або ненадiйної роботи мережi, на основi використання штучного
iнтелекту та експертiв, виходять за межi розгляду даної роботи тому доцiльним
буде проведення монiторингу стану функцiонування СУПД в МР (збору даних
про роботу мережi, статистики функцiонування елементiв мережi) з використа-
нням нейронних мереж.

Обмеження та допущення: Для iдентифiкацiї поведiнки розглянута шту-
чна множина порушенi, що є загрозами стану функцiонування МР. Пошукова
вибiрка порушень запропонованого методу обмежена кiлькiстю навчальної ви-
бiрки iснуючого методу. Передбачена можливiсть проведення навчання новим
типам поведiнки в ходi моделювання системи, за прикладом навчання нейрон-
них мереж. Кожна нова поведiнка фiксується як нове порушення. Процес по-
рушення є квазiстацiонарним на iнтервалi часу. При побудовi моделi доцiльно
врахувати характеристику iснуючих МР. Вважатимемо, що у складi кожної
МР функцiонує система управлiння (СУ), що складається з множини пiдси-
стем, якi виконують функцiї управлiння ресурсами вiдповiдно до рiвнiв моделi
OSI. Вказана СУ здатна проводити встановлення неточностi та неповноти да-
них вхiдного трафiка.

Необхiдно: розробити метод монiторингу стану функцiонування СУПД в
МР шляхом удосконалення iснуючого методу з урахуванням множини висуну-
тих вище вимог до розробляємого методу.

Суть розробки методу полягає в удосконаленнi iснуючого методу [12] шля-
хом монiторингу стану функцiонування МР з використанням нейронних мереж,
розподiльчої iдентифiкацiї параметрiв порушень стану функцiонування з про-
веденням вибору щодо застосування заходiв iз захисту системи при статисти-
чному описi МР та врахуванням множини впливiв на неї на основi нейронних
мереж.

2. Виклад основного матерiалу. Новий метод оцiнювання стану
функцiонування СУПД в МР з використанням нейронних мереж.

Монiторинг порушень стану функцiонування МР може вiдбуватись тiльки у
разi проведення iдентифiкацiї параметрiв порушень, якi реалiзуються множи-
ною рiзнонаправлених та рiзних за своїм змiстом порушень.

Тому проведемо iдентифiкацiю вхiдних даних (параметрiв даних) трафiка.
I. Пiд iдентифiкацiєю будемо розумiти знаходження моделi в оптимальному

станi. Побудова моделi вiдбувалася за результатами спостережень за вхiдними
та вихiдними змiнними об’єкта спостереження, а саме набором параметрiв тра-
фiка [8]. З урахуванням завдань видiляють наступнi типи iдентифiкацiї: стру-
ктурна iдентифiкацiя, яка дозволяє визначити форму моделi з деякого задано-
го класу функцiй; параметрична iдентифiкацiя, яка визначає параметри моделi
[2,4,13].

Однак виходячи iз поставленого завдання, щодо iдентифiкацiї вхiдних да-
них на основi параметрiв порушень, буде застосована саме параметрична iден-
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тифiкацiя. При параметричнiй iдентифiкацiї данi про об’єкт обробляються для
отримання про нього апостерiорної iнформацiї. При цьому оцiнюються параме-
три обраної моделi. Для iдентифiкацiї об’єкта довiльного порядку використову-
ється метод найменших квадратiв, що потребує мiнiмiзацiї середнього квадрата
неузгодженостi правої i лiвої частин рiвняння:

𝑆 =

𝑇∫︁
0

[︃
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 · 𝑦(𝑖)(𝑡)−
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗 · 𝑥(𝑗)(𝑡)

]︃2
𝑑𝑡→ min, (1)

де: 𝑦(𝑖), 𝑥(𝑗) – похiднi 𝑖-го i 𝑗-го порядку вiд функцiй вихiдного i вхiдного сигна-
лiв.

При побудовi моделi монiторингу стану функцiонування МР за експеримен-
тально отриманими даними поширеною є ситуацiя, для якої практично вся iн-
формацiя, що використовується обробником для розв’язання поставленого зав-
дання, обмежується вибiркою вихiдних даних. Тому для рiшення завдання па-
раметричної iдентифiкацiї використовують методи та пiдходи, орiєнтованi ви-
ключно на iнформацiю про невiдповiднiсть мiж виходами об’єкта та моделi.
Для рiшення задачi параметричної iдентифiкацiї застосуємо показники:

𝑄 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜀2𝑖 =
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑧𝑖 − 𝑓(𝑋𝑖, 𝐴))
2. (2)

Оцiнка дисперсiї помилки розраховується за формулою:

�̃�2
в
=

1

𝑛− 𝑙

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜀2𝑖 =
𝑆(𝑙)

𝑛− 𝑙
, (3)

де 𝑙 – кiлькiсть параметрiв регресiйної моделi, 𝑆(𝑙) – сума квадратiв невiдповiд-
ностi цiєї моделi.

II. Наступним кроком буде проведення монiторингу стану функцiонуван-
ня МР на основi iдентифiкованих даних та пошуку вiдповiдностi цих даних
множинi варiантiв впливу на порушення. У моделях якi характеризуються ди-
намiчною структурою побудови, до яких i належить МР стан функцiонування
являє собою часовий зрiз властивостi функцiонування iнформацiї i описується
значенням вiдповiдного показника в певний момент часу.

Процес монiторингу стану функцiонування 𝑥 i процес застосування засобiв
забезпечення функцiонування (ЗЗ) 𝑢 реалiзуються за крокам. На кожному 𝑛-
ому кроцi отримується деяка сукупнiсть даних про стан функцiонування систе-
ми 𝑥𝑛, яка залежить вiд реалiзованих варiантiв впливу на порушення функцiо-
нування 𝜆, що характеризують стан МР i впливають на вибiр використовуваних
захисних механiзмiв. Використовуючи отриманi i вже вiдомi вiдомостi про стан
функцiонування МР 𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1, . . . , приймається рiшення 𝑢𝑛 про застосування за-
собiв забезпечення функцiонування, яке може залежати i вiд ранiше прийня-
тих рiшень 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛−2. Якщо 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 то повна сукупнiсть даних про стан
системи 𝑥, рiшень про застосування ЗЗ 𝑢 та реалiзованi варiантiв впливу на
порушення функцiонування 𝜆 можна описати векторами:

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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𝑥 = 𝑋𝑁 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑁} , 𝑢 = 𝑈𝑁 = {𝑢1, . . . , 𝑢𝑁} , 𝜆 = Λ𝑁 = {𝜆1, . . . , 𝜆𝑁} . (4)

Величина середнього ризику виникнення порушень визначається виразом:

𝑅(𝜙) = 𝑅(𝛷𝑁) =𝑀 {g(𝑈𝑁 ,Λ𝑁 , 𝑋𝑁)} , (5)

де 𝛷𝑁 = (𝜙1, 𝜙2, . . . , 𝜙𝑁) – сукупнiсть частоти появи ймовiрностей, кожна з яких
задає правило прийняття ЗЗ на 𝑛-ому кроцi, а їх добуток – вирiшальне правило
в цiлому.

Нехай оптимальному правилу прийняття рiшення при реалiзованих ЗЗ вiд-
повiдає сукупнiсть 𝛷𝑁0 . Тодi мiнiмальний середнiй ризик виникнення порушень:

𝑅(𝛷𝑁0) = min
𝛷𝑁

𝑀 {g(𝑈𝑁 ,Λ𝑁 , 𝑋𝑁)} =

= min
(𝜙1,...,𝜙𝑁−1)

[︂
min
𝛷𝑁

𝑀 {g(𝑈𝑁 ,Λ𝑁 , 𝑋𝑁)|𝑋𝑁 , 𝑈𝑁}
]︂
. (6)

Частота появи ймовiрностi виникнення порушень 𝑝𝑛+1(𝑋𝑛+1|𝑋𝑛, 𝑈𝑛), визна-
чається через частоту 𝑝𝑛(𝑥𝑛|Λ𝑛, 𝑋𝑛−1, 𝑈𝑛−1) i 𝑝𝑛(𝜆𝑛|Λ𝑛,Λ𝑛−1, 𝑈𝑛−1) за звичайни-
ми правилами теорiї ймовiрностей.

На III кроцi буде проведено побудови нейронної мережi (НМ).
НМ це мережа де кожен нейрон з’єднаний з iншими компонентами вхiдно-

го вектору. НМ здатна функцiонувати в умовах перешкод, так як число класiв
порушень фiксовано, ваги модифiкуються повiльно, та настроювання ваг закiн-
чується пiсля навчання. НМ також дозволяє виявляти кластери в навчальних
даних та вiдносити даннi до тих або iнших кластерiв. Якщо пiсля навчання
мережа зустрiчається з набором даних, несхожим з вiдомими зразками, то во-
на не може класифiкувати такий набiр i тим самим завдяки вiдповiдностi ваг
виявляє його новизну.

Структурна схема НМ з монiторингу стану функцiонування СУПД в МР
зазначено на рис. 1.

Перший шар нейронних елементiв, призначений для розподiлу вхiдних си-
гналiв 𝑋𝑚 на нейрони шару мережi, в якостi яких виступають кiлькiсть пара-
метрiв мережевого з’єднання якi характернi функцiонуванню блокам СУПД,
𝑚 = 5.

Другий шар мережi складається з 𝑛 = 5 нейронiв, та вiдiграє ключову роль в
класифiкацiї даних i здiйснює кластерiзацiю вхiдного простору образiв за вище-
зазначеним пiдходом, в результатi чого утворюються кластери рiзних образiв,
кожному з яких вiдповiдає свiй нейронний елемент. Кiлькiсть нейронiв шару
дорiвнює – 𝑛𝐾 . Причому:

𝑛𝐾 = 𝑓 + 𝑙, (7)

де 𝑓 – кiлькiсть нейронiв шару, якi вiдповiдають категорiям порушень; 𝑙 – кiль-
кiсть нейронiв шару, якi вiдповiдають видам нормального з’єднання.

У зв’язку з тим, що в шарi НМ використовується подiл нейронiв, якi хара-
ктеризують або нормальне з’єднання, або порушення, то коректна класифiкацiя
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Рис. 1. Структурна схема НМ з монiторингу стану функцiонування ПУПД

вiдбувається, якщо при подачi на вхiд мережi параметрiв порушень перемож-
цем буде один з 𝑓 нейронiв шару, або, якщо при подачi на вхiд мережi параме-
трiв нормального з’єднання переможцем буде 𝑙 нейрон шару. В iнших випадках
вiдбувається некоректна класифiкацiя.

Навчання НМ буде складатись з двох етапiв:
– на початковому обирається велике значення швидкостi навчання та радi-
ус навчання, що дозволяє розташувати вектори нейронiв у вiдповiдностi з
розподiльним прийомом у виборцi.

– на заключному проводиться бiльш точне налаштування ваг, коли значення
параметрiв швидкостi навчання набагато менше початкових.
Навчання продовжуватиметься до тих пiр, поки похибка мережi при 𝑃 вхi-

дних векторах не стане найменшою величиною (𝜔𝑗 – вектор вагiв „нейрона-
переможця”).

𝐸 =
1

𝑃

𝑃∑︁
𝑖=1

||𝑥𝑖 − 𝜔𝑗||2. (8)

Пiсля надання рiвних можливостей для перемоги нейронiв, та пiдрахунку
похибки нейронний елемент переможець з номером 𝑘 визначатиметься:

𝑑𝑘 = min
𝑗
𝑑𝑗. (9)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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З метою перевiрки коректностi проведення класифiкацiї при визначеннi
„нейронiв-переможцiв”, вiдбувається визначення ваг нейронiв у областi класи-
фiкацiї за допомогою перевiрки наступних умов:

– якщо, у разi подачi на вхiд мережi нормального з’єднання переможцем
є один з 𝑙 нейронiв або при подачi на вхiд мережi аномального з’єднання пе-
реможцем є один з 𝑓 нейронiв мережi. То проводиться модифiкацiя вагових
коефiцiєнтiв „нейрона-переможця” у вiдповiдностi з виразом:

𝜔𝑚𝑘(𝑡+ 1) = 𝜔𝑚𝑘(𝑡) + 𝛾(𝑥𝑚 − 𝜔𝑚𝑘(𝑡)), (10)

де 𝛾 – параметр норми навчання, 𝑡 – номер iтерацiї навчання.
– якщо, у разi подачi на вхiд мережi нормального з’єднання переможцем

не є один з 𝑙 нейронiв або при подачi на вхiд мережi аномального з’єднання
переможцем не є один з 𝑓 нейронiв мережi. То проводиться модифiкацiя вагових
коефiцiєнтiв „нейрона-переможця” у вiдповiдностi з виразом:

𝜔𝑚𝑘(𝑡+ 1) = 𝜔𝑚𝑘(𝑡)− 𝛾(𝑥𝑚 − 𝜔𝑚𝑘(𝑡)). (11)

Третiй шар – являє собою процедуру збору ступенiв належностi вхiдних па-
раметрiв вiдповiдним нечiтким правилам та визначення переможного значення
рiвня вiдповiдностi {висока, низька}. Кiлькiсть нейронiв шару 𝑅𝑚 вiдповiдає
кiлькостi вхiдних значень (блокiв). Закiнчення нечiтких правил з визначенням
переможних термiв параметрiв направляються на нейрон четвертого шару. Пе-
реможний лiнгвiстичний терм параметру визначається, як оптимальне значення
переможних параметрiв або максимальних переможних значень:

𝑅𝑚 = 𝑜𝑝𝑡 {max𝜇𝐴𝑚 ;𝑥𝑚} . (12)

Четвертий шар складається з лiнiйного нейронного елемента
∑︀

– сумато-
ра якiй розташований у кожному аналiзаторi блока. Суматори при отриманнi
𝑌𝑛 = 1 або 𝑌𝑛 = 0 встановлюють „аномальне” або „нормальне” значення стану
функцiонування кожного окремого аналiзатора [14,15]. У результатi проходже-
ння НМ, на його виходi буде з’являтися вiдповiдне значення щодо визначення
рiвня функцiонування на кожному окремому блоцi СУПД та його класифiкацiї.

3. Висновки. Було розроблено метод монiторингу стану функцiонуван-
ня пiдсистеми управлiння потоками даних в мобiльних радiомережах способом
удосконалення iснуючого методу. Суть нового методу: полягає в удосконаленнi
iснуючого методу [12] шляхом монiторингу стану функцiонування МР з вико-
ристанням нейронних мереж, розподiльчої iдентифiкацiї параметрiв порушень
стану функцiонування з проведенням вибору щодо застосування заходiв iз за-
хисту системи при статистичному описi МР та врахуванням множини впливiв
на неї на основi нейронних мереж.

На вiдмiну вiд iснуючого методу, який оцiнює рiвень функцiонування на
основi повної вибiрки параметрiв порушень, шляхом послiдовного аналiзу про-
цесу впливу порушень на iнформацiйну систему, без можливостi пошуку нових
типiв порушень та пiдбору управлiнських рiшень направлених на пiдтримання
рiвня функцiонування системи, що призводить до зменшення рiвня точностi та
збiльшення часу прийняття рiшень, якi не враховують характеристичнi особли-
востi функцiонування МР. Запропонований метод забезпечує оцiнку рiвня фун-
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кцiонування МР на основi множини параметрiв, якi вiдображають саме фун-
кцiонування елементiв МР з функцiєю паралельно-розподiльчої iдентифiкацiї
нових типiв порушень з використанням НМ. Даний метод дозволить: зменшити
час прийняття рiшення щодо монiторингу стану функцiонування СУПД в МР,
збiльшити точнiсть прийняття рiшення щодо монiторингу стану функцiонува-
ння СУПД в МР, при збереженнi повноти навчальної вибiрки запропонованого
методу не нижчого, нiж у iснуючого методу, за рахунок використання нейрон-
них мереж, алгоритму розподiльчої iдентифiкацiї та iдентифiкацiї нових типiв
порушень.
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Salnyk S. V. Method of monitoring the state of functioning of the data �ow man-
agement system in mobile radio networks using neural networks.

The article develops a method for monitoring the functioning of the data flow control
system in mobile radio networks using neural networks in a way to improve the existing
method. To ensure effective management of mobile radio networks in conditions of frequent
changes in the environment is possible only with a node control system capable of mon-
itoring the functioning of the data flow management subsystem. The essence of the new
method: is to improve the existing method by monitoring the functioning of mobile radio
networks using neural networks, distributive identification of parameters of malfunctions
with the choice of measures to protect the system in the statistical description of mobile
radio networks and . Unlike the existing method, which assesses the level of functioning
on the basis of a full sample of parameters of violations that do not take into account the
characteristics of mobile radio networks, by consistent analysis of the impact of violations
on the information system and without the possibility of finding new types of violations.
system operation. The proposed method provides an assessment of the level of functioning
of mobile radio networks on the basis of many parameters that reflect the functioning of
elements of mobile radio networks with the function of parallel-distributive identification
of new types of violations using neural networks. This method will: reduce the time of
decision-making on monitoring the state of data flow management system in mobile radio
networks, increase the accuracy of decision-making on monitoring the state of data flow
management system in mobile radio networks, while maintaining the completeness of the
proposed sample method is not lower than the existing method, through the use of neural
networks, the algorithm of distributive identification and identification of new types of
violations.

Keywords: mobile radio network, monitoring, state of functioning, data flow management
system, management decision, neural network.
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НЕЧIТКI МНОЖИНИ ДРУГОГО РОДУ

Сучаснi iнформацiйнi системи широко впроваджуються в сферу управлiння в
соцiально-економiчних системах, як правило, використовують експертнi знання, на-
копиченi в рiзних сферах людської дiяльностi, що призводить до рiзного роду неви-
значеностей. При плануваннi нових проектiв аналiтики стикаються з проблемою не-
визначеностi, яка для кожної сфери проявляється по-рiзному. У загальному випадку,
невизначенiсть — нестача впевненостi, стан наявностi обмежених знань, де неможливо
точно описати майбутнiй результат або наявнiсть великого числа можливих резуль-
татiв. Побудова моделей прийняття рiшень для задач iз погано формалiзованою iн-
формацiєю можлива за допомогою використання теорiї нечiтких множин та побудови
нечiтких логiчних систем. Засобом для вирiшення вище описаних проблем можуть
виступити нечiткi множини другого порядку, якi i будуть бiльш детально описанi в
цiй статтi, оскiльки введення нечiткостi у функцiю належностi дозволяє наблизити
нечiтку модель до людського мислення та сприйняття.

Ключовi слова: система управлiння, нечiтка логiка, нечiтка множина, функцiя на-
лежностi, слiд невизначеностi.

1. Вступ. В умовах iнтенсивної iнформатизацiї суспiльства, iнформацiйнi те-
хнологiї широко впроваджуються в сферу управлiння в соцiально-економiчних
системах.

Будь-якому рiвню управлiння притаманнi задачi прийняття рiшень. Хоча
цi завдання можна подiлити за важливiстю, складнiстю, прiоритетнiстю, але
всi вони є вирiшальними для успiшного функцiонування соцiально-економiчних
об’єктiв.

Сучаснi iнформацiйнi системи, як правило, використовують знання, нако-
пиченi дослiдниками в рiзних сферах людської дiяльностi. Використання знань
експертiв у системах прийняття рiшень, як правило, призводить до появи рi-
зних типiв невизначеностей [1]. Одержуванi знання дуже часто мають вигляд
висловлювань людини, яка є фахiвцем у певнiй галузi i яка в своїх мiркуваннях
робить спробу кiлькiсно охарактеризувати якiснi поняття та вiдношення.

Нечiтка логiка дає можливiсть широкого використання експертних знань в
системах управлiння, що дозволяє формалiзувати якiснi, семантично розплив-
частi поняття та зв’язки. Невизначенiсть, яка присутня в задачах управлiння
дiяльнiстю будь-якого пiдприємства (фiрми, банку), характеризується розмитi-
стю думок i оцiнок експертiв, неповнотою i нечiткiстю iнформацiї про основнi
параметри та умови аналiзованої задачi. Ця невизначенiсть створюється як з
допомогою дiй iнших суб’єктiв економiки, якi переслiдують власнi iнтереси, так
i за рахунок неповноти наявної у пiдприємства iнформацiї про економiчну об-
становку, що склалася. Таким чином, вона призводить до значного пiдвищення
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складностi завдань управлiння дiяльнiстю пiдприємства та породжується без-
лiччю факторiв. Поєднання цих факторiв на практицi створює широкий спектр
рiзних видiв невизначеностi. Тому i виникає потреба використання методiв, якi
дозволяють використовувати розмитi значення показникiв.

2. Виклад основного матерiалу. Побудова моделей прийняття рiшень
для задач, якi є слабо формалiзованими та оперують експертною iнформацiєю,
можлива завдяки використанню теорiї нечiтких множин та побудови нечiтких
логiчних систем [2, 3].

Нечiткi системи мають низку переваг в порiвняннi з iншими. Однiєю з них
є можливiсть оперувати нечiткими вхiдними даними (значеннями, якi змiнюю-
ться з часом, або значеннями, якi не можуть бути заданi однозначно). Також,
зявляється можливiсть нечiткої формалiзацiї критерiїв оцiнювання та порiвня-
ння (оперуючи такими критерiями, як «бiльшiсть», «можливо», «переважно»,
. . . ). Оперування не тiльки даними, але i ступенем їх достовiрностi. Нечiткi си-
стеми дають можливiсть швидкого моделювання складних динамiчних систем
та їх порiвняння iз заданим ступенем точностi.

Для формалiзацiї знань, якi отримують вiд експерта чи групи експертiв, за
допомогою нечiтких множин, необхiднi процедури побудови вiдповiдних фун-
кцiй належностi. Цi процедури є найважливiшим етапом у задачах прийняття
рiшень, тому що якiсть рiшень залежить вiд того, наскiльки адекватно побудо-
вана функцiя належностi вiдображає знання експерта або експертiв. Викори-
стання апарату теорiї нечiтких множин для автоматичної формалiзацiї знань
ставить перед дослiдником завдання вибору типу нечiткої множини для побу-
дови функцiй належностi та нечiткої моделi, яка вiдповiдатиме обраному типу
нечiткої множини.

Питання побудови функцiй належностi є одним iз основних у нечiткiй логi-
цi, якому присвятили свої працi багато вчених, починаючи з засновника цього
напряму науки Л. Заде. У теорiї нечiтких множин функцiя належностi вiдiграє
значну роль, оскiльки вона є основною характеристикою нечiткого об’єкта, i
всi дiї з нечiткими об’єктами виконуються через операцiї з їх функцiями нале-
жностi. Визначення функцiї належностi — це перша i дуже важлива стадiя, що
дозволяє потiм оперувати з нечiткими множинами. Як правило, функцiя нале-
жностi будується або на основi статистичної iнформацiї, або за участю експерта
(групи експертiв). У першому випадку функцiя належностi повинна мати часто-
тну iнтерпретацiю, у другому випадку ступiнь належностi приблизно дорiвнює
iнтенсивностi прояву деякої властивостi.

Залежно вiд ступеня нечiткостi нечiтких множин, який враховується при
побудовi нечiткої моделi, розрiзняють нечiткi моделi типу 1, загальнi моделi
типу 2 та iнтервальнi типу 2 [3].

Нечiткi моделi типу 1, якi базуються на нечiтких множинах першого поряд-
ку, використовують функцiї належностi з чiткими значеннями ступенiв нале-
жностi i дають на виходi лише чiтке (точкове) значення.

Для вирiшення конкретних практичних проблем Лотфi Заде запропонував
зручну iнтерпретацiю нечiткої множини типу 1:

𝐴 = {(𝑥, 𝜇𝐴(𝑥) ) |𝑥 ∈ 𝑋, 0 ≤ 𝜇𝐴(𝑥) ≤ 1}

де 𝑋 – унiверсальна множина, а 𝜇𝐴(𝑥) – функцiя належностi елемента 𝑥 мно-
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жинi 𝐴, яка є пiдмножиною унiверсальної множини.
На основi нечiтких множин першого порядку розроблено рiзнi моделi та

алгоритми прийняття рiшень в умовах невизначеностi, зокрема модель оцiнки
ефективностi iнвестицiйних проектiв [4]. Аналiз таких методiв i моделей пока-
зує, що досить часто вони не забезпечують отримання повнiстю достовiрних
рiшень з огляду на недостатньо обгрунтований вибiр параметрiв моделювання,
а пошук ефективних рiшень супроводжується значними тимчасовими витра-
тами через необхiднiсть виконання багаторазових реалiзацiй використовуваних
методiв, моделей i алгоритмiв з метою вибору оптимальних параметрiв

Нечiткi загальнi та iнтервальнi моделi типу-2 базуються на нечiтких мно-
жинах другого порядку.

Поняття нечiтких множин другого порядку (fuzzy sets type-2) було дано
основоположником нечiткої логiки Л. Заде в 1975 р. Пiд нечiткими множинами
другого порядку розумiлися «нечiткi» множини, у яких ступiнь належностi —
це нечiтка множина першого порядку.

У роботi [5] Мендель i Джохан запропонували зручне для практичного за-
стосування визначення нечiткої множини другого порядку:

𝐴 = {((𝑥, 𝑢) , 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)) |∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑢 ∈ 𝐽𝑥 ⊆ [0, 1]}

де 𝑋 — унiверсальна множина, а 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢) — множина функцiй належностi, що
характеризують ступiнь належностi елементiв 𝑥 (третiй вимiр, що характеризує
вторинну функцiю приналежностi) множинi 𝐴.

Якщо 𝐴 неперервна, це можна представити так:

𝐴 =

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁∫︁
𝑥∈𝑋

⎡⎢⎣ ∫︁∫︁
𝑢∈𝐽𝑥⊆[0,1]

𝑓𝑥(𝑢)/𝑢

⎤⎥⎦ /𝑥
⎫⎪⎬⎪⎭

де
∫︀∫︀

позначає об’єднання 𝑥 i 𝑢.
Якщо 𝐴 дискретна, то для представлення використовується формула:

𝐴 =

{︃∑︁
𝑥∈𝑋

𝜇𝐴(𝑥)/𝑥

}︃
=

{︃
𝑁∑︁
𝑖=1

[︃
𝑀1∑︁
𝑘=1

𝑓𝑥𝑖(𝑢𝑖𝑘)/𝑢𝑖𝑘

]︃
/𝑥𝑖

}︃

де
∑︀∑︀

позначає об’єднання 𝑥 i 𝑢.
Розрiзняють загальнi та iнтервальнi нечiткi множини другого порядку. Осо-

бливостi кожного виду будуть розглянутi нижче.
Наприкiнцi двадцятого столiття в [6] було дано опис нечiткої множини дру-

гого порядку з використанням нижньої та верхньої функцiй належностi
(memebership function, MF). Кожна з цих функцiй може бути представлена у
виглядi нечiткої множини першого порядку. Iнтервал мiж цими двома функцi-
ями є слiд невизначеностi (footprint of uncertainly, FOU) [5], який i є головною
характеристикою нечiткої множини другого порядку (НМ-2). Слiд невизначе-
ностi — це розмивання функцiї належностi першого порядку, який повнiстю
описується двома її обмежуючими функцiями: нижньою функцiєю належностi
(НФН – LMF) та верхньою функцiєю належностi (ВФН – UMF), кожна з яких
є нечiткою множиною першого порядку (НМ-1) (рис. 1).
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Рис. 1. Функцiя належностi типу-2.

Введення нечiткостi у функцiю належностi дозволяє наблизити нечiтку мо-
дель до людського мислення та сприйняття. Люди по-рiзному сприймають ре-
альнiсть; те саме слово може мати рiзне значення для рiзних людей. Особливо
це стосується висловлювань для оцiнювання. Тому необхiдно виключити одно-
значну вiдповiднiсть значення ступеня функцiї належностi за рахунок зняття
обмежень при заданнi ступеню невизначеностi кожного значення iнтервалу. При
заданнi експертом ступенiв належностi таким чином зменшується ризик нако-
пичення помилок через невключення сумнiвних точок, якi розташованi бiля
границь функцiї.

Одним iз основних завдань є визначення величини слiду невизначеностi,
оскiльки це впливає на точнiсть моделi та час виконання розрахункiв
комп’ютерною системою. Очевидно, що розмiр слiду невизначеностi залежить
вiд типу застосованих функцiй належностi.

Функцiя належностi загальної нечiткої множини другого порядку представ-
лена в 3-вимiрнiй моделi на рисунку 2, де третiм вимiром функцiї належностi
в кожнiй точцi 2-мiрної областi є так званий слiд невизначеностi (FOU).

Рис. 2. Слiд невизначеностi нечiткої множини типу 2.

Слiд невизначеностi — це розмивання функцiї належностi першого порядку,
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який повнiстю описується двома її обмежуючими функцiями (рис. 1): нижньою
функцiєю належностi (LMF) i верхньою функцiєю належностi (UMF), кожна з
яких є нечiткою множиною першого порядку.

Теоретично вибiр типу функцiї належностi необмежений. Можливе викори-
стання будь-якої функцiї. Однак найбiльш часто використовуваними функцiя-
ми належностi для нечiтких множин типу 2 є: гауссовi, трикутнi, трапецiєвиднi
та дзвiноподiбнi.

Також розрiзняють невизначеностi рiзних типiв при побудовi функцiй на-
лежностi в нечiтких системах, а саме iнтраневизначенiсть та iнтерневизначе-
нiсть. Iнтраневизначенiсть виникає внаслiдок недостатньої кiлькостi знань або
нечiткої оцiнки експерта. Iнтерневизначенiсть виникає внаслiдок рiзних оцiнок
декiлькох експертiв. Iнтраневизначенiсть можна описати за допомогою нечi-
ткої множини другого порядку, а iнтерневизначенiсть — об’єднанням декiлькох
НМ-2. [7].

Нечiткi множини другого порядку характеризуються розмитiстю меж фун-
кцiї належностi (ФН) i способом розподiлу ступенiв належностi значенням ар-
гументiв. Розмиття меж є першим кроком у переходi вiд нечiтких множин типу
1 до нечiтких множин типу 2. На другому етапi потрiбно вибрати тип функцiї
належностi, як ми робимо для нечiтких множин типу 1.

Розрiзняють два рiзновиди ФН-2. Якщо для будь-якого значення аргументу
iз унiверсуму на всьому iнтервалi, вiд нижнього ступеня належностi до верх-
нього, значення ФН-2 незмiнне, тодi цей вид ФН-2 – унiфiкований (однорiдний).
Нечiтка множина з таким рiзновидом ФН-2 називається iнтервальною нечiткою
множиною другого порядку (IНМТ-2).

Iнтервальнi нечiткi моделi типу 2 використовують функцiї належностi, що
будуються на основi нечiтких множин з iнтервальними значеннями ступенiв
належностi (рис. 3), де:
𝑥 – первинна змiнна;
𝐽𝑥′ – первинна функцiя належностi;
𝑢 – вторинна змiнна;
𝜇𝐴(𝑥

′) – вторинна функцiя належностi.

Рис. 3. Iнтервальна нечiтка множина другого порядку.

Цi моделi, на вiдмiну вiд нечiтких моделей типу 1, дають на виходi точковi та
iнтервальнi значення. Вони достатньо ефективно обробляють рiзнi види неви-
значеностей та потребують iстотно менше обчислювальних затрат, нiж загальнi
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нечiткi моделi типу 2. Наприклад, у працях [6–8] наведенi приклади використа-
ння iнтервальних функцiй належностi для розв’язання прикладних задач.

Якщо для будь-якого значення аргументу з унiверсуму на вказаному iн-
тервалi значення ФН-2 змiнюється, то нечiтка множина з таким типом ФН-2
називається нечiткою множиною другого порядку загального вигляду.

Функцiю належностi другого порядку в загальному (неоднорiдному) виглядi
можна задати за допомогою:
– характеристики типу 1 (первинна змiнна та функцiя належностi);
– характеристики типу 2 (вторинна змiнна та функцiя належностi).
Характеристики типу 2 задають параметри вертикального перерiзу функцiї

належностi другого порядку (рис. 4).

Рис. 4. Загальна нечiтка множина другого порядку.

На рисунку 4 показано основнi характеристики функцiї належностi другого
порядку в загальному (неоднорiдному) виглядi:
𝑥 – первинна змiнна;
𝐽𝑥′ – первинна функцiя належностi;
𝑢 – вторинна змiнна;
𝜇𝐴(𝑥

′) – вторинна функцiя належностi.
Неоднорiдний тип функцiї належностi другого порядку використовується

не дуже часто через дорогi обчислення, хоча вiн має велику кiлькiсть ступенiв
свободи. Тому експертнi системи здебiльшого базуються на iнтервальному типi
нечiтких множин другого порядку. Вони дозволяють використовувати всi засо-
би iнтервальних обчислень i мають широкий спектр практичного застосування.

3. Висновки. Актуальними в сучасних умовах стають системи управлiння,
якi здатнi ефективно моделювати та вiдображати процеси та об’єкти, що мають
великий вплив на досягнення цiлей управлiння.

На основi методiв нечiткої логiки можна проектувати автоматизованi си-
стеми керування, якi здатнi ефективно функцiонувати за наявностi iнформацiї
про об’єкт керування, яка має якiсний характер. Тому при розробцi складних
для формалiзацiї систем управлiння доцiльно застосовувати моделi та методи,
заснованi на принципах нечiткої логiки.

При математичному моделюваннi невизначеностi велике теоретичне i пра-
ктичне значення має теорiя нечiтких множин. Пiд нечiткими системами в основ-
ному розумiють нечiткi системи управлiння. Залежнiсть мiж вхiдними та ви-
хiдними змiнними системами може мати нелiнiйний характер, заздалегiдь не
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вiдомий. Нечiткi системи дозволяють дати правильну апроксимацiю для широ-
кого класу таких залежностей. Зрозумiло, що унiверсальними апроксиматорами
є i нечiткi системи типу 2, оскiльки це бiльш широкий клас систем, нiж нечi-
ткi системи типу 1. Розвиток теорiї нечiтких систем типу 2 i застосування цiєї
теорiї є перспективним науковим напрямом.
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Sharkadi M. M. Fuzzy Sets of the Second Kind.

Modern information systems are widely introduced into the sphere of management in
socio-economic systems, as a rule, use expert knowledge accumulated in various spheres of
human activity, which leads to various kinds of uncertainties. When planning new projects,
analysts are faced with the problem of uncertainty, which manifests itself differently for
each area. In general, uncertainty is a lack of confidence, a state of limited knowledge,
where it is impossible to accurately describe the future result or the presence of a large
number of possible results. Building decision-making models for problems with poorly
formalized information is possible through the use of fuzzy set theory and the construction
of fuzzy logical systems. The means to solve the problems described above can be fuzzy
sets of the second order, which will be described in more detail in this article, since the
introduction of fuzziness into the membership function allows us to bring a fuzzy model
closer to human thinking and perception.

Keywords: management system, fuzzy logic, fuzzy set, membership function, footprint
of uncertainty.
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з мiжнародними стандартами (APA).
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