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ПРО ЗВЕДЕННЯ ОДНОГО КЛАСУ СИСТЕМ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДО 𝐿-ДIАГОНАЛЬНОГО

ВИГЛЯДУ

Дана стаття присвячена асимптотичному iнтегруванню систем диференцiальних
рiвнянь, що є лiнiйним розширенням динамiчної системи на торi. Основи цiєї теорiї
були розробленi А. М. Самойленком.

Було дослiджено задачу зведення одного класу систем диференцiальних рiвнянь,
визначених у прямому добутку 𝑚-вимiрного тора T𝑚 i 𝑛-вимiрного евклiдового про-
стору 𝐸𝑛 до 𝐿-дiагонального вигляду. Сформульовано та доведено достатнi умови
зведення одного класу лiнiйних розширень динамiчної системи на торi, що має специ-
фiчнi властивостi в 𝜔-граничнiй множинi Ω, до 𝐿-дiагонального вигляду.

Ключовi слова: 𝑚-вимiрний тор, 𝑛-вимiрний Евклiдiв простiр, 𝜔-гранична мно-
жина, розширення динамiчної системи на торi, 𝐿-дiагональна система, асимптотика
розв’язкiв.

1. Вступ. Теорiя розширень систем динамiчних рiвнянь на торi [1] є важливим
роздiлом теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, який iнтенсивно розвива-
ється та має важливе прикладне застосування до рiзноманiтних задач науки та
технiки. Дана теорiя описує процеси, що носять коливний характер. Основи цiєї
теорiї були розробленi А. М. Самойленком i узагальнено в працях [1] i [2].

Дана стаття присвячена дослiдженню асимптотицi розв’язкiв одного класу
систем диференцiальних рiвнянь, визначених у просторi T𝑚 × 𝑅𝑛. Розглянуто

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 43, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)
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питання зведення одного класу розширень динамiчних систем на торi до 𝐿-
дiагонального вигляду.

Питання зведення систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь до 𝐿-дiагональ-
ного вигляду розглянуто в працi [3], найпростiшi з випадкiв були сформульованi
ще ранiше у роботах Н. Левiнсоном [4].

Дослiдженню поведiнки розв’язку 𝐿-дiагональних систем присвячено ряд
робiт таких математикiв, якШпет i Перон у випадку, коли дiагональна матриця
є сталою та Рапопорт [3] i Н. Левiнсон [4], при змiннiй дiагональнiй матрицi. До-
слiдженню поведiнки розв’язку 𝐿-дiагональних систем, що є лiнiйним розшире-
нням динамiчних систем на торi, та зведення такої системи до 𝐿-дiагонального
вигляду присвячена робота [5].

2. Постановка задачi та формулювання основного результату. Роз-
глянемо лiнiйне розширення динамiчної системи на торi

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑥̇ = 𝐴(𝜙)𝑥, (1)

де 𝑎(𝜙), 𝐴(𝜙) ∈ 𝐶(T𝑚), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛.
Позначимо через 𝜙𝑡(𝜙) — розв’язок першого iз рiвнянь системи (1) такий,

що 𝜙0(𝜙) = 𝜙, а через Ω𝜙 — 𝜔-граничну множину цього розв’язку. Об’єднання
𝜔-граничних множин для всiх 𝜙 ∈ T𝑚 позначимо

Ω =
⋃︁
𝜙∈T𝑚

Ω𝜙.

Лема.[6] Для будь-якого фiксованого околу 𝑈(Ω) множини Ω знайдеться
момент часу 𝑇 такий, що для всiх 𝑡 ≥ 𝑇 i всiх 𝜙 ∈ T𝑚 𝜙𝑡(𝜙) ∈ 𝑈(Ω).

Позначимо через 𝐶 ′(T𝑚) пiдпростiр простору неперервних функцiй 𝐶(T𝑚),
який складається з таких функцiй 𝑢, що 𝑢̇(𝜙𝑡(𝜙)) має по 𝑡 неперервнi похiднi
такi, що 𝑑

𝑑𝑡
𝑢(𝜙𝑡(𝜙)) = 𝑢̇(𝜙) для всiх 𝑡 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ T𝑚 i деякої функцiї 𝑢(𝜙) ∈ 𝐶(T𝑚).

Систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑦̇ = [Λ(𝜙) +𝑄(𝜙)]𝑦, (2)

де 𝑎(𝜙) ∈ 𝐶(T𝑚)— вектор-функцiя,𝑄(𝜙)— деяка матрична функцiя, абсолютно
iнтегровна на промiжку [0,∞) вздовж кожного розв’язку 𝜙𝑡(𝜙), 𝜙 ∈ T𝑚 першого
iз рiвнянь системи (2), тобто

∞∫︁
0

‖𝑄(𝜙𝑡(𝜙))‖ 𝑑𝑡 <∞

а Λ(𝜙) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1(𝜙), 𝜆2(𝜙), ..., 𝜆𝑛(𝜙)) ∈ 𝐶(T𝑚)– дiагональна матриця, по ана-
логiї з [4] називатимемо 𝐿-дiагональною. Вважатимемо, що дiагональнi еле-
менти 𝜆𝑗(𝜙) (𝑗 = 1, 𝑛) матрицi Λ(𝜙) асимптотично роздiленi, тобто величина
Re(𝜆𝑗(𝜙) − 𝜆𝜈(𝜙)), 𝑗 ̸= 𝜈, не змiнює знаку при 𝜙 ∈ Ω. Асимптотицi розв’язкiв
систем диференцiальних рiвнянь вигляду (2) присвячена робота [5].

Наведемо деякi випадки зведення системи вигляду (1) до 𝐿-дiагонального
вигляду (2).

Теорема 1. Нехай матриця 𝐴(𝜙) задовольняє наступнi умови:

Роздiл 1: Математика i статистика
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∙ iснує

lim
𝑡→∞

𝐴(𝜙𝑡(𝜙)) = 𝐴 (3)

для всiх 𝜙 ∈ T𝑚 i всi власнi числа граничної матрицi 𝐴 рiзнi;

∙ матриця

𝐷(𝜙) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜕𝐴(𝜙)

𝜕𝜙𝑗
𝑎𝑗(𝜙),

абсолютно iнтегровна на [0,∞) вздовж кожної iнтегральної кривої 𝜙𝑡(𝜙),
тобто

∞∫︁
0

‖𝐷(𝜙𝑡(𝜙))‖ 𝑑𝑡 <∞,

рiвномiрно по 𝜙 ∈ T𝑚. Тодi в деякому околi 𝑈(Ω) множини Ω систе-
ма (1) за допомогою лiнiйного перетворення 𝑥 = 𝑆(𝜙)𝑦 зводиться до 𝐿-
дiагонального вигляду

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑦̇ = [Λ(𝜙) +𝑄(𝜙)]𝑦,

де Λ(𝜙) ∈ 𝐶 ′(𝑈(Ω)), Λ(𝜙) — дiагональна матриця, дiагональнi елементи якої є
власними значеннями матрицi 𝐴(𝜙), 𝐶(𝑈(Ω)) ϶ 𝑄(𝜙) — абсолютно iнтегровна
на [𝑇,∞) матрична функцiя вздовж траєкторiй 𝜙𝑡(𝜙).

Доведення. Нехай 𝑆(𝜙) — регулярна в 𝑈(Ω) матриця, що приводить ма-
трицю 𝐴(𝜙) до дiагонального вигляду в 𝑈(Ω), тобто

𝑆−1(𝜙)𝐴(𝜙)𝑆(𝜙) = Λ(𝜙), 𝜙 ∈ 𝑈(Ω).

Згiдно з [6], враховуючи умови теореми, в деякому околi 𝑈(Ω) множини Ω
iснує неперервна, обмежена матриця 𝑆(𝜙) з неперервною, обмеженою оберне-
ною матрицею 𝑆−1(𝜙), причому матрицi 𝑆(𝜙), 𝑆−1(𝜙) неперервно диференцi-
йовнi по 𝜙 ∈ 𝑈(Ω) i матрицi

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜕𝑆(𝜙)

𝜕𝜙𝑗
𝑎𝑗(𝜙),

i
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜕𝑆−1(𝜙)

𝜕𝜙𝑗
𝑎𝑗(𝜙),

абсолютно iнтегровнi вздовж будь-якої траєкторiї 𝜙𝑡(𝜙) рiвномiрно по 𝜙 ∈ T𝑚

на промiжку [𝑇,∞).
Проведемо в системi (1) замiну:

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑆(𝜙)𝑦̇ + 𝑆̇(𝜙)𝑦 = 𝐴(𝜙)𝑆(𝜙)𝑦,

або ж
𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑦̇ = [Λ(𝜙) +𝑄(𝜙)]𝑦,
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де Λ(𝜙) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1(𝜙), 𝜆2(𝜙), . . . 𝜆𝑛(𝜙)) — дiагональна матриця, а 𝑄(𝜙) =
= −𝑆−1(𝜙)𝑆̇(𝜙), 𝜙 ∈ 𝑈(Ω). Оскiльки 𝑆(𝜙) i 𝑆−1(𝜙) обмеженi, то з останньої
рiвностi випливає, що iснує така додатна стала 𝑎1, що

‖𝑄(𝜙)‖ ≤ 𝑎1

⃦⃦⃦
𝑆̇(𝜙)

⃦⃦⃦
, 𝜙 ∈ 𝑈(Ω).

Якщо матриця𝐷(𝜙) абсолютно iнтегровна на [0,∞) вздовж траєкторiй 𝜙𝑡(𝜙),
то 𝑆̇(𝜙) буде абсолютно iнтегровною вздовж кожної траєкторiї 𝜙𝑡(𝜙) на промiж-
ку [𝑇,∞) такому, що 𝜙𝑡(𝜙) ∈ 𝑈(Ω) для всiх 𝜙 ∈ T𝑚, а тому

∞∫︁
𝑇

‖𝑄(𝜙𝑡(𝜙))‖ 𝑑𝑡 ≤ 𝑎1

∞∫︁
𝑇

⃦⃦⃦
𝑆̇(𝜙𝑡(𝜙))

⃦⃦⃦
𝑑𝑡 <∞,

тобто 𝑄(𝜙) абсолютно iнтегровна на промiжку [𝑇,∞) вздовж траєкторiй 𝜙𝑡(𝜙).
Теорему доведено.

Вiдомо [5], що система (1) за виконання умов теореми має фундаментальну
систему розв’язкiв

𝑥𝑗(𝑡, 𝜙) = 𝑒

𝑡∫︀
𝑇

𝜆𝑗(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠

(𝑒𝑗 + 𝜂𝑗(𝑡, 𝜙)), (𝑗 = 1, 𝑛; 𝑡 ≥ 𝑇 ),

де ‖𝜂𝑗(𝑡, 𝜙)‖ → 0, коли 𝑡→ ∞.
Приклад. Застосуємо вищевикладенi мiркування до наступної системи

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑥̈+ 𝑝2(𝜙)𝑥 = 0, (4)

де 𝑎(𝜙) ∈ 𝐶 ′(T𝑚), 𝑝(𝜙) — додатна неперервно диференцiйовна 2𝜋-перiодична по
𝜙 функцiя.

Систему (4) можна записати у виглядi:

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑥̇ = 𝑦, 𝑦̇ = −𝑝2(𝜙)𝑥, (5)

або ж

𝜙̇ = 𝑎(𝜙),
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑥
𝑦

)︂
=

(︂
0 1

−𝑝2(𝜙) 0

)︂(︂
𝑥
𝑦

)︂
.

Безпосереднi пiдрахунки показують, що матриця 𝑆 =

(︂
1 1

𝑝 (𝜙) 𝑖 −𝑝 (𝜙) 𝑖

)︂
приводить матрицю

(︂
0 1

−𝑝2(𝜙) 0

)︂
до дiагонального вигляду

− 1

2𝑝(𝜙)𝑖

(︂
−𝑝(𝜙)𝑖 −1
−𝑝(𝜙)𝑖 1

)︂ (︂
0 1

−𝑝2(𝜙) 0

)︂ (︂
1 1

𝑝(𝜙)𝑖 −𝑝(𝜙)𝑖

)︂
=

(︂
𝑝(𝜙)𝑖 0
0 −𝑝(𝜙)𝑖

)︂
.

Тому вихiдну систему, зробивши в нiй замiну(︂
𝑥
𝑦

)︂
=

(︂
1 1

𝑝 (𝜙) 𝑖 −𝑝 (𝜙) 𝑖

)︂(︂
𝑥1
𝑦1

)︂
,

Роздiл 1: Математика i статистика
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зводимо до системи

𝜙̇ = 𝑎(𝜙),
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑥1
𝑦1

)︂
=

(︂
𝑝(𝜙)𝑖 0
0 −𝑝(𝜙)𝑖

)︂(︂
𝑥1
𝑦

1

)︂
+
𝑝̇(𝜙)

2𝑝(𝜙)

(︂
−1 1
1 −1

)︂(︂
𝑥1
𝑦1

)︂
.

яка є 𝐿-дiагональною, причому величина Re(𝜆1(𝜙) − 𝜆2(𝜙)) = Re(2𝑝(𝜙)𝑖) = 0,
тобто не змiнює знак. Якщо 𝑝̇(𝜙𝑡(𝜙)) абсолютно iнтегровна на промiжку [0,∞)
для будь-якої траєкторiї 𝜙𝑡(𝜙), то для фундаментальної матрицi справедлива
асимптотична формула

𝑌 (𝑡, 𝜙) =

⎛⎜⎝ 𝑒
𝑖

𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀1(𝑡, 𝜙) 𝜀2(𝑡, 𝜙)

𝜀3(𝑡, 𝜙) 𝑒
−𝑖

𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀4(𝑡, 𝜙)

⎞⎟⎠ ,

де 𝜀𝜈(𝑡, 𝜙) → 0 при 𝑡→ ∞,(𝜈 = 1, 4).
Повертаючись до вихiдних змiнних 𝑥 i 𝑦 для системи (5) дiстанемо фунда-

ментальну матрицю

𝑋̃(𝑡, 𝜙) =

(︂
1 1

𝑝 (𝜙) 𝑖 −𝑝 (𝜙) 𝑖

)︂
· 𝑌 (𝑡, 𝜙) =

=

⎛⎜⎝ 𝑒
𝑖

𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀1(𝑡, 𝜙) 𝑒

−𝑖
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀2(𝑡, 𝜙)

𝑝 (𝜙) 𝑖 · 𝑒
𝑖

𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀3(𝑡, 𝜙) −𝑝 (𝜙) 𝑖 · 𝑒

−𝑖
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀4(𝑡, 𝜙)

⎞⎟⎠ ,

де 𝜀𝜈(𝑡, 𝜙) → 0, при 𝜈 = 1, 2, 3, 4.
Покладаючи

𝑋̃(𝑡, 𝜙)

(︂
1
2

1
2𝑖

1
2

− 1
2𝑖

)︂
= 𝑋(𝑡, 𝜙),

дiстанемо дiйсну фундаментальну матрицю

𝑋(𝑡, 𝜙) =

⎛⎜⎜⎝ cos
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠+ 𝜂1(𝑡, 𝜙) sin
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠+ 𝜂2(𝑡, 𝜙)

−𝑝 (𝜙) sin
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠+ 𝜂3(𝑡, 𝜙) 𝑝 (𝜙) cos
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠+ 𝜂4(𝑡, 𝜙)

⎞⎟⎟⎠ ,

де 𝜂𝑗(𝑡, 𝜙) → 0, 𝑗 = 1, 2, 3, 4 при 𝑡→ ∞.
Таким чином, вихiдне рiвняння (4) при 𝑡 → ∞ має загальний розв’язок

асимптотичного вигляду

𝑥(𝑡, 𝜙) = 𝐶1 cos

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠

⎞⎠+ 𝐶2 sin

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠

⎞⎠+ 𝜂(𝑡, 𝜙),

де 𝐶1 i 𝐶2 — довiльнi сталi, 𝜂(𝑡, 𝜙) i 𝑑𝜂(𝑡,𝜙)
𝑑𝑡

→ 0, при 𝑡→ ∞.
Як приклад наведемо аналог рiвняння Матьє

𝜙̇ = sin𝜙, 𝑥̈+ (𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙)𝑥 = 0.
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Це рiвняння вигляду (4), у якому 𝑎(𝜙) = sin𝜙, де 𝜙 — кутова координата на
одиничному колi i 𝑝2(𝜙) = 𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙, 𝑎 > 2ℎ2.

𝑝̇

2𝑝
=

4ℎ2 sin 2𝜙

4𝑝2
=

ℎ2 sin 2𝜙

𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙
.

Збiжнiсть
∞∫︀
0

𝑝̇(𝜙𝑡(𝜙))
2𝑝(𝜙𝑡(𝜙))

𝑑𝑡 еквiвалентна збiжностi

𝜋∫︁
𝜙0

ℎ2 sin 2𝜙

𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙
𝑑𝜙 = −ℎ

2

2

𝜋∫︁
𝜙0

𝑑(cos 2𝜙)

𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙
=

1

4
ln(𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙)

⃒⃒⃒𝜋
𝜙0

,

тобто iнтеграл збiжний i маємо висновок: з плином часу система наближається
до режиму гармонiчних коливань з амплiтудою 𝜔(𝜙𝑡(𝜙)) →

√
𝑎− 2ℎ2.

Перехiдний процес описується асимптотичними формулами

𝑥(𝑡, 𝜙) = 𝐶1 cos

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

√︀
𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙𝑠(𝜙)𝑑𝑠

⎞⎠+

+𝐶2 sin

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

√︀
𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙𝑠(𝜙)𝑑𝑠

⎞⎠+ 𝜂(𝑡, 𝜙).

Покажемо ще один випадок зведення системи диференцiальних рiвнянь до
L-дiагонального вигляду за допомогою лiнiйної пiдстановки.

Нехай 𝑆(𝜙) — регулярна в 𝑈(Ω) матриця, що приводить матрицю 𝐴(𝜙) до
дiагонального вигляду в 𝑈(Ω), тобто

𝑆−1(𝜙)𝐴(𝜙)𝑆(𝜙) = Λ(𝜙), 𝜙 ∈ 𝑈(Ω).

За певних умов така матриця iснує [6]. Провiвши у системi (1) замiну

𝑥 = 𝑆(𝜙)[𝐼 + 𝐶 (𝜙)]𝑦, 𝜙 ∈ 𝑈(Ω),

одержимо систему диференцiальних рiвнянь

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑆(𝜙)[𝐼 + 𝐶 (𝜙)]𝑦̇ =
{︁
[𝑆 (𝜙) Λ (𝜙)− 𝑆̇ (𝜙)][𝐼 + 𝐶 (𝜙)]− 𝑆 (𝜙) 𝐶̇ (𝜙)

}︁
𝑦,

або пiсля домноження злiва на 𝑆−1(𝜙)

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), [𝐼 + 𝐶 (𝜙)]𝑦̇ =
{︁
Λ (𝜙)− 𝑆−1(𝜙)𝑆̇ (𝜙)][𝐼 + 𝐶 (𝜙)]− 𝐶̇ (𝜙)

}︁
𝑦.

Матрицю 𝐶(𝜙) визначимо з матричного рiвняння, адже вона до цього часу
залишалася довiльною:

Λ(𝜙)𝐶 (𝜙)− 𝐶 (𝜙) Λ(𝜙) = 𝐺(𝜙),

де 𝐺 (𝜙) = 𝑆−1(𝜙)𝑆̇ (𝜙) . На головнiй дiагоналi матриць, що утворюють лiву i
праву частини останнього рiвняння, розташованi елементи, тотожно рiвнi нулю,
а прирiвнюючи iншi елементи цих двох матриць знайдемо

𝑐𝑖𝑗 (𝜙) =
𝑔𝑖𝑗 (𝜙)

𝜆𝑖 (𝜙)− 𝜆𝑗 (𝜙)
, 𝑖 ̸= 𝑗.

Роздiл 1: Математика i статистика
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На головнiй дiагоналi матрицi 𝐶 (𝜙), до прикладу, можна покласти 𝑐𝑖𝑖 (𝜙) =
= 0. Отже, якщо матриця 𝐶 (𝜙) задовольняє поставленим умовам, то систему
диференцiальних рiвнянь можна записати:

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), [𝐼 + 𝐶 (𝜙)]𝑦̇ = [𝐼 + 𝐶 (𝜙)]Λ (𝜙) 𝑦 − [𝐺 (𝜙)𝐶 (𝜙)− 𝐶̇ (𝜙)]𝑦

або ж пiсля домноження злiва на обернену матрицю [𝐼 + 𝐶 (𝜙)]−1

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑦̇ = Λ (𝜙) 𝑦 − [𝐼 + 𝐶 (𝜙)]−1[𝐺 (𝜙)𝐶 (𝜙)− 𝐶̇ (𝜙)]𝑦.

Якщо елементи матриць 𝐺 (𝜙)𝐶 (𝜙) i 𝐶̇ (𝜙) абсолютно iнтегровнi на промiж-
ку [𝑇,∞) вздовж кожної iнтегральної кривої 𝜙𝑡(𝜙), при достатньо великому 𝑇
i det[𝐼 + 𝐶 (𝜙)] ̸= 0 в 𝑈(Ω), то система диференцiальних рiвнянь 𝐿-дiагональна
на цьому iнтервалi, в якому елементи матрицi абсолютно iнтегровнi на промiж-
ку [𝑇,∞) вздовж траєкторiй 𝜙𝑡(𝜙). Таким чином, вище викладенi мiркування
доводять наступну теорему.

Теорема 2. Нехай матриця 𝐴(𝜙) задовольняє умови теореми 1, 𝑆(𝜙) —
регулярна в 𝑈(Ω) матриця, що приводить матрицю 𝐴(𝜙) до дiагонального
вигляду в 𝑈(Ω). Нехай матриця 𝐶(𝜙) така, що задовольняє в 𝑈(Ω) рiвняння
Λ(𝜙)𝐶(𝜙) − 𝐶(𝜙)Λ(𝜙) = 𝐺(𝜙), де 𝐺(𝜙) = 𝑆−1(𝜙)𝑆(𝜙). Тодi якщо 𝐺 (𝜙)𝐶 (𝜙) i
𝐶̇ (𝜙) абсолютно iнтегровнi на промiжку [0,∞) вздовж кожної iнтегральної
кривої 𝜙𝑡(𝜙), то в деякому околi 𝑈(Ω) система (1) за допомогою перетворення
𝑥 = 𝑆(𝜙)[𝐼 + 𝐶 (𝜙)]𝑦, 𝜙 ∈ 𝑈(Ω) зводиться до 𝐿-дiагонального вигляду

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑦̇ = [Λ(𝜙) +𝑄(𝜙)]𝑦,

де Λ(𝜙) ∈ 𝐶 ′ (𝑈(Ω)), Λ(𝜙) — дiагональна матриця, дiагональнi елементи якої є
власними значеннями матрицi 𝐴(𝜙), 𝐶 (𝑈(Ω)) ϶ 𝑄(𝜙) — абсолютно iнтегровна
на [𝑇,∞) матрична функцiя вздовж траєкторiй 𝜙𝑡(𝜙).

3. Висновки. У роботi дослiджено задачу зведення одного класу систем
диференцiальних рiвнянь, визначених у прямому добутку 𝑚-вимiрного тора i
𝑛-вимiрного евклiдового простору, до 𝐿-дiагонального вигляду. Сформульовано
та доведено достатнi умови зведення одного класу лiнiйних розширень динамi-
чної системи на торi, що має специфiчнi властивостi в 𝜔-граничнiй множинi
Ω, до 𝐿-дiагонального вигляду. Один iз сформульованих та доведених випадкiв
проiлюстровано на прикладi.

Список використаної лiтератури
1. Митропольский Ю. А., Самoйленко А. М., Кулик В. Л. Исследования дихотомии линей-

ных систем дифференциальных уравнений с помощью функций Ляпунова: монографiя.
Київ : Наук. думка, 1990. 272 с.

2. Самoйленко А. М. Элементы математической теории многочастотных колебаний. Инва-
риантные торы: монография. Москва : Наука, 1987. 304 с.

3. Рапопорт И. М. О некоторых асимптотических методах в теории дифференциальных
уравнений. ИАН УССР : Киев, 1954. 287 с.

4. Levinson N. The asymptotic nature of solutions of linear systems of differential equations.
Duke Math. Journ. 1948. Vol. 15. Р. 111–126.

5. Балога С. I. Асимптотика розв’язкiв 𝐿-дiагональних систем. Вiсник Київського ун-ту.
Сер. фiз.-мат. науки. 2007. № 2. С. 43–46.

6. Балога С. I. Про дiагоналiзацiю змiнної матрицi. Наук. вiсн. Ужгород. ун-ту. Сер. «мат.
та iнформ.» 2007. Вип. 14–15. С. 4–8.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 43, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



14 С. I. БАЛОГА, О. М. ГАПАК, . . . , С. В. ТЮТЮННИКОВ

Baloha S. I., Hapak O. M., Tyutynnykova G. S., Samus Ye. I., Tyutyn-

nykov S. V. About the reducing of one class of systems of di�erential equations to
the 𝐿-diagonal form.

This paper is devoted to the asymptotic integration of systems of differential equations,
which are linear extensions of a dynamical system on a torus. The basics of this theory
were developed by A. M. Samoilenko. The problem of reducing one class of systems of
differential equations defined in the direct product of an m-dimensional torus T𝑚 and an
n-dimensional Euclidean space 𝐸𝑛 to the 𝐿-diagonal form is investigated.

Sufficient conditions for reducing one class of linear expansions of dynamical systems
on a torus with specific properties in the 𝜔-boundary set Ω to the 𝐿-diagonal form were
formulated and proved.
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ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ НАДНАПIВГРУП
КОМУТАТИВНОЇ НАПIВГРУПИ ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ БЕЗ

ДIЛЬНИКIВ НУЛЯ

Матричнi зображення скiнченних груп над полями вивченi достатньо добре; зокре-
ма, першим автором разом з Ю. А. Дроздом повнiстю описано всi скiнченнi ручнi
групи над довiльним фiксованим полем (тобто такi, для яких задача про опис їхнiх
зображень є ручною).

Матричнi зображення напiвгруп над полями вивченi не в такiй мiрi, як зображення
груп. Якщо говорити про опис зображень, серед старих результатiв є лише окремi
результати; найбiльш вiдомими є результати I. С. Понiзовського про напiвгрупи, що
мають скiнченне число нерозкладних зображень та результати про алгебри, якi можна
розглядати також i вiдносно напiвгруп, а саме < 𝑎, 𝑏 | 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0 > (I. М. Гельфанд,
В. А. Пономарьов) i < 𝑎, 𝑏 | 𝑎2 = 𝑏2 = 0 > (перший автор i К. Рiнгель).

Протягом майже двадцяти рокiв перший автор i його науковi учнi (С М. Дяченко,
О. М. Тертична, О. В. Зубарук, Е. М. Костишин, i Я. В. Зацiха) детально вивчали
матричнi зображення для рiзних класiв напiвгруп (див. про це в анотацiї нашої статтi
в цьому журналi за 2020 рiк, том 36, №1, с. 7–15).

Ця стаття авторiв присвячена продовженню їхнiх дослiджень, пов’язаних з матри-
чними зображеннями наднапiвгруп скiнченних напiвгруп.

Ключовi слова: наднапiвгрупа, визначальнi спiввiдношення, матричнi зображення,
ручна i дика напiвгрупи, напiвгрупа скiнченного i нескiнченного типiв, канонiчна фор-
ма.

1. Вступ. Ця робота присвячена матричним зображенням напiвгруп спецi-
ального вигляду, якi будуються по заданiй напiвгрупi та її фiксованим системам
твiрних i визначальних спiввiдношень.

Напiвгрупи третього порядку вперше описав Т. Тамура в 1953 р. [1] (в термi-
нах таблиць Келi). Г. Е. Форсайт в 1955 р. [2] отримав аналогiчний результат за
допомогою комп’ютерної програми. Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi
визначальнi спiввiдношення для всiх напiвгруп третього порядку (з точнiстю
до iзоморфiзму i дуальностi) вказанi в роботi [3].

Зауважимо, що напiвгрупи другого порядку вкладаються в напiвгрупи тре-
тього порядку шляхом зовнiшнього приєднання нульового чи одиничного еле-
мента i тому не вимагають окремого розгляду.

Напiвгрупу, яка отримується iз деякої циклiчної напiвгрупи приєднанням
нульового чи одиничного елемента, назвемо майже циклiчною. Такi напiвгрупи,
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як i циклiчнi, не цiкавi з точки зору теорiї зображень (по сутi її матричне
зображення задається однiєю матрицею, канонiчнi форми яких добре вiдомi).
Згiдно роботи [4] комутативнi напiвгрупи третього порядку, що не є нi циклiч-
ними, нi майже циклiчними, вичерпуються такими чотирма напiвгрупами:

𝑎) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 0, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

𝑏) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0, 𝑐𝑏 = 0;

𝑐) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0, 𝑐𝑏 = 0;

𝑑) (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐.

В круглих дужках вказано всi елементи напiвгрупи, в кутових дужках — мi-
нiмальну систему твiрних, а потiм — визначальнi спiввiдношення. Тривiальнi
визначальнi спiввiдношення для одиничного i нульового твiрних (якщо вони є)
не виписуються.

Згiдно [4, Теорема 1] напiвгрупи 𝑏)−𝑑) є напiвгрупами скiнченного зображу-
вального типу над довiльним полем 𝐾 (тобто мають, з точнiстю до еквiвалент-
ностi, скiнченне число нерозкладних зображень), а напiвгрупа 𝑎) — ручною
напiвгрупою нескiнченного зображувального типу. Нагадаємо, що напiвгрупа
називається ручною (дикою), якщо задача про опис її зображень є ручною (ди-
кою); див. загальнi означення в роботi [5].

Матричнi зображення наднапiвгруп напiвгруп 𝑏) i 𝑐) вивчалися авторами
вiдповiдно в [6] i [7], а випадок напiвгрупи 𝑎) добре вiдомий: див., зокрема, [8],
а щодо її найбiльш вiдомих наднапiвгруп — [9] i [10].

У цiй статтi розглядається напiвгрупа 𝑑), яку ми позначатимемо також через
𝑇 ; вона єдина iз чотирьох не має дiльникiв нуля.

Позначимо визначальнi спiввiдношення 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐.
вiдповiдно через (𝑏), (𝑐), (𝑏𝑐2), (𝑏𝑐), (𝑐𝑏) i введемо наступнi напiвгрупи:

𝑇 (𝑏) := 𝑇 ∖ (𝑏) := (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇 (𝑐) := 𝑇 ∖ (𝑐) := (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏3 = 𝑏2, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇 (𝑏𝑐2) := 𝑇 ∖ (𝑏𝑐2) := (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇 (𝑏𝑐) := 𝑇 ∖ (𝑏𝑐) := (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇 (𝑐𝑏) := 𝑇 ∖ (𝑐𝑏) := (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐.
Кожна iз введених напiвгруп має фактор-напiвгрупу, iзоморфну напiвгрупi

𝑇 , тобто є її наднапiвгрупою.
Сформулюємо тепер основний результати цiєї статтi.
Всi матричнi зображення розглядаються над довiльним фiксованим полем

𝐾, характеристика якого позначається, як звичайно, через 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾.

Теорема 1. Напiвгрупа 𝑇 (𝑥) має скiнченний зображувальний тип для до-
вiльного поля 𝐾 i довiльного 𝑥 ∈ {(𝑏), (𝑐), (𝑏𝑐2), (𝑏𝑐), (𝑐𝑏)}.

2. Матричнi зображення напiвгрупи 𝑇 . Без обмеження загальностi зав-
жди вважаємо, що матриця зображення, яка вiдповiдає нульовому (вiдповiдно
одиничному) елементу напiвгрупи, якщо вiн є, — нульова (вiдповiдно одинич-
на). Матриця зображення напiвгрупи, що вiдповiдає елементу 𝑥 позначається
через 𝑋. 𝐸 позначає одиничну матрицю будь-якого розмiру 𝑛× 𝑛 (𝑛 ≥ 0).

У роботi [4] описано канонiчнi форми матричних зображень всiх напiвгруп
третього порядку. Сформулюємо вiдповiдну теорему для напiвгрупи 𝑇 = 𝑑).

Теорема 2. Канонiчна форма для матричних зображень напiвгрупи

Роздiл 1: Математика i статистика
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(𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐
над полем 𝐾 така:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0
0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 −𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
для 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 ̸= 2;

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
для 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 2.

Те, що це канонiчна форма, в даному випадку означає (за означенням пер-
шого автора), що будь-яке зображення з точнiстю до еквiвалентностi (яка зада-
ється одночасною подiбнiстю матриць 𝐵 i 𝐶) має такий же вигляд при деяких
розмiрах одиничних i нульових клiтин; звiдси, зокрема, випливає, що з точнiстю
до еквiвалентностi число нерозкладних зображень скiнченне.

Зауважимо, що при описi матричних зображень напiвгруп мiнiмальнiсть
системи твiрних природна, а мiнiмальнiсть системи твiрних для фiксованої мi-
нiмальної системи твiрних не має особливого значення (часто “зайвi” спiввiдно-
шення навiть кориснi, коли вони мають простий вигляд). Але якщо говорити
про тематику взагалi, то, звичайно ж, бажано мати в заключному варiантi як
мiнiмальнi системи твiрних, так i мiнiмальнi системи визначальних спiввiдно-
шень. В зв’язку з цим детально проаналiзуємо доведення теореми 2 iз роботи [4],
яке приводимо майже дослiвно.

Спочатку перетвореннями подiбностi приведемо матрицю 𝐵 до нормальної
форми Жордана в такiй формi:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0
0 0 𝐸 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Тодi, пiсля розбиття матрицi 𝐶 на блоки такого ж розмiру, як i блоки матрицi
𝐵, з рiвностей 𝐵𝐶 = 𝐶 i 𝐶𝐵 = 𝐶 випливає, що

𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
𝐶1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Використовуючи рiвнiсть 𝐵2 = 𝐶2, отримуємо 𝐶2
1 = 𝐸 i залишилося лише при-

вести (перетвореннями подiбностi) матрицю 𝐶1 до вигляду

𝐶1 =

(︂
𝐸 0
0 −𝐸

)︂
,
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якщо 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 ̸= 2, i до вигляду

𝐶1 =

⎛⎝𝐸 𝐸 0
0 𝐸 0
0 0 𝐸

⎞⎠ ,

якщо 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 2.
У кiнцi доведення в [4] зауважено, що рiвнiсть 𝐶3 = 𝐶 не використовувала-

ся (вона виконується автоматично) i вiдмiчено, що це випливає i без розгляду
зображень, а саме 𝑐3 = (𝑐2)𝑐 = 𝑏2𝑐 = 𝑏𝑐 = 𝑐. Iншими словами, визначальне
спiввiдношення 𝑐3 = 𝑐 є “зайвим”.

Проаналiзуємо це доведення.
Якщо пiсля приведення матрицi𝐵 використати лише одну iз рiвностей 𝐵𝐶 =

= 𝐶 i 𝐶𝐵 = 𝐵 — скажiмо, перше (iнший випадок розглядається аналогiчно),
то маємо

𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,

а тодi iз 𝐵2 = 𝐶2 випливає, що 𝐶2
1 = 𝐸 i 𝐶𝑖 = 0 при 𝑖 = 2, 3, 4. Тобто прийшли до

того самого висновку, що i в основному доведеннi не лише без рiвностi 𝐶3 = 𝐶,
а й без рiвностi 𝐶𝐵 = 𝐶, а це означає, що i визначальне спiввiдношення 𝑐𝑏 = 𝑐
є “зайвим” (бо кожна скiнченна напiвгрупа має точне зображення).

Отже, iз приведених мiркувань маємо наступний висновок.

Наслiдок 1. Напiвгрупа 𝑇 = 𝑑) має такi зображення у виглядi твiрних i
визначальних спiввiдношень:

𝑇 = (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐;
𝑇 = (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑐𝑏 = 𝑐.

3. Доведення теореми 1. У доведеннях з матричними обчисленнями ми
будемо опускати деталi, рекомендуючи читачевi статтю [6].

Iз теореми 2 i наслiдку 1 випливає, що залишилося розглянути випадки 𝑇 (𝑏)

i 𝑇 (𝑏𝑐2).
Розглянемо спочатку випадок 𝑇 (𝑏). Враховуючи, що мiнiмальний полiном

елемента 𝑐 дорiвнює 𝑥(𝑥2 − 1), приведемо спочатку перетвореннями подiбностi
матрицю 𝐶 до вигляду

𝐶 =

(︂
𝐶1 0
0 0

)︂
,

де 𝐶2
1 = 𝐸. Тодi iз рiвностей 𝐵𝐶 = 𝐶 i 𝐶𝐵 = 𝐵 випливає, що

𝐵 =

(︂
𝐵1 0
0 𝐵2

)︂
,

де 𝐵1𝐶1 = 𝐶1 i 𝐶1𝐵1 = 𝐶1. Нарештi, врахувавши рiвнiсть 𝐵2 = 𝐶2, маємо, що
𝐵2

1 = 𝐸, 𝐵2
2 = 0. Отже, пара матриць (𝐵,𝐶) розкладається в пряму суму пар

матриць 𝑎) (𝐵1, 𝐶1), де 𝐵2
1 = 𝐸, 𝐶2

1 = 𝐸, 𝐵1𝐶1 = 𝐶1, 𝐶1𝐵1 = 𝐶1 i 𝑏) (𝐵2, 0), де
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𝐵2
2 = 0. У випадку 𝑎) (пiсля скорочення останньої рiвностi на 𝐶1) маємо, що

𝐵1 = 𝐸, 𝐶2
1 = 𝐸, а значить пара 𝐵1, 𝐶1 подiбна парi

𝐵′
1 =

(︂
𝐸 0
0 𝐸

)︂
, 𝐶 ′

1 =

(︂
𝐸 0
0 −𝐸

)︂
,

якщо 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 ̸= 2, i парi

𝐵′
1 =

⎛⎝𝐸 0 0
0 𝐸 0
0 0 𝐸

⎞⎠ , 𝐶 ′
1 =

⎛⎝𝐸 𝐸 0
0 𝐸 0
0 0 𝐸

⎞⎠ ,

якщо 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 2. Отже, в обох випадках маємо з точнiстю до подiбностi по двi
нерозкладнi пари, а саме у випадку 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 ̸= 2 𝑃1 = (1, 1) i 𝑃2 = (1,−1), а у

випадку 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 2 𝑃1 = (1, 1) i 𝑃2 =

(︂(︂
1 0
0 1

)︂
,

(︂
1 1
0 1

)︂)︂
.

У випадку 𝑏) також маємо двi нерозкладнi пари: 𝑃3 = (𝐽1, , 0) i 𝑃4 = (𝐽2, 0),
де 𝐽1 i 𝐽2 — клiтки Жордана з власним числом 0 вiдповiдно розмiрiв 1 × 1 i
2× 2).

Отже, якщо говорити про випадок 𝑇 (𝑏) в цiлому, то для пар (𝐵,𝐶) канонiчна
форма має такий вигляд:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0
0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 −𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
для 𝑐ℎ𝑎𝑟 ̸= 2 i

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
для 𝑐ℎ𝑎𝑟 = 2.

Розглянемо тепер випадок 𝑇 (𝑏𝑐2). Оскiльки 𝐵3 = 𝐵2, 𝐵𝐶 = 𝐶 i 𝐶𝐵 = 𝐶, то
пара (𝐵,𝐶) подiбна парi такого вигляду як в доведеннi теореми 2 пiсля першого
кроку доведення. Рiвностi 𝐵2 = 𝐶2 вже немає, але iз рiвностi 𝐶3 = 𝐶 маємо, що
матриця 𝐶1 (яка допускає подiбнi перетворення) задовольняє рiвнiсть 𝐶3

1 = 𝐶1,
а значить число нерозкладних пар матриць (𝐵,𝐶) скiнченне. Kанонiчна форма
для них має такий вигляд:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0 0
0 −𝐸 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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для 𝑐ℎ𝑎𝑟 ̸= 2 i

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐸 0 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0 0
0 0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐸 𝐸 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
для 𝑐ℎ𝑎𝑟 = 2.

Теорема 1 доведена.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi про-
довжується вивчення матричних зображень наднапiвгруп спецiального вигляду
комутативних напiвгруп третього порядку, а саме єдиної напiвгрупи без дiль-
никiв нуля, яка не є нi циклiчною, нi майже циклiчною. Дослiджується їхнiй
зображувальний тип над довiльним полем i канонiчна форма матричних зобра-
жень. Отриманi результати знайдуть застосування в першу чергу при вивченнi
матричних зображень наднапiвгруп некомутативних напiвгруп третього поряд-
ку.

Список використаної лiтератури
1. Tamura T. Some remarks on semi-groups and all types of semi-groups of order 2, 3.

J. Gakugei Tokushima Univ. 1953. Vol. 3, P. 1–11.
2. Forsythe G. E. SWAC computes 126 distinct semigroups of order 4. Proc. Amer. Math. Soc.

1955. Vol. 6. P. 443–447.
3. Бондаренко В. М., Зацiха Я. В. Про визначальнi спiввiдношення для мiнiмальних систем

твiрних напiвгруп третього порядку. Науковий часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова
(Серiя 1. Фiзико-математичнi науки). 2013. № 14. С. 62–67.

4. Бондаренко В. М., Зацiха Я. В. Канонiчнi форми матричних зображень напiвгруп малого
порядку. Наук. вiсник Ужгород. ун-ту (серiя: математика i iнформатика). 2018. Т. 32,
№ 1. С. 36–49.

5. Дрозд Ю. А. О ручных и диких матричных задачах. Матричные задачи. Киев : Ин-т
математики АН УССР, 1977. С. 104–114.

6. Бондаренко В. М., Зубарук О. В. Про матричнi зображення наднапiвгруп напiвгрупи,
породженої двома взаємно анульовними iдемпотентами. Наук. вiсник Ужгород. ун-ту
(серiя: математика i iнформатика). 2020. Т. 36, № 1. С. 7–15.

7. Бондаренко В. М., Зубарук О. В. Про матричнi зображення наднапiвгруп напiвгрупи, по-
родженої двома взаємно анульовними 2-потентним i 2-нiльпотентним елементами. Вiсник
Київського нац. ун-ту iм. Тараса Шевченка (серiя: фiзико-математичнi науки). 2020.
№ 3. С. 110–114.

8. Бондаренко В. М., Литвинчук И. В. О некоторых ручных и диких матричных задачах
постоянного ранга. Наук. вiсник Ужгород. ун-ту (серiя: математика i iнформатика).
2012. Т. 23, № 1. С. 19–27.

9. Гельфанд И. М., Пономарьов В. А. Неразложимые представления группы Лоренца. Успе-
хи мат. наук. 1968 . Т. 23, № 2. С. 3–60.

10. Бондаренко В. М. Представления диэдральных групп над полем характеристики 2. Ма-
тем. сб. 1975. Т. 96, № 1. С. 63–74.

Bondarenko V. M., Zubaruk O. V.On matrix representations of oversemigroups
of the commutative semigroup of the third order without zero divisors.

Роздiл 1: Математика i статистика



ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ НАДНАПIВГРУП . . . 21

Matrix representations of finite groups over fields are studied sufficiently well; in parti-
cular, the first author together with Yu. A. Drozd fully described all finite tame groups over
an arbitrary fixed field (i.e. ones for which the problem of classifying their representations
is tame).

Matrix representations of semigroups over fields have not been studied to the same ex-
tent as representations of groups. If one talks about the classification of representations,
among the old results there are only separate results; the most famous are the results
of I. S. Ponizovsky on semigroups having a finite number of indecomposable representa-
tions and results on algebras which can also be considered relative to semigroups, namely
< 𝑎, 𝑏 | 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0 > (I. M. Gelfand, V. A. Ponomaryov) and < 𝑎, 𝑏 | 𝑎2 = 𝑏2 = 0 > (first
author and C. Ringel).

For almost twenty years the first author and his scientific students (S. M. Dyachenko,
O. M. Tertychna, O. V. Zubaruk, E. M. Kostyshyn and Ya. V. Zatsikha) studied in detail
matrix representations for various classes of semigroups (see about this in the abstract of
our paper in this magazine for 2020, vol. 36, no. 1, p. 7–15).

This paper of the authors is devoted to the continuation of their research related to
matrix representations of oversemigroups of finite semigroups.

Keywords: oversemigroup, defining relations, matrix representations, tame and wild semi-
groups, semigroup of finite and infinite types, canonical form.
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ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ ОДНОГО НЕЛIНIЙНОГО
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ В БАНАХОВОМУ

ПРОСТОРI

Отримано достатнi умови iснування єдиного обмеженого на всiй числовiй осi розв’язку
одного нелiнiйного диференцiального рiвняння з кусково-сталим операторним коєфi-
цiєнтом у лiнiйнiй частинi.

Ключовi слова: банахiв простiр, нелiнiйне диференцiальне рiвняння, обмежений
розв’язок, лiнiйний неперервний оператор, кусково-сталий операторний коєфiцiєнт.

1. Вступ. Нехай (𝑋, ‖ · ‖) — комплексний банахiв простiр, 𝐿(𝑋) — банахiв
простiр лiнiйних неперервних операторiв, що дiють iз𝑋 в𝑋, 𝐶𝑏(R, 𝑋) — банахiв
простiр усiх неперервних i обмежених на R функцiй 𝑥 : R → 𝑋 з нормою
‖𝑥‖∞ = sup𝑡∈R ‖𝑥(𝑡)‖.

Зафiксуємо натуральне число 𝑝, оператори 𝐴,𝐵;𝐴𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝, з 𝐿(𝑋),
дiйснi числа 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑝, покладемо ̂︀R = R∖{𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑝} i розглянемо
диференцiальне рiвняння

𝑥′(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ R, (1)

в якому 𝑇 (𝑡) = 𝐴, 𝑡 ≥ 𝑡𝑝; 𝑇 (𝑡) = 𝐴𝑘, 𝑡𝑘−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝; 𝑇 (𝑡) = 𝐵, 𝑡 < 𝑡0;
𝑓 : R×𝑋 ×𝑋 → 𝑋 — деяке вiдображення; 𝑦 — фiксована функцiя з 𝐶𝑏(R, 𝑋).
Обмеженим розв’язком диференцiального рiвняння (1) будемо називати таку
функцiю 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), що для кожного 𝑡 ∈ ̂︀R iснує 𝑥′(𝑡) i виконується рiвнiсть
(1).

Мета цiєї статтi — отримати достатнi умови для операторiв 𝐴,𝐵;𝐴𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤
≤ 𝑝, i вiдображення 𝑓 , якi забезпечують виконання такої умови.

Умова обмеженостi. Для довiльної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) диференцiальне
рiвняння (1) має єдиний обмежений розв’язок.

Для лiнiйного диференцiального рiвняння першого порядку зi змiнним опе-
раторним коефiцiєнтом, частковим випадком якого є рiвняння

𝑥′(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ R, (2)

умова обмеженостi та її зв’язок з умовою експоненцiальної дихотомiї дослi-
джувались, зокрема, в [1], [2], [3], [4], [5]. Рiзнi пiдходи до дослiдження iсну-
вання обмежених розв’язкiв нелiнiйних аналогiв таких рiвнянь можна знайти
в [3], [4], [5].
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2. Зображення диференцiального рiвняння (2) в еквiвалентному
операторному виглядi. Зазначимо, що коли 𝑥 є вiдповiдним до 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋)
обмеженим розв’язком диференцiального рiвняння (2), то додатково 𝑥′ є непе-
рервною функцiєю на ̂︀R i

sup
𝑡∈̂︀R ‖𝑥′(𝑡)‖ ≤ 𝐿‖𝑥‖∞ + ‖𝑦‖∞,

де 𝐿 = max{‖𝐴‖ , ‖𝐵‖ , ‖𝐴𝑘‖ , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝}.
Позначимо через 𝑌 набiр усiх функцiй 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) таких, що для кожного

𝑡 ∈ ̂︀R iснує 𝑢′(𝑡), 𝑢′ — неперервна функцiя на ̂︀R i sup𝑡∈̂︀R ‖𝑥′(𝑡)‖ < +∞. Легко
переконатися, що 𝑌 — лiнiйний нормований простiр з поточковим додаванням
i множенням на комплексне число i нормою

‖𝑢‖𝑌 = ‖𝑢‖∞ + sup
𝑡∈̂︀R ‖𝑢′(𝑡)‖.

Далi використовується така лема.

Лема 1. (𝑌, ‖ · ‖𝑌 ) — банахiв простiр.

Доведення. Нехай {𝑢𝑚, 𝑚 ≥ 1}—фундаментальна послiдовнiсть елементiв
𝑌 . З означення ‖ · ‖𝑌 випливає, що тодi послiдовнiсть {𝑢𝑚, 𝑚 ≥ 1} є фунда-
ментальною i в банаховому просторi 𝐶𝑏(R, 𝑋), а отже, знайдеться така функцiя
𝑢 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), що

‖𝑢𝑚 − 𝑢‖∞ → 0, 𝑚→ ∞. (3)

Доведемо що для кожного фiксованого 𝑡* ∈ ̂︀R iснує 𝑢′(𝑡*), а також 𝑢′ є непе-
рервною функцiєю на ̂︀R. Зафiксуємо такi дiйснi числа 𝑎, 𝑏, що 𝑎 < 𝑡* < 𝑏, [𝑎, 𝑏] ⊂
⊂ ̂︀R. Знову скориставшись фундаментальнiстю послiдовностi {𝑢𝑚, 𝑚 ≥ 1} в
просторi 𝑌 , робимо висновок, що послiдовнiсть {𝑢𝑚(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑚 ≥ 1} є фун-
даментальною в банаховому просторi 𝐶1([𝑎, 𝑏], 𝑋) усiх неперервно диференцi-
йовних за нормою на [𝑎, 𝑏] функцiй 𝑣 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 з нормою

‖𝑣‖𝐶1 = max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

‖𝑣(𝑡)‖+ max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

‖𝑣′(𝑡)‖.

Тому, з урахуванням (3), iснує 𝑢′(𝑡*), 𝑢′𝑚(𝑡*) → 𝑢′(𝑡*), 𝑚 → ∞, а також
функцiя 𝑢′ : ̂︀R → 𝑋 неперервна на ̂︀R.

Зазначимо тепер, що при фiксованому 𝜀 > 0 внаслiдок фундаментальностi
{𝑢𝑚, 𝑚 ≥ 1} в просторi 𝑌

∃𝑚0 ∈ N ∀𝑚 ≥ 𝑚0 ∀𝑞 ≥ 1 ∀𝑡 ∈ ̂︀R : ‖𝑢′𝑚(𝑡)− 𝑢′𝑚+𝑞(𝑡)‖ < 𝜀. (4)

Перейшовши в (4) до границi при 𝑞 → ∞, матимемо:

∀𝑚 ≥ 𝑚0 ∀𝑡 ∈ ̂︀R : ‖𝑢′𝑚(𝑡)− 𝑢′(𝑡)‖ ≤ 𝜀.

Тому
sup
𝑡∈̂︀R ‖𝑢′(𝑡)‖ ≤ 𝜀+ sup

𝑡∈̂︀R ‖𝑢′𝑚0
(𝑡)‖, (5)

а також
sup
𝑡∈̂︀R ‖𝑢′𝑚(𝑡)− 𝑢′(𝑡)‖ → 0, 𝑚→ ∞. (6)

Iз (3), (5), (6) випливає, що 𝑢 ∈ 𝑌 i 𝑢𝑚 → 𝑢, 𝑚→ ∞, в 𝑌 .
Лему 1 доведено.
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Нехай лiнiйне диференцiальне рiвняння (2) задовольняє умову обмеженостi.
Покладемо

𝐷(L) = {𝑥 ∈ 𝑌 | iснує така функцiя 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), що

𝑥 — єдиний обмежений розв’язок рiвняння (2), вiдповiдний до 𝑦}

i визначимо лiнiйний оператор L : 𝐷(L) ⊂ 𝑌 → 𝐶𝑏(R, 𝑋) за таким правилом.
Для кожної функцiї 𝑥 ∈ 𝐷(L) L𝑥 — така функцiя з 𝐶𝑏(R, 𝑋), що

(L𝑥)(𝑡) = 𝑥′(𝑡)− 𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ ̂︀R.
При цьому диференцiальне рiвняння (2) записується в операторному виглядi

L𝑥 = 𝑦.

Лема 2. Якщо диференцiальне рiвняння (2) задовольняє умову обмежено-
стi, то оператор L замкнений.

Доведення. Зафiксуємо таку послiдовнiсть {𝑥𝑚, 𝑚 ≥ 1} ⊂ 𝐷(L), що
𝑥𝑚 → 𝑥, 𝑚 → ∞, в 𝑌 i L𝑥𝑚 → 𝑦, 𝑚 → ∞, в 𝐶𝑏(R, 𝑋). Скориставшись озна-
ченням ‖ · ‖𝑌 , робимо висновок, що для функцiї 𝑦(𝑡) = 𝑥′(𝑡) − 𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ ̂︀R,
справджується спiввiдношення

sup
𝑡∈̂︀R ‖(L𝑥𝑚)(𝑡)−𝑦(𝑡)‖ ≤ sup

𝑡∈̂︀R ‖𝑥′𝑚(𝑡)−𝑥′(𝑡)‖+max
𝑡∈R

‖𝑇 (𝑡)‖·‖𝑥𝑚−𝑥‖∞ → 0, 𝑚→ ∞.

Тому 𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡) для кожного 𝑡 ∈ ̂︀R, а отже, функцiя 𝑥 є вiдповiдним до 𝑦
єдиним обмеженим розв’язком рiвняння (2), тобто 𝑥 ∈ 𝐷(L), L𝑥 = 𝑦.

Лему 2 доведено.
3. Обмеженi розв’язки диференцiального рiвняння (1). Позначимо

через 0̄ нульовий елемент в просторi 𝑋. Основним результатом даної статтi є
наступна теорема.

Теорема 1. Припустимо, що виконуються такi умови:

i1) лiнiйне диференцiальне рiвняння (2) задовольняє умову обмеженостi;

i2) iснує така стала𝑀 > 0, що для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) i вiдповiдного
до 𝑦 єдиного обмеженого розв’язку 𝑥 рiвняння (2) виконується нерiвнiсть
‖𝑥‖∞ ≤𝑀‖𝑦‖∞;

i3) вiдображення 𝑓 неперервне на R×𝑋 ×𝑋 за нормою, тобто

∀(𝑡0, 𝑢0, 𝑣0) ∈ R×𝑋 ×𝑋 ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀(𝑡, 𝑢, 𝑣) ∈ R×𝑋 ×𝑋,

|𝑡− 𝑡0|+ ‖𝑢− 𝑢0‖+ ‖𝑣 − 𝑣0‖ < 𝛿 : ‖𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣)− 𝑓(𝑡0, 𝑢0, 𝑣0)‖ < 𝜀;

i4) ∃𝐶1 > 0 ∀𝑢1, 𝑢2, 𝑣 ∈ 𝑋 ∀𝑡 ∈ R : ‖𝑓(𝑡, 𝑢1, 𝑣)− 𝑓(𝑡, 𝑢2, 𝑣)‖ ≤ 𝐶1‖𝑢1 − 𝑢2‖;
i5) ∃𝐶2 > 0 ∀𝑡 ∈ R ∀𝑣 ∈ 𝑋 : ‖𝑓(𝑡, 0̄, 𝑣)‖ ≤ 𝐶2(1 + ‖𝑣‖);
i6) 𝑀𝐶1 < 1.

Тодi диференцiальне рiвняння (1) задовольняє умову обмеженостi.

Доведення. Зафiксуємо функцiю 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋). Покладемо

𝑦1(𝑡) = 𝑓(𝑡, 0̄, 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ R.
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Iз умов i3), i5) випливає, що 𝑦1 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋). Внаслiдок умови i1) диферен-
цiальне рiвняння (2) має єдиний обмежений розв’язок 𝑥1, вiдповiдний до фун-
кцiї 𝑦1. Далi для кожного 𝑛 ≥ 2 визначимо функцiю 𝑥𝑛 як єдиний обмежений
розв’язок рiвняння (2), вiдповiдний до функцiї 𝑦𝑛(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−1(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ R.
Зауважимо, що 𝑦𝑛 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), оскiльки внаслiдок умов i3), i4) функцiя 𝑦𝑛 не-
перервна на R, а також для кожного 𝑡 ∈ R

‖𝑦𝑛(𝑡)‖ ≤ ‖𝑦𝑛−1(𝑡)‖+ ‖𝑦𝑛(𝑡)− 𝑦𝑛−1(𝑡)‖ ≤ ‖𝑦𝑛−1‖∞ + ‖𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−1(𝑡), 𝑦(𝑡))−
− 𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−2(𝑡), 𝑦(𝑡))‖ ≤ ‖𝑦𝑛−1‖∞ + 𝐶1‖𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2‖∞.

Тут 𝑥0(𝑡) = 0̄, 𝑡 ∈ R.
Iз умов i2), i4) випливає, що для кожного 𝑛 ≥ 2

‖𝑥𝑛−𝑥𝑛−1‖∞ ≤𝑀 sup
𝑡∈R

‖𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−1(𝑡), 𝑦(𝑡))−𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−2(𝑡), 𝑦(𝑡))‖ ≤𝑀𝐶1‖𝑥𝑛−1−𝑥𝑛−2‖,

Тому, з урахуванням умови i6), послiдовнiсть {𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 1} фундаменталь-
на в банаховому просторi 𝐶𝑏(R, 𝑋), а отже, iснує така функцiя 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋),
що ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖∞ → 0, 𝑛 → ∞. Доведемо, що 𝑥 є вiдповiдним до 𝑦 обмеженим
розв’язком диференцiального рiвняння (1). Скориставшись явним виглядом
розв’язку задачi Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння першого по-
рядку, робимо висновок, що для кожного 𝑛 ≥ 2

𝑥𝑛(𝑡) = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡𝑝)𝑥𝑛(𝑡𝑝) +

𝑡∫︁
𝑡𝑝

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥𝑛−1(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 𝑡𝑝.

Звiдси, перейшовши до границi при 𝑛→ ∞, отримаємо

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡𝑝)𝑥(𝑡𝑝) +

𝑡∫︁
𝑡𝑝

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 𝑡𝑝,

а отже, для кожного 𝑡 > 𝑡𝑝

𝑥′(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)).

Аналогiчно перевiряється, що для кожного 𝑡 ∈ ̂︀R∖[𝑡𝑝,+∞) теж iснує 𝑥′(𝑡) i
виконується рiвнiсть (1).

Доведемо єдинiсть цього обмеженого розв’язку. Нехай функцiя 𝑢 також є
вiдповiдним до 𝑦 обмеженим розв’язком диференцiального рiвняння (1). Тодi
𝑥 i 𝑢 є обмеженими розв’язками лiнiйного диференцiального рiвняння (2), що
вiдповiдають функцiям 𝑦𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ R, i 𝑦𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)),
𝑡 ∈ R з простору 𝐶𝑏(R, 𝑋). Тому, внаслiдок умов i2), i4),

‖𝑥− 𝑢‖∞ ≤𝑀‖𝑦𝑥 − 𝑦𝑢‖∞ ≤𝑀𝐶1‖𝑥− 𝑢‖∞.

Оскiльки 𝑀𝐶1 < 1, то 𝑥 = 𝑢.
Теорему 1 доведено.
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Нехай 𝐺 : R → 𝐿(𝑋) — така неперервна за нормою на R операторнозначна
функцiя, що sup

𝑡∈R
‖𝐺(𝑡)‖ = 𝐶3 < +∞.

Наслiдок 1. Якщо для диференцiального рiвняння (2) виконуються умови
i1), i2) теореми 1, а також 𝑀𝐶3 < 1, то диференцiальне рiвняння

𝑥′(𝑡) = (𝑇 (𝑡) +𝐺(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ R,

задовольняє умову обмеженостi.

Для доведення наслiдка 1 досить застосувати теорему 1 до вiдображення
𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣) = 𝐺(𝑡)𝑢+ 𝑣.

Iз леми 2 i теореми Банаха про iснування оберненого оператора для замкне-
ного оператора випливає, що коли диференцiальне рiвняння (2) задовольняє
умову обмеженостi, то оператор L має неперервний обернений оператор L−1 :
𝐶𝑏(R, 𝑋) → 𝑌 . Розглянемо лiнiйний оператор T : 𝐶𝑏(R, 𝑋) → 𝐶𝑏(R, 𝑋), який
визначається за правилом T𝑢 = L−1𝑢, 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋). Оскiльки ‖𝑢‖∞ ≤ ‖𝑢‖𝑌
для кожної функцiї 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), то оператор T теж обмежений. Тoму справ-
джується таке твердження.

Теорема 2. Якщо диференцiальне рiвняння (2) задовольняє умову обмеже-
ностi, то умова i2) теореми 1 виконується зi сталою 𝑀 = ‖T‖.

Для диференцiального рiвняння{︃
𝑥′(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = 𝐵𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(7)

яке є частковим випадком рiвняння (2), норму оператора T можна оцiнити та-
ким чином.

Вiдомо (див., наприклад, [2], гл. 2, § 4), що коли спектр 𝜎(𝐴) оператора 𝐴
не перетинається з уявною вiссю 𝑖R = {𝑖𝑡 | 𝑡 ∈ R}, 𝜎−(𝐴) i 𝜎+(𝐴) — частини
спектра 𝜎(𝐴), що лежать вiдповiдно у лiвiй i правiй пiвплощинi C (одна з них
може бути порожньою), 𝑃±(𝐴) — проєктори Рiсса, що вiдповiдають 𝜎±(𝐴), то
простiр𝑋 зображується у виглядi прямої суми𝑋 = 𝑋−(𝐴)+̇𝑋+(𝐴) iнварiантних
вiдносно оператора 𝐴 пiдпросторiв 𝑋±(𝐴) = 𝑃±(𝐴)𝑋. У роботi [6] доведено, що
диференцiальне рiвняння (7) задовольняє умову обмеженостi тодi i тiльки тодi,
коли виконуються такi умови:
j1) 𝜎(𝐴) ∩ 𝑖R = ∅, 𝜎(𝐵) ∩ 𝑖R = ∅;
j2) 𝑋 = 𝑋−(𝐴)+̇𝑋+(𝐵).

Безпосередньо перевiряється що при цьому вiдповiдний до функцiї
𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) обмежений розв’язок 𝑥 рiвняння (7) зображується таким чином:

якщо 𝑡 ≥ 0, то

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑃−(𝐴)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
+∞∫︁
𝑡

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑃+(𝐴)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+

+ 𝑒𝐴𝑡𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−𝐵𝑠𝑃−(𝐵)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑒𝐴𝑡𝑃−

+∞∫︁
0

𝑒−𝐴𝑠𝑃+(𝐴)𝑦(𝑠)𝑑𝑠;

(8)

Роздiл 1: Математика i статистика
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якщо 𝑡 < 0, то

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑒𝐵(𝑡−𝑠)𝑃−(𝐵)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
0∫︁
𝑡

𝑒𝐵(𝑡−𝑠)𝑃+(𝐵)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−

− 𝑒𝐵𝑡𝑃+

+∞∫︁
0

𝑒−𝐴𝑠𝑃+(𝐴)𝑦(𝑠)𝑑𝑠− 𝑒𝐵𝑡𝑃+

0∫︁
−∞

𝑒−𝐵𝑠𝑃−(𝐵)𝑦(𝑠)𝑑𝑠.

(9)

Тут 𝑃−, 𝑃+ — проєктори, що вiдповiдають зображенню 𝑋 = 𝑋−(𝐴)+̇𝑋+(𝐵).
Внаслiдок нерiвностi (4.5) iз [2, с. 119], iснують такi додатнi сталi 𝑀𝐴, 𝑀𝐵,

𝛾𝐴, 𝛾𝐵, що для кожного 𝑡 ≥ 0

max{‖𝑒𝐴𝑡𝑃−(𝐴)‖, ‖𝑒−𝐴𝑡𝑃+(𝐴)‖ ≤𝑀𝐴𝑒
−𝛾𝐴𝑡,

max{‖𝑒𝐵𝑡𝑃−(𝐵)‖, ‖𝑒−𝐵𝑡𝑃+(𝐵)‖ ≤𝑀𝐵𝑒
−𝛾𝐵𝑡.

Тому, скориставшись зображенням (8) i операторними рiвностями 𝑃− =
= 𝑃−(𝐴)𝑃−, 𝑃+ = 𝑃+(𝐵)𝑃+, для кожного 𝑡 ≥ 0 матимемо

‖𝑥(𝑡)‖ ≤𝑀𝐴‖𝑦‖∞

+∞∫︁
0

𝑒−𝛾𝐴|𝑡−𝑠|𝑑𝑠+

+𝑒−𝛾𝐴𝑡‖𝑃−‖

⎛⎝𝑀𝐵

0∫︁
−∞

𝑒−𝛾𝐵 |𝑠|𝑑𝑠+𝑀𝐴

+∞∫︁
0

𝑒−𝛾𝐴|𝑠|𝑑𝑠

⎞⎠ ≤ 𝐾+‖𝑦‖∞,

де

𝐾+ =𝑀𝐴

(︂
2

𝛾𝐴
+ ‖𝑃−‖

(︂
𝑀𝐵

𝛾𝐵
+
𝑀𝐴

𝛾𝐴

)︂)︂
.

Аналогiчно внаслiдок (9) ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝐾−‖𝑦‖∞ для кожного 𝑡 < 0, де

𝐾− =𝑀𝐵

(︂
2

𝛾𝐵
+ ‖𝑃+‖

(︂
𝑀𝐵

𝛾𝐵
+
𝑀𝐴

𝛾𝐴

)︂)︂
.

Отже, ‖𝑥‖∞ ≤ max{𝐾+, 𝐾−}‖𝑦‖∞.
Оскiльки сталi 𝐾+, 𝐾− не залежать вiд 𝑦, то ‖T‖ ≤ max{𝐾+, 𝐾−} i тому має

мiсце таке твердження.

Наслiдок 2. Якщо виконуються умови j1), j2) i нерiвнiсть 𝐶3max{𝐾+, 𝐾−} <
1, то диференцiальне рiвняння{︃

𝑥′(𝑡) = (𝐴+𝐺(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = (𝐵 +𝐺(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(10)

задовольняє умову обмеженостi.

4. Висновки. У статтi отримано достатнi умови iснування єдиного обме-
женого на R розв’язку нелiнiйного диференцiального рiвняння (1) з кусково-
сталим операторним коєфiцiєнтом 𝑇 (𝑡) в лiнiйнiй частинi. Як наслiдок, наве-
дено зручнi для застосувань достатнi умови iснування єдиного обмеженого на
R розв’язку лiнiйного диференцiального рiвняння (10) зi змiнним операторним
коєфiцiєнтом, якi не використовують поняття експоненцiальної дихотомiї.
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ШВИДКIСТЬ ЗБIЖНОСТI У ПIДСИЛЕНОМУ ЗАКОНI
ВЕЛИКИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ РЕКОРДIВ У 𝐹𝛼 СХЕМI

У статтi вивчається асимптотична поведiнка кiлькостi рекордiв у так званiй 𝐹𝛼-
схемi, яка узагальнює класичну постановку для незалежних однаково розподiлених
випадкових величин. Отриманий результат є новим навiть у класичнiй постановцi i
може трактуватися як оцiнка швидкостi збiжностi у теоремi Реньi.

Ключовi слова: незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, 𝐹𝛼-схема, ре-
корди, кiлькiсть рекордiв, пiдсилений закон великих чисел, швидкiсть збiжностi.

1. Вступ. Розглянемо послiдовнiсть {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1} незалежних однаково розпо-
дiлених випадкових величин, функцiя розподiлу яких є неперервною. Тодi подiї
типу {𝑋𝑖 = 𝑋𝑗} мають ймовiрнiсть 0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗. Нехай 𝐿(1) = 1. Означимо
рекурентно випадковi величини

𝐿(𝑛) = inf{𝑘 > 𝐿(𝑛− 1) : 𝑋𝑘 > 𝑋𝐿(𝑛−1)}, 𝑛 ≥ 2, (1)

вважаючи, що inf ∅ := +∞. Члени послiдовностi 𝐿 = {𝐿(𝑛), 𝑛 ≥ 1} називаються
моментами рекордiв, побудованими з послiдовностi {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1}. Ми також
розглядаємо послiдовнiсть випадкових величин 𝜇 = {𝜇(𝑛), 𝑛 ≥ 1}, означену
спiввiдношенням

𝜇(𝑛) = #{𝑘 : 𝐿(𝑘) ≤ 𝑛}, 𝑛 ≥ 1. (2)

Зрозумiло, що 𝜇(𝑛) — це кiлькiсть рекордiв, що трапились до моменту 𝑛
включно.

Граничнi властивостi послiдовностi {𝜇(𝑛)} для збiжностi розподiлiв вивченi
повною мiрою (див., наприклад, [8]), але збiжностi майже напевно придiлялось
набагато менше уваги. Так, Реньi [9] довiв, що

lim
𝑛→∞

𝜇(𝑛)

ln(𝑛)
= 1, майже напевно (3)

(сучасне доведення цього результату можна знайти, наприклад, в [5] на
стор. 307–308). Спроби узагальнити цей результат на залежнi випадковi величи-
ни {𝑋𝑛} є i досi невдалими. Iснує лише один випадок, вiдмiнний вiд класичного,
коли це вдається зробити.
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В роботi [10] вперше було розглянуто так звану 𝐹𝛼-схему, яка будується
за заданої функцiї розподiлу та послiдовностi додатних чисел {𝛼𝑘}. Зрозумiло,
що 𝐹𝛼𝑛(𝑥) є функцiєю розподiлу для кожного 𝑛 ≥ 1. Сукупнiсть незалежних
величин {𝑋𝑛} називається 𝐹𝛼-схемою, якщо функцiєю розподiлу випадкової
величини 𝑋𝑛 є 𝐹𝛼𝑛(𝑥). Якщо всi 𝛼𝑛 є рiвними мiж собою, то 𝐹𝛼-схема — це
сукупнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових величин. Якщо ж
не всi 𝛼𝑛 є рiвними мiж собою, то 𝐹𝛼-схема — це узагальнення класичного
випадку.

При вивченнi 𝐹𝛼-схеми корисними є допомiжнi випадковi величини

𝐼𝑘 =

{︃
1, якщо 𝑋𝑘 є рекордом,

0, у iншому випадку.

У роботi [7] доведено, що {𝐼𝑘} є незалежними випадковими величинами
(див. також [1]) з такими ймовiрностями “успiху”

P(𝐼𝑘 = 1) =
𝛼𝑘
𝐴𝑘
,

де 𝐴1 = 𝛼1, 𝐴𝑘 = 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑘, 𝑘 ≥ 2. Оскiльки 𝐼𝑘 — це випадкова величина
Бернуллi, то

E𝐼𝑘 =
𝛼𝑘
𝐴𝑘
, D𝐼𝑘 =

𝛼𝑘
𝐴𝑘

(︂
1− 𝛼𝑘

𝐴𝑘

)︂
. (4)

Звiдси випливає, що

E𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘
𝐴𝑘
, (5)

D𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘
𝐴𝑘

(︂
1− 𝛼𝑘

𝐴𝑘

)︂
. (6)

Для 𝐹𝛼-схеми пiдсилений закон великих чисел розглядався у багатьох ро-
ботах (огляд iснуючих результатiв наведено в [3]). Один з випадкiв 𝐹𝛼-схеми,
коли пiдсилений закон великих чисел можна довести, наведено в [4]:

𝛼𝑘 = 𝑘𝑠, 𝑠 > −1. (7)

Для цiєї 𝐹𝛼-схеми

lim
𝑛→∞

𝜇(𝑛)

ln(𝑛)
= 𝑠+ 1, майже напевно. (8)

Нижче ми наведемо покращення цього результату, яке за формою нагадує
пiдсилений закон великих чисел Марцинкевича–Зiгмунда для сум незалежних
однаково розподiлених випадкових величин (див., наприклад, [6]), яке вдається
встановити для 𝐹𝛼-схеми (7) з обмеженням 𝑠 ∈ N.

2. Основний результат. Спочатку ми наведемо загальний результат, а
пiсля нього наслiдок для класичного випадку.
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Теорема 1. Розглянемо 𝐹𝛼-схему (7) з 𝑠 ∈ N ∪ {0}. Тодi для довiльного
дiйсного 𝑟 > 1

2

lim
𝑛→∞

(ln(𝑛))1−𝑟
(︂
𝜇(𝑛)

ln(𝑛)
− 𝑠− 1

)︂
= 0, майже напевно. (9)

Зрозумiло, що (9) при 𝑟 < 1 дiйсно покращує (8).
Доведення. Для доведення теореми використаємо формула Фаульхабера,

вiдому ще з XVII сторiччя:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝑠 =
𝑠∑︁

𝑘=0

𝑓𝑘𝑛
𝑠−𝑘+1, 𝑓𝑘 =

𝐶𝑘
𝑠+1𝐵𝑘

𝑠+ 1
, (10)

де 𝐶𝑘
𝑠+1 — бiномiальнi коефiцiєнти, а 𝐵𝑘 — числа Бернуллi. Зрозумiло, що

𝑓0 =
1

𝑠+ 1
. (11)

Позначимо суму у лiвiй частинi (10) через 𝐹𝑛. Оскiльки

𝑛𝑠

𝐹𝑛
− 1

𝑓0𝑛
=
𝑓0𝑛

𝑠+1 − 𝐹𝑛
𝑓0𝑛𝐹𝑛

=
𝑂(𝑛𝑠)

𝑓0𝑛𝐹𝑛
= 𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂
,

то
𝑛𝑠

𝐹𝑛
=

1

𝑓0𝑛
+𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂
. (12)

Тому
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝑠

𝐹𝑘
=

1

𝑓0
(ln(𝑛) + 𝛾 + 𝑜(1)) +𝑂(1),

на пiдставi формули Ойлера

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘
= ln(𝑛) + 𝛾 + 𝑜(1),

де 𝛾 — константа Ойлера–Маскеронi. Використавши (5), отримуємо

E𝜇(𝑛) =
ln(𝑛)

𝑓0
+𝑂(1). (13)

Пiдставивши (12) в (4), отримуємо

E𝐼𝑘 =
𝑘𝑠

𝐹𝑘
=

1

𝑓0𝑘
+𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
,

D𝐼𝑘 ≤
𝑘𝑠

𝐹𝑘
=

1

𝑓0𝑘
+𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
.

Звiдси випливає, що
∞∑︁
𝑘=2

D𝐼𝑘
(ln(𝑘))2𝑟

<∞,
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оскiльки 𝑟 > 1
2
. На пiдставi пiдсиленого закону великих чисел Колмогорова для

неоднаково розподiлених незалежних випадкових величин це означає, що

lim
𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)
(ln(𝑛))𝑟

= 0, майже напевно.

Якщо асимптотику (13) пiдставити в цю рiвнiсть та врахувати (11), то отри-
маємо (9).

З теореми 1 ми отримуємо покращення результату Реньi, який ранiше не
зустрiчався у лiтературi (його можна також назвати результатом про швидкiсть
збiжностi у пiдсиленому законi великих чисел Реньi (3)).

Наслiдок 1. Нехай 𝑠 = 0. Тодi для будь-якого 1
2
< 𝑟 < 1

lim
𝑛→∞

(ln(𝑛))1−𝑟
(︂
𝜇(𝑛)

ln(𝑛)
− 1

)︂
= 0, майже напевно. (14)

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В роботi [9] було
доведено ще один результат стосовно поведiнки майже напевно 𝑛-го рекорду, а
саме

lim
𝑛→∞

ln(𝐿(𝑛))

𝑛
= 1, майже напевно.

Тому можна сподiватись, що аналогiчний результат є справедливим також
i для 𝐹𝛼-схеми (7). З точки зору, викладенiй в монографiї [2], послiдовностi
{𝐿(𝑛)} та {𝜇(𝑛)} є дуальними об’єктами, якi є асимптотично квазiоберненими
один до iншого. Тому асимптотична поведiнка одного з них визначає асимпто-
тичну поведiнку iншого. Безпосереднє застосування пiдходу, викладеного в [2],
неможливо у випадку 𝐹𝛼-схеми, оскiльки нормування в (3) не є псевдорегуляр-
ною функцiєю. З iншого боку, шляхи подолання такого ускладнення намiчено
в [3].

Перспективним напрямком подальших дослiджень є розгляд бiльш загаль-
них 𝐹𝛼-схем. Зокрема, у теоремi 1, як видається, можна позбавитися обмежен-
ня 𝑠 ∈ N. Ще бiльш загальнi 𝐹𝛼-схеми потребують бiльш детального розгляду
асимптотики послiдовностi

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘
𝐴𝑘
,

при 𝑛→ ∞. У класичному випадку ця задача зводиться до доведення формули
Ойлера. Отримання подiбного результату у загальному випадку не є простою
задачею.
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ПРО ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI ВIЛЬНИХ ЛIВИХ
𝑛-ТРИНIЛЬПОТЕНТНИХ ТРIОЇДIВ

Поняття трiоїда та триалгебри виникли в працi Ж.-Л. Лоде та M. О. Ронко, якi
побудували цi алгебри за допомогою операд, асоцiйованих з ланцюговими модулями
симплексiв та полiтопiв Сташеффа. Триалгебри, як вiдомо, є лiнiйними аналогами
трiоїдiв. Серед перших результатiв про трiоїди є побудова Ж.-Л. Лоде та M. O. Ронко
вiльного об’єкта рангу 1 у многовидi трiоїдiв. Трiоїди й напiвгрупи природно пов’язанi
мiж собою: якщо операцiї трiоїда збiгаються, то вiн перетворюється в напiвгрупу.
Останнiм часом кiлькiсть робiт з теорiї трiоїдiв та триалгебр стрiмко зростає, во-
дночас значна увага придiлена побудовi вiдносно вiльних об’єктiв. У цiй роботi про-
довжено вивчення вiльних лiвих 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв. Охарактеризовано всi
максимальнi пiдтрiоїди вiльних лiвих 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв (𝑛 > 1) та пока-
зано, що вiльний лiвий 𝑛-тринiльпотентий трiоїд мiстить пiдтрiоїд, який може бути
представлений у виглядi лiвої сполуки пiддiмоноїдiв. Також пiдраховано потужнiсть
напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда в скiнченному
випадку. Отриманi результати можуть бути застосованi в теорiї триалгебр.

Ключовi слова: трiоїд, пiдтрiоїд, вiльний лiвий 𝑛-тринiльпотентний трiоїд, напiв-
група.

1. Вступ. Нагадаємо, що трiоїд — це непорожня множина 𝑇 , надiлена трьо-
ма бiнарними асоцiативними операцiями ⊣, ⊢ та ⊥, якi задовольняють наступнi
вiсiм аксiом:

(𝑥 ⊣ 𝑦) ⊣ 𝑧 = 𝑥 ⊣ (𝑦 ⊢ 𝑧), (𝑇1)

(𝑥 ⊢ 𝑦) ⊣ 𝑧 = 𝑥 ⊢ (𝑦 ⊣ 𝑧), (𝑇2)

(𝑥 ⊣ 𝑦) ⊢ 𝑧 = 𝑥 ⊢ (𝑦 ⊢ 𝑧), (𝑇3)

(𝑥 ⊣ 𝑦) ⊣ 𝑧 = 𝑥 ⊣ (𝑦 ⊥ 𝑧), (𝑇4)

(𝑥 ⊥ 𝑦) ⊣ 𝑧 = 𝑥 ⊥ (𝑦 ⊣ 𝑧), (𝑇5)

(𝑥 ⊣ 𝑦) ⊥ 𝑧 = 𝑥 ⊥ (𝑦 ⊢ 𝑧), (𝑇6)

(𝑥 ⊢ 𝑦) ⊥ 𝑧 = 𝑥 ⊢ (𝑦 ⊥ 𝑧), (𝑇7)

(𝑥 ⊥ 𝑦) ⊢ 𝑧 = 𝑥 ⊢ (𝑦 ⊢ 𝑧), (𝑇8)
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для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑇 . Цей клас унiверсальних алгебр було введено Ж.-Л. Ло-
де та M. О. Ронко [7] пiд час вивчення тернарних планарних дерев. Трiоїди
мають широке застосування в теорiї триалгебр [1–3, 5, 7]. Вони також мають
тiснi зв’язки з такими алгебраїчними структурами як дiмоноїди [4, 10, 11, 16],
дiалгебри [6, 8, 9], допельнапiвгрупи [14, 15] та 𝑛-кратнi напiвгрупи [19, 22]. Для
подальшої iнформацiї про трiоїди див., наприклад, оглядовi статтi [17, 18].

Теорiя многовидiв трiоїдiв була розвинута в [4, 13, 18, 20, 23–27]. У [20] бу-
ло побудовано вiльнi лiвi (правi) 𝑛-тринiльпотентнi трiоїди довiльного рангу,
а у [21] охарактеризовано найменшу лiву (праву) 𝑛-тринiльпотентну конгру-
енцiю на вiльному трiоїдi. У цiй статтi продовжено дослiдження, розпочатi
в [20,21]. Нашою метою є вивчення деяких властивостей вiльних лiвих (правих)
𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв довiльного рангу. У роботi описано всi максималь-
нi пiдтрiоїди вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда (𝑛 > 1) та показано,
що вiльний лiвий 𝑛-тринiльпотентний трiоїд мiстить пiдтрiоїд, який може бути
представлений у виглядi лiвої сполуки пiддiмоноїдiв. Також пiдраховано потуж-
нiсть напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда
в скiнченному випадку. Використовуючи принцип двоїстостi, можна одержа-
ти опис вiдповiдних властивостей вiльних правих 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв.
Отриманi результати можуть знайти деякi застосування в теорiї триалгебр.

2. Лiвi 𝑛-тринiльпотентнi трiоїди. Наведемо визначення вiльного лi-
вого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда [20]. Як зазвичай, N позначає множину всiх
натуральних чисел. Через Ω позначимо сигнатуру трiоїда. Нехай 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 — iн-
дивiдуальнi змiннi. Через 𝑃 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) будемо позначати множину всiх термiв
алгебр сигнатури Ω, якi мають вигляд 𝑎1 ∘1 . . .∘𝑛−1 𝑎𝑛 з розстановкою дужок, де
∘1, . . . , ∘𝑛−1 ∈ Ω. Трiоїд (𝑇,⊣,⊢,⊥) називається лiвим тринiльпотентним, якщо
для деякого 𝑛 ∈ N, будь-якого 𝑎 ∈ 𝑇 та будь-якого 𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑃 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)
виконуються наступнi тотожностi:

𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) * 𝑎 = 𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ,

𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ⊢ 𝑎 = 𝑎1 ⊢ . . . ⊢ 𝑎𝑛,
де * ∈ {⊣,⊥}. Найменше таке 𝑛 називається iндексом лiвої тринiльпотент-
ностi трiоїда (𝑇,⊣,⊢,⊥). Для 𝑘 ∈ N лiвий тринiльпотентний трiоїд з iндексом
лiвої тринiльпотентностi ≤ 𝑘 називається лiвим 𝑘-тринiльпотентим. Правi 𝑘-
тринiльпотентнi трiоїди визначаються двоїстим чином [20]. Зрозумiло, що опе-
рацiї будь-якого лiвого (правого) 1-тринiльпотентного трiоїда збiгаються та вiн
є напiвгрупою лiвих (правих) нулiв.

Клас всiх лiвих (правих) 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв утворює пiдмного-
вид многовиду трiоїдiв. Трiоїд, який є вiльним у многовидi лiвих (правих)
𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв, називається вiльним лiвим (правим) 𝑛-тринiльпо-
тентним трiоїдом.

Нагадаємо конструкцiю вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда [20].
Нехай 𝑛, 𝑘 ∈ N та 𝐿 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑛}. Будемо вважати 𝐿+𝑘 = {𝑚+𝑘 | 𝑚 ∈ 𝐿}.

Зрозумiло, що ∅+ 𝑘 = ∅. Для 𝐿 ̸= ∅ покладемо Lk ,n = {m ∈ L | k +m ≤ n} та
позначимо найменше число множини 𝐿 через 𝐿𝑚𝑖𝑛. Очевидно, Lk ,n = ∅, якщо
𝑘 +𝑚 > 𝑛 для всiх 𝑚 ∈ 𝐿.

Нехай 𝑋 — довiльна непорожня множина, F [X ] — вiльна напiвгрупа на X
та 𝑤 ∈ 𝐹 [𝑋]. Довжина слова 𝑤 позначається через 𝑙𝑤. Зафiксуємо 𝑛 ∈ N. Якщо
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𝑙𝑤 ≥ 𝑛, то
𝑛−→𝑤 позначає початкове пiдслово довжини n слова w, та якщо 𝑙𝑤 < 𝑛,

то
𝑛−→𝑤= 𝑤. Визначимо операцiї ⊣,⊢ та ⊥ на

𝑉𝑛 = {(𝑤,𝐿) | 𝑤 ∈ 𝐹 [𝑋], 𝑙𝑤 ≤ 𝑛, 𝐿 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑙𝑤}, 𝐿 ̸= ∅}

за правилами:

(𝑤,𝐿) ⊣ (𝑢,𝑅) = (
𝑛−→𝑤𝑢,𝐿),

(𝑤,𝐿) ⊢ (𝑢,𝑅) =

⎧⎨⎩(
𝑛−→𝑤𝑢, {𝑛}), 𝑛 < 𝑙𝑤 +𝑅𝑚𝑖𝑛,

(
𝑛−→𝑤𝑢,𝑅𝑙𝑤,𝑛 + 𝑙𝑤) в iнших випадках,

(𝑤,𝐿) ⊥ (𝑢,𝑅) = (
𝑛−→𝑤𝑢,𝐿 ∪ (𝑅𝑙𝑤,𝑛 + 𝑙𝑤))

для всiх (𝑤,𝐿), (𝑢,𝑅) ∈ 𝑉𝑛. Алгебра (𝑉𝑛,⊣,⊢,⊥) позначається через 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋).

Теорема 1. ( [20, Теорема 3.1]) 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) є вiльним лiвим 𝑛-тринiльпотен-
тним трiоїдом.

Наслiдок 1. ( [21, Твердження 2.5]) Вiльний лiвий 𝑛-тринiльпотентний
трiоїд 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋), породжений скiнченною множиною 𝑋 × {1}, є скiнченним.
Бiльш того, |𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋)| =

∑︀𝑛
𝑖=1(2

𝑖 − 1) · |𝑋|𝑖.
3. Деякi пiдтрiоїди вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда.

Опишемо спочатку всi максимальнi пiдтрiоїди трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋).
Пiдтрiоїд трiоїда 𝐺 є власним, якщо вiн не дорiвнює 𝐺. Пiдтрiоїд трiоїда 𝐺

є максимальним, якщо вiн є власним пiдтрiоїдом трiоїда 𝐺, який не мiститься
в будь-якому iншому власному пiдтрiоїдi трiоїда 𝐺.

Теорема 2. Нехай 𝐹 — пiдтрiоїд вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного
трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋), 𝑛 > 1. Тодi 𝐹 є максимальним тодi й лише тодi, коли iснує
𝑥 ∈ 𝑋 такий, що 𝐹 = 𝑉𝑛 ∖ {(𝑥, {1})}.

Доведення. Зауважимо що, якщо 𝑛 = 1, то операцiї трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) збiга-
ються та вiн є напiвгрупою лiвих нулiв. Тому припустимо, що 𝑛 > 1.

Нехай 𝑥 ∈ 𝑋 та (𝑤,𝐿), (𝑢,𝑅) ∈ 𝑉𝑛 ∖ {(𝑥, {1})}. Неважко пересвiдчитись, що
(𝑤,𝐿) * (𝑢,𝑅) ∈ 𝑉𝑛 ∖ {(𝑥, {1})} для будь-якої операцiї * ∈ {⊣,⊢,⊥}. Дiйсно,

оскiльки 𝑛 > 1, то довжина слова
𝑛−→𝑤𝑢 буде бiльше нiж 1, i отже,

𝑛−→𝑤𝑢̸= 𝑥. Це
означає, що 𝑉𝑛 ∖ {(𝑥, {1})} є пiдтрiоїдом трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Очевидно, що вiн є
максимальним.

Навпаки, нахай 𝐹 — максимальний пiдтрiоїд трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Оскiльки
𝑋 × {1} є найменшою породжуючою множиною трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋), то
{(𝑥, {1}) |𝑥 ∈ 𝑋} ̸⊆ 𝐹 , тобто iснує 𝑥 ∈ 𝑋 такий, що (𝑥, {1}) ̸∈ 𝐹 . Таким чином,
𝐹 ⊆ 𝑉𝑛 ∖{(𝑥, {1})}. Оскiльки 𝐹 є максимальним пiдтрiоїдом трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋), то
отримуємо, що 𝐹 = 𝑉𝑛 ∖ {(𝑥, {1})}.

Теорему доведено.
Нагадаємо, що дiмоноїд [6] — це непорожня множина, надiлена двома бiнар-

ними асоцiативними операцiями ⊣ та ⊢, якi задовольняють аксiоми (𝑇1)− (𝑇3).
Дiсполука або дiмоноїд iдемпотентiв [12] — це дiмоноїд, у якого обидвi операцiї
iдемпотентнi. У [12] було введено поняття дiсполуки пiддiмоноїдiв. Наведемо
його визначення.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Якщо 𝜓 : 𝐷1 → 𝐷2 — гомоморфiзм дiмоноїдiв, то через ∆𝜓 позначатимемо
вiдповiдну конгруенцiю на дiмоноїдi 𝐷1.

Нехай 𝐷 – довiльний дiмоноїд, 𝐽 — деякий дiмоноїд iдемпотентiв. Якщо
iснує гомоморфiзм

𝛽 : 𝐷 → 𝐽 : 𝑥 ↦→ 𝑥𝛽,

то кожний клас конгруенцiї ∆𝛽 є пiддiмоноїдом дiмоноїду 𝐷, а сам дiмоноїд 𝐷
є об’єднанням таких дiмоноїдiв 𝐷𝜉, 𝜉 ∈ 𝐽, що

𝑥𝛽 = 𝜉 ⇔ 𝑥 ∈ 𝐷𝜉 = ∆𝑥
𝛽 = {𝑡 ∈ 𝐷 |(𝑥; 𝑡) ∈ ∆𝛽},

𝐷𝜉 ⊣ 𝐷𝜀 ⊆ 𝐷𝜉⊣ 𝜀, 𝐷𝜉 ⊢ 𝐷𝜀 ⊆ 𝐷𝜉 ⊢𝜀,

𝜉 ̸= 𝜀⇒ 𝐷𝜉 ∩𝐷𝜀 = ∅.
У цьому випадку кажуть, що𝐷 розкладається в дiсполуку пiддiмоноїдiв (або

𝐷 є дiсполукою 𝐽 пiддiмоноїдiв 𝐷𝜉, 𝜉 ∈ 𝐽). Якщо ж 𝐽 є напiвгрупою iдемпотен-
тiв (сполукою), то кажуть, що 𝐷 є сполукою 𝐽 пiддiмоноїдiв
𝐷𝜉, 𝜉 ∈ 𝐽 . Якщо ж 𝐽 є напiвгрупою лiвих (правих) нулiв, то кажуть, що 𝐷
є лiвою (правою) сполукою 𝐽 пiддiмоноїдiв 𝐷𝜉, 𝜉 ∈ 𝐽 .

Застосовуючи поняття дiсполуки пiддiмоноїдiв, охарактеризуємо один важ-
ливий пiдтрiоїд трiоїду 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋).

Теорема 3. Нехай 𝑛 > 1. Множина 𝑅𝑛 = {(𝑤,𝐿) ∈ 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) | 𝑙𝑤 = 𝑛} є
пiдтрiоїдом трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Крiм того, операцiї ⊣ та ⊥ на 𝑅𝑛 збiгаються та
𝑅𝑛 є лiвою сполукою пiддiмоноїдiв, кожен iз яких утворюється з напiвгрупи
лiвих нулiв та напiвгрупи з нульовим множенням.

Доведення. У випадку 𝑛 = 1 операцiї трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) збiгаються та
𝑅𝑛 = 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) є напiвгрупою лiвих нулiв. Тому розглядаємо випадок 𝑛 > 1.

Нехай (𝑤,𝐿), (𝑢,𝑅) ∈ 𝑅𝑛. Тодi (𝑤,𝐿) * (𝑢,𝑅) ∈ 𝑅𝑛 для будь-якої операцiї

* ∈ {⊣,⊢,⊥}, оскiльки
𝑛−→𝑤𝑢= 𝑤. Звiдси випливає, що 𝑅𝑛 є пiдтрiоїдом трiоїда

𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Враховуючи, що 𝑙𝑤 = 𝑙𝑢 = 𝑛, маємо

(𝑤,𝐿) ⊣ (𝑢,𝑅) = (𝑤,𝐿) ⊥ (𝑢,𝑅) = (
𝑛−→𝑤𝑢,𝐿) = (𝑤,𝐿),

(𝑤,𝐿) ⊢ (𝑢,𝑅) = (
𝑛−→𝑤𝑢, {𝑛}) = (𝑤, {𝑛}).

Отже, операцiї ⊣ та ⊥ на 𝑅𝑛 збiгаються i 𝑅𝑛 є дiмоноїдом.
Покажемо, що 𝑅𝑛 є лiвою сполукою пiддiмоноїдiв. Для цього розглянемо

множину
𝐾 = {𝑤 ∈ 𝐹 [𝑋] | 𝑙𝑤 = 𝑛}.

Визначивши на множинi 𝐾 операцiю за правилом: 𝑤𝑢 = 𝑤 для всiх
𝑤, 𝑢 ∈ 𝐹 [𝑋], отримаємо напiвгрупу лiвих нулiв. Позначимо її через 𝐾𝑙. Ви-
значимо далi вiдображення

𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝐾𝑙 : (𝑤,𝐿) ↦→ 𝑤.

Безпосередньо перевiряється, що 𝑓 є сюр’єктивним гомоморфiзмом. Зрозумi-
ло, що класами конгруенцiї ∆𝑓 є пiддiмоноїди

{(𝑤,𝐿)|𝐿 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝐿 ̸= ∅}, 𝑤 ∈ 𝐾𝑙.
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Покладемо

𝐵𝑤 = {(𝑤,𝐿)|𝐿 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝐿 ̸= ∅}, 𝑤 ∈ 𝐾𝑙.

Звiдси 𝑅𝑛 є лiвою сполукою 𝐾𝑙 пiддiмоноїдiв 𝐵𝑤, 𝑤 ∈ 𝐾𝑙. Очевидно, що
кожний дiмоноїд 𝐵𝑤, 𝑤 ∈ 𝐾𝑙, є iзоморфним дiмоноїду

({𝐿|𝐿 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝐿 ̸= ∅},≺,≻)

з операцiями, визначеними за правилами:

𝐿 ≺ 𝑅 = 𝐿, 𝐿 ≻ 𝑅 = {𝑛}.

Теорему доведено.
У роботi [20] показано, що група автоморфiзмiв вiльного лiвого 𝑛-тринiльпо-

тентного трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) є iзоморфною симетричнiй групi на множинi 𝑋. При-
родньо розглянути ендоморфiзми вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда
𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Через 𝐸𝑛𝑑(𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋)) позначимо напiвгрупу всiх ендоморфiзмiв трiоїда
𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋).

Твердження 1. Нехай 𝑋 — непорожня скiнченна множина. Тодi⃒⃒
𝐸𝑛𝑑(𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋))

⃒⃒
=
(︀ 𝑛∑︁
𝑖=1

(2𝑖 − 1) · |𝑋|𝑖
)︀|𝑋|

.

Доведення. Оскiльки 𝑋 ×{1} є найменшою породжуючою множиною трi-
оїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋), то кожне вiдображення 𝜙 : 𝑋 × {1} → 𝑉𝑛 iндукує ендоморфiзм
трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Навпаки, кожний ендоморфiзм трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) однозначно ви-
значається вiдображенням iз множини 𝑋 × {1} в трiоїд 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Добре вiдомо,
що кiлькiсть всiх вiдображень iз множини з 𝑘 елементiв у множину з 𝑚 елемен-
тiв дорiвнює 𝑚𝑘. Отже, попереднi мiркування приводять нас до такої формули:⃒⃒

𝐸𝑛𝑑(𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋))
⃒⃒
= |𝑉𝑛||𝑋|.

Далi, застосовуючи наслiдок 1, дiйдемо висновку, що⃒⃒
𝐸𝑛𝑑(𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋))

⃒⃒
=
(︀ 𝑛∑︁
𝑖=1

(2𝑖 − 1) · |𝑋|𝑖
)︀|𝑋|

.

Твердження доведено.

Зауваження 1. Для того, щоб охарактеризувати вiдповiднi властивос-
тi вiльного правого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда, використвовуємо принцип
двоїстостi.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi про-
довжено вивчення вiльних лiвих 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв. Охарактеризова-
но всi максимальнi пiдтрiоїди вiльних лiвих 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв (𝑛 > 1)
та показано, що вiльний лiвий 𝑛-тринiльпотентний трiоїд мiстить пiдтрiоїд,
який може бути представлений у виглядi лiвої сполуки пiддiмоноїдiв. Також
пiдраховано потужнiсть напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльного лiвого 𝑛-тринiльпо-
тентного трiоїда в скiнченному випадку. Отриманi результати можуть бути за-
стосованi в теорiї триалгебр.
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Kryklia Y. A. On some properties of free left 𝑛-trinilpotent trioids.

The concepts of a trioid and a trialalgebra appeared in the work of J.-L. Loday and
M. O. Ronco who constructed these algebras using operads associated with chain modules
of simplices and Stasheff polytopes. It is well-known that trialgebras are linear analogues
of trioids. Among the first results about trioids is the construction of J.-L. Loday and
M. O. Ronko of a free object of rank 1 in a trioid variety. Trioids and semigroups are natu-
rally related: if operations of a trioid coincide, it turns into a semigroup. Recently, the
number of works on the theory of trioids and trialgebras is growing rapidly, at the same
time, considerable attention is paid to the construction of relatively free objects. This
work continues the study of free left 𝑛-trinilpotent trioids. All maximal subtrioids of the
free left 𝑛-trinilpotent trioid (𝑛 > 1) are characterized, and it is shown that the free left
𝑛-trinilpotent trioid contains a subtrioid which can be represented as a left band of sub-
dimonoids. The cardinality of the endomorphism semigroup of the free left 𝑛-trinilpotent
trioid for the finite case is also calculated. The obtained results can be applied to trialgebra
theory.

Keywords: trioid, subtrioid, free left 𝑛-trinilpotent trioid, semigroup.
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ОДИН ПIДХIД ДОСЛIДЖЕННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛI
ПОШИРЕННЯ ВОЛОГИ У ПОРИСТИХ СЕРЕДОВИЩАХ

Будується одна модифiкацiя двостороннього методу дослiдження та наближеного
розв’язання крайової задачi, яка описує поширення вологи у пористих середовищах.
Одержанi достатнi умови iснування, єдиностi та регулярностi i знакосталостi шукано-
го розв’язку, доведено теореми про диференцiальнi нерiвностi, дається апостерiорна
оцiнка похибки наближеного розв’язку розглядуваної задачi.

Ключовi слова: модифiкацiя двостороннього методу, функцiї порiвняння, єдинiсть
розв’язку, диференцiальнi рiвняння в частинних похiдних, наближений розв’язок

1. Вступ. Як вiдомо, процеси переносу вологи в грунтах, фiльтрацiї рiдини в
середовищах з подвiйною пористiстю, передачi тепла в гетерегенному середо-
вищi описуються скалярним рiвнянням вигляду [1, 2]

𝑚(𝑡, 𝑥)𝐷(1.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝛼(𝑡, 𝑥)𝐷(1.1)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑑(𝑡, 𝑥)𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥)+

+𝜂(𝑡, 𝑥)𝐷(0.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎(𝑡, 𝑥)𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑡, 𝑥),
(1)

де коефiцiєнти диференцiального рiвняння в частинних похiдних (ДРЧП) є не-
перервними функцiями у заданiй областi 𝐷 ∈ R2. Крайовi задачi у випадку рiв-
няння (1) при рiзних вихiдних даних розглядались у багатьох роботах, зокрема
i в [2]– [4].

У роботi [5] та монографiї [6] дослiджуються задачi з локальними та нело-
кальними крайовими умовами у випадку нелiнiйного ДРЧП вигляду

𝐷(2.1)𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥),

𝐷(1.1)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.2)𝑢(𝑡, 𝑥));
(2)

при певних умовах, накладених на праву частину рiвняння (2) та область вiдшу-
кання розв’язку розглядуваних крайових задач, одержанi достатнi умови iсну-
вання, єдиностi, знакосталостi шуканого розв’язку та будуються методи знахо-
дження їх наближених розв’язкiв.
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У данiй роботi продовжуються дослiдження приведенi в [5, 6] для нового
класу крайових задач i покращуються результати, ранiше вiдомi.

2. Постановка задачi та основнi означення. Розглянемо крайову за-
дачу: у просторi функцiй 𝐶*(𝐷0) := 𝐶(1.2)(𝐷0) ∩ 𝐶(𝐷0), 𝐷0 = {(𝑡, 𝑥) |𝑡 ∈ (0, 𝑏),
𝑥 ∈ (0, 𝑎)}, знайти розв’язок ДРЧП

𝐷(1.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎2(𝑡, 𝑥)𝐷

(1.1)𝑢(𝑡, 𝑥) =

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥)) := 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)],
(3)

який задовольняє крайовi умови

𝑢(0, 𝑥) = 𝑇 (𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑎],

𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 0) = 𝜓(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑎) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑏],
(4)

де 𝐷(𝑘)𝑢(𝑡, 𝑥) : 𝐷0 → 𝐷𝑘 ⊂ R, 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘𝑟 = 0, 1, 𝑟 = 1, 2; 𝑘1 + 𝑘2 < 2,
𝑓 : 𝐵 → R, 𝐵 = 𝐷0 ×

∏︀
𝑘1,𝑘2

𝐷(𝑘1,𝑘2) ∈ R5.

Надалi будемо вважати, що заданi функцiї 𝑇 (𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑎], 𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡) ∈
∈ 𝐶1[0, 𝑏], 0 ≥ 𝑎1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0.1)(𝐷0), 𝑎2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.0)(𝐷0) та виконуються умови
узгодженостi

𝑇 ′(0) = 𝜓(0), 𝑇 (𝑎) = 𝜙(0), (5)

а права частина рiвняння (3) 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵).
Неважко переконатися у справедливостi наступної леми.

Лема 1. Якщо 𝑎1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0.1)(𝐷0), 𝑎2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.0)(𝐷0) i виконується умова

𝐷(0.1)𝑎1(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.0)𝑎2(𝑡, 𝑥), (6)

то крайова задача (3)–(5) еквiвалентна iнтегро-диференцiальному рiвнянню
вигляду

𝑢(𝑡, 𝑥) = Φ(𝑡, 𝑥) + 𝑇𝐹 [𝑢(𝜂, 𝜁)], (7)

де

Φ(𝑡, 𝑥) := 𝜙(𝑡) +
𝑥∫︀
𝑎

𝑇 ′(𝜉) exp

(︂
0∫︀
𝑡

𝑎1(𝜂, 𝜉)𝑑𝜂

)︂
𝑑𝜉−

−𝑇 ′(0)
𝑥∫︀
𝑎

exp

(︃
0∫︀
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝜉)𝑑𝜏 +
0∫︀
𝜉

𝑎2(0, 𝜏)𝑑𝜏

)︃
𝑑𝜉+

+𝜓(𝑡)
𝑥∫︀
𝑎

exp

(︃
0∫︀
𝜉

𝑎2(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏

)︃
𝑑𝜉,

𝑇𝐹 [𝑢(𝜂, 𝜁)] :=

𝑥∫︁
𝑎

𝑡∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝐾(𝑡, 𝜉, 𝜂, 𝜁)𝐹 [𝑢(𝜂, 𝜁)]𝑑𝜁𝑑𝜂𝑑𝜉,

𝐾(𝑡, 𝑥; 𝜂, 𝜉) := exp

⎛⎝ 𝜂∫︁
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏 +

𝜉∫︁
𝑥

𝑎2(𝜂, 𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ ,

𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] := 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)] +
[︀
𝐷(0.1)𝑎1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝑎2(𝑡, 𝑥)

]︀
𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥).
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Очевидно, що функцiя Φ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶*(𝐷0) i задовольняє крайовi умови (4), (5),
а отже, ввiвши нову функцiю 𝑧(𝑡, 𝑥) := 𝑢(𝑡, 𝑥)−Φ(𝑡, 𝑥) ми зводимо задачу (3)–(5)
до задачi з однорiдними крайовими умовами. Тому, не зменшуючи загальностi
подальших мiркувань, будемо вважати, що 𝑇 (𝑥) = 0, 𝜙(𝑡) = 𝜓(𝑡) = 0.

Означення 1. Будемо говорити, що 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*
2(𝐵), якщо функцiя

𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] задовольняє наступнi умови [7,8]:
1) 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵),
2) в просторi функцiй 𝐶(𝐵1), 𝐵1 ⊂ R8, Пр𝑡𝑂𝑥𝐵1 = 𝐷0, iснує така функцiя

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑣(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑣(𝑡, 𝑥)) :=
:= 𝐻[𝑢(𝑥, 𝑦); 𝑣(𝑥, 𝑦)], що:

(а) 𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥);𝑢(𝑡, 𝑥)] ≡ 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)];

(б) для довiльної з простору 𝐶(𝑘1,𝑘2)(𝐷0) пари функцiй 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1,
якi задовольняють умову 𝐷(𝑘1,𝑘2) [𝑢(𝑡, 𝑥)− 𝑣(𝑡, 𝑥)] ≥ (≤)0, 𝑘1 = 0, 1,
𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, в областi 𝐵1 виконується
нерiвнiсть

𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥)]−𝐻[𝑣(𝑡, 𝑥);𝑢(𝑡, 𝑥)] ≥ 0; (8)

3) функцiя 𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥)] в областi 𝐵1 задовольняє умову Лiпшиця, тоб-
то, для всяких з простору 𝐶*(𝐷0) функцiй 𝑢𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑣𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 1, 2, вико-
нується умова

|𝐻[𝑢1(𝑡, 𝑥);𝑢2(𝑡, 𝑥)]−𝐻[𝑣1(𝑡, 𝑥); 𝑣2(𝑡, 𝑥)]| ≤

≤
1

6
𝐿

2∑︀
𝑟=1

(︀
|𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)|+

⃒⃒
𝐷(1.0)𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐷(0.1)𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)

⃒⃒)︀
,

де 𝑤𝑟(𝑡, 𝑥) := 𝑢𝑟(𝑡, 𝑥)− 𝑣𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 1, 2,
1

6
𝐿 — стала Лiпшиця.

Очевидно, якщо функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵) i має обмеженi частиннi похi-
днi першого порядку по всiх своїх аргументах, розпочинаючи з третього, то
𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*

2(𝐵) [6]. Обернене твердження несправедливе.
Нехай функцiї 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶𝑘(𝐷0) належать областi 𝐵1 i 𝑝 ∈ N0.
Введемо позначення:

𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥);𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)], 𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥);𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)],

𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷𝑘𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘𝑟 = 0, 1; 𝑟 = 1, 2, 𝑘1 + 𝑘2 < 2, 𝑝 ∈ N0,

𝑓
𝑝
(𝑡, 𝑥) := 𝐻[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥);𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥)], 𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥);𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)],

𝜔𝑝(𝑡, 𝑥) :=

𝑥∫︁
0

𝑓𝑝(𝑡, 𝜉)𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉, 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥) :=

𝑥∫︁
0

𝑓𝑝(𝑡, 𝜉)𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,
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𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷(1.1)𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷(1.1)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

(9)

𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑐
𝑘
𝑝(𝑡, 𝑥) є довiльними iз простору 𝐶(𝐷0) функцiями, якi задовольняють

умови
0 ≤ 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ 0,5; 0 ≤ 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ 0,5;

𝑝 ∈ N0; (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0; 𝑘𝑟 = 0,1; 𝑘1 + 𝑘2 < 2.
(10)

3. Побудова модифiкацiї двостороннього методу дослiдження задачi
(3)–(5) [8]. Побудуємо послiдовностi функцiй {𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)}, {𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)} згiдно фор-
мул

𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓
𝑝
(𝜂, 𝜁), 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, (11)

де функцiї нульового наближення 𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.1)(𝐷0), якi належать
областi 𝐵1 вибираємо таким чином, щоб виконувалися нерiвностi

𝛼0(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝛽0(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊0(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1 = 0,1; 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2.
(12)

Означення 2. Функцiї 𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.1)(𝐷0), якi належать обла-
стi 𝐵1 i задовольняють крайовi умови (4) та нерiвностi (12), називаються
функцiями порiвняння задачi (3)–(5).

Зауважимо, що iз (11) маємо

𝐷(1.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷(1.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥).

Таким чином iз (9) та (11) одержимо

𝛼𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥) =

= 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥),

(13)

𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1) [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] +

+𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1) [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1) [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] +

+𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1) [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

(14)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇

(︁
𝑓
𝑝
(𝜂, 𝜁)− 𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)

)︁
,

𝐷(1.1)𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥).

(15)
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Вiдмiтимо, що в силу (10)

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉 0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥),

𝑘1 = 0,1; 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

тобто, якщо 𝐷𝑘𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝐷𝑘𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1, то 𝐷𝑘𝑍0(𝑡, 𝑥) та 𝐷𝑘𝑉 0(𝑡, 𝑥) також нале-
жить областi 𝐵1. Iз (14), враховуючи першу iз умов (4) маємо

𝐷(0.1)[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] =

=
𝑡∫︀
0

[𝛼𝑝(𝜂, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)] exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

[𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂 := 𝛼𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷(0.1)[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] =

=
𝑡∫︀
0

[𝛽𝑝(𝜂, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)] exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

[𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂 := 𝛽𝑝(𝑡, 𝑥),

(16)

звiдки при 𝑝 = 0, враховуючи (12), (10) та (8) одержимо

𝐷(0.1)[𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] ≥ 0, 𝐷(0.1)[𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0.

Iнтегруючи останнi нерiвностi по 𝑥 вiд 𝑥 до 𝑎 та враховуючи крайовi умови
(4), маємо

𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥) ≥ 0.

Але тодi iз (14) випливає, що

𝐷(1.1) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] =

= 𝛼0(𝑡, 𝑥)− 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔0(𝑡, 𝑥)− 𝜔0(𝑡, 𝑥) ≥ 0,

𝐷(1.1) [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0,

а отже

𝐷(1.0) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0, 𝐷(1.0) [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] ≥ 0.

Iз (15) враховуючи, що 𝑓
0
(𝑡, 𝑥)− 𝑓 0(𝑡, 𝑥) ≥ 0 при 𝑝 = 0 маємо

𝐷(𝑘1,𝑘2))𝑊1(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0, 𝑘1 = 0,1; 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0.

Таким чином мають мiсце нерiвностi

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥),

а отже 𝐷𝑘𝑍1(𝑡, 𝑥), 𝐷𝑘𝑉1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1. Але тодi iз (13) при 𝑝 = 0 маємо

𝛼1(𝑡, 𝑥) = 𝜔0(𝑡, 𝑥)− 𝜔1(𝑡, 𝑥) =

𝑥∫︁
0

(𝑓
0
(𝑡, 𝜉)− 𝑓 1(𝑡, 𝜉))𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,
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𝛽1(𝑡, 𝑥) =

𝑥∫︁
0

(𝑓 0(𝑡, 𝜉)− 𝑓1(𝑡, 𝜉))𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉.

Вибираючи довiльнi з простору 𝐶(𝐷0) функцiї 𝑞𝑘0(𝑡, 𝑥) та 𝑐
𝑘
0(𝑡, 𝑥), якi задо-

вольняють умови (10) таким чином, щоб виконувались нерiвностi

𝐷𝑘 [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞𝑘0(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊0(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

𝐷𝑘 [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐𝑘0(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)0,

𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

то iз попереднiх рiвностей маємо 𝛼1(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝛽1(𝑡, 𝑥) ≤ 0, тобто побудованi
функцiї 𝑍1(𝑡, 𝑥), 𝑉1(𝑡, 𝑥) є також функцiями порiвняння крайової задачi (3)–
(5). Беручи функцiї 𝑍1(𝑡, 𝑥) та 𝑉1(𝑡, 𝑥) за вихiднi i повторюючи наведенi вище
мiркування методом математичної iндукцiї переконуємось, що якщо на кожно-
му кроцi iтерацiї (11) неперервнi функцiї 𝑞𝑘0(𝑡, 𝑥) та 𝑐

𝑘
0(𝑡, 𝑥), якi задовольняють

умови (10), вибирати таким чином, щоб в областi 𝐵1 виконувались нерiвностi

𝐷𝑘 [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

𝐷𝑘 [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)0,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1 = 0,1, 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0),

(17)

то для довiльних 𝑝 ∈ N матимемо

𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥);

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑝 ∈ N0.
(18)

Покажемо, що множина функцiй 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐
𝑘
𝑝(𝑡, 𝑥), якi задовольняють умови

(10), (17), не порожня. Дiйсно, позначимо:

𝛼𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)
=

𝑡∫︁
0

𝛼𝑝,1(𝜂, 𝑥) exp

⎛⎝ 𝜂∫︁
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝜂,

𝛽𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝑥)
=

𝑡∫︁
0

𝛽𝑝,1(𝜂, 𝑥) exp

⎛⎝ 𝜂∫︁
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝜂,

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)− 𝛽𝑝,2(𝑡, 𝑥) +𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝑥) := 𝛼𝑝,1(𝑡, 𝑥)− 𝛽𝑝,1(𝑡, 𝑥) +𝐷(1.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥).

Лема 2. Якщо виконуються умови Леми 1 i функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*
2(𝐵), а

крайова задача (3)–(5) має функцiї порiвняння, то множина функцiй 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥),
𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), якi задовольняють умови (10), (17), не порожня.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 43, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



48 В. В. МАРИНЕЦЬ, О. I. КОГУТИЧ, О. Ю. ПИТЬОВКА

Доведення. Дiйсно, покладемо

𝑞(0.1)𝑝 (𝑡, 𝑥) =
𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥)
, 𝑞𝑝(𝑡, 𝑥) =

𝑎∫︀
𝑥

𝛼𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

, 𝑞(1.0)𝑝 (𝑡, 𝑥) =

𝑎∫︀
𝑥

𝛼𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

,

𝑐(0.1)𝑝 (𝑡, 𝑥) = −
𝛽𝑝,2(𝑡, 𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥)
, 𝑐𝑝(𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

, 𝑐(1.0)𝑝 (𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑝 ∈ N0.

Очевидно, таким чином вибранi функцiї 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2),
𝑘1, 𝑘2 = 0,1, 𝑘1 + 𝑘2 < 2, задовольняють умови (10), а

𝐷(0.1)[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞
(0.1)
𝑝 𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)

[︁
1− 𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡,𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡,𝑥)

]︁
≥ 0,

[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐
(0.1)
𝑝 𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

⎡⎣1 + 𝑊𝑝(𝑡,𝑥)
𝑎∫︀
𝑥
𝜌𝑝,1(𝑡,𝜉)𝑑𝜉

⎤⎦ ≥ 0.

Аналогiчно переконуємось у виконаннi усiх нерiвностей в (17) i Лема 2 доведена.
Таким чином справедлива наступна

Теорема 1. Нехай функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*
2(𝐵), виконуються умови Леми

1 i крайова задача (3)–(5) має функцiї порiвняння. Тодi для функцiй 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥),
𝑉𝑝(𝑡, 𝑥), побудованих згiдно закону (11), (12), де 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝐷0)

задовольняють в областi 𝐵1 умови (10), (17), справедливi нерiвностi (18) для
всiх 𝑝 ∈ N0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1, 𝑘2 = 0,1, 𝑘1 + 𝑘2 < 2.

Покажемо, що послiдовностi функцiй
{︀
𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)

}︀
,
{︀
𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)

}︀
, побудо-

ванi згiдно закону (11), (12), (18), при iснуваннi функцiй порiвняння задачi
(3)–(5), збiгаються рiвномiрно при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0 до єдиного розв’язку iнтегро–
диференцiального рiвняння (7). Враховуючи нерiвностi (18) для цього доста-
тньо показати, що lim

𝑝→∞
𝐷𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 0 для ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘1, 𝑘2 = 0,1,

𝑘1 + 𝑘2 < 2.
Позначимо:

𝑑 := max
𝑘1,𝑘2

sup
𝐷0

⃒⃒
𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊0(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
, 𝑞 := max

𝑘1,𝑘2
sup
𝐷0

(1− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)),

𝑐 := sup
𝐷0

|𝑎1(𝑡, 𝑥)| , 𝐾 := sup
𝐷×𝐷

𝐾(𝑡, 𝑥; 𝜂, 𝜁),

𝛾 := max {1, 𝑎+ 𝑏, 𝑎(𝑎+ 𝑏), (𝑎+ 𝑏)(1 + 𝑎𝑏)} .

Тодi iз (15) методом математичної iндукцiї неважко переконатись у справе-
дливостi оцiнок⃒⃒

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
≤

[𝑞𝐾𝐿𝛾(𝑎+ 𝑡− 𝑥)]𝑝

𝑝!
𝑑, 𝑘𝑖 = 0,1, 𝑖 = 1, 2, 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (19)
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для всiх (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑝 ∈ N.
На пiдставi оцiнок (19) маємо, що lim

𝑝→∞
𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 0, тобто lim

𝑝→∞
𝐷(𝑘1,𝑘2)

𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝑈𝑘1,𝑘2(𝑡, 𝑥).
Для того, щоб показати, що 𝑈𝑘1,𝑘2(𝑡, 𝑥) = 𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑈(𝑡, 𝑥), де 𝑈(𝑡, 𝑥) є регуляр-

ним розв’язком iнтегро-диференцiального рiвняння (7) достатньо у (11) перейти
до границi, коли 𝑝 → ∞ i результат продиференцiювати по 𝑡𝑘1 разiв, а по 𝑥 —
𝑘2, 𝑘1 + 𝑘2 < 2. У силу Леми 1 знайдена гранична функцiя i буде розв’язком
крайової задачi (3)–(5).

Теорема 2. Нехай виконуються умови Теореми 1.
Тодi:

1) iнтегро–диференцiальне рiвняння (7) у класi функцiй 𝐶*(𝐷0) має розв’язок
i вiн єдиний при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0;

2) послiдовностi функцiй
{︀
𝑍𝑘
𝑝 (𝑡, 𝑥)

}︀
,
{︀
𝑉 𝑘
𝑝 (𝑡, 𝑥)

}︀
, побудованi згiдно закону (11),

(12), (18) збiгаються рiвномiрно при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0 до єдиного розв’язку рiв-
няння (7),

3) мають мiсце оцiнки (19);
4) для довiльних 𝑝 ∈ N0, 𝑘1, 𝑘2 = 0,1, 𝑘1 + 𝑘2 < 2 та (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0 справедливi

нерiвностi

𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑈(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)

≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥),

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1 = 0,1, 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2;

(20)

5) збiжнiсть iтерацiйного методу (11), (12), (18) не повiльнiша збiжностi
методу, коли 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≡ 0 та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≡ 0 для всiх 𝑝 ∈ N0, тобто методу

𝑍*
𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁), 𝑉 *

𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁). (21)

Доведення. Єдинiсть розв’язку рiвняння (7) доводиться методом вiд су-
противного [6]. Твердження пунктiв 2) та 3) даної Теореми 2 доведенi вище.

Доведемо справедливiсть нерiвностей (20). З цiєю метою припустимо, що
для деякого номера 𝑝 ∈ N у деякiй точцi (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐷0 виконується нерiвнiсть
𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡0, 𝑥0) < (>)𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0). Тодi для всякого 𝑛 ∈ N у силу нерiвностей (18)

𝐷𝑘𝑍𝑝+𝑛(𝑡0, 𝑥0) ≥ (≤)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡0, 𝑥0) < (>)𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0),

𝑘1 = 0,1, 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2,

а отже послiдовнiсть функцiй
{︀
𝐷𝑘𝑍𝑝+𝑛(𝑡0, 𝑥0)

}︀
при 𝑛→ ∞ не збiгається у точцi

(𝑡0, 𝑥0) до 𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0), що суперечить доведеному.
Аналогiчно доводяться iншi нерiвностi у (20).
Покажемо, що збiжнiсть методу (11), (12), (18) не повiльнiша збiжностi iте-

рацiйного методу (21).
Нехай 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) — функцiї порiвняння задачi (3)–(5), побудованi згi-

дно деякого двостороннього методу. Тодi iз (11) та (21), враховуючи (8), маємо

𝑍*
𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑇𝑓

𝑝
(𝜂, 𝜁) = 𝑇 [𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑓

𝑝
(𝜂, 𝜁)] ≤ 0,
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𝑉 *
𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇 [𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)] ≥ 0.

Тодi
𝑍*
𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑉 *

𝑝+1(𝑡, 𝑥),

що i потрiбно було показати.

Наслiдок 1. Нехай виконуються умови Теореми 1 i 𝐹 [𝑈(𝑡, 𝑥)] ≡ 𝐻[𝑈(𝑡, 𝑥); 0],
а крайовi умови (4)є однорiдними.

Тодi якщо 𝐹 [0] ≥ (≤)0 в областi 𝐵, то розв’язок задачi (3), (4) задовольняє
нерiвностi

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑈(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0
(︀
𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑈(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)0

)︀
,

при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1 = 0,1, 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2.

4. Висновок. У данiй роботi побудовано одну модифiкацiю двостороннього
методу дослiдження та наближеного розв’язання крайової задачi для ДРЧП.
Одержано достатнi умови iснування, єдиностi, регулярностi та знакосталостi
шуканого розв’язку. Доведено теореми про диференцiальнi нерiвностi та визна-
чено апостерiорну оцiнку похибки наближеного розв’язку задачi.
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УЗАГАЛЬНЕННЯ АСИМПТОТИЧНОГО РОЗКЛАДУ
РАМАНУДЖАНА-ВАТСОНА-КНУТА

У роботi наведено асимптотичний розклад для математичного сподiвання моменту
(𝑟 + 1)-го збiгу в узагальненiй задачi про днi народження. У випадку 𝑟 = 1 даний
розклад добре вiдомий у лiтературi як асимптотичний розклад Рамануджана-Ватсона-
Кнута. Iдея доведення одержаного результату полягає у застосуваннi методу Лапласа
до оцiнки iнтеграла з параметром, який виникає при обчисленнi точного значення
шуканого математичного сподiвання.

Ключовi слова: узагальнена задача про днi народження, асимптотичний розклад,
метод Лапласа.

1. Вступ. Особливе мiсце у лiтературi, присвяченiй комбiнаторнiй теорiї ймо-
вiрностей, посiдають задача про днi народження та її подальшi узагальнення.
Наприклад, нещодавно у роботi [1] було одержано ряд граничних теорем для
випадкових величин, пов’язаних iз одним з узагальнень такої задачi.

Розглянемо 𝑛 рiзних типiв об’єктiв довiльної природи. Нехай представни-
ки кожного з цих типiв з ймовiрнiстю 1

𝑛
незалежно вiд iнших один за одним

у цiлi послiдовнi моменти часу з’являються у полi зору спостерiгача. Введемо
випадкову величину 𝑇 (𝑛)

𝑟 , 𝑟 ≥ 1, яка описує перший момент часу, коли деякий
тип об’єктiв з’явився в (𝑟 + 1)-й раз. Варто вiдзначити, що, покладаючи 𝑟 = 1
(перший збiг з кимось), а 𝑛 = 365 (загальна кiлькiсть днiв у невисокосному ро-
цi), а пiд представниками розумiти людей, народжених в один з можливих днiв
року, ми одержимо випадковi величини, що вiдповiдають класичнiй постановцi
задачi про днi народження.

Можна навести еквiвалентне формулювання даної задачi в термiнах урнової
схеми. В такому випадку величини 𝑇

(𝑛)
𝑟 , 𝑟 ≥ 1, означатимуть момент, коли

вперше в деякiй урнi з’являється принаймнi (𝑟 + 1)-а кулька (див., напр., [4],
[5], або [6]).

2. Огляд попереднiх результатiв. Вагому частину дослiджень, котрi
стосуються вiдповiдної тематики, було спрямовано на обчислення числових ха-
рактеристик випадкових величин 𝑇 (𝑛)

𝑟 , їх асимптотик та наближених обчислень.
Зокрема, у роботi Кламкiна та Ньюмана [2] було одержано точне значення ма-
тематичного сподiвання цих величин, яке у наших позначеннях матиме вигляд

E𝑇 (𝑛)
𝑟 =

∞∫︁
0

𝑒−𝑡
[︂
𝑆𝑟

(︂
𝑡

𝑛

)︂]︂𝑛
𝑑𝑡, (1)
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де 𝑆𝑟 (𝑥) =
∑︀𝑟

𝑗=0
𝑥𝑗

𝑗!
. Бiльше того, ними ж було отримано наступну асимптотику:

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)! · Γ

(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
· 𝑛

𝑟
𝑟+1 + 𝑜

(︁
𝑛

𝑟
𝑟+1

)︁
, 𝑛→ ∞.

Цiкавою задачею з прикладної точки зору є узагальнення вище зазначеної
формули, тобто, можливiсть одержати бiльш точне представлення вiдповiдної
числової характеристики.

Наприклад, у випадку 𝑟 = 1 з теореми 2 у [3] випливає класичний розклад
Рамануджана-Ватсона-Кнута, який в наших позначеннях набуває вигляду

E𝑇 (𝑛)
1 =

√︂
𝜋𝑛

2
+

2

3
+

1

12

√︂
𝜋

2𝑛
− 4

135𝑛
+ ... . (2)

В основi даної роботи лежить отримання аналогiчного розкладу у випадку
загального 𝑟 ≥ 2.

3. Основний результат. Нехай заданi величини 𝑇 (𝑛)
𝑟 , 𝑟 ≥ 2, якi означа-

ють перший момент часу, коли деякий з 𝑛 типiв з’явився в (𝑟 + 1)-й раз. Тодi
справедлива наступна теорема.

Теорема 1.

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)! · Γ

(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑛

𝑟−1
𝑟+1 · 1

(𝑟 + 2)!
𝑟+1

√︁
(𝑟 + 1)!𝑟+3 ·

· Γ
(︂
𝑟 + 3

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑛

𝑟−2
𝑟+1

(︂
1

2

(𝑟 + 1)

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑟+1

√︁
(𝑟 + 1)!2𝑟+5 · Γ

(︂
2𝑟 + 5

𝑟 + 1

)︂
−

−
𝑟+1

√︁
(𝑟 + 1)!𝑟+4

2𝑟! (𝑟 + 3) (𝑟 + 1)
· Γ
(︂
𝑟 + 4

𝑟 + 1

)︂⎞⎠+ 𝑜
(︁
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

)︁
, 𝑛→ ∞.

Iдея доведення цього факту базується на дослiдженнi асимптотичної по-
ведiнки iнтеграла (1). Основним методом є так званий метод Лапласа. Його
сутнiсть полягає у дослiдженнi асимптотики iнтеграла навколо точки макси-
муму пiдiнтегральної функцiї та доведеннi того, що рештою доданкiв можна
знехтувати. Перейдемо до реалiзацiї.

4. Доведення. Перепишемо (1) у наступному виглядi:

E𝑇 (𝑛)
𝑟 =

∞∫︁
0

𝑒−𝑡
[︂
1 +

𝑡

𝑛
+

𝑡2

2𝑛2
+

𝑡3

3!𝑛3
+ · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︂𝑛
𝑑𝑡, (3)

та введемо замiну змiнної 𝑥 = 𝑡

𝑛
𝑟

𝑟+1
. Тодi (3) набуває вигляду

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑛

𝑟
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
𝑑𝑥. (4)

Розглянемо границю пiдiнтегрального виразу у (4):

lim
𝑛→∞

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
=

= 𝑒
lim

𝑛→∞

(︃
−𝑛

𝑟
𝑟+1 ·𝑥+𝑛·ln

[︃
1+ 𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+ 𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+ 𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+···+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︃ )︃
.
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Зауважимо, що розклад функцiї 𝑓 (𝑦) := ln
(︁
1 + 𝑦 + 𝑦2

2
+ · · ·+ 𝑦𝑟

𝑟!

)︁
, 𝑟 ≥ 2, в

ряд Тейлора в околi нуля має наступний вигляд:

𝑓 (𝑦) = 𝑦 − 1

(𝑟 + 1)!
· 𝑦𝑟+1 +

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑦𝑟+2 − (𝑟 + 1) (𝑟 + 2)

2 (𝑟 + 3)!
· 𝑦𝑟+3 + 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀
. (5)

Покажемо це. Перезапишемо 𝑓 (𝑦) у наступному виглядi:

𝑓 (𝑦) = ln

[︂
𝑒𝑦 −

(︂
𝑦𝑟+1

(𝑟 + 1)!
+

𝑦𝑟+2

(𝑟 + 2)!
+

𝑦𝑟+3

(𝑟 + 3)!
+ 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀)︂]︂
.

Оскiльки ln(𝑎+ ℎ) = ln 𝑎+ ℎ
𝑎
+𝑂 (ℎ2) , то

𝑓 (𝑦) = ln 𝑒𝑦 +
1

𝑒𝑦

(︂
− 𝑦𝑟+1

(𝑟 + 1)!
− 𝑦𝑟+2

(𝑟 + 2)!
− 𝑦𝑟+3

(𝑟 + 3)!
+ 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀)︂
+

+𝑂

(︂
− 𝑦𝑟+1

(𝑟 + 1)!
− 𝑦𝑟+2

(𝑟 + 2)!
− 𝑦𝑟+3

(𝑟 + 3)!
+ 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀)︂2

=

= 𝑦+

(︂
1− 𝑦 +

𝑦2

2
+ 𝑜

(︀
𝑦2
)︀)︂

·
(︂
− 𝑦𝑟+1

(𝑟 + 1)!
− 𝑦𝑟+2

(𝑟 + 2)!
− 𝑦𝑟+3

(𝑟 + 3)!
+ 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀)︂
+

+𝑂

(︂
− 𝑦𝑟+1

(𝑟 + 1)!
− 𝑦𝑟+2

(𝑟 + 2)!
− 𝑦𝑟+3

(𝑟 + 3)!
+ 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀)︂2

=

= 𝑦− 1

(𝑟 + 1)!
· 𝑦𝑟+1 +

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑦𝑟+2 − (𝑟 + 1) (𝑟 + 2)

2 (𝑟 + 3)!
· 𝑦𝑟+3 + 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀
.

Тодi

𝑒
lim

𝑛→∞

(︃
−𝑛

𝑟
𝑟+1 ·𝑥+𝑛·ln

[︃
1+ 𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+ 𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+ 𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+···+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︃ )︃
=

=𝑒
lim

𝑛→∞

(︃
−𝑛

𝑟
𝑟+1 ·𝑥+𝑛·

[︃
𝑥

𝑛
1

𝑟+1

− 1
(𝑟+1)!

·𝑥
𝑟+1

𝑛
+ 𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑥𝑟+2

𝑛
𝑟+2
𝑟+1

+𝑜

(︃
1

𝑛
𝑟+2
𝑟+1

)︃]︃)︃
=

= 𝑒
lim

𝑛→∞

(︃
−𝑛

𝑟
𝑟+1 ·𝑥+𝑛

𝑟
𝑟+1 ·𝑥− 𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!
+ 𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑥𝑟+2

𝑛
1

𝑟+1

+𝑜

(︃
1

𝑛
1

𝑟+1

)︃)︃
= 𝑒−

𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! , 𝑥 ≥ 0.

Застосуємо теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть. Для цього спочатку
покажемо, що

𝜓𝑛 (𝑥) := 𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
,

обмеженi зверху деякою iнтегровною функцiєю на [0; +∞). Оберемо в якостi

цiєї функцiї 𝜓1 (𝑥) = 𝑒−𝑥 ·
[︁
1 + 𝑥+ 𝑥2

2
+ 𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

]︁
, 𝑥 ≥ 0. Перевiримо, що

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
≤

≤ 𝑒−𝑥 ·
[︂
1 + 𝑥+

𝑥2

2
+
𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

]︂
, 𝑥 ≥ 0.
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Ця нерiвнiсть еквiвалентна такiй:

𝑛
𝑟

𝑟+1 · 𝑥− 𝑛·ln
(︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

)︂
≥

≥ 𝑥− ln

(︂
1 + 𝑥+

𝑥2

2
+
𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

)︂
.

Оскiльки обидвi частини дорiвнюють 0, при 𝑥 = 0, достатньо довести нерiв-
нiсть для похiдних:

𝑛
𝑟

𝑟+1 −𝑛 ·
1

𝑛
1

𝑟+1
+ 𝑥

𝑛
2

𝑟+1
+ 𝑥2

2!𝑛
3

𝑟+1
+ · · ·+ 𝑥𝑟−1

(𝑟−1)!𝑛
𝑟

𝑟+1

1 + 𝑥

𝑛
1

𝑟+1
+ 𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1
+ 𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

≥ 1−
1 + 𝑥+ 𝑥2

2
+ · · ·+ 𝑥𝑟−1

(𝑟−1)!

1 + 𝑥+ 𝑥2

2
+ 𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

,

або

𝑥𝑟

𝑟!

1 + 𝑥

𝑛
1

𝑟+1
+ 𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1
+ 𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

≥
𝑥𝑟

𝑟!

1 + 𝑥+ 𝑥2

2
+ 𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

.

Остання нерiвнiсть є очевидною. Оскiльки:
1) Виконується

𝜓𝑛 (𝑥) = 𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
−→
𝑛→∞

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! ;

∀𝑥 ≥ 0;

2) 𝜓𝑛 (𝑥) ≤ 𝜓1 (𝑥) , ∀𝑥 ≥ 0,

а функцiя 𝜓1 (𝑥) = 𝑒−𝑥 ·
[︁
1 + 𝑥+ 𝑥2

2
+ 𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

]︁
— iнтегровна на [0; +∞) , то

за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть

∞∫︁
0

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
𝑑𝑥 −→

𝑛→∞

∞∫︁
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!𝑑𝑥. (6)

Обчислимо iнтеграл в (6):

∞∫︁
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!𝑑𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!
= 𝑡

𝑥 = 𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)! · 𝑟+1
√
𝑡

𝑑𝑥 = 𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)! · 1
𝑟+1

𝑡−
𝑟

𝑟+1𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!

𝑟 + 1

∞∫︁
0

𝑡−
𝑟

𝑟+1 · 𝑒−𝑡𝑑𝑡 =

= 𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)! · 1

𝑟 + 1
· Γ
(︂

1

𝑟 + 1

)︂
= |𝑧 · Γ (𝑧) = Γ (𝑧 + 1)| = 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!·Γ

(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
.

Таким чином,

E𝑇 (𝑛)
𝑟

𝑛
𝑟

𝑟+1

=

∞∫︁
0

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+
𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
𝑑𝑥 −→

𝑛→∞

−→
𝑛→∞

𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)!·Γ
(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
,
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тобто,

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!·Γ

(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑜

(︁
𝑛

𝑟
𝑟+1

)︁
, 𝑛→ ∞.

Для подальшого доведення нам знадобиться наступна лема.

Лема 1. ∀ 𝑘 ≥ 0, 𝑚 ≥ 1, 𝑐 > 0 :
+∞∫︀
𝑢

𝑥𝑘𝑒−𝑐·𝑥
𝑚
𝑑𝑥 = 𝑂

(︀
𝑢𝑘 · 𝑒−𝑐·𝑢𝑚

)︀
, 𝑢→ ∞.

Розглянемо

lim
𝑢→∞

+∞∫︀
𝑢

𝑥𝑘𝑒−𝑐·𝑥
𝑚
𝑑𝑥

𝑢𝑘 · 𝑒−𝑐·𝑢𝑚
= lim

𝑢→∞

−𝑢𝑘 · 𝑒−𝑐·𝑢𝑚

𝑘𝑢𝑘−1 · 𝑒−𝑐·𝑢𝑚 − 𝑐𝑚𝑢𝑚+𝑘−1 · 𝑒−𝑐·𝑢𝑚
= 0,

що i доводить цей факт (для обчислення границi скористались правилом Лопi-
таля).

Такий порядок збiжностi до нуля, як у правiй частинi леми 1, надалi будемо
називати експоненцiальним.

Оберемо довiльне число 𝛼 ∈
(︀

𝑟
𝑟+1

; 𝑟+1
𝑟+2

)︀
. Тодi (3) можна переписати насту-

пним чином:

E𝑇 (𝑛)
𝑟 =

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒−𝑡
[︂
1 +

𝑡

𝑛
+

𝑡2

2𝑛2
+

𝑡3

3!𝑛3
+ · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︂𝑛
𝑑𝑡+

+

∞∫︁
𝑛𝛼

𝑒−𝑡
[︂
1 +

𝑡

𝑛
+

𝑡2

2𝑛2
+

𝑡3

3!𝑛3
+ · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︂𝑛
𝑑𝑡.

(7)

Функцiя 𝑒−𝑡
[︁
1 + 𝑡

𝑛
+ 𝑡2

2𝑛2 +
𝑡3

3!𝑛3 + · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︁𝑛
, як не складно пересвiдчитися

логарифмiчним диференцiюванням, є монотонно спадною на [0; +∞) .
Покажемо, що другий iнтеграл у (7) є нехтовно малим. Введемо замiну змiн-

ної 𝑥 = 𝑡

𝑛
𝑟

𝑟+1
, тодi

∞∫︁
𝑛𝛼

𝑒−𝑡
[︂
1 +

𝑡

𝑛
+

𝑡2

2𝑛2
+

𝑡3

3!𝑛3
+ · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︂𝑛
𝑑𝑡 =

= 𝑛
𝑟

𝑟+1

∞∫︁
𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
𝑑𝑥 ≤

≤ 𝑛
𝑟

𝑟+1

∞∫︁
𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1

𝑒−𝑥 ·
[︂
1 + 𝑥+

𝑥2

2
+
𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

]︂
𝑑𝑥.

Оскiльки 𝛼 > 𝑟
𝑟+1

, то за лемою 1 порядок збiжностi даного iнтеграла є екс-
поненцiальним. Отже, другим iнтегралом у (7) можна знехтувати.

Таким чином, вся асимптотика визначається виключно першим доданком.
Перейдемо до його дослiдження.
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Позначимо

𝐼𝑛 =

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒−𝑡
[︂
1 +

𝑡

𝑛
+

𝑡2

2𝑛2
+

𝑡3

3!𝑛3
+ · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︂𝑛
𝑑𝑡 =

=

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒
−𝑡+𝑛·ln

(︁
1+ 𝑡

𝑛
+ 𝑡2

2𝑛2+
𝑡3

3!𝑛3+···+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

)︁
𝑑𝑡.

Скористаємось (5), перезаписавши дану рiвнiсть у наступному виглядi:

ln

(︂
1 + 𝑦 +

𝑦2

2
+ · · ·+ 𝑦𝑟

𝑟!

)︂
=

= 𝑦 − 1

(𝑟 + 1)!
· 𝑦𝑟+1 +

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑦𝑟+2 − (𝑟 + 1) (𝑟 + 2)

2 (𝑟 + 3)!
· 𝑦𝑟+3 + 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀
=

= 𝑦 − 1

(𝑟 + 1)!
· 𝑦𝑟+1 +

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑦𝑟+2

(︂
1− 𝑟 + 2

2 (𝑟 + 3)
· 𝑦 + 𝑜 (𝑦)

)︂
⏟  ⏞  

𝛽(𝑦)

.

Тодi

𝐼𝑛 =

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒

−𝑡+𝑛·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑡
𝑛
− 𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟+1+
𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+2

(︂
1− 𝑟 + 2

2 (𝑟 + 3)
· 𝑡
𝑛
+ 𝑜

(︂
𝑡

𝑛

)︂)︂
⏟  ⏞  

𝛽( 𝑡
𝑛)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑑𝑡 =

=

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 +
𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1 ·𝛽( 𝑡
𝑛)𝑑𝑡.

Оскiльки за формулою Тейлора 𝑒𝑥 = 1+𝑥+ 𝑥2

2!
+𝑜 (𝑥2) = 1+𝑥+ 𝑥2

2!
+𝑥2𝛾 (𝑥) ,

де 𝛾 (𝑥) → 0, 𝑥→ 0, то

𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 +
𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1 ·𝛽( 𝑡
𝑛) = 𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 · 𝑒
𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1 ·𝛽( 𝑡
𝑛) =

=

[︃
1 +

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1
· 𝛽
(︂
𝑡

𝑛

)︂
+

1

2
· (𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑡

2𝑟+4

𝑛2𝑟+2
· 𝛽2

(︂
𝑡

𝑛

)︂
+

+
(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑡

2𝑟+4

𝑛2𝑟+2
· 𝛽2

(︂
𝑡

𝑛

)︂
· 𝛾
(︂

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1
· 𝛽
(︂
𝑡

𝑛

)︂)︂]︃
𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 .
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Тодi

𝐼𝑛 =

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡+
𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!

𝑛𝛼∫︁
0

𝑡𝑟+2

𝑛𝑟+1
· 𝛽
(︂
𝑡

𝑛

)︂
· 𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡+

+
1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2

𝑛𝛼∫︁
0

𝑡2𝑟+4

𝑛2𝑟+2
· 𝛽2

(︂
𝑡

𝑛

)︂
· 𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡+

+
(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2

𝑛𝛼∫︁
0

𝑡2𝑟+4

𝑛2𝑟+2
· 𝛽2

(︂
𝑡

𝑛

)︂
· 𝛾
(︂

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1
· 𝛽
(︂
𝑡

𝑛

)︂)︂
𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡 =

= 𝐼(1)𝑛 + 𝐼(2)𝑛 + 𝐼(3)𝑛 + 𝐼(4)𝑛 .

Дослiдимо кожний з цих доданкiв.

1) 𝐼(1)𝑛 =
𝑛𝛼∫︀
0

𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑡 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 · 𝑥

𝑑𝑡 = 𝑛
𝑟

𝑟+1 · 𝑑𝑥
𝑥 ∈

(︁
0;𝑛𝛼−

𝑟
𝑟+1

)︁
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑛

𝑟
𝑟+1

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! 𝑑𝑥 =

= 𝑛
𝑟

𝑟+1

(︃
∞∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! 𝑑𝑥−
∞∫︀

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! 𝑑𝑥

)︃
= 𝑛

𝑟
𝑟+1

(︁
𝑟+1
√︀
(𝑟 + 1)!·Γ

(︀
𝑟+2
𝑟+1

)︀
− 𝜀𝑛

)︁
,

𝜀𝑛 — експоненцiально мала величина.

2) 𝐼(2)𝑛 = 𝑟+1
(𝑟+2)!

𝑛𝛼∫︀
0

𝑡𝑟+2

𝑛𝑟+1 · 𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 ·
(︁
1− 𝑟+2

2(𝑟+3)
· 𝑡
𝑛
+ 𝑜

(︀
𝑡
𝑛

)︀)︁
𝑑𝑡 =

= 𝑟+1
(𝑟+2)!

· 𝑛
𝑟

𝑟+1

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+2

𝑛
1

𝑟+1
·
(︁
1− 𝑟+2

2(𝑟+3)
· 𝑥

𝑛
1

𝑟+1
+ 𝑜

(︁
𝑥

𝑛
1

𝑟+1

)︁)︁
𝑑𝑥 =

= 𝑟+1
(𝑟+2)!

· 𝑛
𝑟−1
𝑟+1 ·

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+2𝑑𝑥− 1
2𝑟!(𝑟+3)

𝑛
𝑟−2
𝑟+1

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+3𝑑𝑥+

+ 𝑟+1
(𝑟+2)!

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+2 · 𝑜
(︁
𝑛

𝑟−2
𝑟+1 · 𝑥

)︁
𝑑𝑥 =

= 𝑟+1
(𝑟+2)!

· 𝑛
𝑟−1
𝑟+1 ·

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+2𝑑𝑥− 1
2𝑟!(𝑟+3)

𝑛
𝑟−2
𝑟+1

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+3𝑑𝑥+

+𝑜(𝑛
𝑟−2
𝑟+1 · 𝑟+1

(𝑟+2)!

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+3𝑑𝑥).

Зауважимо, що:

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑛

𝑟−1
𝑟+1 ·

∞∫︁
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+2𝑑𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!
= 𝑡

𝑥 = 𝑟+1
√︀
(𝑟 + 1)! · 𝑟+1

√
𝑡

𝑑𝑥 = 𝑟+1
√︀
(𝑟 + 1)! · 1

𝑟+1
𝑡−

𝑟
𝑟+1𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

=
𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑛

𝑟−1
𝑟+1 ·

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡
𝑟+2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+2
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)! · 1

𝑟 + 1
𝑡−

𝑟
𝑟+1𝑑𝑡 =

= 𝑛
𝑟−1
𝑟+1 · 1

(𝑟 + 2)!
(𝑟 + 1)!

𝑟+3
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡
2

𝑟+1𝑑𝑡 = 𝑛
𝑟−1
𝑟+1 · 1

(𝑟 + 2)!
(𝑟 + 1)!

𝑟+3
𝑟+1 · Γ

(︂
𝑟 + 3

𝑟 + 1

)︂
.
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1

2𝑟! (𝑟 + 3)
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+3𝑑𝑥 =

=
1

2𝑟! (𝑟 + 3)
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡
𝑟+3
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+3
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)! · 1

𝑟 + 1
𝑡−

𝑟
𝑟+1𝑑𝑡 =

= 𝑛
𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+4
𝑟+1

2𝑟! (𝑟 + 3) (𝑟 + 1)
·

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡
3

𝑟+1𝑑𝑡 = 𝑛
𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+4
𝑟+1

2𝑟! (𝑟 + 3) (𝑟 + 1)
· Γ
(︂
𝑟 + 4

𝑟 + 1

)︂
.

Отже, з точнiстю до експоненцiально малих доданкiв маємо, що

𝐼(2)𝑛 = 𝑛
𝑟−1
𝑟+1 · 1

(𝑟 + 2)!
(𝑟 + 1)!

𝑟+3
𝑟+1 · Γ

(︂
𝑟 + 3

𝑟 + 1

)︂
−𝑛

𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+4
𝑟+1

2𝑟! (𝑟 + 3) (𝑟 + 1)
·

· Γ
(︂
𝑟 + 4

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑜

(︁
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

)︁
, 𝑛→ ∞.

3) 𝐼(3)𝑛 = 1
2

(𝑟+1)2

((𝑟+2)!)2

𝑛𝛼∫︀
0

𝑡2𝑟+4

𝑛2𝑟+2 · 𝛽2
(︀
𝑡
𝑛

)︀
· 𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡 = 1
2

(𝑟+1)2

((𝑟+2)!)2

𝑛𝛼∫︀
0

𝑡2𝑟+4

𝑛2𝑟+2 · 𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡+

+𝑜 (вiд першого доданку) .

1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︁
0

𝑡2𝑟+4

𝑛2𝑟+2
· 𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑡 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 · 𝑥

𝑑𝑡 = 𝑛
𝑟

𝑟+1 · 𝑑𝑥
𝑥 ∈

(︁
0;𝑛𝛼−

𝑟
𝑟+1

)︁
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

=
1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︁
0

𝑥2𝑟+4

𝑛
2

𝑟+1

· 𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑛
𝑟

𝑟+1𝑑𝑥 =

=
1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑛

𝑟−2
𝑟+1

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︁
0

𝑥2𝑟+4 · 𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!𝑑𝑥.

Оскiльки

1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑥2𝑟+4 · 𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!𝑑𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!
= 𝑡

𝑥 = 𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)! · 𝑟+1
√
𝑡

𝑑𝑥 = 𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)! · 1
𝑟+1

𝑡−
𝑟

𝑟+1𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

=
1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · (𝑟 + 1)!
2𝑟+4
𝑟+1 · 𝑡

2𝑟+4
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!

1

𝑟 + 1
𝑡−

𝑟
𝑟+1𝑑𝑡 =

=
1

2

(𝑟 + 1)

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑛

𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

2𝑟+5
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡
𝑟+4
𝑟+1𝑑𝑡 =

=
1

2

(𝑟 + 1)

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑛

𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

2𝑟+5
𝑟+1 · Γ

(︂
2𝑟 + 5

𝑟 + 1

)︂
,

то

𝐼(3)𝑛 =
1

2

(𝑟 + 1)

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑛

𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

2𝑟+5
𝑟+1 · Γ

(︂
2𝑟 + 5

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑜

(︁
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

)︁
.
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4) 𝐼
(4)
𝑛 вiдрiзняється вiд 𝐼(3)𝑛 лише множником 𝛾

(︁
𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑡𝑟+2

𝑛𝑟+1 · 𝛽
(︀
𝑡
𝑛

)︀)︁
, причому

𝛾 (𝑥) → 0, 𝑥→ 0.
𝛽 — обмежена в околi нуля

𝑡𝑟+2

𝑛𝑟+1
≤ (𝑛𝛼)𝑟+2

𝑛𝑟+1
= 𝑛(𝑟+2)𝛼−𝑟−1 −→

𝑛→∞
0,

оскiльки 𝛼 < 𝑟+1
𝑟+2

. Таким чином, 𝐼(4)𝑛 є нескiнченно малою вищого порядку, нiж

𝐼
(3)
𝑛 .
Отже,

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!·Γ

(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑛

𝑟−1
𝑟+1 · 1

(𝑟 + 2)!
(𝑟 + 1)!

𝑟+3
𝑟+1 · Γ

(︂
𝑟 + 3

𝑟 + 1

)︂
−

−𝑛
𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+4
𝑟+1

2𝑟! (𝑟 + 3) (𝑟 + 1)
· Γ
(︂
𝑟 + 4

𝑟 + 1

)︂
+

1

2

(𝑟 + 1)

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑛

𝑟−2
𝑟+1 ·

· (𝑟 + 1)!
2𝑟+5
𝑟+1 · Γ

(︂
2𝑟 + 5

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑜

(︁
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

)︁
,

що i потрiбно було довести.
5. Приклад застосування. Оцiнимо похибку ∆ мiж iстинним значенням

iнтеграла (1) та його наближеною оцiнкою згiдно з теоремою 1, попередньо
зафiксувавши значення 𝑟 та 𝑛. Порiвняємо їх також з ранiше одержаною асим-
птотикою у роботi Кламкiна та Ньюмана [2].

Таблиця 1.
Порiвняння iстинного значення математичного сподiвання та його

асимптотики

𝑟 = 2, 𝑛 = 25 𝑟 = 2, 𝑛 = 100 𝑟 = 2, 𝑛 = 1000

Точне значення, E𝑇 (𝑟)
2 : 16,6129 38,9647 170,252

Наближене значення: 16,577 38,9429 170,2421
Похибка, ∆: 0,0359 0,0218 0,0099

Наближення за Клам-
кiним та Ньюманом:

13,87 34,959 162,265

Нескладно помiтити, що зi зростанням 𝑛 похибка мiж iстинним значенням
iнтеграла та його асимптотикою зменшується.

6. Висновки. У данiй роботi було виведено декiлька перших доданкiв
асимптотичного розкладу математичного сподiвання випадкових величин 𝑇 (𝑛)

𝑟 ,
𝑟 ≥ 2, якi описують моменти (𝑟+1)-х надходжень об’єктiв серед 𝑛 рiзних типiв
за допомогою методу Лапласа. Одержана асимптотика дає змогу з високою
точнiстю оцiнювати вiдповiднi числовi характеристики у випадку довiльного
фiксованого 𝑟 ≥ 2.
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THE COEFFICIENTS OF TRANSITIVITY OF THE POSETS
MINIMAX ISOMORPHIC TO THE SYPERCRITICAL

NON-PRIMITIVE POSET

The representations of partially ordered sets (abbreviated as posets), introduced by
L. A. Nazarova and A. V. Roiter (in matrix form) in 1972, play an important role in the
modern representation theory and its applications. After Yu. A. Drozd proved in 1974
that a poset 𝑆 has finite representation type if and only if its Tits quadratic form

𝑞𝑆(𝑧) =: 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

is weakly positive (i.e., positive on the set of non-negative vectors), but not enough to be
positive as for quivers, problems related to the positive and also non-negative Tits quadratic
form began to be of great interest from various points of view.

In this paper we continue to study combinatorial properties of posets that are minimal
with non-negative Tits quadratic form.

Key words: supercritical poset, positive and weakly positive quadratic forms, Tits quad-
ratic form, finite representation type, minimax equivalence and isomorphism, coefficient of
transitivity, nodal and neighboring elements.

1. Introduction. This paper continues the study of combinatorial properties
of posets, minimax isomorphic to the supercritical posets. The cases of primitive
supercritical posets were considered in [1�3]. In this paper it is considered the case
of non-primitive poset, i.e. (𝑁, 5).

The importance of studying minimax isomorphic posets(infroduced byV. M. Bon-
darenko) is determined by the fact that their Tits quadratic forms are 𝑍-equivalent,
and minimax isomorphism itself is a fairly general constructively de�ned 𝑍-equiva-
lence of the Tits quadratic forms for posets.

2. The list of posets minimax isomorphic to (𝑁, 5).
Let 𝑃 be a poset. For a minimal (resp. maximal) element 𝑎 of 𝑆, denote by

𝑇 = 𝑆↑
𝑎 (respect. 𝑇 = 𝑆↓

𝑎) the following poset: 𝑇 = 𝑆 as usual sets, 𝑇∖𝑎 = 𝑆∖𝑎 as
posets, the element 𝑎 is maximal (resp. minimal) in 𝑇 , and 𝑎 is comparable with 𝑥
in 𝑇 if and only if they are incomparable in 𝑆. Two posets 𝑆 and 𝑇 are called (min,
max)-equivalent [4] if there are posets 𝑆1, ..., 𝑆𝑝(𝑝 ≥ 0) such that, if we put 𝑆 = 𝑆0

and 𝑇 = 𝑆𝑝+1, then, for every 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑝, either 𝑆𝑖+1 = (𝑆𝑖)
↑
𝑥𝑖
or 𝑆𝑖+1 = (𝑆𝑖)

↓
𝑦𝑖
.

Since some time the term minimax equivalence are also used.
The notion of minimax equivalence can be naturally continued to the notion of

minimax isomorphism: posets 𝑆 and 𝑆 ′ are minimax isomorphic if there exists a
poset 𝑇 , which is minimax equivalent to 𝑆 and isomorphic to 𝑆 ′.

Роздiл 1: Математика i статистика
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From the results of [5] it follows that the following table contains all (up to
isomorphism and duality) posets which are minimax isomorphic to the the only
non-primitive supercritical poset (𝑁, 5):
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In the parentheses it is placed the nimbers from the table of [5].

3. Coefficients of transitivity. Main results. Let 𝑆 be a poset and
𝑆2
< := {(𝑥, 𝑦) |𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑥 < 𝑦}. If (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆2

< and there is no 𝑧 satisfying 𝑥 < 𝑧 < 𝑦,
then 𝑥 and 𝑦 are called neighboring. Put 𝑛𝑤 = 𝑛𝑤(𝑆) := |𝑆2

<| and denote by
𝑛𝑒 = 𝑛𝑒(𝑆) the number of pairs of neighboring elements. The ratio 𝑘𝑡 = 𝑘𝑡(𝑆) of the
numbers 𝑛𝑤 − 𝑛𝑒 and 𝑛𝑤 we call the coefficient of transitivity of 𝑆. If 𝑛𝑤 = 0 (then
𝑛𝑒 = 0), we assume 𝑘𝑡 = 0 (see [6]). Obvioisly, dual poset have the same coe�cient
of transitivity.

The aim of this paper is to calculate 𝑘𝑡 for all posets minimax isomorphic to
𝑁6 = (𝑁, 5) = {1, 2, · · · , 9 | 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7, 8 ≺ 9, 6 ≺ 9}, which is the
only non-primitive supercritical poset.

Theorem 1. The following holds for posets 1 – 33 minimax isomorphic to 𝑁6:

𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡 𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡 𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡
1 7 13 0,46154 12 7 17 0,58824 23 8 21 0,61905
2 9 19 0,52632 13 8 15 0,46667 24 8 27 0,70370
3 9 21 0,57143 14 8 13 0,38462 25 8 23 0,65217
4 9 33 0,72727 15 8 19 0,57895 26 9 15 0,4
5 9 29 0,68966 16 8 25 0,68 27 9 19 0,52632
6 9 25 0,64 17 8 15 0,46667 28 9 25 0,64
7 9 25 0,64 18 8 15 0,46667 29 9 25 0,64
8 9 29 0,68966 19 8 19 0,57895 30 9 17 0,47059
9 10 33 0,69697 20 8 15 0,46667 31 9 19 0,52632
10 10 33 0,69697 21 8 17 0,52941 32 9 17 0,47059
11 7 21 0,66667 22 8 14 0,42857 33 9 23 0,60870
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The transitivity coe�cients are written out with an accuracy of �ve decimal
places. The value is exact if and only if the number of decimal places is less than
�ve, and two values equal to exactly �ve digits are equal at all.

The proof is carried out by direct calculations.
Recall that the greatest length among the lengths of all linear ordered subsets of

a poset 𝑆 is called its height. An element of a poset is called nodal, if it is comparable
with all the others elements. A subposet 𝑋 of 𝑇 is said to be dense if there is not
𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑇 ∖𝑋 such that 𝑥1 < 𝑦 < 𝑥2.

Corollary 1. The coefficient 𝑘𝑡(𝑆) of a poset 𝑆 is the largest among all the
posets minimax isomorphic to 𝑁6 if and only if 𝑆 contains a dense subposet that
consists of five nodal elements.

4. Conclusions. In this paper we investigate combinatorial spects of the only
supercritical non-primitive poset, namely, describe the coe�cients of transitivity for
all posets that are minimax isomorphic to it. The importance of studying minimax
isomorphic posets is determined by the fact that their Tits quadratic forms are 𝑍-
equivalent. The obtained results can be used in the study of combinatorial aspects
of other classes of posets.
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Стьопочкiна М. В. Коефiцiєнти транзитивностi частково впорядкованих мно-
жин мiнiмаксно iзоморфних суперкритичнiй непримiтивнiй множинi.

Зображення частково впорядкованих (скорочено ч. в.) множин, якi введенi Л. А. На-
заровою i А. В. Ройтером (в матричнiй формi) в 1972 р., вiдiграють важливу роль в
сучаснiй теорiї зображень. Пiсля того, як Ю. А. Дрозд у 1974 р. довiв, що ч. в. мно-
жина 𝑆 має скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли її квадратична
форма Тiтса

𝑞𝑆(𝑧) =: 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

є слабко додатною (тобто додатною на множинi невiд’ємних векторiв), але не досить,
щоб додатною як для сагайдакiв, задачi, пов’язанi з додатними, а також невiд’ємними,
квадратичними формами Тiтса стали цiкавими з рiзних точок зору.

У цiй статтi ми продовжуємо вивчати комбiнаторнi властивостi ч. в. множин, що
є мiнiмальними, для яких квадратична форма Тiтса не є невiд’ємною.

Ключовi слова: суперкритична ч. в. множина, додатнi i слабко додатнi квадрати-
чнi форми, квадратична форма Тiтса, скiнченний зображувальний тип, мiнiмаксна
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еквiвалентнiсть i мiнiмаксний iзоморфiзм, коефiцiєнт транзитивностi, вузловi i сусi-
днi елементи.
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ON SEMIDISTRIBUTIVE LOCAL NEARRINGS

In [1] it was proved that the additive group of every semidistributive nearring 𝑅 with
an identity is abelian. In this paper we consider finite semidistributive local nearrings.
A nearring 𝑅 = (𝑅,+, ·) with identity is said to be local if the set 𝐿 of all non-invertible
elements of 𝑅 is a subgroup of 𝑅+. It is shown that the semigroup (𝐿, ·) of all non-invertible
elements of finite semidistributive local nearrings on 2-generated 2-group is commutative.

Keywords: additive group, local nearring, semidistributive local nearring, 2-generated
2-group, semigroup of all non-invertible elements.

1. Preliminaries.

We recall �rst some basic de�nitions of the theory of nearrings.

Definition 1. A set 𝑅 with two binary operations “+” and “ ·” is called a (left)
nearring if the following statements hold:

(1) (𝑅,+) is a (not necessarily abelian) group with neutral element 0;

(2) (𝑅, ·) is a semigroup;

(3) 𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧 for all 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅.

If 𝑅 is a nearring, then the group 𝑅+ = (𝑅,+) is called the additive group of
𝑅. If in addition 0 · 𝑥 = 0, then the nearring R is called zero-symmetric and if the
semigroup (𝑅, ·) is a monoid, i. e. it has an identity element 𝑖, then 𝑅 is a nearring
with identity 𝑖. In the latter case the group 𝑅* of all invertible elements of the
monoid (𝑅, ·) is called the multiplicative group of 𝑅.

Definition 2 ( [1]). A (left) nearring R is called semidistributive if so is the
multiplication from the right in respect to its addition. In other words, for any
elements 𝑟, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅 the equality (𝑟 + 𝑠+ 𝑟)𝑡 = 𝑟𝑡+ 𝑠𝑡+ 𝑟𝑡 holds.

It is obvious that every distributive nearring is semidistributive, but not con-
versely. For example, the nearring 𝑀𝑎𝑝(𝐺) of all functions on the group 𝐺 of order
2 is semidistributive and not distributive.

Recall that an element 𝑡 of a nearring 𝑅 is called distributive in 𝑅 if (𝑟 + 𝑠)𝑡 =
= 𝑟𝑡+ 𝑠𝑡 for any elements 𝑟, 𝑠 of 𝑅.

It is well-known that the additive group of any distributive nearring with identity
is abelian. The following two assertions were proved in [1].

Lemma 1. The additive group of every semidistributive nearring 𝑅 with an
identity is abelian.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 43, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



68 M. IU. RAIEVSKA

Lemma 2. Let 𝑅 be a semidistributive nearring with an identity. Then the
elements of odd orders of the additive group of 𝑅 are distributive in 𝑅. In particular,
each semidistributive nearring of odd order is a ring.

2. Finite semidistributive local nearrings.

Maxson shown in [6] that every non-cyclic abelian 𝑝-group of order 𝑝𝑛 > 4 is the
additive group of a zero-symmetric local nearring which is not a ring.

Definition 3. A nearring 𝑅 with identity is said to be local if the set 𝐿 = 𝑅∖𝑅*

of all non-invertible elements of 𝑅 is a subgroup of 𝑅+.

The following lemma characterizes the main properties of �nite local nearrings
(see [3]).

Lemma 3. Let 𝑅 be a finite local nearring with identity 𝑖 and 𝐿 be the subgroup
of 𝑅+ of all non-invertible elements from 𝑅. Then 𝑅+ is a 𝑝-group for a certain
prime number 𝑝 whose exponent is an additive order of the identity 𝑖.

The following result determines the structural feature of �nite local nearrings.

Proposition 1. Each non-trivial subnearring with identity of a finite local near-
ring is a local nearring.

Proof. Let 𝑅 = (𝑅,+, ·) be a �nite local nearring and 𝐿 be the subgroup of
𝑅+ of all non-invertible elements from 𝑅. Let 𝑅1 be a non-trivial subnearring with
identity in 𝑅 and (𝐿1,+) be the semigroup of non-invertible elements of 𝑅1. Since
(𝐿1,+) is a subsemigroup of 𝐿 it follows that (𝐿1,+) is a subgroup of 𝐿, and hence
a subgroup in 𝑅1

+. Hence 𝑅1 is a local nearring by De�nition 3. The statement is
proved.

As a direct corollary of Lemmas 1, 2 and 3 we have the following statement.

Lemma 4. Let 𝑅 be a finite semidistributive local nearring which is not a ring.
Then 𝑅+ is an abelian 2-group.

Let 𝑅 be a �nite semidistributive local nearring on 2-generated 2-group 𝑅+.
Hence 𝑅+ is an abelian group of type (2𝑚, 2𝑛) with 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 as a corollary of
Lemma 4. Let |𝑅 : 𝐿| = 2𝑘 with 1 ≤ 𝑘 < 𝑚+ 𝑛. Then 𝑅+ = ⟨𝑎⟩ + ⟨𝑏⟩, where
𝑎2𝑚 = 𝑏2𝑛 = 0 with 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 and 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. Hence 𝑅+ is of exponent
2𝑚 and, so 𝑎 coincides with identity of 𝑅 by Lemma 3. Moreover, each element
𝑥 ∈ 𝑅 is uniquely written in the form 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 with coe�cients 0 ≤ 𝑥1 < 2𝑚

and 0 ≤ 𝑥2 < 2𝑛. So that 𝑥𝑎 = 𝑎𝑥 = 𝑥 for each 𝑥 ∈ 𝑅. Furthermore, for each
𝑥 ∈ 𝑅 there exist uniquely determined integers 𝛼(𝑥) ∈ 𝑍2𝑚 and 𝛽(𝑥) ∈ 𝑍2𝑛 such
that 𝑥𝑏 = 𝑎𝛼(𝑥) + 𝑏𝛽(𝑥) and so some mappings 𝛼 : 𝑅 → 𝑍2𝑚 and 𝛽 : 𝑅 → 𝑍2𝑛 are
determined. So 𝑏 ∈ 𝐿, whence 𝐿 = ⟨𝑎2𝑘⟩+ ⟨𝑏⟩. Furthermore, 𝑅* = 𝑅 ∖𝐿 and so an
element 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 belongs to 𝑅

* if and only if 𝑥1 ̸≡ 0 ( mod 2𝑘 ).

Lemma 5. Let 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 and 𝑦 = 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2 be elements of 𝑅. Then

𝑥𝑦 = 𝑎(𝑥1𝑦1 + 𝛼(𝑥)𝑦2) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽(𝑥)𝑦2).

Moreover, for the mappings 𝛼 : 𝑅 → 𝑍2𝑚 and 𝛽 : 𝑅 → 𝑍2𝑛 the following statements
hold:
(0) 𝛼(0) = 𝛽(0) = 0 if and only if the nearring 𝑅 is zero-symmetric;
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(1) 𝛼(𝑎) = 0 and 𝛽(𝑎) = 1;
(2) 𝛼(𝑥) ≡ 0 ( mod 2𝑚−𝑛);
(3) 𝛼(𝑥𝑦) = 𝑥1𝛼(𝑦) + 𝛼(𝑥)𝛽(𝑦);
(4) 𝛽(𝑥𝑦) = 𝑥2𝛼(𝑦) + 𝛽(𝑥)𝛽(𝑦).

Proof. As 0 · 𝑎 = 𝑎 · 0 = 0, the nearring 𝑅 is zero-symmetric if and only
if 0 = 0 · 𝑏 = 𝑎𝛼(0) + 𝑏𝛽(0) whence 𝛼(0) = 𝛽(0) = 0, proving statement (0). In
addition, from the equality 𝑏 = 𝑎𝑏 = 𝑎𝛼(𝑎)+𝑏𝛽(𝑎) it implies 𝛼(𝑎) = 0 and 𝛽(𝑎) = 1,
and so statement (1) holds. Next, by the left distributive law, we have

𝑥𝑦 = (𝑥𝑎)𝑦1 + (𝑥𝑏)𝑦2 = (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2)𝑦1 + (𝑎𝛼(𝑥) + 𝑏𝛽(𝑥))𝑦2 =

= 𝑎𝑥1𝑦1 + 𝑏𝑥1𝑦1 + 𝑎𝛼(𝑥)𝑦2 + 𝑏𝛽(𝑥)𝑦2 =

(*) = 𝑎(𝑥1𝑦1 + 𝛼(𝑥)𝑦2) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽(𝑥)𝑦2)

as desired.
Next, by formula (*) for 𝑦 = 𝑏2𝑛 = 0 we have 0 = 𝑥(𝑏2𝑛) = 𝑎𝛼(𝑥)2𝑛. Thus

𝛼(𝑥) ≡ 0 ( mod 2𝑚−𝑛), as claimed in (2).
Finally, the associativity of multiplication in 𝑅 implies that

𝑥(𝑦𝑏) = (𝑥𝑦)𝑏 = 𝑎𝛼(𝑥𝑦) + 𝑏𝛽(𝑥𝑦).

Furthermore, substituting 𝑦𝑏 = 𝑎𝛼(𝑦) + 𝑏𝛽(𝑦) instead of 𝑦 in formula (*), we also
have

𝑥𝑦 = 𝑎((𝑥1𝛼(𝑦) + 𝛼(𝑥)𝛽(𝑦)) + 𝑏(𝑥2𝛽(𝑦) + 𝛽(𝑥)𝛽(𝑦)).

Comparing the coe�cients under 𝑎 and 𝑏 in two expressions obtained for 𝑥(𝑦𝑏), we
derive statements (3) and (4) of the lemma.

Theorem 1. Let 𝑅 be a semidistributive local nearring whose additive group
𝑅+ is isomorphic to an abelian group of type (2𝑚, 2𝑛) with 𝑚 ≥ 𝑛 > 1. Then the
semigroup (𝐿, ·) is commutative.

Proof. If 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 and 𝑦 = 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2 ∈ 𝐿 then 𝑥1 ≡ 0 ( mod 2𝑘 ) and
𝑦1 ≡ 0 ( mod 2𝑘 ). Let 𝑥1 = 2𝑠 and 𝑦1 = 2𝑡, where 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑁 . Then for each 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿
using the left distributive and semidistributive laws we have:

𝑥𝑦 = (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2)𝑦 = (𝑎2𝑠+ 𝑏𝑥2)𝑦 = (𝑎𝑠+ 𝑏𝑥2 + 𝑎𝑠)𝑦 =

= (𝑎𝑠)𝑦 + (𝑏𝑥2)𝑦 + (𝑎𝑠)𝑦 = 𝑎𝑠(𝑦 + 𝑦) + (𝑏𝑥2)𝑦 =

= (𝑎𝑠)(𝑦2) + (𝑏𝑥2)𝑦 = 𝑎𝑠(𝑎2𝑦1 + 𝑏2𝑦2) + 𝑏𝑥2(𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2) =

= 𝑎2𝑠𝑦1 + 𝑏2𝑠𝑦2 + 𝑏𝑥2𝑦1 + 𝑎𝛼(𝑏)𝑥2𝑦2 + 𝑏𝛽(𝑏)𝑥2𝑦2 =

= 𝑎𝑥1𝑦1 + 𝑏𝑥1𝑦2 + 𝑏𝑥2𝑦1 + 𝑎𝛼(𝑏)𝑥2𝑦2 + 𝑏𝛽(𝑏)𝑥2𝑦2 =

= 𝑎(𝑥1𝑦1 + 𝛼(𝑏)𝑥2𝑦2) + 𝑏(𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1 + 𝛽(𝑏)𝑥2𝑦2).

At the same time we get:

𝑦𝑥 = (𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2)𝑥 = (𝑎2𝑡+ 𝑏𝑦2)𝑥 = (𝑎𝑡+ 𝑏𝑦2 + 𝑎𝑡)𝑥 =

= (𝑎𝑡)𝑥+ (𝑏𝑦2)𝑥+ (𝑎𝑡)𝑥 = 𝑎𝑡(𝑥+ 𝑥) + (𝑏𝑦2)𝑥 =
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= (𝑎𝑡)(𝑥2) + (𝑏𝑦2)𝑥 = 𝑎𝑡(𝑎2𝑥1 + 𝑏2𝑥2) + 𝑏𝑦2(𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2) =

= 𝑎2𝑡𝑥1 + 𝑏2𝑡𝑥2 + 𝑏𝑦2𝑥1 + 𝑎𝛼(𝑏)𝑥2𝑦2 + 𝑏𝛽(𝑏)𝑥2𝑦2 =

= 𝑎𝑥1𝑦1 + 𝑏𝑥2𝑦1 + 𝑏𝑥1𝑦2 + 𝑎𝛼(𝑏)𝑥2𝑦2 + 𝑏𝛽(𝑏)𝑥2𝑦2 =

= 𝑎(𝑥1𝑦1 + 𝛼(𝑏)𝑥2𝑦2) + 𝑏(𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1 + 𝛽(𝑏)𝑥2𝑦2).

Therefore 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 for each 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 and so (𝐿, ·) is commutative, as desired.
As an example, there exist 1068 non-isomorphic local nearrings (LNR) on 2-

generated abelian 2-groups of order at most 32, among which 42 are semidistributive
(SDLNR). The next table is obtained from the packages SONATA and LocalNR [9]
of the computer algebra system GAP.

Additive Group Number of LNR Number of SDLNR
𝐶2 ⊕ 𝐶2 2 2
𝐶4 ⊕ 𝐶2 5 5
𝐶4 ⊕ 𝐶4 29 9
𝐶8 ⊕ 𝐶2 23 5
𝐶8 ⊕ 𝐶4 880 16
𝐶16 ⊕ 𝐶2 129 5
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Раєвська М. Ю. Про напiвдистрибутивнi локальнi майже-кiльця.

В [1] було доведено, що адитивна група кожного напiвдистрибутивного майже-
кiльця 𝑅 з одиницею є абелевою. В цiй статтi розглядаються скiнченнi напiвдистри-
бутивнi локальнi майже-кiльця. Майже-кiльце 𝑅 = (𝑅,+, ·) з одиницею називається
локальним, якщо множина 𝐿 всiх необоротних елементiв з 𝑅 є пiдгрупою в 𝑅+. Пока-
зано, що напiвгрупа (𝐿, ·) всiх необоротних елементiв скiнченного напiвдистрибутив-
ного локального майже-кiльця на 2-породженiй 2-групi є комутативною.

Ключовi слова: адитивна група, локальне майже-кiльце, напiвдистрибутивне ло-
кальне майже-кiльце, 2-породжена 2-група, напiвгрупа всiх необоротних елементiв.
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ПРО IНТЕГРАЛЬНЕ ЗОБРАЖЕННЯ ОДНОГО КЛАСУ ЦIЛИХ
ФУНКЦIЙ ЕКСПОНЕНЦIЙНОГО ТИПУ

В роботi вивчається iнтегральне зображення одного класу цiлих функцiй експо-
ненцiйного типу. Знайдено умови iснування цього iнтегрального зображення в термi-
нах розв’язкiв з вiдповiдних просторiв деяких диференцiальних рiвнянь. Отримано
асимптотичнi оцiнки цiлих функцiй з розглядуваного класу функцiй. Наведено також
приклади цiлих функцiй з цього класу.

Ключовi слова: теорема Пелi-Вiнера, цiла функцiя експоненцiйного типу, диферен-
цiальне рiвняння, iнтегральне зображення, нерiвнiсть Шварца.

1. Вступ. Нехай 𝐿𝑝(𝑋)— простiр всiх вимiрних функцiй 𝑓 : 𝑋 → C на вимiрнiй
множинi 𝑋 ⊆ R з нормою

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑋) :=

(︂∫︁
𝑋

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︂1/𝑝

, 𝑝 ∈ [1; +∞).

Цiла функцiя𝐺 називеться цiлою функцiєю експоненцiйного типу 𝜎 ∈ [0; +∞)
[1–3], якщо для кожного 𝜀 > 0 iснує така стала 𝑐(𝜀), що для всiх 𝑧 ∈ C виконує-
ться |𝐺(𝑧)| ≤ 𝑐(𝜀) exp((𝜎 + 𝜀)|𝑧|). Множину всiх цiлих функцiй експоненцiйного
типу 𝜎 ∈ (0;+∞), звуження яких на R належить простору 𝐿2(R), позначимо
через 𝑃𝑊 2

𝜎 , а клас парних функцiй з 𝑃𝑊 2
𝜎 — через 𝑃𝑊 2

𝜎,+. За теоремою Пелi-
Вiнера [1–3], клас 𝑃𝑊 2

𝜎 складається з функцiй 𝐺, якi подаються у виглядi

𝐺(𝑧) =

∫︁ 𝜎

−𝜎
𝑒𝑖𝑡𝑧𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(−𝜎;𝜎),

а клас 𝑃𝑊 2
𝜎,+ — з функцiй 𝐺, якi подаються у виглядi

𝐺(𝑧) =

∫︁ 𝜎

0

cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0;𝜎).

При цьому, ‖𝑔‖𝐿2(0;𝜎) =
√︀

2/𝜋‖𝐺‖𝐿2(0;+∞) i

𝑔(𝑡) =
2

𝜋

∫︁ +∞

0

𝐺(𝑧) cos(𝑡𝑧) 𝑑𝑧.

Задача про iнтегральне зображення рiзних класiв цiлих функцiй вивчалась в
багатьох працях (див., наприклад, [1–15]). Зокрема, в роботах [6,7] розглядалось
питання про опис класу E цiлих функцiй 𝐺 експоненцiйного типу 𝜎 ≤ 1, якi
подаються у виглядi

𝐺(𝑧) =

∫︁ 1

0

(cos(𝑡𝑧) + 𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1). (1)
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Теорема 1 (див. [6]). Для того щоб цiла функцiя 𝐺 подавалась у виглядi
(1), необхiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння 𝑓(𝑧)− 𝑧𝑓 ′(𝑧) = 𝐺(𝑧)
мало розв’язок 𝑓 = 𝐹 , який належить простору 𝑃𝑊 2

1,+.

У статтi [8] вивчався клас ̃︀E цiлих функцiй 𝑄 експоненцiйного типу 𝜎 ≤ 1,
якi подаються у виглядi

𝑄(𝑧) =

∫︁ 1

0

(−𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧) + 3𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧) + 3 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1). (2)

Теорема 2 (див. [8]). Для того щоб цiла функцiя 𝑄 подавалась у виглядi
(2), необхiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння −𝑧𝑓 ′(𝑧) + 3𝑓(𝑧) =
= 𝑄(𝑧) мало розв’язок 𝑓 = 𝐺, який належить до E.

Теорема 3 (див. [8]). Для того щоб цiла функцiя 𝑄 подавалась у виглядi
(2), необхiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння 𝑧2𝑓 ′′(𝑧) − 3𝑧𝑓 ′(𝑧) +
+ 3𝑓(𝑧) = 𝑄(𝑧) мало розв’язок 𝑓 = 𝐹 , який належить до 𝑃𝑊 2

1,+. Якщо цi
умови виконанi, то функцiя 𝑧−1(𝑧−1𝑄′(𝑧))′ також належить простору 𝑃𝑊 2

1,+

i 𝑔 можна знайти за кожною з наступних формул:

𝑔(𝑡) =
2

𝜋

∫︁ +∞

0

𝐹 (𝑧) cos(𝑡𝑧) 𝑑𝑧, 𝑔(𝑡) =
2

𝜋𝑡4

∫︁ +∞

0

1

𝑧

(︂
𝑄′(𝑧)

𝑧

)︂′

cos(𝑡𝑧) 𝑑𝑧.

У роботi [8] отримано також асимптотичнi оцiнки цiлих функцiй 𝑄 ∈ ̃︀E.
Функцiя 𝑄(𝑧) = 2𝑧4 cos 𝑧 не належить [8] до ̃︀E, а функцiя

𝑄(𝑧) = 𝑧

(︁
1− 4(−𝜋+2)

𝜋3 (𝑧2 − 𝜋2/4)
)︁
(𝑧2 − 𝜋2/4) sin 𝑧 + 2𝑧 cos 𝑧

(𝑧2 − 𝜋2/4)2
+

+3
cos 𝑧

𝑧2 − 𝜋2/4

(︂
1− 4(−𝜋 + 2)

𝜋3
(𝑧2 − 𝜋2/4)

)︂
,

належить [8] до ̃︀E з функцiєю 𝑔, визначеною формулою

𝑔(𝑡) =
4

𝜋3𝑡2

(︁
2− 2 cos

(︁𝜋
2
𝑡
)︁
− 𝜋𝑡 sin

(︁𝜋
2
𝑡
)︁)︁

. (3)

Метою цiєї статтi є опис класу ̂︀E цiлих функцiй 𝑃 експоненцiйного типу
𝜎 ≤ 1, якi подаються у виглядi

𝑃 (𝑧) =

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, (4)

з 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1). Такi класи функцiй виникають при дослiдженнi деяких некласи-
чних крайових задач для рiвняння Бесселя, особливiсть яких полягає в тому,
що система їх канонiчних власних функцiй є переповненою, тобто залишається
повною пiсля вiдкидання певної їх скiнченної кiлькостi (див. [16–21]). В данiй
роботi ми отримаємо аналоги теорем 1–3 для розглядуваного класу цiлих фун-
кцiй ̂︀E (див. теореми 4–7). Подiбнi результати мiстяться в [14].

2. Основнi результати. Основними результати роботи є наступнi твер-
дження, якi доповнюють результати робiт [6–9,18–21].
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Теорема 4. Для того щоб цiла функцiя 𝑃 подавалась у виглядi (4), необ-
хiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння

−𝑧2𝑓 ′′(𝑧) + 7𝑧𝑓 ′(𝑧)− 15𝑓(𝑧) = 𝑃 (𝑧), (5)

мало розв’язок 𝑓 = 𝐺, який належить до E.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя 𝑃 подається у виглядi (4) i

𝐺(𝑧) =

∫︁ 1

0

(cos(𝑡𝑧) + 𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

Тодi 𝐺 ∈ E,

𝐺′(𝑧) =

∫︁ 1

0

𝑧𝑡2 cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐺′′(𝑧) =

∫︁ 1

0

(𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 𝑡3𝑧 sin(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

i
−𝑧2𝐺′′(𝑧) + 7𝑧𝐺′(𝑧)− 15𝐺(𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑃 (𝑧).

Необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Нехай рiвняння (5) має розв’язок 𝑓 = 𝐺, який належить до

E. Тодi

𝑓(𝑧) =

∫︁ 1

0

(cos(𝑡𝑧) + 𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

Отже,
𝑃 (𝑧) = −𝑧2𝑓 ′′(𝑧) + 7𝑧𝑓 ′(𝑧)− 15𝑓(𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Теорему 4 доведено.

Зауваження 1. Нехай [22]

𝐽−7/2(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑧/2)2𝑘−7/2

𝑘!Γ(𝑘 − 5/2)
,

— функцiя Бесселя першого роду з iндексом −7/2, де Γ — класична Гамма-
функцiя Ейлера. Оскiльки (див. [22])

𝑧3
√
𝑧𝐽−7/2(𝑧) =

√︂
2

𝜋
(𝑧3 sin 𝑧 + 6𝑧2 cos 𝑧 − 15𝑧 sin 𝑧 − 15 cos 𝑧),

то функцiя 𝑃 ∈ ̂︀E подається також у виглядi

𝑃 (𝑧) =

√︂
𝜋

2

∫︁ 1

0

𝑧3𝑡3
√
𝑡𝑧𝐽−7/2(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).
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Приклад 1. Функцiя

𝑃 (𝑧) =
−4𝑧2

(𝑧2 − 𝜋2/4)3
(︀
2𝑧2 cos 𝑧 + (𝑧2 − 𝜋2/4)(𝑧 sin 𝑧 + 3 cos 𝑧)

)︀
+

+
𝑧2 cos 𝑧 − 7𝑧 sin 𝑧 − 15 cos 𝑧

𝑧2 − 𝜋2/4

(︂
1− 4(−𝜋 + 2)

𝜋3
(𝑧2 − 𝜋2/4)

)︂
,

належить до ̂︀E з функцiєю 𝑔, визначеною формулою (3). Справдi, функцiя

𝑓(𝑧) =
cos 𝑧

𝑧2 − 𝜋2/4

(︂
1− 4(−𝜋 + 2)

𝜋3
(𝑧2 − 𝜋2/4)

)︂
,

належить [7] до E з 𝑔, визначеною формулою (3). До того ж, функцiя 𝑓 є
розв’язком рiвняння (5), бо

𝑓 ′(𝑧) =
4(−𝜋 + 2)

𝜋3
sin 𝑧 − sin 𝑧

𝑧2 − 𝜋2/4
− 2𝑧 cos 𝑧

(𝑧2 − 𝜋2/4)2
,

𝑓 ′′(𝑧) =
4(−𝜋 + 2)

𝜋3
cos 𝑧 − cos 𝑧

𝑧2 − 𝜋2/4
+

4𝑧 sin 𝑧 − 2 cos 𝑧

(𝑧2 − 𝜋2/4)2
+

8𝑧2 cos 𝑧

(𝑧2 − 𝜋2/4)3
.

Тому за теоремою 4 розглядувана функцiя 𝑃 подається у виглядi (4).

Теорема 5. Для того щоб цiла функцiя 𝑃 подавалась у виглядi (4), необ-
хiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння

𝑧𝑓 ′(𝑧)− 5𝑓(𝑧) = 𝑃 (𝑧), (6)

мало розв’язок 𝑓 = 𝑄, який належить до ̃︀E.
Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя 𝑃 подається у виглядi (4) i

𝑄(𝑧) =

∫︁ 1

0

(−𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧) + 3𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧) + 3 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

Тодi 𝑄 ∈ ̃︀E,
𝑄′(𝑧) =

∫︁ 1

0

(𝑧𝑡2 cos(𝑡𝑧) + 𝑧2𝑡3 sin(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

i
𝑧𝑄′(𝑧)− 5𝑄(𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑃 (𝑧).

Необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Нехай рiвняння (6) має розв’язок 𝑓 = 𝑄, який належить до̃︀E. Тодi
𝑓(𝑧) =

∫︁ 1

0

(−𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧) + 3𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧) + 3 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).
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Тому
𝑃 (𝑧) = 𝑧𝑓 ′(𝑧)− 5𝑓(𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Теорему 5 доведено.

Теорема 6. Для того щоб цiла функцiя 𝑃 подавалась у виглядi (4), необ-
хiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння

𝑧3𝑓 ′′′(𝑧)− 6𝑧2𝑓 ′′(𝑧) + 15𝑧𝑓 ′(𝑧)− 15𝑓(𝑧) = 𝑃 (𝑧), (7)

мало розв’язок 𝑓 = 𝐹 , який належить до 𝑃𝑊 2
1,+. Якщо цi умови виконанi,

то функцiя 𝑧−1(𝑧−1(𝑧−1𝑃 ′(𝑧))′)′ також належить простору 𝑃𝑊 2
1,+ i 𝑔 можна

знайти за кожною з наступних формул:

𝑔(𝑡) =
2

𝜋

∫︁ +∞

0

𝐹 (𝑧) cos(𝑡𝑧) 𝑑𝑧, (8)

𝑔(𝑡) = − 2

𝜋𝑡6

∫︁ +∞

0

1

𝑧

(︂
1

𝑧

(︂
𝑃 ′(𝑧)

𝑧

)︂′)︂′

cos(𝑡𝑧) 𝑑𝑧. (9)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя 𝑃 подається у виглядi (4) i

𝐹 (𝑧) =

∫︁ 1

0

cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1). (10)

Тодi

𝑃 ′(𝑧) =

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡4 cos(𝑡𝑧)− 3𝑡3𝑧2 sin(𝑡𝑧)− 3𝑡2𝑧 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1),

1

𝑧

(︂
𝑃 ′(𝑧)

𝑧

)︂′

=

∫︁ 1

0

(−𝑧𝑡5 sin(𝑡𝑧)− 𝑡4 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

1

𝑧

(︂
1

𝑧

(︂
𝑃 ′(𝑧)

𝑧

)︂′)︂′

= −
∫︁ 1

0

𝑡6 cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡. (11)

За теоремою Пелi-Вiнера, функцiї 𝐹 (𝑧) i 𝑧−1(𝑧−1(𝑧−1𝑃 ′(𝑧))′)′ належать про-
стору 𝑃𝑊 2

1,+. Крiм того,

𝐹 ′(𝑧) = −
∫︁ 1

0

𝑡 sin(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐹 ′′(𝑧) = −
∫︁ 1

0

𝑡2 cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

𝐹 ′′′(𝑧) =

∫︁ 1

0

𝑡3 sin(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

i
𝑧3𝐹 ′′′(𝑧)− 6𝑧2𝐹 ′′(𝑧) + 15𝑧𝐹 ′(𝑧)− 15𝐹 (𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑃 (𝑧).
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Необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Нехай рiвняння (7) має розв’язок 𝑓 = 𝐹 , який належить до

𝑃𝑊 2
1,+. Тодi, згiдно з теоремою Пелi-Вiнера,

𝑓(𝑧) =

∫︁ 1

0

cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

Тому
𝑃 (𝑧) = 𝑧3𝑓 ′′′(𝑧)− 6𝑧2𝑓 ′′(𝑧) + 15𝑧𝑓 ′(𝑧)− 15𝑓(𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

тобто функцiя 𝑃 подається у виглядi (4). Формули (8) i (9) випливають з рiв-
ностей (10) i (11) та формули для оберненого косинус-перетворення Фур’є. Те-
орему 6 доведено.

Приклад 2. Функцiя 𝑃 (𝑧) = 𝑧7 sin 𝑧 не належить до ̂︀E. Справдi, для цiєї
функцiї 𝑃 диференцiальне рiвняння (7) має розв’язок 𝐹 (𝑧) = 𝐶1𝑧+𝐶2𝑧

3+𝐶3𝑧
5+

+ 𝑧4 cos 𝑧 − 6𝑧3 sin 𝑧 − 15𝑧2 cos 𝑧 + 15𝑧 sin 𝑧. Проте не iснує сталих 𝐶1, 𝐶2 i 𝐶3

таких, що функцiя 𝑃 належить простору 𝑃𝑊 2
1,+. Легко бачити, що функцiя 𝑃

є парною тiльки у випадку, коли 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 0, i при цьому функцiя 𝐺(𝑧) =
= 𝑧4 cos 𝑧 − 6𝑧3 sin 𝑧 − 15𝑧2 cos 𝑧 + 15𝑧 sin 𝑧 не належить простору 𝑊 2

1,+, бо 𝐺 /∈
𝐿2(R). Тому рiвняння (7) з 𝑃 (𝑧) = 𝑧7 sin 𝑧 не має розв’язку, який належить до
𝑃𝑊 2

1,+. Отже, за теоремою 6 функцiя 𝑃 не подається у виглядi (4).

Теорема 7. Якщо цiла функцiя 𝑃 подається у виглядi (4), то

|𝑃 (𝑧)| ≤ 𝑐1
𝑒| Im 𝑧|√︀
1 + | Im 𝑧|

(1 + |𝑧|)3, 𝑧 ∈ C, 𝑐1 > 0,

i 𝑃 є парною цiлою функцiєю експоненцiйного типу 𝜎 ≤ 1. До того ж, функцiя
𝑤−6𝑃 (𝑤) належить до 𝐿1(1;+∞) i 𝑃 (𝑧) = 𝑃1(𝑧)+𝑃1(−𝑧), де 𝑃1 — цiла функцiя
така, що

|𝑃1(𝑧)| ≤ 𝑐2
(1 + |𝑧|)3√
1 + Im 𝑧

, Im 𝑧 ≥ 0, 𝑐2 > 0.

Крiм того,∫︁ +∞

𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑃 (𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑤 < +∞,

∫︁ +∞

𝑥

|𝑃 (𝑤)|
𝑤6

𝑑𝑤 < +∞,

для кожного 𝑥 ∈ (0;+∞) i⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

𝑥

𝑃 (𝑤)

𝑤6
𝑑𝑤

⃒⃒⃒⃒
= 𝑜

(︂
1

𝑥2
√
𝑥

)︂
, 𝑥→ +∞. (12)

Доведення. Нехай 𝑃 ∈ ̂︀E i 𝑃 (𝑧) := 𝐹1(𝑧) + 𝐹2(𝑧) + 𝐹3(𝑧) + 𝐹4(𝑧), де

𝐹1(𝑧) = 𝑧3
∫︁ 1

0

𝑡3 cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐹2(𝑧) = 6𝑧2
∫︁ 1

0

𝑡2 cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,
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𝐹3(𝑧) = −15𝑧

∫︁ 1

0

𝑡 sin(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐹4(𝑧) = −15

∫︁ 1

0

cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

Згiдно з теоремою Пелi-Вiнера, функцiї 𝐹1(𝑧)/𝑧
3, 𝐹2(𝑧)/𝑧

2, 𝐹3(𝑧)/𝑧 i 𝐹4(𝑧)
належать простору 𝑃𝑊 2

1 . До того ж,

𝐹4(𝑧) = −15

∫︁ 1

0

𝑒𝑖𝑡𝑧

2
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡− 15

∫︁ 1

0

𝑒−𝑖𝑡𝑧

2
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

За нерiвнiстю Шварца, отримуємо

|𝑃 (𝑧)| ≤ 𝑐3
𝑒| Im 𝑧|√︀
1 + | Im 𝑧|

(1 + |𝑧|)3, 𝑧 ∈ C, 𝑐3 > 0.

Тому функцiя 𝑃 є парною цiлою функцiєю експоненцiйного типу 𝜎 ≤ 1.
Крiм того,∫︁ +∞

𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑃 (𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑤 ≤ 15

∫︁ +∞

𝑥

(︂⃒⃒⃒⃒
𝐹1(𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒
𝐹2(𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒
𝐹3(𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒
𝐹4(𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2)︂
𝑑𝑤 < +∞,

i з нерiвностi Шварца, одержимо⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

𝑥

𝑃 (𝑤)

𝑤6
𝑑𝑤

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

𝑥2
√
5𝑥

(︃∫︁ +∞

𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑃 (𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑤

)︃1/2

< +∞, 𝑥 ∈ (0;+∞).

Тому функцiя 𝑤−6𝑃 (𝑤) належить простору 𝐿1(1;+∞) i виконується асим-
птотична рiвнiсть (12). Далi, 𝑃 (𝑧) = 𝑃1(𝑧) + 𝑃2(𝑧), де

𝑃1(𝑧) :=

∫︁ 1

0

(︂
𝑧3𝑡3

𝑒𝑖𝑡𝑧

2𝑖
+ 6𝑧2𝑡2

𝑒𝑖𝑡𝑧

2
− 15𝑧𝑡

𝑒𝑖𝑡𝑧

2𝑖
− 15

𝑒𝑖𝑡𝑧

2

)︂
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑃2(𝑧) :=

∫︁ 1

0

(︂
−𝑧3𝑡3 𝑒

−𝑖𝑡𝑧

2𝑖
+ 6𝑧2𝑡2

𝑒−𝑖𝑡𝑧

2
+ 15𝑧𝑡

𝑒−𝑖𝑡𝑧

2𝑖
− 15

𝑒−𝑖𝑡𝑧

2

)︂
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Отже, 𝑃2(𝑧) = 𝑃1(−𝑧), i згiдно з нерiвнiстю Шварца, для 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 i 𝑦 ≥ 0
виконується

|𝑃1(𝑧)| ≤
15

2
(1 + |𝑧|)3‖𝑔‖𝐿2(0;1)

(︂∫︁ 1

0

𝑒−2𝑡𝑦 𝑑𝑡

)︂1/2

=

=
15

2
(1 + |𝑧|)3‖𝑔‖𝐿2(0;1)

(︂
1− 𝑒−2𝑦

2𝑦

)︂1/2

≤ 𝑐4
(1 + |𝑧|)3√
1 + Im 𝑧

, 𝑐4 > 0.

Теорему 7 доведено.
3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Робота при-

свячена дослiдженню iнтегрального зображення одного класу ̂︀E цiлих функцiй
𝑃 експоненцiйного типу 𝜎 ≤ 1. Знайдено умови для такого представлення в
термiнах iснування розв’язкiв з вiдповiдних просторiв деяких диференцiальних
рiвнянь (див. теореми 4–6). Отримано також асимптотичнi оцiнки цiлих фун-
кцiй 𝑃 ∈ ̂︀E (див. теорему 7) та побудовано приклади цiлих функцiй з ̂︀E (див.
приклади 1 i 2). Отриманi результати можуть бути використанi для дослiджен-
ня повноти системи

{︀
𝑡3𝜌3𝑘

√
𝑡𝜌𝑘𝐽−7/2(𝑡𝜌𝑘) : 𝑘 ∈ N

}︀
у просторi 𝐿2(0; 1), де 𝐽−7/2 —

функцiя Бесселя першого роду з iндексом −7/2 i (𝜌𝑘)𝑘∈N — послiдовнiсть рiзних
ненульових комплексних чисел.
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In this paper, we study an integral representation of one class of entire functions of
exponential type. Conditions for the existence of this representation in terms of solutions
from the corresponding spaces of some differential equations are found. We obtain asymp-
totic estimates of entire functions from the considered class of functions. We also give
examples of entire functions from this class.

Keywords: Paley-Wiener theorem, entire function of exponential type, differential equa-
tion, integral representation, Schwarz inequality.

References

1. Levin, B. Ya. (1996). Lectures on entire functions. Transl. Math. Monogr. USA: Amer. Math.
Soc., Providence, R.I.

2. Sedletskii, A. M. (2005). Analytic Fourier transforms and exponential approximations. I. Jour-
nal of Mathematical Sciences, 129(6), 4251–4408. https://doi.org/10.1007/s10958-005-0349-y

3. Wiener, N., & Paley, R. C. (1934). Fourier transforms in the complex domain. USA: Amer.
Math. Soc., Providence, R.I.

4. Dzhrbashyan, M. M. (1966). Integral transforms and representations of functions in the com-
plex domain. Moscow: Nauka [in Russian].

5. Griffith, J. L. (1955). Hankel transforms of functions zero outside a finite interval. Journal and
Proceedings of the Royal Society of New South Wales, 89, 109–115.

6. Vynnyts’kyi, B. V., & Dilnyi, V. M. (2014). On approximation properties of one trigonometric
system. Russian Mathematics, 58(11), 10–21. https://doi.org/10.3103/S1066369X14110024

7. Khats’, R. V. (2023). On the completeness of a system of Bessel functions of index −3/2 in
weighted 𝐿2-space. Filomat, 37(19), 6335–6343. https://doi.org/10.2298/FIL2319335K

8. Khats’, R. V. (2022). Integral representation of one class of entire functions. Armenian Journal
of Mathematics, 14(1), 1–9. https://doi.org/10.52737/18291163-2022.14.1-1-9

9. Vynnyts’kyi, B. V., & Khats’, R. V. (2010). Some approximation properties of the systems of
Bessel functions of index −3/2. Matematychni Studii, 34(2), 152–159.

10. Vynnyts’kyi, B. V., & Khats’, R. V. (2013). Completeness and minimality of systems of Bessel
functions. Ufa Mathematical Journal, 5(2), 131–141. https://doi.org/10.13108/2013-5-2-131

11. Vynnyts’kyi, B. V., & Khats’, R. V. (2015). On the completeness and minimality of sets of
Bessel functions in weighted 𝐿2-spaces. Eurasian Mathematical Journal, 6(1), 123–131.

12. Vynnyts’kyi, B. V., & Khats’, R. V. (2015). A remark on basis property of systems of Bessel
and Mittag-Leffler type functions. Journal of Contemporary Mathematical Analysis (Armenian
Academy of Sciences), 50(6), 300–305. https://doi.org/10.3103/S1068362315060060

13. Tuan, V. K., & Zayed, A. I. (2002). Paley-Wiener-type theorems for a class of in-
tegral transforms. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 266(1), 200–226.
https://doi.org/10.1006/jmaa.2001.7740

14. Laine, I. (2011). Nevanlinna theory and complex differential equations. Berlin: Walter de
Gruiter.

15. Unni, K. R. (1965). Hankel transforms and entire functions. Bulletin of the American Mathe-
matical Society, 71(3), 511–513. https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1965-11303-9

16. Khats’, R. V. (2022). Generalized eigenvectors of linear operators and biorthogonal systems.
Constructive Mathematical Analysis, 5(2), 60–71. https://doi.org/10.33205/cma.1077842

17. Khats’, R. V. (2023). Completeness of the system of generalized eigenfunctions for
a Bessel-type differential operator. Journal of Mathematical Sciences, 274(6), 898–911.
https://doi.org/10.1007/s10958-023-06652-2

18. Shavala, O. V. (2015). On some approximation properties of the Bessel functions of or-
der −5/2. Matematychni Studii, 43(2), 180–184. https://doi.org/10.15330/ms.43.2.180-184 [in
Ukrainian].

Роздiл 1: Математика i статистика



ПРО IНТЕГРАЛЬНЕ ЗОБРАЖЕННЯ ОДНОГО КЛАСУ ЦIЛИХ ФУНКЦIЙ . . . 81

19. Shavala, O. V. (2017). On completeness of systems of functions generated by the Bessel func-
tion. Bukovinian Mathematical Journal, 5(3-4), 168–171 [in Ukrainian].

20. Vynnyts’kyi, B. V., & Shavala„ O. V. (2008). Boundedness of solutions of a second-order linear
differential equation and a boundary value problem for Bessel’s equation.Matematychni Studii,
30(1), 31–41 [in Ukrainian].

21. Vynnyts’kyi, B. V., & Shavala, O. V. (2013). Some properties of boundary value problems for
Bessel’s equation. Mathematical Bulletin of the Shevchenko Scientific Society, 10, 169–172.

22. Watson, G. N. (1944). A treatise on the theory of Bessel functions. 2nd ed. Cambridge: Cam-
bridge University Press.

Одержано 07.10.2023

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 43, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



82 Ю. П. ГЛУХОВ, С. Ю. БАБИЧ, Ю. Ю. МЛАВЕЦЬ

УДК 519.21
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2023.43(2).82-95

Ю. П. Глухов1, С. Ю. Бабич2, Ю. Ю. Млавець3

1 Iнститут механiки iм. С. П. Тимошенка НАН України,
старший науковий спiвробiтник,
кандидат фiзико-математичних наук
gluchov.uriy@gmail.com

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-6328-5993

2 Iнститут механiки iм. С.П. Тимошенка НАН України,
провiдний науковий спiвробiтник,
доктор технiчних наук, професор
babich_sy@ukr.net

ORCID: https://orcid.org/0000-0003-2642-9115

3 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
доцент кафедри кiбернетики i прикладної математики,
кандидат фiзико-математичних наук
yurii.mlavets@uzhnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-1480-9017

РЕАКЦIЯ ШАРУВАТОГО НЕСТИСЛИВОГО ПIВПРОСТОРУ З
ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ НА РУХОМЕ

НАВАНТАЖЕННЯ

Розглянута плоска задача про вплив рухомого навантаження на нестисливий пiв-
простiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару. Дослiджено вплив ру-
хомого навантаження, початкових напружень, механiчних параметрiв елементiв ша-
руватої основи на основнi характеристики її напружено-деформованого стану.

Ключовi слова: нестисливий пiвпростiр, початковi (залишковi) напруження, рухоме
навантаження.

1. Вступ. Специфiчнi iнженернi проблеми i закони внутрiшнього розвитку
фундаментальних дослiджень вимагають послiдовного i бiльш повного враху-
вання фiзико-механiчних характеристик матерiалiв та iнших властивостей, вла-
стивих реальним тiлам. Одним iз важливих факторiв при розв’язаннi таких за-
дач є врахування початкових (залишкових) напружень, що є практично в усiх
елементах конструкцiй i зумовленi як технологiчними, так i природними при-
чинами. Все це вимагає побудови моделей деформування пружних матерiалiв
адекватних реальним процесам, розробки нових та розвиток вiдомих аналiти-
чних i чисельних методiв їх дослiдження.

Дане дослiдження спрямовано на вивчення закономiрностей хвильових про-
цесiв в пружних тiлах при врахуваннi ряду ускладнюючих факторiв: рiзних
моделей шаруватого покриття, початкових напружень, рiзних швидкостей ру-
ху поверхневого навантаження.

В данiй статтi розглянута плоска задача про дiю рухомого поверхневого
навантаження на пружний пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого по-
верхневого шару.

Шаруватi середовища з початковими напруженнями дослiджувалися в ро-
ботах [1–5] та iнших.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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2. Постановка задачi. Розглядається попередньо напружений нестисли-
вий пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару.

Матерiал пiвпростору — iзотропний нелiнiйно-пружний в ненапруженому
станi з довiльною формою пружного потенцiалу. У випадку ортотропних ма-
терiалiв будемо вважати, що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають з на-
прямками осей вибраних систем координат.

Початковий напружено-деформований стан пiвпростору вважається однорi-
дним i визначається компонентами вектора перемiщень вiдповiдно до формули

𝑢0𝑗 = 𝛿𝑚𝑗 (𝜆𝑚 − 1)𝑥𝑚; 𝑚, 𝑗 = 1, 3,

де 𝜆𝑗 — видовження, (𝜆𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑗 = 1, 3), 𝛿𝑚𝑗 — символ Кронекера, i насту-
пними компонентами тензора узагальнених напружень

𝜎0
11 ̸= 0; 𝜎0

22 ̸= 0; 𝜎0
33 ̸= 0.

Шар i пiвпростiр вiднесенi до декартової системи координат (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3), якi
вводяться в початковому деформованому станi i пов’язанi з лагранжевими ко-
ординатами (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), що вводяться в природному станi, спiввiдношеннями
𝜉𝑗 = 𝜆𝑗𝑥𝑗.

Граничнi поверхнi елементiв є плоскi i паралельнi мiж собою. Координатна
площина 𝜉1𝑂𝜉3 спiвпадає з вiльною поверхнею захисного шару. Шар займає
область −ℎ ≤ 𝜉2 ≤ 0, а пiвпростiр — область 𝜉2 + ℎ ≤ 0.

На вiльну поверхню шару (𝜉2 = 0) дiє лiнiйне навантаження 𝑃 , що рухає-
ться з постiйною швидкiстю v пiд кутом 𝛼 протягом великого промiжку часу
i не залежить вiд координати 𝜉3. Вiдносно систем координат, пов’язаних з цим
навантаженням, iснує плоский деформований усталений стан

𝑢1 = 𝑢1 (𝜉1, 𝜉2, 𝑡) ; 𝑢2 = 𝑢2 (𝜉1, 𝜉2, 𝑡) ; 𝑢3 ≡ 0; 𝑝 = 𝑝 (𝜉1, 𝜉2, 𝑡) .

Скалярна функцiя 𝑝 пов’язана з гiдростатичним тиском.
Визначимо координати рухомої системи наступним чином

𝑦1 = 𝜉1 − v𝑡; 𝑦2 = 𝜉2. (1)

Передбачається, що картина деформацiй iнварiантна вiдносно часу в системi
координат, що рухається разом з навантаженням.

Також передбачається, що напруження, що виникає за рахунок дiї наванта-
ження, значно менше за початковi напруження. Вказане припущення дозволяє
застосовувати лiнеаризовану теорiю пружностi для тiл з початковими напру-
женнями [6] для опису додаткового напруженого стану, викликаного дiєю на-
вантаження.

Шар товщиною ℎ моделюється зосередженими масами з густиною 𝜌1. Таким
чином, нормальна i дотична складовi навантаження будуть (𝑃 sin𝛼 + 𝜌1hü1) 𝛿(𝑦1)
i (𝑃 cos𝛼 + 𝜌1hü2) 𝛿(𝑦1). Тут 𝛿(𝑦1) — функцiя Дiрака.

Представлення загальних розв’язкiв рiвнянь руху для нестисливих тiл в ру-
хомiй системi координат (1) мають вигляд [6]

𝑢1 = −𝛽(1)
11

𝜕2𝜒(1)

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+

(︂
𝛽
(2)
11

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(2)
12

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒(2);
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𝑢2 = −𝛽(2)
21

𝜕2𝜒(2)

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+

(︂
𝛽
(1)
21

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(1)
22

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒(1);

p = 𝑞−2
11

{︂[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝑞11𝑞

−1
22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀ 𝜕2
𝜕𝑦21

+ 𝜅̃2112
𝜕2

𝜕𝑦22

}︂
𝜕𝜒(1)

𝜕𝑦2
+

+𝑞−2
22

{︂(︀
𝜅̃1221 − 𝜌v2

)︀ 𝜕2
𝜕𝑦21

+
[︀
𝜅̃2222 − 𝑞22𝑞

−1
11 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀ 𝜕2
𝜕𝑦22

}︂
𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦1
, (2)

де
𝛽
(2)
12 = 𝛽

(1)
11 = 𝑞−1

11 ; 𝛽
(2)
21 = 𝛽

(1)
21 = 𝑞−1

22 ; 𝛽
(2)
11 = 𝛽

(1)
22 = 0.

При вище зазначених припущеннях з урахуванням (2) рiвняння усталеного
руху нестисливого пiвпростору можна записати у виглядi [6](︂

𝜂21
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂(︂
𝜂22
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒(𝑗) = 0; 𝑗 = 1, 2. (3)

Функцiї 𝜂𝑗 в рiвняннях руху (3) визначаються iз рiвнянь

𝜂4 + 2𝐴𝜂2 + 𝐴1 = 0, (4)

де
2𝐴𝑞222𝜅̃2112 = 𝑞211𝜅̃2222 + 𝑞222

(︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2

)︀
− 2𝑞11𝑞22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃2121) ;

𝐴1𝑞
2
22𝜅̃2112 = 𝑞211

(︀
𝜅̃1221 − 𝜌v2

)︀
. (5)

В формулах (2) i (5) 𝜌 — густина матерiалу пiвпростору в природному станi,
𝑞𝑡𝑡, 𝜅̃𝑖𝑗𝛼𝛽 — параметри, що характеризують матерiал пiвпростору [6].

Значення функцiй 𝜂21 (v) i 𝜂
2
2 (v) визначають вид рiвнянь руху (3) i вiдповiдно

вибiр форми їх розв’язку.
Вплив початкових напружень i швидкостi руху поверхневого навантажен-

ня на значення коренiв характеристичних рiвнянь, що вiдповiдають рiвнянням
руху (3) дослiджений в статтi [3]. В роботi [3] дана оцiнка можливих значень ко-
ренiв характеристичних рiвнянь. Вказанi необхiднi i достатнi умови iснування
кратних коренiв. Для нестисливих матерiалiв iз потенцiалом типу Бартенєва-
Хазановича виконанi чисельнi дослiдження.

Розглянемо жорсткий контакт мiж шаром i пiвпростором при 𝑦2 = −ℎ. В
цьому випадку граничнi умови можна записати

𝑄̃21 = 𝑃𝛿(𝑦1) sin𝛼 + 𝜌1hü1;

𝑄̃22 = 𝑃𝛿(𝑦1) cos𝛼 + 𝜌1hü2. (6)

Розглянемо випадки рiвних i нерiвних коренiв рiвняння (4).
Нерiвнi коренi. В представленнi загального розв’язку (2) приймемо

𝜒 = 𝛽
(1)
11 𝜒

(1); 𝜒(2) = 0; (7)

Враховуючи (7), отримаємо представлення розв’язку у виглядi

𝑢1 = − 𝜕2𝜒

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
; 𝑢2 =

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒,

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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p = 𝑞−1
11

{︂[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝑞11𝑞

−1
22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀ 𝜕2
𝜕𝑦21

+ 𝜅̃2112
𝜕2

𝜕𝑦22

}︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦2
, (8)

де
𝛽1 = 𝑞11𝑞

−1
22 ; 𝛽2 ≡ 0.

Функцiя 𝜒 (𝑦1, 𝑦2) визначається з рiвняння(︂
𝜂21
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂(︂
𝜂22
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒 = 0. (9)

У випадку нерiвних коренiв можна використовувати iнше представлення
розв’язку. Введемо позначення

Φ = −𝜕𝜒
(1)

𝜕𝑦2
; Ψ =

𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦1
; 𝜒 = 𝜒(1) + 𝜒(2). (10)

Пiсля пiдстановки (10) в (2) i (3) отримаємо(︂
𝜂21
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
Φ = 0;

(︂
𝜂22
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
Ψ = 0; (11)

i

𝑢1 =
𝜕Φ

𝜕𝑦1
− 𝜕Ψ

𝜕𝑦2
; 𝑢2 = 𝛼1

𝜕Φ

𝜕𝑦2
+ 𝛼2

𝜕Ψ

𝜕𝑦1
,

p = 𝑞−1
11

{︂
−
[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝜅̃2112𝜂

2
1 − 𝛽1 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀ 𝜕2Φ
𝜕𝑦21

+

+
[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝜅̃2112𝜂

2
2 − 𝛽1 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀ 𝜕Ψ{𝑠}

𝜕𝑦1𝜕𝑦2

}︂
. (12)

Тут
𝛼1 = 𝛽1𝜂

−2
1 ; 𝛼2 = 𝛽1.

При вiдсутностi початкових напружень представлення розв’язкiв (12) тото-
жнi представленню Ляме для нестисливих тiл.

В задачi, що розглядається, перемiщення визначаються з точнiстю до до-
вiльної константи, тому будемо в подальшому оперувати не перемiщеннями, а
швидкостями перемiщень. Напруження i швидкостi перемiщень в пiвпросторi
через функцiю 𝜒 в координатах (𝑦1, 𝑦2) можна записати

𝑄̃𝑗𝑗 =

(︂
𝛼
(1)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦12
+ 𝛼

(2)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦2
;

𝑄̃𝑚𝑗 =

(︂
𝛼
(1)
𝑚𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼

(2)
𝑚𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦1
; 𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑚 ̸= 𝑗;

𝑢̇1 = v
𝜕3𝜒

𝜕𝑦21𝜕𝑦2
; 𝑢̇2 = −v

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦1
. (13)

Вирази для напружень i швидкостей перемiщень у пiвпросторi через потен-
цiали Φ i Ψ мають вигляд

𝑄̃𝑗𝑗 =
(︁
𝜂21𝛼

(2)
𝑗𝑗 − 𝛼

(1)
𝑗𝑗

)︁ 𝜕2Φ
𝜕𝑦21

+
(︁
𝛼
(1)
𝑗𝑗 − 𝜂22𝛼

(2)
𝑗𝑗

)︁ 𝜕2Ψ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
;
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𝑄̃𝑚𝑗 =
(︁
𝜂−2
1 𝛼

(1)
𝑚𝑗 − 𝛼

(2)
𝑚𝑗

)︁ 𝜕2Φ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+
(︁
𝛼
(1)
𝑚𝑗 − 𝜂22𝛼

(2)
𝑚𝑗

)︁ 𝜕2Ψ
𝜕𝑦21

;

𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑚 ̸= 𝑗;

𝑢̇1 = −v

(︂
𝜕2Φ

𝜕𝑦21
− 𝜕2Ψ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2

)︂
; 𝑢̇2 = −v

(︂
𝛼1

𝜕2Φ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+ 𝛼2

𝜕2Ψ

𝜕𝑦21

)︂
, (14)

де

𝛼̃
(1)
𝑗𝑗 = 𝜅̃𝑗𝑗22𝑞11𝑞

−1
22 − 𝜅̃𝑗𝑗11 + 𝑞𝑗𝑗𝑞

−1
11

[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝑞11𝑞

−1
22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀
;

𝛼̃
(2)
𝑗𝑗 = 𝜅̃2112𝑞𝑗𝑗𝑞

−1
11 ; 𝛼̃

(1)
𝑚𝑗 = 𝜅̃𝑚𝑗21𝑞11𝑞

−1
22 ; 𝛼̃

(2)
𝑚𝑗 = −𝜅̃𝑚𝑗12; 𝑗,𝑚 = 1, 2.

Отже, задача про усталений рух двошарового нестисливого пiвпростору з
початковими напруженнями при дiї навантаження, що рухається з постiйною
швидкiстю, при нерiвних коренях зводиться до визначення функцiй 𝜒 або Φ i
Ψ iз граничних умов (6). Компоненти напружено-деформованого стану нести-
сливого пiвпростору визначаються за формулами (13) або (14).

Рiвнi коренi. Розглянемо випадок, коли 𝜂1 = 𝜂2 = 𝜂. Скористаємося загаль-
ним представленням розв’язку (2). Напруження i швидкостi перемiщень в ша-
руватому пiвпросторi у випадку рiвних коренiв через функцiї 𝜒(𝑗) визначаються
за формулами

𝑄̃𝑗𝑗 =

(︂
𝛼̃
(12)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼̃

(22)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦1
+

(︂
𝛼̃
(11)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼̃

(21)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(1)

𝜕𝑦2
;

𝑄̃𝑚𝑗 =

(︂
𝛼̃
(12)
𝑚𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼̃

(22)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦2
+

(︂
𝛼̃
(11)
𝑚𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼̃

(21)
𝑚𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(1)

𝜕𝑦1
;

𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑚 ̸= 𝑗;

𝑢̇1 = v

[︂
𝛽
(1)
11

𝜕3𝜒(1)

𝜕𝑦21𝜕𝑦2
−
(︂
𝛽
(2)
11

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(2)
12

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝑑𝜒(2)

𝑑𝑦1

]︂
;

𝑢̇2 = v

[︂
𝛽
(2)
21

𝜕3𝜒(2)

𝜕𝑦21𝜕𝑦2
−
(︂
𝛽
(1)
21

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(1)
22

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝑑𝜒(1)

𝑑𝑦1

]︂
, (15)

де

𝛼̃
(11)
𝑗𝑗 =

(︀
𝑞−1
22 𝜅̃𝑗𝑗22 − 𝑞−1

11 𝜅̃𝑗𝑗11
)︀
+ 𝑞𝑗𝑗𝑞

−2
11

[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝑞11𝑞

−1
22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀
;

𝛼̃
(22)
𝑗𝑗 = 𝑞−1

11 𝜅̃𝑗𝑗11 − 𝑞−1
22 𝜅̃𝑗𝑗22 + 𝑞𝑗𝑗𝑞

−2
22

[︀
𝜅̃2222 − 𝑞22𝑞

−1
11 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀
;

𝛼̃
(21)
𝑗𝑗 = 𝑞𝑗𝑗𝑞

−2
11 𝜅̃2112; 𝛼̃

(12)
𝑗𝑗 = 𝑞𝑗𝑗𝑞

−2
22

(︀
𝜅̃1221 − 𝜌v2

)︀
;

𝛼̃
(11)
𝑚𝑗 = 𝑞−1

22 𝜅̃𝑚𝑗21; 𝛼̃
(21)
𝑚𝑗 = −𝑞−1

11 𝜅̃𝑚𝑗12;

𝛼̃
(12)
𝑚𝑗 = −𝑞−1

22 𝜅̃𝑚𝑗21; 𝛼̃
(22)
𝑚𝑗 = 𝑞−1

11 𝜅̃𝑚𝑗12; 𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑚 ̸= 𝑗. (16)

Таким чином, у випадку рiвних коренiв задача, що розглядається, зводи-
ться до визначення функцiй 𝜒(𝑗) iз граничних умов (6). При цьому потрiбно
використовувати формули (15) при позначеннях (16).
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3. Розв’язок задачi в областi зображень Фур’є. Розв’язок задачi зна-
йдемо з допомогою iнтегрального перетворення Фур’є по змiннiй 𝑦1

𝑓𝐹 (𝑘) =

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑦1)𝑒
−𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑦1; (17)

i вiдповiдної формули оберненого перетворення

𝑓(𝑦1) =
1

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

𝑓𝐹 (𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘; 𝛾 > 0. (18)

Застосовуючи перетворення Фур’є (17) до рiвнянь (2), отримаємо(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
𝜒(𝑗)𝐹 = 0; j= 1, 2. (19)

Визначимо розв’язок задачi для випадкiв нерiвних i рiвних коренiв характе-
ристичного рiвняння. Розв’язок запишемо в загальному виглядi для будь-якої
швидкостi руху навантаження.

Нерiвнi коренi. Рiвняння руху (9) i (11) з урахуванням (17) в просторi зо-
бражень можна вiдповiдно записати(︂

𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
𝜒𝐹 = 0; (20)

i (︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂
Φ𝐹 = 0;

(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
Ψ𝐹 = 0. (21)

Розв’язок трансформованих рiвнянь (20) з урахуванням загасання на не-
скiнченностi будемо шукати у виглядi

𝜒𝐹 =
2∑︁

𝑚=1

𝐶𝑚e
𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ), (22)

де 𝐶𝑚, 𝑚 = 1, 2 — константи iнтегрування. Тут 𝑘𝑗 ≡ 𝜎 = |𝑘|
𝑘
, якщо 𝜂2𝑗 > 0, i

𝑘𝑗 = 𝑖,, якщо 𝜂2𝑗 < 0. У випадку, якщо 𝜂𝑗 мають комплекснi значення, то в пред-
ставленнi розв’язку (22) необхiдно покласти 𝑘𝑗 = 1; 𝜂𝑗 = 𝜎Re 𝜂𝑗 − (−1)𝑗 𝑖Im 𝜂𝑗;
𝑗 = 1, 2.

Розв’язок рiвнянь (21) для потенцiалiв Φ𝐹 i Ψ𝐹 будемо шукати у виглядi

Φ𝐹 = 𝐶1e
𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ); Ψ𝐹 = 𝐶2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ), (23)

де 𝐶𝑚, 𝑚 = 1, 2 — константи iнтегрування.
Зауважимо, що для скiнченностi значень функцiй 𝜒𝐹 , Φ𝐹 и Ψ𝐹 необхiдно,

щоб Re 𝜂𝑗 > 0.
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Трансформованi вирази для напружень, перемiщень i швидкостей перемi-
щень з урахуванням представлення розв’язкiв (22) мають вигляд

𝑄̃𝐹
𝑗𝑗 = −𝑘3

2∑︁
𝑚=1

𝐶𝑚𝑘𝑚𝛾
(𝑚)
𝑗𝑗 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ);

𝑄̃𝐹
𝑝𝑗 = −𝑖𝑘3

2∑︁
𝑚=1

𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
𝑝𝑗 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ); 𝑗, 𝑝 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑝;

𝑢𝐹1 = −𝑖𝑘2
2∑︁

𝑚=1

𝐶𝑚𝑘𝑚𝛾
(𝑚)
1 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ); 𝑢𝐹2 = −𝑘2

2∑︁
𝑚=1

𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
2 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ);

𝑢̇𝐹1 = −𝑘3v
2∑︁

𝑚=1

𝐶𝑚𝑘𝑚𝛾
(𝑚)
1 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ); 𝑢̇𝐹2 = 𝑖𝑘3v

2∑︁
𝑚=1

𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
2 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ), (24)

де

𝛾
(1)
𝑗𝑗 = 𝜂1

(︁
𝛼̃
(1)
𝑗𝑗 − 𝛼̃

(2)
𝑗𝑗 𝜂

2
1

)︁
; 𝛾

(2)
𝑗𝑗 = 𝜂2

(︁
𝛼̃
(1)
𝑗𝑗 − 𝛼̃

(2)
𝑗𝑗 𝜂

2
2

)︁
;

𝛾
(1)
𝑚𝑗 = 𝛼̃

(1)
𝑚𝑗 − 𝛼̃

(2)
𝑚𝑗𝜂

2
1; 𝛾

(2)
𝑚𝑗 = 𝛼̃

(1)
𝑚𝑗 − 𝛼̃

(2)
𝑚𝑗𝜂

2
2; 𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚;

𝛾
(1)
1 = 𝜂1; 𝛾

(2)
1 = 𝜂2; 𝛾

(1)
2 = 𝛽1 − 𝛽2𝜂

2
1; 𝛾

(2)
2 = 𝛽1 − 𝛽2𝜂

2
2.

Використовуючи представлення розв’язкiв (23), в просторi зображень Фур’є
параметри, що характеризують напружено-деформований стан пiвпростору, мо-
жна записати

𝑄̃𝐹
𝑗𝑗 = 𝑘2

2∑︁
𝑚=1

𝑖𝑚−1𝛾
(𝑚)
𝑗𝑗 𝐶𝑚e

𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ);

𝑄̃𝐹
𝑝𝑗 = −𝑖𝑘2

2∑︁
𝑚=1

(−𝑖)𝑚−1𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
𝑝𝑗 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ); 𝑗, 𝑝 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑝;

𝑢𝐹1 = 𝑖𝑘
2∑︁

𝑚=1

𝑖𝑚−1𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
1 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ); 𝑢𝐹2 = 𝑘

2∑︁
𝑚=1

𝑖𝑚−1𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
2 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ);

𝑢̇𝐹1 = v𝑘2
2∑︁

𝑚=1

𝑖𝑚−1𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
1 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ);

𝑢̇𝐹2 = −𝑖v𝑘2
2∑︁

𝑚=1

𝑖𝑚−1𝛾
(𝑚)
2 𝐶𝑚e

𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ), (25)

де

𝛾
(1)
𝑗𝑗 = 𝛼

(1)
𝑗𝑗 − 𝜂21𝛼

(2)
𝑗𝑗 ; 𝛾

(2)
𝑗𝑗 = 𝑘2𝜂2

(︁
𝛼
(1)
𝑗𝑗 − 𝜂22𝛼

(2)
𝑗𝑗

)︁
;

𝛾
(1)
𝑚𝑗 = 𝑘1𝜂1

(︁
𝛼
(2)
𝑚𝑗𝜂

−2
1 − 𝛼

(1)
𝑚𝑗

)︁
; 𝛾

(2)
𝑚𝑗 = 𝛼

(1)
𝑚𝑗 − 𝜂22𝛼

(2)
𝑚𝑗; 𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚;

𝛾
(1)
1 = 1; 𝛾

(2)
1 = 𝑘2𝜂2; 𝛾

(1)
2 = 𝛼1𝑘1𝜂1; 𝛾

(2)
2 = 𝛼2.
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Пiдставляючи вирази (24) в трансформованi граничнi умови (6) маємо си-
стему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих 𝐶𝑚, 𝑚 = 1, 2 (пред-
ставлення розв’язку через функцiю 𝜒):(︁

𝛾
(1)
21 + 𝜌1h𝑘ṽ

2𝑘1𝛾
(1)
1

)︁
𝐶1 +

(︁
𝛾
(2)
21 + 𝜌1h𝑘ṽ

2𝑘2𝛾
(2)
1

)︁
𝐶2 = 𝑖𝑘−3𝑃 sin𝛼;(︁

𝑘1𝛾
(1)
22 +𝜌1h𝑘v

2𝛾
(1)
2

)︁
𝐶1 +

(︁
𝑘2𝛾

(2)
22 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(2)
2

)︁
𝐶2 = −𝑘−3𝑃 cos𝛼. (26)

Аналогiчну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих 𝐶𝑚
(𝑚 = 1, 2) отримаємо, використовуючи граничнi умови (6) i вирази (25) (пред-
ставлення розв’язку через функцiї Φ i Ψ)(︁

𝛾
(1)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(1)
1

)︁
𝐶1 + 𝑖

(︁
𝛾
(2)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(2)
1

)︁
𝐶2 = −𝑖𝑘−2𝑃 sin𝛼;(︁

𝛾
(1)
22 +𝜌1h𝑘v

2𝛾
(1)
2

)︁
𝐶1 + 𝑖

(︁
𝛾
(2)
22 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(2)
2

)︁
𝐶2 = 𝑘−2𝑃 cos𝛼. (27)

Розв’язок системи алгебраїчних рiвнянь (26) можна записати

𝐶𝑚 = 𝑘−3∆−1𝑈𝑚; 𝑚 = 1, 2, (28)

де

∆ = 𝜌21h
2𝑘2ṽ4

(︁
𝑘2𝛾

(2)
1 𝛾

(1)
2 − 𝑘1𝛾

(2)
2 𝛾

(1)
1

)︁
+

+𝜌1h𝑘v
2
[︁
𝑘2𝑘1

(︁
𝛾
(1)
22 𝛾

(2)
1 − 𝛾

(2)
22 𝛾

(1)
1

)︁
+
(︁
𝛾
(1)
2 𝛾

(2)
21 − 𝛾

(2)
2 𝛾

(1)
21

)︁]︁
+

+
(︁
𝑘1𝛾

(1)
22 𝛾

(2)
21 − 𝑘2𝛾

(2)
22 𝛾

(1)
21

)︁
;

𝑈𝑚 = (−1)𝑚 𝑃
[︁
𝑖
(︁
𝑘𝑗𝛾

(𝑗)
22 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(𝑗)
2

)︁
sin𝛼 +

(︁
𝛾
(𝑗)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝑘𝑗𝛾
(𝑗)
1

)︁
cos𝛼

]︁
;

𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚.

Оригiнали напружень i швидкостей перемiщень отримаємо, скориставшись
формулами (24), (28) i оберненим перетворенням Фур’є (18):

𝑄̃𝑗𝑗 = − 1

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︁
𝑘1𝛾

(1)
𝑗𝑗 𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝑘2𝛾
(2)
𝑗𝑗 𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑄̃𝑚𝑗 = − 𝑖

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︁
𝛾
(1)
𝑚𝑗𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝛾
(2)
𝑚𝑗𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚;

𝑢̇1 = − v

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︁
𝑘1𝛾

(1)
1 𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝑘2𝛾
(2)
1 𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑢̇2 =
𝑖v

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆̃−1
(︁
𝛾
(1)
2 𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝛾
(2)
2 𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘. (29)
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Розв’язок системи алгебраїчних рiвнянь (27) має вигляд

𝐶𝑚 = 𝑘−2∆−1𝑈𝑚; 𝑚 = 1, 2. (30)

Тут

∆=𝜌21h
2𝑘2v4

(︁
𝛾
(1)
1 𝛾

(2)
2 −𝛾(2)1 𝛾

(1)
2

)︁
+

+𝜌1ℎ𝑘v
2
[︁(︁
𝛾
(2)
2 𝛾

(1)
21 − 𝛾

(1)
2 𝛾

(2)
21

)︁
+
(︁
𝛾
(1)
1 𝛾

(2)
22 − 𝛾

(2)
1 𝛾

(1)
22

)︁]︁
+

+
(︁
𝛾
(1)
21 𝛾

(2)
22 − 𝛾

(2)
21 𝛾

(1)
22

)︁
;

𝑈𝑚 = −𝑖𝑚−1𝑃
[︁
𝑖
(︁
𝛾
(𝑗)
22 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(𝑗)
2

)︁
sin𝛼 +

(︁
𝛾
(𝑗)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(𝑗)
1

)︁
cos𝛼

]︁
;

𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚.

В цьому випадку розв’язок задачi через параметри, що характеризують
напружено-деформований стан, можна записати, використовуючи формули (25),
(30) i (18):

𝑄̃𝑗𝑗 =
1

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︁
𝛾
(1)
𝑗𝑗 𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝑖𝛾
(2)
𝑗𝑗 𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑄̃𝑚𝑗 =
1

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︁
𝑖𝛾

(1)
𝑚𝑗𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) − 𝛾
(2)
𝑚𝑗𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑢̇𝑚 = (−𝑖)𝑚−1 v

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︀
𝛾(1)𝑚 𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝑖𝛾(2)𝑚 𝑈2e
𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)

)︀
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚. (31)

Рiвнi коренi. Розв’язок трансформованих рiвнянь (19) у випадку рiвних ко-
ренiв рiвнянь (3) (𝜂1 = 𝜂1 = 𝜂) з урахуванням загасання на нескiнченностi
будемо шукати у виглядi

𝜒(𝑗)𝐹 =
[︁
𝐶

(𝑗)
1 + |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)𝐶

(𝑗)
2

]︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ); 𝑗 = 1, 2, (32)

де 𝐶(𝑗)
𝑚 , 𝑚 = 1, 2 — константи iнтегрування.
Введемо постiйнi iнтегрування

𝑖𝐶(2)
𝑚 = 𝐶𝑚; 𝐶(1)

𝑚 = 𝐶𝑚; 𝑚 = 1, 4. (33)

Трансформованi вирази для напружень, перемiщень i швидкостей перемi-
щень з урахуванням (15) i (16) мають вигляд

𝑄̃𝐹
𝑚𝑗 = −𝑖1−𝛿𝑚𝑗𝑘3

{︁
𝛾
(1)
𝑚𝑗 [𝐶1 + |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)𝐶2] + 𝛾

(2)
𝑚𝑗𝐶2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ);

𝑢𝐹𝑗 = −𝑖𝛿1𝑗𝑘2
{︁
𝛾
(1)
𝑗 [𝐶1 + |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)𝐶2] + 𝛾

(2)
𝑗 𝐶2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ);
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𝑢̇𝐹𝑗 = 𝑖2−𝛿2𝑗v𝑘3
{︁
𝛾
(1)
𝑗 [𝐶1 + |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)𝐶2] + 𝛾

(2)
𝑗 𝐶2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ); 𝑗,𝑚 = 1, 2, (34)

де

𝛾
(1)
𝑗𝑗 = z̃

(2)
𝑗𝑗 + 𝜎𝜂z̃

(1)
𝑗𝑗 ; 𝛾

(3)
𝑗𝑗 = z̃

(2)
𝑗𝑗 − 𝜎𝜂z̃

(1)
𝑗𝑗 ; 𝛾

(2)
𝑗𝑗 = 𝜎𝜂

(︁
z̃
(1)
𝑗𝑗 − 𝜍

(1)
𝑗𝑗

)︁
− 𝜍

(2)
𝑗𝑗 ;

𝛾
(4)
𝑗𝑗 = 𝜎𝜂

(︁
z̃
(1)
𝑗𝑗 − 𝜍

(1)
𝑗𝑗

)︁
+ 𝜍

(2)
𝑗𝑗 ; 𝛾

(1)
𝑗𝑗 = z̃

(1)
𝑗𝑗 − 𝜎𝜂z̃

(2)
𝑗𝑗 ; 𝛾

(3)
𝑗𝑗 = z̃

(1)
𝑗𝑗 + 𝜎𝜂z̃

(2)
𝑗𝑗 ;

𝛾
(2)
𝑚𝑗 = −𝜎𝜂

(︁
z̃
(2)
𝑚𝑗 − 𝜍

(2)
𝑚𝑗

)︁
− 𝜍

(1)
𝑚𝑗 ; 𝛾

(4)
𝑚𝑗 = −𝜎𝜂

(︁
z̃
(2)
𝑚𝑗 − 𝜍

(2)
𝑚𝑗

)︁
+ 𝜍

(1)
𝑚𝑗 ;

z̃
(𝑝)
𝑚𝑗 = 𝛼̃

(1𝑝)
𝑚𝑗 − 𝛼̃

(2𝑝)
𝑚𝑗 𝜂

2; 𝜍
(𝑝)
𝑚𝑗 = 2𝛼̃

(2𝑝)
𝑚𝑗 𝜂

2; 𝑗,𝑚, 𝑝 = 1, 2;

𝛾
(1)
1 =− 𝜏

(1)
1 +𝜏

(2)
1 ; 𝛾

(2)
1 =𝜏

(2)
1 + 𝜏

(3)
1 ; 𝛾

(3)
1 =− 𝜏

(1)
1 − 𝜏

(2)
1 ;

𝛾
(4)
1 =𝜏

(2)
1 − 𝜏

(3)
1 ; 𝛾

(1)
2 =𝜏

(1)
2 + 𝜏

(2)
2 ; 𝛾

(2)
2 =𝜏

(2)
2 − 𝜏

(3)
2 ;

𝛾
(3)
2 =𝜏

(1)
2 − 𝜏

(2)
2 ; 𝛾

(4)
2 =𝜏

(2)
2 + 𝜏

(3)
2 ;

𝜏 (1)𝑚 = 𝛽
(1)
𝑚1 − 𝛽

(1)
𝑚2𝜂

2; 𝜏 (2)𝑚 = 𝜎𝜂𝛽
(𝑚)
𝑚1 ; 𝜏 (3)𝑚 = 2𝛽

(𝑗)
𝑚2𝜂

2; 𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑚 ̸= 𝑗.

Пiдставляючи вирази (34) в трансформованi граничнi умови (6) отримаємо
систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих 𝐶𝑚, 𝑚 = 1, 2(︁

𝜎𝜂𝛾
(1)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(1)
1

)︁
𝐶1 +

(︁
𝜎𝜂𝛾

(2)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(2)
1

)︁
𝐶2 = 𝑖𝑘−3𝑃 sin𝛼;(︁

𝛾
(1)
22 −𝜌1hk𝜎𝜂v2𝛾

(1)
2

)︁
𝐶1 −

(︁
𝛾
(2)
22 − 𝜌1hk𝜎𝜂v

2𝛾
(2)
2

)︁
𝐶2 = 𝑘−3𝑃 cos𝛼. (35)

Розв’язок системи алгебраїчних рiвнянь (35) можна представити у виглядi
(28), де

∆=𝜎𝜂
(︁
𝛾
(2)
21 𝛾

(1)
22 + 𝛾

(1)
21 𝛾

(2)
22

)︁
−

−𝜌1h𝑘v2
[︁
𝜂2
(︁
𝛾
(1)
21 𝛾

(2)
2 −𝛾(1)2 𝛾

(2)
21

)︁
−
(︁
𝛾
(2)
1 𝛾

(1)
22 + 𝛾

(1)
1 𝛾

(2)
22

)︁]︁
−

−𝜌21h2𝑘2v4𝜎𝜂
(︁
𝛾
(2)
1 𝛾

(1)
2 + 𝛾

(1)
1 𝛾

(2)
2

)︁
;

𝑈𝑚 = 𝑃
[︁
𝑖
(︁
𝛾
(𝑗)
22 − 𝜌1hk𝜎𝜂v

2𝛾
(𝑗)
2

)︁
sin𝛼 + (−1)𝑚

(︁
𝜎𝜂𝛾

(𝑗)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(𝑗)
1

)︁
cos𝛼

]︁
;

𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚.

Вiдповiдно оригiнали напружень i швидкостей перемiщень, використовуючи
формули (34), (28) i (18), можна записати:

𝑄̃𝑗𝑗 =
1

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
{︁
𝛾
(1)
𝑗𝑗 𝑈1 −

[︁
𝛾
(2)
𝑗𝑗 − 𝛾

(1)
𝑗𝑗 |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)

]︁
𝑈2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ)𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑄̃𝑚𝑗 = − 𝑖𝜂

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

𝜎∆−1
{︁
𝛾
(1)
𝑚𝑗𝑈1 +

[︁
𝛾
(2)
𝑚𝑗 + 𝛾

(1)
𝑚𝑗𝜂 |𝑘| (𝑦2 + ℎ)

]︁
𝑈2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ)𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚;
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𝑢̇1 = − v

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
{︁
𝛾
(1)
1 𝑈1 +

[︁
𝛾
(2)
1 + 𝛾

(1)
1 |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)

]︁
𝑈2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ)𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑢̇2 =
𝑖v

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

𝜎𝜂∆−1
{︁
𝛾
(1)
2 𝑈1 −

[︁
𝛾
(2)
2 − 𝛾

(1)
2 |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)

]︁
𝑈2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ)𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘.

(36)
З вище викладеного слiдує,що напружено-деформований стан попередньо

напруженого нестисливого пiвпростору з неоднорiднiстю у виглядi тонкого по-
верхневого шару визначається iз виразiв (29), (31) i (36) в залежностi вiд меха-
нiчних параметрiв поверхневого шару i пiвпростору, швидкостi руху наванта-
ження, початкових напружень i координат точки, що дослiджується.

4. Чисельнi дослiдження. З отриманих результатiв випливає, що розра-
хунок iнтегралiв оберненого перетворення iстотно залежить вiд швидкостi руху
навантаження. Методика обчислення таких iнтегралiв приведена в роботi [7].

Як приклад розглянемо пiвпростiр з пружним потенцiалом типу Бартенєва-
Хазановича [6]. Припустимо, що початковий деформований стан плоский i по-
верхневе навантаження вiдсутнє. Проаналiзуємо, як початковi напруження в
основi впливають на характеристики напружено-деформованого стану при рi-
зних швидкостях навантаження. Розрахунки проводилися при наступних зна-
ченнях основних параметрiв: 𝜌/𝜌1 = 0,5; 𝛼 = 𝜋/2.

Для компонентiв тензора 𝜅̃ мають мiсце наступнi вирази [2]

𝜅̃1111 = 𝜅̃2222 = 2𝜇𝜆−1
1 ; 𝜅̃2112 = 2𝜇𝜆−1

1 (𝜆21 + 1)−1;

𝜅̃1221 = 2𝜇𝜆31(𝜆
2
1 + 1)−1; 𝜅̃1212 = 𝜅̃2121 = 2𝜇𝜆−1

1 (𝜆21 + 1)−1; 𝜅̃1122 = 𝜅̃2211 = 0.

Для розрахунку складових напружень i швидкостей перемiщень у пiвпро-
сторi скористаємося формулами (29) i (36).

Визначимо, як основнi характеристики напружено-деформованого стану за-
лежать вiд початкових напружень при рiзних швидкостях навантаження (до-
звукових i надзвукових).

Дослiджувались швидкостi навантаження в дiапазонах v < 𝑐1 i v >𝑐1. Тут 𝑐1
— швидкiсть поширення поперечних хвиль у напрямку осi 𝑂𝑦1 в необмеженому
нестисливому тiлi з початковими напруженнями (𝜌𝑐21 = 𝜅̃1221).

У випадку, коли v < 𝑐1 розглянутi тiльки докритичнi швидкостi навантаже-
ння [2].

На рис. 1 показаний розподiл деяких складових напружень i швидкостей
перемiщень в пiвпросторi при 𝑦2 = −2ℎ/𝜆2 для v2 = 0,1𝑐20. Тут 𝑐

2
0 = 𝜇/𝜌.

Для таких швидкостей навантаження графiки величин, що характеризують
напружено-деформований стан, симетричнi по вiдношенню до точки приклада-
ння навантаження.

На рис. 2 показаний розподiл узагальненого напруження 𝑄̃22 в пiвпросторi
при 𝑦2 = −2ℎ/𝜆2 для v2 = 0,1𝑐20 та рiзних спiввiдношеннях густини пiвпростору
та поверхневого шару.

Кривi 1, 2, 3, 4 i 5 на рис. 1 i 2 вiдповiдають значенням 𝜆1 = 0,8, 𝜆1 = 0,9,
𝜆1 = 1, 𝜆1 = 1,1 i 𝜆1 = 1,2.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 1. Узагальненi напруження 𝑄̃12 i 𝑄̃22 та швидкiсть перемiщення 𝑢̇2 в
пiвпросторi при дозвуковiй швидкостi 𝑣2 = 0.1𝑐2.

Рис. 2. Узагальнене напруження 𝑄̃22 в пiвпросторi при рiзних спiввiдношеннях
густини матерiалiв пiвпростору та поверхневого шару.

Аналiз отриманих числових результатiв для докритичних швидкостей руху
навантаження дозволяє зробити наступнi висновки. При заданих 𝜆1 швидкiсть
зростання значень величин, що дослiджується, при стискуваннi бiльше, нiж при
розтягуваннi. Загасання на вiдстанi вiд точки прикладання навантаження вiд-
бувається повiльнiше при стискуваннi, нiж при розтягуваннi. Значення параме-
трiв, що характеризують напружено-деформований стан основи i їх залежнiсть
вiд початкових напружень, визначаються координатами даної точки. Iснують
областi пiвпростору, в яких значення напружень i швидкостей перемiщень мало
залежать вiд початкових деформацiй.

Зi збiльшенням швидкостi руху навантаження вплив початкових напружень
значно посилюється. Особливо це має мiсце для матерiалу, що попередньо сти-
снений.

Для бiльш жорсткого шару вплив швидкостi поверхневого навантаження i
початкових напружень зменшується.

Розглянемо випадок, коли v > 𝑐1. Змiна складових напружень i швидко-
стей перемiщень в пiвпросторi в залежностi вiд вiдстанi до точки прикладання
навантаження показана на рис. 3.

Розрахунки в цьому випадку проводилися при 𝑦2 = −2ℎ/𝜆2. Швидкiсть на-
вантаження становила v2 = 2𝑐20. Умовнi позначення на рис. 3 такi ж, як i на
рис. 1 i 2.

Для надзвукової швидкостi навантаження епюри величин, що дослiджую-
ться, асиметричнi по вiдношенню до точки прикладання навантаження. При
цьому пряма хвиля загасає набагато швидше, нiж зворотна, але не зникає пов-
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Рис. 3. Узагальненi напруження 𝑄̃12 i 𝑄̃22 та швидкiсть перемiщення 𝑢̇2 в
пiвпросторi при надзвуковiй швидкостi 𝑄̃22.

нiстю через наявнiсть поверхневого шару. З рис. 3 випливає, що значення на-
пружень i швидкостей перемiщень в пiвпросторi при v > 𝑐1 суттєво залежать
вiд початкових напружень в пiвпросторi. Конкретний тип таких залежностей
визначається положенням точки шаруватого середовища щодо точки прикла-
дання навантаження. Так само, як i в випадку, коли v < 𝑐1, iснують областi
пiвпростору, в яких значення напружень i швидкостей перемiщень не залежать
вiд початкових деформацiй.

5. Висновок. Таким чином, в данiй статтi в рамках лiнеаризованої теорiї
пружностi для тiл з початковими напруженнями приведений розв’язок пло-
скої динамiчної задачi про вплив рухомого навантаження на попередньо напру-
жений пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару. Для
розв’язку задачi використаний iнтегральний метод Фур’є. Для матерiалу з по-
тенцiалом типу Бартенєва-Хазановича виконанi чисельнi дослiдження. Вивче-
ний вплив тонкого поверхневого шару, початкових напружень i швидкостi руху
поверхневого навантаження на розподiл швидкостей перемiщень i напружень
в нестисливiй основi з початковими напруженнями. Отриманi оцiнки можуть
бути використанi для аналiзу результатiв розрахункiв бiльш складних моделей
шаруватих середовищ, що пiддаються впливу рухомих навантажень в процесi
експлуатацiї.

РЕЗЮМЕ. Розглянута плоска задача про вплив рухомого навантаження на
нестисливий пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого ша-
ру. Дослiджено вплив рухомого навантаження, початкових напружень, меха-
нiчних параметрiв елементiв шаруватої основи на основнi характеристики її
напружено-деформованого стану.
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РЕКУРЕНТНИЙ АНАЛIЗ САМОПОДIБНИХ ЧАСОВИХ РЯДIВ

У роботi дослiджено метод аналiзу складностi динамiки часових рядiв - побудову
рекурентних дiаграм. Проведено порiвняльний аналiз для самоподiбних стохастичних
реалiзацiй в залежностi вiд значень показника Херста. Запропоновано метод побудови
кольорових рекурентних дiаграм для вiзуалiзацiї динамiки часових рядiв. Проведе-
на класифiкацiя часових рядiв на основi їх рекурентних дiаграм. Для класифiкацiї
застосовано залишкову нейронну мережу. Експериментально пiдтверджено, що вико-
ристання кольорових дiаграм значно покращує точнiсть класифiкацiї. Таким чином
доведено, що кольоровi рекурентнi дiаграми разом з залишковими нейронними мере-
жами є потужним iнструментом для класифiкацiї та аналiзу самоподiбних часових
рядiв.

Ключовi слова: рекурентний аналiз, рекурентнi дiаграми, показник Херста, зали-
шковi нейроннi мережi, класифiкацiя часових рядiв.

1. Вступ. Бiльшiсть динамiчних систем є "складними системамищо перед-
бачає багатоґранну структуру з нелiнiйним зворотнiм зв’язком. До них вiд-
носяться процеси, притаманнi людському органiзму та природi, iнформацiйнi,
фiзичнi, технiчнi та соцiальнi процеси. На практицi вони представленi часо-
вими рядами (ЧР), якi є певною проекцiєю внутрiшнiх та зовнiшнiх зв’язкiв
динамiчної системи. Однiєю з вiдображень складностi динамiки системи є її
фрактальна структура.

На даний момент стало загальноприйнятим, що багато ЧР мають довготри-
валу залежнiсть та фрактальнi властивостi. Прикладами таких часових рядiв є
медичнi та бiологiчнi сигнали, фiнансовi ряди, геофiзичнi та геохiмiчнi сигнали,
а також iнформацiйнi трафiки. Фрактальний аналiз знаходить все бiльше пра-
ктичного застосування для дослiдження та прогнозування ЧР, проте фракталь-
нi характеристики далеко не повнiстю вiдображають всю складнiсть динамiки
системи.

Вiдносно новим методом дослiдження складностi динамiки систем є побу-
дова рекурентних дiаграм (РД). Рекурентний аналiз ґрунтується на фундамен-
тальнiй властивостi дисипативних динамiчних систем - рекурентностi (повто-
рюваностi станiв). Цей метод аналiзу, ґрунтований на представленнi властиво-
стей процесiв у виглядi геометричних структур, є iнструментом для виявлення
прихованих залежностей в спостережуваних ЧР. Початково запропонованi в
[1] методи рекурентного аналiзу дозволяють працювати з рядами рiзних ти-
пiв. Крiм того, перевага використовуваного графiчного iнструменту полягає
в тому, що вiн дозволяє дослiджувати n-мiрну траєкторiю фазового простору
за допомогою двовимiрного представлення його рекурентностi i, отже, наочно
представляти динамiчну картину в цiлому.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



РЕКУРЕНТНИЙ АНАЛIЗ САМОПОДIБНИХ ЧАСОВИХ РЯДIВ 97

Протягом останнiх рокiв метод РД знайшов широке застосування для ана-
лiзу стохастичних часових рядiв рiзної природи [2]. Були розробленi кiлькiснi
мiри складностi структур РД [3, 4]. Особлива увага придiлялась хаотичним ЧР,
складним коливальним процесам, шумованим ЧР та iн. [6–9]. Однак досi недо-
статньо уваги було придiлено характерним особливостям рекурентного аналiзу
фрактальних ЧР.

Метою представленої роботи є проведення порiвняльного рекурентного ана-
лiзу самоподiбних стохастичних реалiзацiй та застосування машинного навча-
ння для класифiкацiї рекурентних дiаграмм.

2. Рекурентний аналiз. Основна iдея застосування методiв нелiнiйної
динамiки до аналiзу траєкторiї динамiчної системи полягає в тому, що основна
структура, яка мiстить всю iнформацiю про систему, а саме, атрактор системи,
може бути вiдновлена за допомогою вимiрювання лише одного компонента цiєї
системи [10–11]. Широко використовувана процедура Паккарда-Такенса дозво-
ляє вiдновити фазову траєкторiю динамiчної системи за однiєю реалiзацiєю:

𝐹 (𝑡) = [𝑥 (𝑡) , 𝑥 (𝑡+ 𝜏) , . . . , 𝑥 (𝑡+𝑚𝜏)], (1)

де: 𝐹 (𝑡) — 𝑚-мiрний псевдофазовий простiр. 𝑥(𝑡) — часова реалiзацiя системи,
𝜏 — перiод запiзнення.

Рекурентна дiаграма є проекцiєю 𝑚-мiрного псевдофазового простору на
площину. Нехай точка 𝑥𝑖 вiдповiдає точцi фазової траєкторiї 𝑥(𝑡), що описує
динамiчну систему в m-мiрному просторi в момент часу 𝑡 = 𝑖, для 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 ,
тодi рекурентна дiаграма 𝑅𝑃 є масивом точок, де ненульовий елемент з коор-
динатами (𝑖, 𝑗) вiдповiдає випадку, коли вiдстань мiж 𝑥𝑗 та 𝑥𝑖 менше 𝜀:

𝑅𝑃 𝑖,𝑗 = Θ(𝜀− ‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖) , 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ∈ 𝑅𝑚, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . 𝑁, (2)

де 𝜀 — розмiр оточення точки 𝑥𝑗, ‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖ — вiдстань мiж точками, Θ(∙) —
функцiя Хевiсайда.

Аналiз топологiї дiаграми дозволяє класифiкувати процеси: визначати одно-
рiднi процеси з незалежними випадковими значеннями; процеси якi повiльно
змiнюють параметри; перiодичнi чи осцилюючi процеси, що вiдповiдають нелi-
нiйним системам i т.д. Чисельний аналiз рекурентних дiаграм дозволяє обчи-
слювати показники складностi структур рекурентних дiаграм, такi як показник
рекурентностi, показник детермiнiзму, показник ентропiї та iншi. Мiра рекурен-
тностi (recurrence rate, 𝑅𝑅)

𝑅𝑅 =
1

𝑁2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑅𝑃 𝜀
𝑖,𝑗, (3)

показує щiльнiсть рекурентних точок. Цей показник вказує на ймовiрнiсть зна-
ходження рекурентної точки в РД (ймовiрнiсть повторення стану).

Наступний показник розглядає дiагональнi лiнiї. Частотний розподiл дов-
жин 𝑙 дiагональних лiнiй в 𝑅𝑃 , 𝑃 𝜀 (𝑙) = {𝑙𝑖; 𝑖 = 1 . . . 𝑁𝑙}, де 𝑙𝑖 — довжина 𝑖-ї
дiагональної лiнiї, а 𝑁𝑙 — кiлькiсть дiагональних лiнiй. Стохастичнi ЧР можуть
породжувати дуже короткi дiагоналi або зовсiм не породжувати їх, у той час
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як детермiнiстичнi процеси дають довгi дiагоналi i малу кiлькiсть окремих ре-
курентних точок. Таким чином, спiввiдношення рекурентних точок

𝐷𝐸𝑇 =

∑︀𝑁
𝑙=𝑙𝑚𝑖𝑛

𝑙𝑃 𝜀(𝑙)∑︀𝑁
𝑖,𝑗 𝑅

𝜀
𝑖,𝑗(𝑙)

, (4)

називається показником детермiнiзму (determinism, 𝐷𝐸𝑇 ). Дiагональнi стру-
ктури показують час, протягом якого дiлянка траєкторiї пiдходить достатньо
близько до iншої дiлянки траєкторiї. Таким чином, цi лiнiї дозволяють судити
про вiдхилення елементiв траєкторiї.

Середня довжина дiагональних лiнiй

𝐿 =

∑︀𝑁
𝑙=𝑙𝑚𝑖𝑛

𝑙𝑃 𝜀(𝑙)∑︀𝑁
𝑙=𝑙𝑚𝑖𝑛

𝑃 𝜀(𝑙)
, (5)

це середнiй час, протягом якого двi дiлянки траєкторiї проходять близько одна
до одної i може розглядатися як середнiй час передбачуваностi.

Показник ентропiї (entropy, 𝐸𝑁𝑇𝑅) вiдноситься до ентропiї частотного роз-
подiлу довжин дiагональних лiнiй.

𝐸𝑁𝑇𝑅 = −
𝑁∑︁

𝑙=𝑙𝑚𝑖𝑛

𝑝 (𝑙) ln𝑝(𝑙) , (6)

де 𝑝 (𝑙) = 𝑃 𝜀(𝑙)∑︀𝑁
𝑙=𝑙𝑚𝑖𝑛

𝑃 𝜀(𝑙)
i вiдображає складнiсть детермiнiстичної складової в си-

стемi.
Розглянемо точку траєкторiї 𝑥𝑖 i множину пов’язаних з нею рекурентних то-

чок, якi формують вертикальнi структури на РД. Позначимо
𝑃𝑖 (𝑣) = {𝑣𝑘; 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾} множину довжин вертикальних структур i визна-
чимо розподiл довжин вертикальних лiнiй 𝑃 𝜀(𝑣) для всього 𝑅𝑃 взагалi. Мiра
замирання (laminarity, 𝐿𝐴𝑀)

𝐿𝐴𝑀 =

∑︀𝑁̃
𝑣=𝑣𝑚𝑖𝑛

𝑣𝑃 𝜀(𝑣)∑︀𝑁
𝑖,𝑗 𝑅𝑃

𝜀
𝑖,𝑗

, (7)

визначається вiдношенням кiлькостi рекурентних точок, якi формують верти-
кальнi лiнiї, до загальної кiлькостi рекурентних точок. Величина 𝐿𝐴𝑀 характе-
ризує наявнiсть станiв застигання системи (тобто коли рух системи по фазовiй
траєкторiї зупиняється або рухається дуже повiльно). Середня довжина верти-
кальних структур

𝑇𝑇 =

∑︀𝑁̃
𝑣 𝑣𝑃

𝜀(𝑣)∑︀𝑁
𝑖,𝑗 𝑃

𝜀(𝑣)
, (8)

називається мiрою часу зупинки (trapping time, 𝑇𝑇 ) i характеризує середнiй
час, який система може провести в околицi певного стану.

3. Самоподiбнi часовi ряди. Завдання сучасної нелiнiйної фiзики, радiо-
електронiки, теорiї управлiння та обробки зображень вимагають розробки та
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застосування нових математичних моделей, методiв та алгоритмiчного забезпе-
чення для аналiзу даних. Як показали численнi дослiдження, багато стохасти-
чних процесiв у природi та технiцi обладають довгостроковою залежнiстю та
фрактальною структурою. Одними з перших реальних стохастичних процесiв,
у яких були виявленi самоподiбнi властивостi, були iнформацiйнi потоки даних
в телекомунiкацiйних мережах. Iснує велика кiлькiсть публiкацiй, присвячених
аналiзу самоподiбних властивостей трафiку та їх впливу на функцiонування та
якiсть обслуговування телекомунiкацiйної мережi. Iншим прикладом фракталь-
них стохастичних структур є сучаснi фiнансовi ринки. Аналiзуючи динамiку
виникнення дiлянок з рiзною фрактальною структурою, можна дiагностувати
та прогнозувати нестабiльнi стани (кризиси) ринку. Останнiм часом численнi
дослiдження показали, що багато бiоелектричних сигналiв мають фрактальну
структуру/Виразнi змiни у фрактальних характеристиках кардiо- та енцефало-
грам проявляються при рiзних захворюваннях, при змiнi розумового та фiзи-
чного навантаження на органiзм. Фрактальний аналiз бiоелектричних сигналiв
може бути основою для проведення статистичних дослiджень, що дозволить
сформулювати методики, якi будуть важливими i для клiнiчної практики [12,
13].

Самоподiбнiсть випадкових процесiв полягає в збереженнi ймовiрнiсних ха-
рактеристик при змiнi шкали часу. Стохастичний процес 𝑋(𝑡) є самоподiбним
з параметром 𝐻, якщо процес 𝑎−𝐻𝑋(𝑎𝑡) описується тими ж законами кiнцево-
мiрних розподiлiв, що i 𝑋(𝑡):

Law
{︀
𝑎−𝐻𝑋(𝑎𝑡)

}︀
= Law{𝑋(𝑡)}. (9)

Параметр 𝐻, 0 < 𝐻 < 1, вiдомий як показник Херста, представляє собою
ступiнь самоподiбностi процесу. Окрiм цього властивостi, показник 𝐻 > 0,5
характеризує мiру довгострокової залежностi стохастичного процесу. Це озна-
чає, що якщо часовий ряд протягом певного часу зростав (зменшувався), то з
ймовiрнiстю, близькою до показника Херста, ряд буде зберiгати цю тенденцiю
протягом аналогiчного промiжку часу [14].

4. Фрактальний броунiвський рух. Однiєю з найвiдомiших i простих
моделей стохастичної динамiки, що має монофрактальнi властивостi, є фра-
ктальний броунiвський рух (ФБР), який знайшов широке застосування в фiзи-
цi, хiмiї, бiологiї, економiцi та теорiї iнформацiйного трафiку.

Гаусiвський процес 𝑋(𝑡) називається фрактальним броунiвським рухом з
параметром 𝐻, 0 < 𝐻 < 1, якщо прирости випадкового процесу ∆𝑋 (𝜏) =
= 𝑋 (𝑡+ 𝜏)−𝑋(𝑡) мають розподiл такого вигляду:

𝑃 (∆𝑋 < 𝑥) =
1√

2𝜋𝜎0𝜏𝐻
∙
∫︁ 𝑋

−∞
Exp

[︂
− 𝑧2

2𝜎02𝜏 2𝐻

]︂
𝑑𝑧, (10)

де 𝜎0 — коефiцiєнт дифузiї. ФБР з параметром 𝐻 = 0,5 збiгається з класичним
броунiвським рухом. Прирости ФБР називають фрактальним гаусiвським шу-
мом (ФГШ). На рис. 1 вгорi представленi реалiзацiї ФБР, на рис. 1 внизу пред-
ставленi ФГШ, побудованi при значеннях показника Херста 𝐻 = 0.4, 0.6, 0.9.

5. Побудова чорно-бiлих i кольорових рекурентних дiаграм. Реку-
рентнi дiаграми легко вiзуалiзуються в чорно-бiлому форматi. Тодi рекурентнi
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Рис. 1. Реалiзацiї ФБР i ФГШ для рiзних значень 𝐻.

стани вiдображаються чорним кольором, а решта — бiлим. Кольоровi реку-
рентнi дiаграми конструюються шляхом iнтеграцiї аспекту кольору в рамках
iснуючих рекурентних дiаграм. Цей процес включає визначення змiнних або
параметрiв, якi пiдлягають вiзуалiзацiї кольорами, обрання вiдповiдної кольо-
рової палiтри, привласнення конкретних кольорiв кожному значенню змiнної та
їхнє впровадження в рекурентнi дiаграми. Такий пiдхiд дозволяє пiдкреслити
патерни, аномалiї чи iншi важливi аспекти даних, сприяючи кращому розумiн-
ню та аналiзу часових рядiв.

Для побудови кольорової дiаграми, обчислюється вiдстань мiж двома точка-
ми фазової траєкторiї. На вiдмiну вiд чорно-бiлої дiаграми, кожному значенню
вiдстанi призначається кольорова репрезентацiя. Кольорова репрезентацiя мо-
же бути отримана, наприклад, на основi лiнiйної iнтерполяцiї мiж двома визна-
ченими кольорами — початковим (синiй) та кiнцевим (червоний). Компоненти
RGB кольорової моделi для кожної точки обчислюються за допомогою виразу,
використовуючи числове значення, яке змiнюється вiд 0 до 1 (рис. 2).

Отриманi кольоровi дiаграми використовуються для ефективної вiзуалiзацiї
динамiки часових рядiв, сприяючи аналiзу змiн у часi та видiленню ключових
аспектiв даних. Використання лiнiйної iнтерполяцiї для формування кольоро-
вого спектру дозволяє створити градiєнтне кодування числових значень у ви-
глядi кольорiв, полiпшуючи сприйняття та розумiння динамiки дослiджуваних
часових рядiв.

6. Класифiкацiя рекурентних дiаграм з використанням залишко-
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Рис. 2. Градiєнтне кодування значень вiд 0 до 1.

вих нейронних мереж. Рекурентнi дiаграми виявляють рiзноманiтнi стру-
ктури в послiдовностi даних, такi як цикли, тренди, перiодичнiсть та iншi, i
можуть виявляти вiдхилення вiд нормальної динамiки даних, такi як аномалiї
та викиди. Хаотичнi реалiзацiї вiдрiзняються своєю структурою, яка пов’язана
з автокореляцiйними властивостями системи i вiдображається в рекурентних
дiаграмах. Змiна кореляцiйної структури системи призводить до змiни тополо-
гiї рекурентної дiаграми, дозволяючи класифiкувати спостережуванi часовi ря-
ди. Методи машинного навчання, зокрема глибокi нейроннi мережi, i особливо
згортковi нейроннi мережi, виявилися ефективними у класифiкацiї, забезпечу-
ючи найкращi результати розпiзнавання зображень, оскiльки вони враховують
двовимiрнi топологiї зображень, на вiдмiну вiд багатошарового перцептрона.

Основна iдея залишкової нейронної мережi полягає в тому, щоб передавати
iнформацiю через "залишковий блок"або "блок залишкового навчання" , який
додається до вихiдного сигналу [15–16].

Вхiдний тензор має форму (250, 250, 3), а потiм йому застосовується опе-
рацiя Zero Padding для додавання додаткових пiкселiв по краях. Перший етап
включає два послiдовних згортковi шари зi зменшенням розмiру за допомо-
гою стрибка та пiдвищенням глибини за рахунок використання фiльтрiв. Пi-
сля кожного згорткового шару застосовуються операцiї Batch Normalization та
активацiї ReLU.

Далi, на етапi 2, використовуються 3 згортковi блоки для подальшого змен-
шення розмiру та збiльшення глибини шляхом з’єднання кiлькох згорткових
шарiв.

Згортковий блок складається з 2 частин i використовується в архiтектурi
залишкових мереж для покращення збiжностi i зменшення можливого градi-
єнтного зникнення пiд час тренування глибоких нейронних мереж. Основний
шлях включає три згорткових компоненти. Кожен компонент доповнюється ша-
рами нормалiзацiї партiї та активацiї ReLU. Скорочений шлях складається з
одного згорткового компонента до якого додано один шар нормалiзацiї та один
шар активацiї ReLU

У фiнальному кроцi значення з основного шляху додається до значення з
скороченого шляху з використанням операцiї додавання, i результат проходить
через активацiю ReLU. Цей згортковий блок дозволяє градiєнтам просуватися
бiльш ефективно через мережу, уникати проблем градiєнтного зникнення та
сприяє навчанню.

Аналогiчно, на етапi 3 застосовуються 4 подiбнi блоки для подальшого вдо-
сконалення властивостей внутрiшнiх репрезентацiй. Пiсля цього застосовується
операцiя Flatten для перетворення тривимiрного тензора у вектор, пiсля чого
використовується Dropout для регуляризацiї та запобiгання перенавчання. За-
вершальна частина мережi включає кiлька повнозв’язаних шарiв з активацiєю
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ReLU та останнiй повнозв’язаний шар з активацiєю softmax для виведення оцi-
нок ймовiрностей для кожного класу. Кiлькiсть вихiдних нейронiв останнього
Dense шару дорiвнює кiлькостi класiв у вашому завданнi класифiкацiї.

7. Результати дослiджень модельних даних. Проведений у роботi ре-
курентний аналiз виявив суттєвi вiдмiнностi як у вiзуальнiй топологiї, так i у
числових характеристиках реалiзацiй ФБД i ФГШ. У всiх випадках проявляє-
ться певна залежнiсть структури та кiлькiсних характеристик РД вiд ступеня
самоподiбностi.

У таблицi 1 наведенi значення кiлькiсних характеристик РД, усередненi за
реалiзацiями довжиною 1000 значень. Структурнi вiдмiнностi знайшли своє вiд-
ображення в кiлькiсних характеристиках. У табл. 1 поданi середнi значення
характеристик РД (лiва колонка для ряду приростiв, а права для кумулятив-
ного ряду), що демонструє, що зi зростанням показника Херста збiльшуються
детермiнiстичнi складовi, а отже, передбачуванiсть ЧР. Цiкаво вiдзначити, що
хоча щiльнiсть точок (𝑅𝑅) у реалiзацiй ФБД на порядок нижче, нiж у ФГШ,
середня довжина дiагональних лiнiй (𝐿) i середнiй час, який система може про-
вести в певному станi (𝑇𝑇 ), у декiлька разiв бiльше. Мiра детермiнiзму (𝐷𝐸𝑇 )
в обох випадках близька до показника Херста 𝐻 i може бути використана як
додатковий критерiй самоподiбностi ЧР.

Таблиця 1.
Кiлькiснi характеристики РД для ФБР i ФГШ.

𝐻 𝑅𝑅 𝐷𝐸𝑇 𝐿
ФГШ ФБР ФГШ ФБР ФГШ ФБР

0,6 0,188 0,027 0,615 0,684 2,763 3,866
0,7 0,192 0,035 0,696 0,752 2,821 8,371
0,8 0,204 0,044 0,780 0,858 2,937 15,959
0,9 0,228 0,049 0,889 0,937 3,180 23,292

𝐸𝑁𝑇𝑅 𝐿𝐴𝑀 𝑇𝑇
ФГШ ФБР ФГШ ФБР ФГШ ФБР
1,206 1,826 0,476 0,824 2,659 4,010
1,254 2,871 0,544 0,880 2,776 9,547
1,342 3,330 0,616 0,910 2,898 16,352
1,508 3,831 0,717 0,937 3,207 22,235

На рис. 3 поданi типовi реалiзацiї та РД для ФГШ з показником Херста
(лiворуч) та (праворуч). При зростаннi показника Херста проявляється нерiв-
номiрна структурованiсть фазового простору, яка вiдсутня для рядiв з пара-
метром Херста, близьким до 0,5. На РД реалiзацiї з великою персистентнiстю
вирiвнюються вздовж дiагональної лiнiї, тодi як для рядiв з невеликим параме-
тром Херста рекурентнi точки заповнюють бiльшу область фазового простору.

На рис. 4 представленi реалiзацiї та дiаграми ФГШ з показником Херста
𝐻 = 0,6 (лiворуч) та 𝐻 = 0,9 (праворуч). Вiзуально чорно-бiлi рекурентнi дiа-
грами не мають вiдмiнностей, але кольоровi дiаграми вже мають слабо помiтну
рiзницю в структурi.
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Рис. 3. Реалiзацiї та РД для ФБР, при 𝐻 = 0,6 (лiворуч) та 𝐻 = 0,9
(праворуч).

8. Класифiкацiя рекурентних дiаграм за допомогою залишкової
нейронної мережi. Для дослiдження було обрано 2 класи ФБР з
𝐻 = (0,45; 0,55) та 𝐻 = (0,65; 0,9) довжиною 250 значень.

У межах дослiдження було проведено порiвняння двох пiдходiв до класифi-
кацiї часових рядiв: використання нейронних мереж у поєднаннi з чорно-бiлими
та кольоровими рекурентними дiаграмами. Для класифiкацiї використовува-
лась залишкова нейронна мережа описана вище.

На даних якi не брали участь в тренуваннi нейронної мережi, пiдхiд з ко-
льоровими дiаграмами показав точнiсть класифiкацiї 100% для ФБР i 99,99%
для ФГШ. Пiдхiд з чорно-бiлими дiаграмами показав 96.25% для. ФБР i 75,45%
для ФГШ (табл. 2).

Результати пiдкреслюють важливiсть вибору типу дiаграми, що впливає на
точнiсть класифiкацiї часових рядiв з використанням нейронних мереж. Зокре-
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Рис. 4. Реалiзацiї та РД для ФГШ, при 𝐻 = 0,6 (лiворуч) та 𝐻 = 0,9
(праворуч).

Таблиця 2.
Точнiсть класифiкацiї ФБР i ФБШ

ФБР ФГШ
Кольоровi

РД
100% 99,99%

Чорно-бiлi
РД

96,25% 75,45%

ма виявленi вiдмiнностi мiж чорно-бiлими та кольоровими дiаграмами, пiдкре-
слюючи потенцiал кольорової iнформацiї для полiпшення результатiв класифi-
кацiї.

9. Висновок. У роботi був проведений порiвняльний рекурентний аналiз
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самоподiбних ЧР. Показано, що основним параметром, що впливає на структуру
та кiлькiснi показники РД, є показник Херста.

Також в роботi було проведено експеримент з класифiкацiї часових рядiв
ФБР з рiзними показниками Херста з використанням нейронних мереж i ре-
курентних дiаграм. Окрiм звичайного методу побудови рекурентних дiаграм,
був використаний модифiкований пiдхiд, який включав створення кольорових
дiаграм. Результати показали значне покращення точностi класифiкацiї ФБР
з рiзними показниками Херста при використаннi кольорових дiаграм. Таким
чином, для класифiкацiї рекомендується використовувати кольоровi дiаграми.

Цi висновки надають цiннi практичнi вказiвки для вибору оптимального
пiдходу в залежностi вiд вимог i характеру часових даних. Отриманi резуль-
тати, мають важливе значення i можуть слугувати основою для подальших
дослiджень i оптимiзацiї методологiї з метою максимiзацiї продуктивностi кла-
сифiкацiї часових рядiв на основi нейронних мереж i кольорових рекурентних
дiаграм.
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Zinchenko P. P. Recurrent analysis of self-similar time series.

The work explores a method for analyzing the complexity of time series dynamics - the
construction of recurrent diagrams. A comparative analysis is conducted for self-similar
stochastic realizations depending on the values of the Hurst exponent. A method for
constructing colored recurrent diagrams to visualize the dynamics of time series is proposed.
The time series are classified based on their recurrent diagrams, utilizing a residual neural
network for classification. Experimental results confirm that the use of colored diagrams
significantly improves the accuracy of classification. Thus, it is demonstrated that colored
recurrent diagrams, together with residual neural networks, are powerful tools for the
classification and analysis of self-similar time series.

Keywords: recurrent analysis, recurrence plot, Hurst exponent, residual neural networks,
time series classification.
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ДОСЛIДЖЕННЯ ДИНАМIКИ ВИДОБУТКУ ВУГIЛЛЯ В
УКРАЇНI З ВИКОРИСТАННЯМ МЕТОДIВ НЕЧIТКОГО

МОДЕЛЮВАННЯ

У статтi дослiджено динамiку видобутку вугiлля в Українi, розглянуто рiзнi пiд-
ходи до моделювання життєвого циклу процесу експлуатацiї вуглеводневих покладiв.
Шляхом використання елементiв математичного моделювання, авторами розв’язано
задачу апроксимацiї за допомогою моделi Хольта та методiв експоненцiйного вирiв-
нювання й множинної лiнiйної регресiї. Авторами проаналiзовано кожен з цих методiв
з точки зору ефективностi його застосування до розв’язання задач розвитку паливно-
енергетичного комплексу України.

Використання адаптивних моделей у прикладних дослiдженнях дає можливiсть
працювати зi складними та нестабiльними даними. У роботi застосовано методи не-
чiткого моделювання для прогнозування обсягiв видобутку вугiлля. Це дозволяє мо-
делювати залежнiсть даного процесу вiд змiнних умов i параметрiв вугiльного ринку,
що сприяє пiдвищенню точностi прогнозування. Запропоноване авторами моделюван-
ня дозволяє вiдобразити прогноз у виглядi трикутного нечiткого числа, а саме вказати
можливi очiкуванi значення.

Ключовi слова: методи нечiткого прогнозування, критерiї Фiшера i Стьюдента, ада-
птивнi моделi, метод експоненцiйного вирiвнювання, рiвняння множинної лiнiйної ре-
гресiї, модель Хольта, трикутне нечiтке число.

1. Вступ. Ключову роль у економiцi України виконує енергетичний сектор,
вiн є важливою сферою для забезпечення рiвня життя населення й розвитку
промисловостi країни. Це пояснюється тим, що енергетика забезпечує якiсне
функцiонування мiст i сiл, дiяльнiсть промислових пiдприємств, здiйснює опа-
лення житлових будинкiв, що особливо важливо з точки зору шляхiв вiдновле-
ння повоєнної України.

Сучасна енергетична парадигма визначається структурними змiнами в спо-
живаннi та виробництвi енергiї, що обумовлюють необхiднiсть переходу до бiльш
сталого, ефективного та екологiчно чистого енергетичного комплексу. В умовах
зростаючих вимог до енергоефективностi та сталого розвитку, прогнозування
обсягiв видобутку вугiлля стає критичним елементом для забезпечення стабiль-
ностi та оптимiзацiї енергетичного комплексу країни.

Питанням розвитку промислового комплексу України присвячено багато
наукових робiт. Це працi таких вчених, як О. I. Амоша, В. П. Вишневський,
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I. О. Галиця, Ю. В. Кiндзерський, О. Й. Лесько, А. Д. Олiйник, О. В. Пирог,
I. В. Причепа, А. В. Шевченко, Т. М. Юсупова, М. Ю. Сушко, М. М. Якубов-
ський та iн. [1, 2]. Основною метою цих дослiджень є побудова шляхiв ефе-
ктивної дiяльностi та вдосконалення видобувних процесiв паливної промисло-
востi, що пiдвищує конкурентоспроможнiсть економiки країни. Використання
наукового пiдходу до проблем розвитку промислового сектору України сприяє
виявленню ефективних рiшень для розв’язання важких завдань, пов’язаних iз
зменшенням обсягiв виробництва.

Використання адаптивних моделей до розв’язання задач апроксимацiї є ефе-
ктивним та дозволяє пiдвищити точнiсть прогнозування. Засновниками засад
використання апарату адаптивного моделювання соцiально-економiчних про-
цесiв є Г. Браун [3], А. Тейл, С. Вейдж [4], П. Вiнтерс [5]. Актуальнiсть теми
адаптивного моделювання виробничих процесiв та прогнозування економiчних
показникiв пiдприємства залишається важливою як на мiжнародному, так i на
внутрiшньому рiвнях. Активно проводять дослiдження в цiй областi з метою
удосконалення методiв та пiдвищення ефективностi їх використання у практи-
чнiй дiяльностi такi вченi як: В. Тiнякова, О. Г. Нiколаєва, Т. С. Клебанова,
В. В. Давнiс, О. В. Стогнiй, Макаров, Ю. П. Корчевой, Г. Г. Пiвняк та iншi
[6–10]. Отриманi результати дослiджень цих вчених сприяють удосконаленню
методiв адаптивного моделювання i їх застосуванню для прогнозування еконо-
мiчних показникiв пiдприємств, пiдвищенню ефективностi виробничих процесiв
та рацiональному використанню ресурсiв.

Авторами у роботi [11] проведено наукове дослiдження щодо прогнозування
видобутку нафти за допомогою елементiв математичного моделювання. У робо-
тi [12] проведено аналiз обсягiв видобутку вугiлля за допомогою методiв прогно-
зування, побудовано та описано моделi лiнiйної, параболiчної та гiперболiчної
регресiї, що апроксимують данi обсягiв видобутку вугiлля. На вiдмiну вiд [12],
у даннiй роботi авторами використано методи експоненцiйного вирiвнювання й
множинної лiнiйної регресiї та модель Хольта до процесу моделювання експлу-
атацiйних вуглеводневих покладiв. Використання цих методiв у прогнозуваннi
видобутку вугiлля дозволяє зробити прогнози бiльш точними та надiйними, що
сприяє ефективному використанню паливних ресурсiв.

2. Постановка задачi. У сучасних дослiдженнях математичне моделюван-
ня визнано як надзвичайно перспективний напрям, який виявляє ефективнiсть
у численних галузях: науцi, технiцi, економiцi, соцiологiї та iнших сферах (див.,
наприклад [13–16]).

Математичнi моделi є потужним iнструментом для проведення аналiзу та
вивчення рiзних природнiх процесiв i явищ. Дослiдження адаптивних моделей
сприяє розумiнню їх природи та поведiнки та здiйсненню прогнозiв.

Основною метою математичного моделювання є побудова якнайбiльш то-
чної математичної моделi, на основi якої можна передбачити майбутнi резуль-
тати розвитку процесу. Пiсля дослiдження динамiки видобутку вугiлля за 2003–
2020 роки, авторами у цiй роботi розв’язано задачу побудови найбiльш точно
апроксимуючих моделей за допомогою використання методiв нечiткого прогно-
зування. Авторами проведено верифiкацiю отриманих модеелй, перевiрено їх
точнiсть та адекватнiсть, наведено порiвняльний аналiз апроксимованих та за-
даних значень. Тому побудованi в роботi моделi можна використовувати для

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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опису i уточнення майбутньої динамiки видобутку вугiлля в Українi.
Мета статтi — апроксимацiя життєвого циклу видобутку вугiлля з вико-

ристанням методiв математичного моделювання та нечiткого прогнозування, а
також порiвняльний аналiз застосованих методiв.

3. Основний результат. Пiд час розробки стратегiчних програм для роз-
витку вуглевидобувної промисловостi України важливо мати науково обґрунто-
ванi прогнози щодо змiни показникiв, якi вiдображають стан цiєї галузi економi-
ки. Такi прогнози дозволяють виявити тенденцiї в розвитку галузi i створюють
основу для ефективного стратегiчного планування.

Використання адаптивного моделювання у прогнозування видобутку вугiл-
ля має важливе практичне значення для вирiшення задач оптимiзацiї та управ-
лiння видобувною галуззю України в умовах сучасних викликiв.

Проведене в цiй роботi дослiдження побудоване на базi даних обсягiв ви-
добутку вугiлля, яку взято iз сайту державної служби статистики України, з
роздiлу “Економiчна статистика та економiчна дiяльнiсть”, у пiдроздiлi “Про-
мисловiсть” i пунктi “Виробництво окремих видiв промислової продукцiї” [17].

Важливу роль в плануваннi розвитку вугледобувної галузi вiдiграють про-
гнози, заснованi на науковому аналiзi показникiв добування вугiлля в країнi
протягом певного ретроспективного перiоду. Такi прогнози, зробленi на основi
математичних моделей, складають основу для розроблення конкретних заходiв
щодо розвитку даної галузi економiки.

Для одержання науково обґрунтованого прогнозу видобутку вугiлля подамо
данi за ретроспективний перiод 2003–2020 роки [17] у виглядi таблицi 1, через 𝑡
позначимо номер року.

В 2003–2013 роках перiоди зростання видобутку чергуються iз перiодами
його зменшення. Середнiй рiчний видобуток за цей перiод складає 60,23 тис.
т., а середнє квадратичне вiдхилення — 3,37 тис. т., тобто 5,6% вiд середнього
значення. В 2014 та 2015 роках видобуток вугiлля значно зменшився: в 2014
роцi на 28,7% порiвняно iз попереднiм роком, а в 2015 роцi ще на 34,2%. В
2015–2020 роках середнiй рiчний видобуток перiод складає 27 тис. т., а середнє
квадратичне вiдхилення — 3,16 тис. т.„ тобто 11,7% вiд середнього значення.

Щоб одержати обґрунтований прогноз обсягiв видобування вугiлля необхi-
дно використати кiлька рiзних методiв прогнозування, що дасть можливiсть
одержати результуючий прогноз у формi трикутного нечiткого числа. Методи
прогнозування вибираємо, беручи до уваги особливостi динамiки прогнозовано-
го показника. Такими методами є прогнозування за допомогою рiвняння мно-
жинної лiнiйної регресiї, метод експоненцiйного вирiвнювання та адаптивний
метод на основi моделi Хольта.

Позначимо кiлькiсть видобутого вугiлля в t-тий рiк ретроспективного перi-
оду через 𝑌 (𝑡). При використаннi множинної лiнiйної регресiї для апроксимацiї
функцiї 𝑌 (𝑡) використовуємо рiвнiсть

𝑌 (𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑋1 (𝑡) + 𝑎2𝑋2(𝑡),

де 𝑋1(𝑡) визначає номер року в ретроспективному перiодi, тобто 𝑋1 (𝑡) = 𝑡, а
𝑋2(𝑡) — це штучна змiнна, що визначає особливостi динамiки змiнної 𝑌 (𝑡). При
змiнi 𝑡 вiд 1 до 13 приймаємо 𝑋2 (𝑡) = 1, а при змiнi 𝑡 вiд 14 до 18 вважаємо, що
𝑋2 (𝑡) = 0.
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Таблиця 1.
Видобуток вугiлля в Українi протягом 2003–2020 рокiв.

t Рiк Видобуто вугiлля (тис. т.)
1 2003 59,8
2 2004 59,4
3 2005 60,4
4 2006 61,7
5 2007 58,9
6 2008 59,5
7 2009 55
8 2010 55
9 2011 62,7
10 2012 65,7
11 2013 64,4
12 2014 45,9
13 2015 30,2
14 2016 31,6
15 2017 24,2
16 2018 26,3
17 2019 25,5
18 2020 24,2

Щоб визначити коефiцiєнти 𝑎𝑖 використаємо матрицю 𝐾 = (𝑘𝑖𝑗) розмiрностi
𝑇 × 3, де 𝑇 — тривалiсть ретроспективного перiоду (𝑇 = 18), елементи якої
визначаються за формулами:

𝑘𝑡1 = 1, 𝑘𝑡2 = 𝑋1 (𝑡) = 𝑡, 𝑘𝑡3 = 𝑋2 (𝑡) .

Матриця 𝐴, що мiстить коефiцiєнти 𝑎𝑖, визначається iз рiвностi

𝐴 =

⎛⎝ 𝑎0
𝑎1
𝑎2

⎞⎠ = (𝐾̃𝐾)−1𝐾̃𝑌,

де 𝐾̃ — матриця, транспонована до матрицi 𝐾, а 𝑌 — матриця-стовпець, що
складається iз значень 𝑌 (𝑡).

В результатi виконаних розрахункiв одержимо такi матрицi (𝐾̃𝐾)−1 та 𝐴

(𝐾̃𝐾)−1 =

⎛⎝ 1, 53333 −0, 08333 −0, 95000
−0, 08333 0, 00521 0, 04688
−0, 95000 0, 04688 0, 69880

⎞⎠ , 𝐴 =

⎛⎝ 45, 31833
−1, 18490
19, 79132

⎞⎠ .

Таким чином рiвняння множинної лiнiйної регресiї для апроксимацiї функцiї
𝑌 (𝑡) має вигляд

𝑌 (𝑡) = 45, 31833− 1, 18490𝑋1 (𝑡) + 19, 79132𝑋2(𝑡).

Використовувати одержане рiвняння для прогнозування обсягiв видобуван-
ня вугiлля в майбутнi роки можна лише за умови його адекватностi початковим
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даним та значимостi його коефiцiєнтiв. Для перевiрки адекватностi рiвняння
регресiї початковим даним визначаємо iз цього рiвняння теоретичнi значення
𝑌𝑟 (𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑋1 (𝑡) + 𝑎2𝑋2(𝑡) змiнної 𝑌 (𝑡) та обчислюємо квадрати рiзниць
(𝑌 (𝑡) − 𝑌𝑟(𝑡))

2 мiж фактичними i одержаними теоретичними значеннями. На
основi одержаних результатiв визначаємо коефiцiєнт детермiнацiї за формулою

𝑅2 = 1−
∑︀𝑇

𝑡=1(𝑌 (𝑡)− 𝑌𝑟(𝑡))
2∑︀𝑇

𝑡=1(𝑌 (𝑡)− 𝑌 )2
,

де 𝑌 — середнє значення змiнної 𝑌 (𝑡) протягом ретроспективного перiоду (𝑌 =
= 48, 4).

Данi для обчислення коефiцiєнту детермiнацiї наведено в таблицi 2.

Таблиця 2.
Обчислення коефiцiєнту детермiнацiї для рiвняння множинної лiнiйної

регресiї.

Рiк t X1(t) X2(t) Y(t) Y𝑟(t)
(Y(t)-
Y𝑟(t))

(Y(t)-
Y𝑟(t))2

(𝑌 (𝑡)−𝑌 )2

2003 1 1 1 59,8 63,92476 -4,12476 17,01364 0,00010
2004 2 2 1 59,4 62,73986 -3,33986 11,15469 0,16810
2005 3 3 1 60,4 61,55497 -1,15497 1,33395 0,34810
2006 4 4 1 61,7 60,37007 1,32993 1,76871 3,57210
2007 5 5 1 58,9 59,18518 -0,28518 0,08133 0,82810
2008 6 6 1 59,5 58,00028 1,49972 2,24916 0,09610
2009 7 7 1 55 56,81538 -1,81538 3,29562 23,13610
2010 8 8 1 55 55,63049 -0,63049 0,39752 23,13610
2011 9 9 1 62,7 54,44559 8,25441 68,13524 8,35210
2012 10 10 1 65,7 53,26070 12,43930 154,73626 34,69210
2013 11 11 1 64,4 52,07580 12,32420 151,88587 21,06810
2014 12 12 1 45,9 50,89091 -4,99091 24,90914 193,48810
2015 13 13 1 30,2 49,70601 -19,50601 380,48441 876,75210
2016 14 14 0 31,6 28,72979 2,87021 8,23810 795,80410
2017 15 15 0 24,2 27,54490 -3,34490 11,18833 1268,07210
2018 16 16 0 26,3 26,36000 -0,06000 0,00360 1122,92010
2019 17 17 0 25,5 25,17510 0,32490 0,10556 1177,17610
2020 18 18 0 24,2 23,99021 0,20979 0,04401 1268,07210
Всього 171 13 870,4 870,40000 0,00000 837,02512 6817,68180

Визначаємо коефiцiєнт детермiнацiї

𝑅2 = 1− 837, 02512

6817, 68180
= 0, 8122.

Перевiрка адекватностi моделi здiйснюється на основi критерiю Фiшера.
Якщо фактичне значення критерiю Фiшера бiльше табличного, то рiвняння
регресiї адекватне реальним даним. Фактичне значення критерiю Фiшера ви-
значаємо за формулою

𝐹 =
𝑅2

1−𝑅2

𝑇 − 3

2
=

0, 8122 · 15
0, 1878 · 2

= 32, 42.

Табличне значення критерiю Фiшера 𝐹 (𝛼, 𝑘1, 𝑘2) визначаємо за наступни-
ми параметрами: довiрча iмовiрнiсть 𝛼 = 0, 95, ступенi свободи 𝑘1 = 2, 𝑘2 =
= 𝑇 − 3 = 15. Одержимо значення 𝐹 (𝛼, 𝑘1, 𝑘2) = 3, 7. Отже, одержане рiвняння
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множинної лiнiйної регресiї є адекватним початковим даним. Перевiримо зна-
чимiсть коефiцiєнтiв даного рiвняння регресiї. Для цього визначаємо дисперсiю
адекватностi

𝑆2 =

∑︀𝑇
𝑡=1(𝑌 (𝑡)− 𝑌𝑟(𝑡))

2

𝑇 − 3
=

837, 02512

15
= 55, 8.

Для коефiцiєнтiв 𝑎1 та 𝑎2 рiвняння регресiї обчислюємо середнi квадратичнi
вiдхилення їх оцiнок за формулою

𝜎𝑗 =
√︀
𝑤𝑗𝑗𝑆2,

де 𝑤𝑗𝑗 — елементи головної дiагоналi матрицi (𝑋𝑇𝑋)−1, та вiдповiднi 𝑡-статистики
за формулою

𝑡𝑗𝑗 =
|𝑎𝑗|
𝜎𝑗

.

Одержимо

𝜎1 =
√︀

0, 00521 · 55, 8 = 0, 539; 𝑡11 =
1, 18490

0, 539
= 2, 1979;

𝜎2 =
√︀

0, 6988 · 55, 8 = 6, 2445; 𝑡22 =
19, 79132

6, 2445
= 3, 1694.

За критерiєм Стьюдента коефiцiєнт 𝑎𝑗 вважається значимим, якщо величина
𝑡𝑗𝑗 перевищує табличне значення 𝑡(𝛼, 𝑘) даного критерiю, що вiдповiдає довiрчiй
iмовiрностi 𝛼 та кiлькостi ступенiв свободи 𝐾 = 𝑇 − 3. Прийнявши 𝛼 = 0, 95,
одержимо 𝑡 (𝛼, 𝑘) = 2, 13145. Таким чином коефiцiєнти 𝑎1 та 𝑎2 рiвняння регресiї
є значимими.

Отже, одержане рiвняння множинної лiнiйної регресiї можна використову-
вати для прогнозування показника 𝑌 (𝑡). Для одержання прогнозного значення
обсягу видобутку вугiлля в 2024 роцi пiдставимо в це рiвняння значення 𝑡 = 22,
що вiдповiдає даному року. Одержимо значення

𝑌 (22) = 45, 31833− 1, 18490 · 22 = 19, 25.

Таким чином в 2024 роцi прогнозується видобуток вугiлля в обсязi 19,25 тис.
т., тобто зменшення даного показника на 20,45% порiвняно iз 2020 роком.

При використаннi методу експоненцiйного вирiвнювання значення показни-
ка 𝑌 (𝑡) вирiвнюються за допомогою зваженої ковзної середньої, причому ваго-
вi коефiцiєнти вибираються такими, щоб данi, одержанi за останнi роки мали
бiльшу вагу порiвняно iз попереднiми. Величина зростання ваги бiльш нових
значень визначається коефiцiєнтом 𝜂, який пiдбирається емпiрично. В резуль-
татi проведених дослiджень нами обрано значення 𝜂 = 0, 105. Апроксимацiю
реальних значень обсягiв видобування вугiлля здiйснюємо на основi многочле-
на 𝐿 (𝑡) = 𝜃0 + 𝜃1𝑡+ 𝜃2

𝑡2

2!
.

Для першого року ретроспективного перiоду вирiвнянi значення 𝑌1, 𝑌2, 𝑌3
обчислюємо за формулами⎧⎪⎨⎪⎩

𝑌1 (1) = 𝜃0 − 1−𝜂
𝜂
𝜃1 +

(1−𝜂)(2−𝜂)
2𝜂2

𝜃2,

𝑌2 (1) = 𝜃0 − 2(1−𝜂)
𝜂

𝜃1 +
2(1−𝜂)(3−2𝜂)

2𝜂2
𝜃2,

𝑌3 (1) = 𝜃0 − 3(1−𝜂)
𝜂

𝜃1 +
3(1−𝜂)(4−3𝜂)

2𝜂2
𝜃2.

.
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При 𝑡 = 1 коефiцiєнти 𝜃0, 𝜃1, 𝜃2 визначаємо, розв’язавши оптимiзацiйну
задачу

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑌 (𝑡)− 𝐿(𝑡))2 =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
𝑌 (𝑡)− 𝜃0 − 𝜃1𝑡− 𝜃2

𝑡2

2!

)︂2

→ min .

Для наступних рокiв значення вирiвняних рядiв визначаються на основi ре-
курентних рiвностей⎧⎪⎨⎪⎩

𝑌1 (𝑡) = (1− 𝜂)𝑌1 (𝑡− 1) + 𝜂𝑌 (𝑡),

𝑌2 (𝑡) = (1− 𝜂)𝑌2 (𝑡− 1) + 𝜂𝑌1(𝑡),

𝑌3 (𝑡) = (1− 𝜂)𝑌3 (𝑡− 1) + 𝜂𝑌2(𝑡).

При цьому коефiцiєнти 𝜃0, 𝜃2, 𝜃3 теж динамiчно змiнюються. Їх значення
визначаються за формулами⎧⎪⎨⎪⎩

𝜃0 (𝑡) = 3𝑌1 (𝑡)− 3𝑌2 (𝑡) + 𝑌3 (𝑡) ,

𝜃1 (𝑡) =
𝜂

2(1−𝜂)2 [(6− 5𝜂)𝑌1 (𝑡)− 2 (5− 4𝜂)𝑌2 (𝑡) + (4− 3𝜂)𝑌3 (𝑡)] ,

𝜃2 (𝑡) =
𝜂2

(1−𝜂)2 (𝑌1 (𝑡)− 2𝑌2 (𝑡) + 𝑌3 (𝑡)).

Для одержання прогнозованих значень обсягiв видобутку вугiлля на 2024
рiк використаємо рiвнiсть

𝑌 (𝑇 + 𝜈) = 𝜃0 (𝑇 ) + 𝜃1 (𝑇 ) 𝜈 + 𝜃2 (𝑇 )
𝜈2

2!
,

де 𝜈 = 4 кiлькiсть рокiв вiд завершення ретроспективного перiоду до року, на
який визначається прогноз. Результати прогнозування вiдображенi в таблицi 3,
де наведено реальнi та розрахунковi данi за ретроспективний перiод (2003–2020
роки), що вiдповiдають значенням 𝑡 вiд 1 до 18, та прогноз на 2024 рiк, якому
вiдповiдає значення 𝑡 = 22.

Отже, використання моделi експоненцiйного вирiвнювання дає можливiсть
прогнозувати в 2024 роцi видобуток вугiлля в обсязi 22,96 тис. т., тобто передба-
чається певне зменшення даного показника порiвняно iз 2020 роком. Прогнозо-
ване зменшення складає 5,1% вiд рiвня 2020 року, що iстотно менше аналогiчної
величини, одержаної методом множинної лiнiйної регресiї.

Адаптивна модель Хольта включає двi функцiї — 𝑔(𝑡), що вiдображає дина-
мiку рiвня ряду, та 𝑞(𝑡), що вiдображає динамiку тренду. В перший рiк ретро-
спективного перiоду функцiя 𝑔(𝑡) приймає значення, рiвне вiдповiдному рiвню
ряду, а функцiя 𝑞(𝑡) дорiвнює нулю, тобто 𝑔 (1) = 𝑌 (1), 𝑟 (1) = 0. В наступнi
роки значення цих функцiй обчислюють за рекурентними формулами

𝑔 (𝑡) = 𝛽𝑌 (𝑡) + (1− 𝛽)(𝑔 (𝑡− 1) + 𝑞(𝑡− 1);

𝑞 (𝑡) = 𝛾 (𝑔 (𝑡)− 𝑔 (𝑡− 1)) + (1− 𝛾)𝑞(𝑡− 1).

Коефiцiєнт 𝛽 згладжування ряду та коефiцiєнт 𝛾 згладжування тренду ви-
бираються емпiрично таким чином, щоб забезпечити найвищу точнiсть прогно-
зування протягом ретроспективного перiоду. Для визначення точностi прогнозу
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Таблиця 3.
Прогнозування очiкуваного обсягу видобування вугiлля в Українi методом

експоненцiйого вирiвнювання.
𝑡 𝑌 (𝑡) 𝐿(𝑡) (𝑌 (𝑡)− 𝐿(𝑡))2 𝑌1(𝑡) 𝑌2(𝑡) 𝑌3(𝑡) 𝜃0 𝜃1 𝜃2
1 59,8 57,935 3,479 29,068 -9,682 -59,926 56,323 1,770 -0,158
2 59,4 59,230 0,029 32,252 -5,279 -54,188 58,406 1,655 -0,157
3 60,4 60,209 0,036 35,208 -1,028 -48,606 60,101 1,512 -0,156
4 61,7 60,872 0,686 37,990 3,069 -43,180 61,582 1,361 -0,156
5 58,9 61,218 5,373 40,185 6,966 -37,915 61,742 1,081 -0,161
6 59,5 61,248 3,055 42,213 10,667 -32,814 61,825 0,818 -0,164
7 55 60,961 35,536 43,556 14,121 -27,885 60,421 0,417 -0,173
8 55 60,358 28,710 44,758 17,337 -23,137 59,123 0,064 -0,180
9 62,7 59,439 10,635 46,641 20,414 -18,564 60,117 -0,003 -0,176
10 65,7 58,203 56,205 48,643 23,378 -14,160 61,633 0,000 -0,169
11 64,4 56,651 60,050 50,297 26,205 -9,922 62,355 -0,080 -0,166
12 45,9 54,782 78,893 49,835 28,686 -5,868 57,580 -0,756 -0,184
13 30,2 52,597 501,635 47,774 30,690 -2,029 49,221 -1,772 -0,215
14 31,6 50,096 342,095 46,075 32,306 1,576 42,885 -2,481 -0,233
15 24,2 47,278 532,594 43,779 33,510 4,929 35,734 -3,218 -0,252
16 26,3 44,144 318,401 41,943 34,396 8,023 30,665 -3,661 -0,259
17 25,5 40,693 230,833 40,217 35,007 10,856 26,486 -3,963 -0,261
18 24,2 36,926 161,956 38,535 35,377 13,431 22,904 -4,167 -0,259

Прогнозований перiод
22 22,96

обчислюємо для кожного року ретроспективного перiоду, починаючи iз другого,
величини абсолютної похибки та квадрату вiдносної похибки за формулами

∆(𝑡) = 𝑌 (𝑡)− 𝑔 (𝑡)− 𝑞(𝑡);

𝛿 (𝑡) =
∆2(𝑡)

𝑌 2(𝑡)
.

Точнiсть прогнозу визначається рiвнiстю

𝜀 = 1−
∑︀𝑇

𝑡=2 𝛿(𝑡)

𝑇 − 1
.

Прогнозоване значення показника 𝑌 (𝑡) в 𝑗-тий рiк пiсля завершення ретро-
спективного перiоду визначається рiвнiстю

𝑌 (𝑇 + 𝑗) = 𝑔 (𝑇 ) + 𝑗𝑞(𝑇 ).

При прогнозуваннi обсягiв видобування вугiлля параметрами моделi прийня-
тi величини 𝛽 = 0, 6, 𝛾 = 0, 7, при яких точнiсть прогнозу складає 93,54%.

Результати прогнозування методом Хольта вiдображенi в таблицi 4.
Таким чином використання моделi Хольта дає можливiсть прогнозувати,

що обсяг видобування вугiлля в Українi в 2024 роцi досягне 26,89 тис. т., що на
11,13% перевищує рiвень 2020 року, але є меншим вiд рiвня 2016 року.

Обсяги видобутку вугiлля в Українi в 2003-2020 роках та прогнози на 2024
рiк вiдображенi на рисунку 1.

Отже, при використаннi рiвняння множинної лiнiйної регресiї одержується
найменше прогнозоване значення обсягу видобутку вугiлля, при використаннi
експоненцiйного вирiвнювання — дещо бiльше значення, а використання мето-
ду Хольта дає найоптимiстичнiший прогноз. Одержанi значення дають можли-
вiсть визначити прогноз за допомогою трикутного нечiткого числа. Визначимо

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Таблиця 4.
Визначення очiкуваних обсягiв видобування вугiлля в Українi методом

Хольта.
Рiк 𝑡 𝑌 (𝑡) 𝑔(𝑡) 𝑞(𝑡) 𝑗 𝑌 (𝑇 + 𝑗) 𝑔(𝑡) + 𝑞(𝑡) Δ(𝑡) 𝛿(𝑡) 𝜀

Ретроспективний перiод
2003 1 59,8 59,8 0,00000 59,8 93,54%
2004 2 59,4 59,56 -0,16800 59,8 -0,40000 0,00005
2005 3 60,4 60,00 0,25536 59,39200 1,00800 0,00028
2006 4 61,7 61,12 0,86345 60,25216 1,44784 0,00055
2007 5 58,9 60,13 -0,43196 61,98432 -3,08432 0,00274
2008 6 59,5 59,58 -0,51670 59,70177 -0,20177 0,00001
2009 7 55 56,63 -2,22358 59,06400 -4,06400 0,00546
2010 8 55 54,76 -1,97243 54,40202 0,59798 0,00012
2011 9 62,7 58,74 2,19045 52,78838 9,91162 0,02499
2012 10 65,7 63,79 4,19561 60,92580 4,77420 0,00528
2013 11 64,4 65,83 2,68952 67,98593 -3,58593 0,00310
2014 12 45,9 54,95 -6,81251 68,52390 -22,62390 0,24295
2015 13 30,2 37,37 -14,34607 48,13704 -17,93704 0,35277
2016 14 31,6 28,17 -10,74615 23,02874 8,57126 0,07357
2017 15 24,2 21,49 -7,90079 17,42535 6,77465 0,07837
2018 16 26,3 21,22 -2,56232 13,58935 12,71065 0,23357
2019 17 25,5 22,76 0,31324 18,65342 6,84658 0,07209
2020 18 24,2 23,75 0,78591 23,07461 1,12539 0,00216

Прогнозний перiод
2024 4 26,89

Рис. 1. Обсяги видобутку вугiлля в Українi в 2003–2020 роках iз прогнозами
на 2024 рiк.

функцiю належностi цього числа такою рiвнiстю

𝑓 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 < 𝐹1;
𝑥−𝐹1

𝐹2−𝐹1
, якщо 𝐹1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐹2;

𝐹3−𝑥
𝐹3−𝐹2

, якщо 𝐹2 ≤ 𝑥 ≤ 𝐹3;

0, якщо 𝑥 > 𝐹3.

де 𝐹1 — прогнозоване значення, одержане на основi рiвняння множинної лi-
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нiйної регресiї (𝐹1 = 19, 25), 𝐹2 — прогнозоване значення, одержане методом
експоненцiйного вирiвнювання (𝐹2 = 22, 96), 𝐹3 — прогнозоване значення, одер-
жане методом Хольта (𝐹3 = 26, 89).

Одержане нечiтке трикутне число iз функцiєю належностi 𝑓(𝑥) визначає
прогноз видобутку вугiлля в Українi в 2024 роцi. Графiчне вiдображення даного
числа наведено на рисунку 2.

Рис. 2. Прогноз обсягу видобутку вугiлля на 2024 рiк у виглядi нечiткого
трикутного числа.

4. Висновки. Забезпечення позитивної динамiки обсягiв видобутку вугiлля
є критично важливим завданням для урядових органiв i пiдприємств. Реалiза-
цiя цього завдання передбачає не лише залучення iнвестицiй у вугiльну галузь,
а й вдосконалення технологiй, вiдкриття нових родовищ i впровадження нових
пiдходiв для пiдвищення продуктивностi видобутку.

Дослiдження динамiки та аналiз обсягiв видобутку експлуатацiйних вуглево-
дневих покладiв, проведений авторами, пiдтверджує наявнiсть певних особли-
востей у цьому процесi. У роботi показано, що використання методiв нечiткого
прогнозування є ефективним i враховує специфiку цього процесу.

Прогнозування видобутку вугiлля з використанням адаптивних моделей має
значний потенцiал, оскiльки такий пiдхiд дозволяє моделювати залежнiсть вiд
змiнних умов i параметрiв вугiльного ринку. Це сприяє пiдвищенню точностi
прогнозування, оскiльки модель адаптується до реальних змiн, що вiдбуваються
на ринку. Важливо зазначити, що якiсть та точнiсть прогнозiв значною мiрою
залежать вiд якостi вхiдних даних та ефективностi використовуваних методiв
моделювання.

Реалiзацiя адаптивних моделей для прогнозування обсягiв видобутку вугi-
лля може вiдкрити новi можливостi для оптимiзацiї процесiв вугледобування,
забезпечити бiльш точнi прогнози та сприяти досягненню стабiльного розвитку
вугiльної галузi.
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Ichanska N. V., Lysenko M. V. Coal mining dynamics research in Ukraine using
fuzzy modeling methods.

The article examines the dynamics of coal extraction in Ukraine and discusses various
approaches to modeling the life cycle of hydrocarbon deposit exploitation processes. By
utilizing elements of mathematical modeling, the authors have solved the approximation
problem using the Holt model and exponential smoothing methods, as well as multiple
linear regression. The authors have analyzed each of these methods in terms of their
effectiveness in addressing the challenges of Ukraine’s fuel and energy complex development.

The use of adaptive models in applied research allows for working with complex and

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 43, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



118 Н. В. IЧАНСЬКА, М. В. ЛИСЕНКО

unstable data. In the study, fuzzy modeling methods are applied to forecast coal extraction
volumes. This enables modeling the dependence of this process on variable conditions
and parameters of the coal market, which contributes to increased forecasting accuracy.
The modeling proposed by the authors allows representing the forecast in the form of a
triangular fuzzy number, specifically indicating possible expected values.

Keywords: fuzzy forecasting methods, coal mining, Fisher’s and Student’s criterias,
adaptive models, exponential smoothing method, multiple linear regression equation, Holt
model, triangular fuzzy number.
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ВИКОРИСТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО АПАРАТУ ТА IКТ ДЛЯ
РОЗВ’ЯЗАННЯ ПРИКЛАДНИХ ЗАДАЧ

У сучасному iнформацiйному суспiльствi, де кiлькiснi данi та обробка iнформа-
цiї вiдiграють ключову роль, використання математичного апарату та iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй (IКТ) стає необхiднiстю. Це є надзвичайно важливим для
моделювання, розв’язання складних прикладних задач у наукових дослiдженнях i ви-
робничiй дiяльностi.

У роботi дослiджено особливостi математичної пiдготовки студентiв iнженерних
спецiальностей i розглянуто можливостi вдосконалення освiтнього процесу шляхом за-
стосування IКТ. Авторами пiдкреслено роль i важливiсть застосування математично-
го апарату та iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй при розв’язаннi практичних
завдань у рiзних галузях. У статтi наведено деякi приклади математичних задач, якi
застосовуються при розв’язаннi iнженерних завдань. Використання таких задач при
вивченнi курсу вищої математики демонструє зв’язок теорiї з практикою й сприяє пiд-
вищенню мотивацiї до вивчення математики та застосуванню математичного апарату
при дослiдженнях виробничих процесiв.

Для полiпшення ефективностi навчання, авторами запропоновано шляхи оптимi-
зацiї освiтнього процесу та можливостi використання сучасних iнформацiйних техно-
логiй для розв’язання практичних завдань.

Ключовi слова: освiтнiй процес, прикладнi задачi, iнформацiйнi-комунiкацiйнi те-
хнологiї, цифровiзацiя, iнженернi завдання, центр мас, ферма, Maple.

1. Вступ. У сучасному суспiльствi важливим аспектом є розвиток освiти й
ефективна пiдготовка фахiвцiв, котрi володiють базовими знаннями й здатнi
до постiйного самовдосконалення, самонавчання та адаптацiї до викликiв суча-
сностi.

Важливою складовою базової пiдготовки сучасних iнженерiв є вивчення пре-
дметiв математичного спрямування, оскiльки кiлькiснi методи знаходять засто-
сування практично у всiх сферах дiяльностi.

Використання математичного апарату та iнформацiйно-комунiкацiйних те-
хнологiй (IКТ) при вивченнi вищої математики та розв’язаннi задач прикла-
дного змiсту дозволяють персоналiзувати навчальний процес, контролювати
рiвень знань, а також надають можливостi для дистанцiйного та самостiйного
навчання.

Прикладнi задачi наочно демонструють можливостi застосування теорети-
чних знань й умiнь у практичних ситуацiях. Розв’язання цих задач активно
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формує критичне мислення, креативний пiдхiд, здатнiсть працювати у коман-
дi.

Iнформацiйно-комунiкацiйнi технологiї дають можливiсть осучаснити освi-
тнiй простiр, перетворити навчальний процес у цiкаве, доступне, мобiльне се-
редовище. При розв’язаннi прикладних завдань засобами IКТ збагачується на-
вчальний процес, розширюється iнфопростiр, покращується сприйняття началь-
них матерiалiв, виникає активна дискусiя, що має зворотнiй зв’язок [1–3].

Сучасний свiт вимагає повну чи максимально часткову цифровiзацiю всiх
сфер суспiльства i освiти насамперед. Особливо ефективно процеси цифровi-
зацiї впливають на розв’язання рiзноманiтних прикладних завдань, адже вони
потребують використання певних математичних знань i методiв, що часто гро-
мiздко та складно, а тому потребує автоматизацiї.

Поява унiверсальних пакетiв, наприклад, Maple, Mathematica, Mathcad,
Matlab, Maxima та iн., суттєво удосконалила проведення обчислень та застосу-
вання математичного апарату, а також пiдвищила популяризацiю впроваджен-
ня iнформацiйних технологiй iз застосуванням комп’ютерної технiки [4, 5].

Зручний iнтерфейс i широкi можливостi дозволяють виконувати багато стан-
дартних i спецiалiзованих операцiй над функцiями та виразами. Потужнi гра-
фiчнi можливостi, наявнiсть власних мов програмування i засобiв суттєво спро-
щують роботу для роботи з даними. Корисним є те, що цi програми пiдтриму-
ють iмпорт та експорт даних до i з iнших програмних продуктiв (текстовi та
графiчнi редактори, електроннi таблицi та iн.) [1].

Використання математичних пакетiв надає можливiсть користувачам вирi-
шувати широкий спектр завдань, включаючи проведення математичних дослi-
джень з аналiтичними та числовими розрахунками, розробку алгоритмiв для
чисельних методiв, математичне моделювання, аналiз та обробку експеримен-
тальних даних, а також створення наукової та iнженерної графiки та графiчних
та числових звiтiв.

2. Постановка задачi. У сучасному свiтi, завдяки стрiмкому розвитку
iнформацiйних технологiй i розповсюдженню комп’ютерiв, використання мате-
матичного апарату та iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй стало життєво
необхiдним. Однiєю з основних прiоритетних задач сучасної державної освiтньої
полiтики України є цифровiзацiя та iнтеграцiя нацiональної освiти в свiтовий
освiтнiй контекст. Фундаментальна наука математика є ключовим фактором
для вирiшення мiждисциплiнарних проблем [6]. Вона використовується в усiх
сферах життєдiяльностi нашого суспiльства. Особливо ефективним є її засто-
сування в прикладних науках (фiзика, бiологiя, медицина, економiка, геогра-
фiя, лiнгвiстика, соцiологiя, психологiя та iншi). Беззаперечними є актуальнiсть
професiйної спрямованостi математичних знань i навичок та важливiсть забез-
печення високого рiвня математичної освiти у майбутнiх iнженерiв з потребою
збереження фундаментальностi й унiверсальностi дисциплiни.

Застосування IКТ у навчальному процесi проаналiзовано й розглянуто у на-
укових працях В. Михалевича i Я. Крупського [7, 8], М. Жалдака [9], В. Кло-
чко [10], О. Спiваковського [11], Ю. Триуса [12] та iн. Актуальною є тематика
використання електронних пiдручникiв, мультимедiйних презентацiй, мульти-
медiйних зображень та iн. [13, 14]. Дослiдники активно вивчають можливостi
використання iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй у процесi викладання
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математичних предметiв (наприклад, [15]).
Ця стаття спрямована на визначення можливостей i переваг iнтеграцiї мате-

матики та IКТ у навчальний процес при пiдготовцi сучасного iнженера.Метою
статтi є пошук шляхiв удосконалення навчального процесу та висвiтлення ва-
жливостi математичної освiти для студентiв iнженерних спецiальностей.

3. Основний результат. Сучасна iнженерiя вимагає вiд фахiвцiв володi-
ння IКТ й застосування поглибленого математичного апарату. Для студентiв
важливим є практичний аспект математики, а також формування у нiй коре-
ктної математичної постановки прикладних задач i побудови моделей.

Центр маси системи часто розраховується при проектуваннi рiзних деталей
в машинобудуваннi [16, 17]. Знаходження центра маси вiдiграє важливу роль у
забезпеченнi балансу, який може бути застосований, наприклад, при створеннi
альтернативних варiантiв меблiв, транспортних засобiв, у будiвництвi, у скла-
дуваннi та iн. Без знання основних принципiв, за якими визначається центр
маси, буде складно органiзувати безпеку робiт з масивними навантаженнями i
будь-якими габаритними предметами, що є дуже важливим на промисловому
виробництвi.

У цiй роботi проiлюстровано приклад розв’язання задачi з курсу вищої ма-
тематики для iнженерiв про знаходження центру маси для каркасної ферми.

Ферма — система стрижнiв, коли все навантаження розподiляється всере-
динi самої конструкцiї i дозволяє перекривати великi прольоти без будь-яких
будiвельних опор. Основною сферою використання ферм є конструювання ме-
талевих каркасiв для навiсiв i рiзних будiвель. Крiм того, за допомогою таких
конструкцiй виконується захист значних площ вiд сонця i атмосферних опадiв.
Широко використовуються металевi ферми в спорудженнi мостiв i як перекрит-
тiв в сегментi промислового або приватного будiвництва. Локальнi використан-
ня ферм з профiльних труб спостерiгається при облаштуваннi об’єктiв зв’язку,
лiнiй електропостачання, автотранспортних дорiг [18].

Розглянемо, наприклад, такi задачi:
знайти координати центру маси плоскої ферми, складеної з тонких однорi-

дних cтрижнiв однакової погонної ваги:
а)

Рис. 1. Симетричний каркас даху.
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б)

Рис. 2. Несиметричний каркас даху.

Наведемо розв’язання для б).
Передусiм виберемо систему координат: вiсь 𝑂𝑥 направимо вздовж нижньо-

го краю ферми, а вiсь — уздовж її лiвого краю.
Координати центру маси ферми визначимо за формулами (1), (2):

𝑥𝑐 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑙𝑖𝑥𝑖

𝑙
, (1)

𝑦𝑐 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑙𝑖𝑦𝑖

𝑙
, (2)

де 𝑙𝑖 — довжина 𝑖-ої ланки ферми (тут 𝑛 = 37), 𝑙 — сума довжин всiх ланок,
(𝑥𝑖; 𝑦𝑖) — координати центру маси 𝑖-ої ланки.

Знаходимо:
AB: 𝑙𝐴𝐵 = 1; 𝑥𝐴𝐵 = 0; 𝑦𝐴𝐵 = 0,5;
BC: 𝑙𝐵𝐶 = 1 tan 30∘ = 0,58; 𝑥𝐵𝐶 = 0,29; 𝑦𝐵𝐶 = 1;
AC: 𝑙𝐴𝐶 = 0,58 · 2 = 1,16; 𝑥𝐴𝐶 = 0,29; 𝑦𝐴𝐶 = 0,5;
BE: 𝑙𝐵𝐸 = 1; 𝑥𝐵𝐸 = 0; 𝑦𝐵𝐸 = 1,5;
EC: 𝑙𝐸𝐶 = 1,16; 𝑥𝐸𝐶 = 0,29; 𝑦𝐸𝐶 = 1,5;
CD: 𝑙𝐶𝐷 = 1,16; 𝑥𝐶𝐷 = 0,58 + 0,29 = 0,87; 𝑦𝐶𝐷 = 1,5;
ED: 𝑙𝐸𝐷 = 1,16; 𝑥𝐸𝐷 = 0,58; 𝑦𝐸𝐷 = 2;
FE: 𝑙𝐹𝐸 = 1,16 cot 30∘ = 2; 𝑥𝐹𝐸 = 0; 𝑦𝐹𝐸 = 3;
FD: 𝑙𝐹𝐷 = 1,16 · 2 = 2,32; 𝑥𝐹𝐷 = 0,58; 𝑦𝐹𝐷 = 3;
DG: 𝑙𝐷𝐺 = 2,32; 𝑥𝐷𝐺 = 1,16 + 0,58 = 1,74; 𝑦𝐷𝐺 = 3;
FG: 𝑙𝐹𝐺 = 2,32; 𝑥𝐹𝐺 = 1,16; 𝑦𝐹𝐺 = 4;
FH: 𝑙𝐹𝐻 = 2,32; 𝑥𝐹𝐻 = 0; 𝑦𝐹𝐻 = 4 + 1,16 = 5,16;
HI: 𝑙𝐻𝐼 = 2,32; 𝑥𝐻𝐼 = 1,16; 𝑦𝐻𝐼 = 4 + 2,32 = 4 + 2,32 = 6,32;
IG: 𝑙𝐼𝐺 = 2,32; 𝑥𝐼𝐺 = 2,32; 𝑦𝐼𝐺 = 5,16;
FI: 𝑙𝐹𝐼 = 2,32

√
2 = 3,28; 𝑥𝐹𝐼 = 1,16; 𝑦𝐹𝐼 = 5,16;

GK: 𝑙𝐺𝐾 = 2,32; 𝑥𝐺𝐾 = 2,32 + 1,16 = 3,48; 𝑦𝐺𝐾 = 4;
IJ: 𝑙𝐼𝐽 = 2,32; 𝑥𝐼𝐽 = 3,48; 𝑦𝐼𝐽 = 6,32;
GJ: 𝑙𝐺𝐽 = 3,28; 𝑥𝐺𝐽 = 3,48; 𝑦𝐺𝐽 = 5,16;
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JK: 𝑙𝐽𝐾 = 2,32; 𝑥𝐽𝐾 = 2,32 + 2,32 = 4,64; 𝑦𝐽𝐾 = 5,16;
KL: 𝑙𝐾𝐿 = 2,32; 𝑥𝐾𝐿 = 4,64 + 1,16 = 5,8; 𝑦𝐾𝐿 = 4;
JM: 𝑙𝐽𝑀 = 2,32; 𝑥𝐽𝑀 = 5,8; 𝑦𝐽𝑀 = 6,32;
JL: 𝑙𝐽𝐿 = 3,28; 𝑥𝐽𝐿 = 5,8; 𝑦𝐽𝐿 = 5,16;
ML: 𝑙𝑀𝐿 = 2,32;𝑥𝑀𝐿 = 2,32 · 3 = 6,96; 𝑦𝑀𝐿 = 5,16;
MN: 𝑙𝑀𝑁 = 2,32; 𝑥𝑀𝑁 = 6,96 + 1,16 = 8,12; 𝑦𝑀𝑁 = 6,32;
LO: 𝑙𝐿𝑂 = 2,32; 𝑥𝐿𝑂 = 8,12; 𝑦𝐿𝑂 = 0,4;
NO: 𝑙𝑁𝑂 = 2,32; 𝑥𝑁𝑂 = 2,32 · 4 = 9,28; 𝑦𝑁𝑂 = 5,16;
MO: 𝑙𝑀𝑂 = 3,28; 𝑥𝑀𝑂 = 8,12; 𝑦𝑀𝑂 = 5,16;
LQ: 𝑙𝐿𝑄 = 2,32; 𝑥𝐿𝑄 = 9,28− 1,16− 0,58 = 7,54; 𝑦𝐿𝑄 = 3;
QO: 𝑙𝑄𝑂 = 2,32; 𝑥𝑄𝑂 = 9,28− 0,58 = 8,7; 𝑦𝑄𝑂 = 3;
OP: 𝑙𝑂𝑃 = 2; 𝑥𝑂𝑃 = 9,28; 𝑦𝑂𝑃 = 3;
QP: 𝑙𝑄𝑃 = 1,16; 𝑥𝑄𝑃 = 8,7; 𝑦𝑄𝑃 = 2;
QT: 𝑙𝑄𝑇 = 1,16; 𝑥𝑄𝑇 = 9,28− 0,58− 0,29 = 8,41; 𝑦𝑄𝑇 = 1,5;
PT: 𝑙𝑃𝑇 = 1,16; 𝑥𝑃𝑇 = 9,28− 0,29 = 8,99; 𝑦𝑃𝑇 = 1,5;
PS: 𝑙𝑃𝑆 = 1; 𝑥𝑃𝑆 = 9,28; 𝑦𝑃𝑆 = 1,5;
TS: 𝑙𝑇𝑆 = 0,58;𝑥𝑇𝑆 = 8,99; 𝑦𝑇𝑆 = 1;
SV: 𝑙𝑆𝑉 = 1; 𝑥𝑆𝑉 = 9,28; 𝑦𝑆𝑉 = 0,5;
TV: 𝑙𝑇𝑉 = 1,16; 𝑥𝑇𝑉 = 8,99; 𝑦𝑇𝑉 = 0,5.
Отже, координати центра маси плоскої ферми:

𝑥𝑐 =
329,37

70,99
= 4,64; 𝑦𝑐 =

286,05

70,99
= 4,03.

Використання комп’ютерних математичних систем i пакетiв є розумним i
корисним для автоматизацiї обчислень, зокрема Maple, адже багато прикладних
задач потребують проведення громiздких обчислень, необхiднiсть вiзуального
представлення результатiв i перевiрку їх на коректнiсть [19].

Maple — це комп’ютерна алгебраїчна система та середовище для обчислень,
яке використовується у вищiй математичнiй освiтi та наукових дослiдженнях.
Вона надає iнструменти для символiчних та чисельних обчислень, а також гра-
фiчного вiдображення математичних виразiв. Maple має розширений функцiо-
нал для вирiшення математичних задач, включаючи алгебру, аналiз, диферен-
цiальнi рiвняння, iнтегрування та iнше. Програма дозволяє математикам, iнже-
нерам та iншим науковцям виконувати складнi обчислення, моделювати мате-
матичнi процеси та розв’язувати рiзноманiтнi завдання, пов’язанi з математи-
кою та науками [5].

Наприклад, основнi функцiї Maple для розв’язання рiвнянь i нерiвностей
включають:
∙ solve(): Використовується для розв’язання алгебраїчних рiвнянь i нерiвно-
стей.

∙ fsolve(): Вирiшує чисельнi рiвняння та системи рiвнянь за допомогою чи-
сельних методiв.

∙ solvetools:-ineq(): Використовується для розв’язання нерiвностей та їх си-
стем.
Maple також має можливiсть розв’язувати рiвняння та нерiвностi з викори-

станням спецiалiзованих пакетiв, таких як пакет для розв’язання диференцi-
альних рiвнянь dsolve() для диференцiальних рiвнянь.
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Таблиця 1.
Данi обчислень

Стрижень 𝑙𝑖 𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑙𝑖𝑥𝑖 𝑙𝑖𝑦𝑖
AB 1 0 0,5 0 0,5
BC 0,58 0,29 1 0,17 0,58
AC 1,16 0,29 0,5 0,34 0,58
BE 1 0 1,5 0 1,5
EC 1,16 0,29 1,5 0,34 1,74
CD 1,16 0,87 1,5 1 1,74
ED 1,16 0,58 2 0,67 2,32
FE 2 0 3 0 6
FD 2,32 0,58 3 1,35 6,96
DG 2,32 1,74 3 4,04 6,96
FG 2,32 1,16 4 2,7 9,28
FH 2,32 0 5,16 0 11,97
HI 2,32 1,16 6,32 2,69 14,66
IG 2,32 2,32 5,16 5,38 11,97
FI 3,28 1,16 5,16 3,8 16,92
GK 2,32 3,48 4 8,07 9,28
IJ 2,32 3,48 6,32 8,07 14,66
GJ 3,28 3,48 5,16 11,41 16,92
JK 2,32 4,64 5,16 10,76 11,97
KL 2,32 5,8 4 13,46 9,28
JM 2,32 5,8 6,32 13,46 14,66
JL 3,28 5,8 5,16 19,02 16,92
ML 2,32 6,96 5,16 16,15 11,97
MN 2,32 8,12 6,32 18,84 14,66
LO 2,32 8,12 4 18,84 9,28
NO 2,32 9,28 5,16 21,53 11,97
MO 3,28 8,12 5,16 26,63 16,92
LQ 2,32 7,54 3 17,49 6,96
QO 2,32 8,7 3 20,18 6,96
OP 2 9,28 3 18,56 6
QP 1,16 8,7 2 10,09 2,32
QT 1,16 8,41 1,5 9,76 1,74
PT 1,16 8,99 1,5 10,43 1,74
PS 1 9,28 1,5 9,28 1,5
TS 0,58 8,99 1 5,21 0,58
SV 1 9,28 0,5 9,28 0,5
TV 1,16 8,99 0,5 10,43 0,58

Сума: 70,99 − − 329,37 286,05

Ця система дозволяє виконувати символьний аналiз та обчислення, що дуже
корисно для математичних обчислень та наукових дослiджень.

Команда solve( ) дозволяє розв’язувати рiвняння i системи рiвнянь, нерiв-
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ностi i системи нерiвностей. Ця команда завжди намагається знайти скiнчений
розв’язок в аналiтичнiй формi. Її синтаксис доволi простий: solve (рiвняння,
змiнна); solve ({рiвняння l, рiвняння 2, . . . }, {змiнна l, змiнна 2, . . . }) [20].

Наведемо приклад розв’язання нелiнiйної системи двох рiвнянь засобами
Maple: {︃

𝑥2 + 26𝑥+ 𝑦3 = 0,

3𝑥+ 𝑦 = 0.

Рис. 3. Приклад розв’язання нелiнiйної системи.

Зауважимо, що Maple є потужним iнструментом для символьних обчислень,
який має багато функцiй для розв’язання рiзних математичних завдань, вклю-
чаючи розв’язання алгебраїчних рiвнянь i нерiвностей, а також їх систем.

Знаходження похiдних та обчислення iнтегралiв також можна продуктивно
зреалiзувати в Maple.

Диференцiальнi рiвняння широко описують фiзичнi процеси i тому їх засто-
совують в бiльшостi прикладних задач рiзних галузей науки i технiки, напри-
клад:
1) Механiка: рух тiл, якi пiдпадають пiд дiю сил, рух падаючого предмета або

коливання пружини.
2) Електронiка: аналiз i проектування електричних ланцюгiв, якi мiстять кон-

денсатори, iндуктивностi i резистори.
3) Тепло та масоперенiс: рiвняння теплопровiдностi й рiвняння дифузiї вико-

ристовуються для моделювання теплопередачi i розповсюдження речовини
в системах.

4) Хiмiчнi реакцiї: диференцiальнi рiвняння реакцiйної кiнетики описують швид-
кiсть хiмiчних реакцiй та змiни концентрацiй речовин з часом.

5) Бiологiя: моделi бiологiчних процесiв, таких як поширення хвороб, популя-
цiйнi динамiки та фiзiологiчнi процеси.

6) Фiнанси: моделювання цiнових змiн на фiнансових ринках, ризику та прийня-
ття фiнансових рiшень.
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Рис. 4. Приклад знаходження похiдних.

7) Метеорологiя: рiвняння для моделювання атмосферних процесiв, такi як
рух повiтря, температурнi градiєнти та опади.

8) Iнженерiя: аналiз та проектування рiзноманiтних iнженерних систем, вклю-
чаючи електричнi кола, механiчнi конструкцiї та системи керування.
Диференцiальнi рiвняння є потужним iнструментом для моделювання та

розумiння рiзноманiтних явищ у природi та технiцi. Розв’язання диференцi-
альних рiвнянь потребує глибокого володiння математичним апаратом та не є
складним при застосуваннi комп’ютерних систем.

Отже, Maple є корисним апаратом для вирiшення рiзноманiтних математи-
чних проблем.

4. Висновки. При дослiдженнi авторами розглянуто прикладнi задачi на
знаходження елементiв, що мають широке застосування при розв’язаннi iнже-
нерних завдань. Наведенi приклади наочно демонструють ефективне викори-
стання математики при дослiдженнi фiзичних, виробничих i економiчних про-
цесiв й сприяють пiдвищенню мотивацiї до вивчення математики.

Iнтеграцiя математичного апарату при вивченнi фахових дисциплiн є над-
звичайно важливою та перспективною тенденцiєю. Вона сприяє пiдвищенню
рiвня математичної культури, розвитку наукових дослiджень i практичних за-
стосувань математики в рiзних галузях.

IКТ дозволяють вiзуалiзувати та анiмувати дослiдження, спрямовувати на-
вчання на комплексний розвиток особистостi, значно розширити доступ та оброб-
ку рiзноманiтної iнформацiї та ресурсiв, а також автоматизувати розрахунки.

Сучаснiсть вимагає змiн вимог до майбутнього iнженера, потребує постiйної
перебудови структурних елементiв освiтнього процесу й його прикладної спря-
мованостi. Якiсне засвоєння основних i базових понять математичних дисциплiн
сприяє конкурентоспроможностi та якiснiй професiйнiй пiдготовцi iнженерiв.
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Ichanska N. V., Lozitsky D. Yu. Using Mathematical Tools and ICT for Solving
Applied Problems.

In the modern information society, where quantitative data and information processing
play a crucial role, the use of mathematical tools and information and communication
technologies (ICT) becomes a necessity. This is particularly important for modeling and
solving complex applied problems in scientific research and industrial activities.

The paper explores the peculiarities of students’ mathematical training in engineering
specialties and discusses the possibilities of improving the educational process through the
application of ICT. The authors emphasize the role and importance of using mathematical
tools and information and communication technologies in solving practical tasks in various
fields. The article provides some examples of mathematical problems that are applied in
solving engineering tasks. The use of such problems in the study of higher mathematics
demonstrates the connection between theory and practice and promotes motivation for
learning mathematics and applying mathematical tools in production process research.

To enhance the effectiveness of education, the authors propose ways to optimize the
educational process and opportunities for using modern information technologies to solve
practical tasks.

Keywords: educational process, applied problems, information and communication tech-
nologies, digitalization, engineering tasks, center of mass, truss, Maple.
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МЕТОД ГЕНЕРУВАННЯ РЕКЛАМНОГО ЗОБРАЖЕННЯ НА
ОСНОВI ВIДЕО ПОТОКУ

Ця стаття присвячена розробцi та дослiдженню нового методу генерацiї рекламного
зображення на основi вiдео потоку. Метод використовує технологiї машинного навча-
ння та комп’ютерного зору для автоматизацiї процесу вибору ключових кадрiв з вiдео
потоку i створення привабливих рекламних зображень. Робота включає розробку ме-
тоду для генерацiї рекламного зображення на основi вибраних кадрiв та алгоритму
для аналiзу вiдео потоку i вибору ключових кадрiв. Розроблений метод має на метi
пiдвищити ефективнiсть рекламних кампанiй, зменшити час i ресурси, необхiднi для
створення рекламних зображень, i дозволить брендам краще адаптуватися до змiнних
умов ринку та вимог аудиторiї.

Ключовi слова: рекламне зображення, машинне навчання, комп’ютерний зiр, клю-
човi кадри, аналiз вiдео, генерацiя зображення.

1. Вступ. В сучасному свiтi реклама вiдiграє важливу роль в просуваннi про-
дуктiв i послуг. Однак, створення ефективних рекламних матерiалiв — це скла-
дний процес, який вимагає значних зусиль, часу i ресурсiв. Особливо це стосу-
ється рекламних зображень, якi повиннi бути привабливими, iнформативними
i вiдображати продукт або послугу в найкращому свiтлi.

Традицiйнi методи створення рекламних зображень часто включають в себе
ручний вибiр кадрiв з вiдео, що може бути часомiстким i не завжди приводить
до найкращих результатiв. Крiм того, цi методи можуть не враховувати всi мо-
жливi варiанти використання вiдео потоку для генерацiї рекламних зображень.

В цьому контекстi виникає проблема розробки нового методу генерацiї ре-
кламного зображення на основi вiдео потоку, який би був бiльш ефективним,
автоматизованим i здатним до самонавчання. Такий метод повинен використо-
вувати передовi технологiї, такi як машинне навчання i комп’ютерний зiр, для
аналiзу вiдео потоку i вибору найкращих кадрiв для генерацiї рекламних зо-
бражень.

2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Оглядове дослiдження
[1] висвiтлює еволюцiю онлайн-реклами з 1994 року. З 2017 року витрати на
онлайн-рекламу досягли 209 мiльярдiв доларiв, що становить 41% вiд усiх ви-
трат на рекламу. Дослiдження включає аналiз понад 300 статей, опублiкованих
за останнi 10 рокiв.

Є дослiдження [2-5] якi фокусуються на використаннi машинного навчання
та аналiтики даних для оптимiзацiї рекламних кампанiй. Вони включають вико-
ристання дерев рiшень для цiльової моделi взаємодiї клiєнтiв з бiзнес-сторiнкою,
використання класифiкацiйного дерева для цiльової моделi вiдеомаркетингу ви-
щих навчальних закладiв, використання семантичного аналiзу для формування
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рекламного контенту вищих навчальних закладiв, та використання навчання
асоцiативних правил для формування контексту реклами та цiльової аудиторiї.

Дослiдження [6] представляє набiр нових алгоритмiв, якi використовують
глибоке навчання для обробки зображень, машинне навчання та теорiю графiв
для дослiдження онлайн-реклами та побудови прогнозних моделей, якi можуть
передбачити успiх рекламного зображення. Алгоритми були оцiненi на наборi
даних з бiльш нiж 260 000 рекламних зображень, i вони успiшно побудува-
ли регресiйнi моделi для прогнозування коефiцiєнта клiкабельностi рекламного
зображення.

Дослiдження [7] фокусується на використаннi штучного iнтелекту для аналi-
зу веб-реклами та побудови моделей розпiзнавання об’єктiв, якi можуть перед-
бачити, якi об’єкти ймовiрно з’являться в майбутнiх рекламних зображеннях.
Дослiдження порiвнює два пiдходи — "sinking trainer"та R-CNN, використову-
ючи HOG та CNN для аналiзу. R-CNN показує кращi результати, але потребує
бiльше часу на навчання.

Дослiдження [8] представляє нову Генеративну Змагальну Мережу (GAN),
названу LayoutGAN, яка синтезує макети, моделюючи геометричнi вiдносини
рiзних типiв 2D елементiв. Генератор LayoutGAN приймає на вхiд набiр випад-
ково розмiщених 2D графiчних елементiв i використовує модулi самоуваги для
спiльного уточнення їхнiх мiток та геометричних параметрiв для створення реа-
лiстичного макету. Для створення хороших макетiв критично важливим є точне
вирiвнювання. Тому автори пропонують новий диференцiйований шар ренде-
рингу каркасу, який вiдображає згенерований макет у зображення каркасу, на
основi якого дискримiнатор на основi CNN використовується для оптимiзацiї
макетiв у просторi зображень.

Дослiдження [9] присвячено розробцi методу автоматичної генерацiї банер-
них зображень для домашнiх сторiнок електронної комерцiї. Автори використо-
вують глибоке навчання для автоматичної анотацiї об’єктiв/тегiв з зображення
та генетичний алгоритм для генерацiї оптимального макета банера. Цей метод
дозволяє створювати велику кiлькiсть банерiв за короткий час, що покращує
персоналiзацiю i може збiльшити кiлькiсть клiкiв на банери.

На вiдмiну вiд аналога [9], розроблений метод фокусується на використаннi
вiдео потоку як вхiдних даних, тодi як це дослiдження використовує статичнi
зображення. Крiм того, розроблений метод включає в себе аналiз вiдео потоку
i вибiр ключових кадрiв для генерацiї рекламних зображень, тодi як це дослi-
дження фокусується на автоматичнiй анотацiї об’єктiв/тегiв i генерацiї макета
банера.

3. Мета роботи. Метою цiєї роботи є розробка та дослiдження нового
методу генерацiї рекламного зображення на основi вiдео потоку. Цей метод має
на метi використовувати технологiї машинного навчання та комп’ютерного зору
для автоматизацiї процесу вибору ключових кадрiв з вiдео потоку i створення
привабливих рекламних зображень.

Конкретнi цiлi цiєї роботи включають:
� Розробка методу для генерацiї рекламного зображення на основi вибраних
кадрiв.

� Розробка алгоритму для аналiзу вiдео потоку i вибору ключових кадрiв.
Очiкується, що розроблений метод допоможе пiдвищити ефективнiсть ре-
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кламних кампанiй, зменшити час i ресурси, необхiднi для створення рекламних
зображень, i дозволить брендам краще адаптуватися до змiнних умов ринку та
вимог аудиторiї.

4. Виклад основного матерiалу. Метод генерацiї рекламного зображе-
ння на основi вiдео потоку — це сучасний пiдхiд, який використовує технологiї
машинного навчання та комп’ютерного зору для створення ефективних реклам-
них матерiалiв. Цей метод включає в себе ряд етапiв, починаючи з аналiзу вiдео
потоку i закiнчуючи оцiнкою ефективностi створеного рекламного зображення.

Основна мета цього методу - використовувати вiдео потiк для визначення
ключових моментiв або елементiв, якi можуть бути використанi для створен-
ня привабливого рекламного зображення. Це може бути особливо корисно для
рекламних кампанiй, якi вимагають високої ступеня вiзуальної привабливостi,
наприклад, в рекламi моди, косметики або автомобiлiв.

Крiм того, цей метод може бути використаний для автоматизацiї процесу
створення рекламних зображень, що може призвести до значного збiльшення
продуктивностi та ефективностi рекламних кампанiй.

Отже, метод генерацiї рекламного зображення на основi вiдео потоку вклю-
чає наступнi етапи:
Етап 1. Аналiз вiдео потоку: На цьому етапi використовуються алгоритми

комп’ютерного зору для аналiзу вiдео потоку. Це може включати в себе
визначення ключових моментiв в вiдео, якi можуть бути використанi для
генерацiї рекламного зображення.

Етап 2. Вибiр ключових кадрiв: На основi аналiзу вiдео потоку вибираються
ключовi кадри, якi найкраще вiдображають продукт або послугу. Це мо-
же включати в себе вибiр кадрiв, якi вiдображають продукт в найбiльш
привабливому свiтлi або якi мiстять елементи, що привертають увагу.

Етап 3. Генерацiя рекламного зображення: На цьому етапi вибранi кадри пере-
творюються на рекламнi зображення. Це може включати в себе використа-
ння технологiй машинного навчання для оптимiзацiї зображення з метою
привернення уваги аудиторiї.

Етап 4. Оцiнка ефективностi: Пiсля генерацiї рекламного зображення воно мо-
же бути оцiнено за ефективнiстю. Це може включати в себе використання
аналiтики для визначення того, наскiльки добре зображення привертає ува-
гу аудиторiї, i внесення необхiдних корективiв.

Етап 5. Iтерацiя: На основi оцiнки ефективностi процес може бути повторений
з метою подальшого вдосконалення рекламного зображення.
Далi даний метод представимо у виглядi алгоритму (Рис. 1) генерацiї ре-

кламного зображення на основi вiдео, що дозволить що дозволить краще зро-
зумiти його структуру та послiдовнiсть дiй. Це також допоможе в iдентифiка-
цiї можливих мiсць для оптимiзацiї та вдосконалення, що може призвести до
пiдвищення ефективностi рекламних кампанiй. Крiм того, це може слугувати
основою для розробки автоматизованих систем генерацiї рекламних зображень,
що здатнi адаптуватися до змiнних умов ринку та вимог аудиторiї.

Цей алгоритм (див. Рис. 1) починається з вхiдних даних у виглядi вiдео
потоку, який попередньо обробляється для видалення шуму i покращення яко-
стi зображення. Потiм алгоритм використовує технiки комп’ютерного зору для
видiлення окремих кадрiв з вiдео потоку. Кожен кадр аналiзується за допо-
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Рис. 1. Алгоритм генерацiї рекламного зображення на основi вiдео потоку.

могою алгоритмiв машинного навчання для визначення ключових елементiв,
якi можуть бути використанi для генерацiї рекламного зображення. На основi
аналiзу вибираються кадри, якi найкраще вiдображають продукт або послугу.
Вибранi кадри перетворюються на рекламнi зображення за допомогою техно-
логiй машинного навчання. Рекламнi зображення оцiнюються за ефективнiстю,
i на основi цiєї оцiнки вносяться корективи. Процес повторюється, поки не буде
отримано рекламне зображення, яке вважається достатньо ефективним. Коли
рекламне зображення вважається достатньо ефективним, алгоритм завершує-
ться.

Отже, метод генерацiї рекламного зображення на основi вiдео потоку вiд-
криває новi можливостi для рекламних кампанiй. Використання алгоритмiв
комп’ютерного зору та машинного навчання дозволяє автоматизувати процес
вибору ключових кадрiв i створення привабливих рекламних зображень.

Цей метод може значно пiдвищити ефективнiсть рекламних кампанiй, оскiль-
ки вiн дозволяє вибирати найбiльш привабливi моменти вiдео потоку i перетво-
рювати їх на рекламнi зображення. Такий пiдхiд може привернути бiльше уваги
аудиторiї i пiдвищити впiзнаванiсть бренду.

Однак, важливо пам’ятати, що ефективнiсть цього методу в значнiй мiрi
залежить вiд якостi вхiдного вiдео потоку i вiд точностi алгоритмiв аналiзу вi-
део. Тому для досягнення найкращих результатiв може бути необхiдно постiйно
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вдосконалювати алгоритми аналiзу вiдео i машинного навчання, якi використо-
вуються на етапах генерацiї рекламного зображення.

В цiлому, метод генерацiї рекламного зображення на основi вiдео потоку
представляє собою перспективний iнструмент для рекламних кампанiй, який
може допомогти брендам ефективнiше привертати увагу аудиторiї i пiдвищува-
ти свою впiзнаванiсть.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Розроблений
метод генерацiї рекламного зображення на основi вiдео потоку демонструє зна-
чний потенцiал для пiдвищення ефективностi рекламних кампанiй. Використа-
ння технологiй машинного навчання та комп’ютерного зору дозволяє автомати-
зувати процес вибору ключових кадрiв з вiдео потоку i створення привабливих
рекламних зображень, що може збiльшити впiзнаванiсть бренду та привертання
уваги аудиторiї.

Подальшi дослiдження можуть бути спрямованi на вдосконалення розро-
бленого методу. Це може включати в себе розробку бiльш точних алгоритмiв
аналiзу вiдео потоку, оптимiзацiю процесу вибору ключових кадрiв, а також
розробку нових технiк генерацiї рекламних зображень.

Також може бути цiкавим дослiдження можливостi iнтеграцiї розроблено-
го методу з iншими технологiями, такими як системи рекомендацiй, що може
допомогти в подальшому пiдвищеннi ефективностi рекламних кампанiй.

Крiм того, може бути проведено дослiдження з метою визначення впливу
розробленого методу на поведiнку користувачiв i впiзнаванiсть бренду, що до-
поможе краще зрозумiти його ефективнiсть в реальних умовах.
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ЕКВАЦIОНАЛЬНЕ ОПИСАННЯ ФУНКЦIОНАЛЬНО ПОВНИХ
АЛГЕБР

У роботi продовжується еквацiональне дослiдження класу унiверсальних алгебр
𝑀6. Клас 𝑀6 складається з тридцяти чотирьох функцiонально неповних i тридцяти
функцiонально повних алгебр. У попереднiй роботi були знайденi повнi системи тото-
жностей для всiх функцiонально неповних алгебр. Цi алгебри утворюють сiмнадцять
одноелементних, один двохелементний, один трьохелементний, два шестиелементних
еквацiональних кластери. Функцiонально повнi алгебри класу 𝑀6 утворюють один
тридцятиелементний кластер. Для нього знайденi повнi системи тотожностей.

Ключовi слова: функцiонально повна алгебра, еквацiональнiсть, повна система то-
тожностей, сигнатурна тотожнiсть, еквацiональний кластер.

1. Вступ. Дана робота є продовженням дослiдження [2], у якому знайде-
нi повнi системи тотожностей для всiх функцiонально неповних алгебр класу
𝑀6 = {𝑈 = ⟨𝐴,Ω⟩ ; 𝐴 = {0, 1} ; Ω ⊂ {0, 1,¬,∨,∧,⊕}}. У данiй роботi знаходя-
ться повнi системи тотожностей для функцiонально повних алгебр цього класу.

2. Основнi результати. Нехай задано клас унiверсальних булевих алгебр
𝑀 = {𝑈 = ⟨𝐴, Ω⟩}, 𝐴 = {0, 1}, Ω — деяка множина булевих операцiй. Позначи-
мо через 𝑅(𝑈) множину всiх тотожностей алгебри 𝑈 .

Означення 1. Алгебри 𝑈1 i 𝑈2 називають еквацiонально еквiвалентними,
якщо 𝑅(𝑈1) = 𝑅(𝑈2).

Означення 2. Алгебра 𝑈1 еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2, якщо
𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2).

Означення 3. Тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓) ∈ 𝑅(𝑈2) називається сигнатур-
ною, якщо 𝐹2(𝜙) формула, яка реалiзує операцiю 𝜙 ∈ Ω2−Ω1, а 𝐹1(𝜓)−формула,
яка побудована з операцiй алгебри 𝑈1.

Означення 4. Система тотожностей 𝐻 ⊂ 𝑅(𝑈) називається повною
в 𝑈 , якщо використовуючи операцiю суперпозицiї, можна довести довiльну
тотожнiсть 𝐹1 = 𝐹2 до лексикографiчної рiвностi.
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Нехай алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ i 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ такi, що Ω1 ⊂ Ω2, i для кожної
операцiї 𝜙 ∈ Ω2 −Ω1 знайдена сигнатурна тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓). Множину
цих сигнатурних тотожностей позначимо через 𝑅(Ω2 − Ω1).

Теорема 1. Якщо для алгебри 𝑈1 знайдена повна система тотожностей
𝐻(𝑈1), то повна система тотожностей 𝐻(𝑈2) алгебри 𝑈2 дорiвнює 𝐻(𝑈1)

⋃︀⋃︀
𝑅(Ω2 − Ω1).

Доведення теореми випливає з того, що сигнатурнi тотожностi дають мо-
жливiсть вивести операцiї 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 з формули алгебри 𝑈2, звiвши їх до
формул алгебри 𝑈1, для якої знайдена повна система тотожностей 𝐻(𝑈1).

Означення 5. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ еквацiонально вкладається в алгебру
𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ якщо для кожної операцiї 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 iснують сигнатурнi то-
тожностi.

Означення 6. Алгебри 𝑈1, 𝑈2, . . . , 𝑈𝑡 ∈𝑀 утворюють еквацiональний кла-
стер 𝐾, якщо у множинi 𝐾 iснує така алгебра 𝑈*, що ∀𝑈𝑡 ∈ 𝐾 iснує 𝑈𝑖1 , 𝑈𝑖2,
. . . , 𝑈𝑖𝑙 ∈ 𝐾, що 𝑅(𝑈𝑖) = 𝑅(𝑈𝑖1) ⊂ 𝑅(𝑈𝑖2) ⊂ . . . ⊂ 𝑅(𝑈𝑖𝑙) = 𝑅(𝑈*).

Функцiонально повнi алгебри класу 𝑀6 утворюють один тридцятиелемен-
тний кластер, який зображено у виглядi сигнатурного графа на рис. 1.

Рис. 1. Функцiонально повнi алгебри класу 𝑀6.

У класi 𝑀6 є чотири канонiчнi функцiонально повнi алгебри 𝑈12, 𝑈20, 𝑈50,
𝑈42. На основi канонiчних алгебр побудуємо фiльтри

𝐵1 = {𝑈𝑖 = ⟨𝐴,Ω𝑖| Ω12 ⊂ Ω𝑖⟩} ,

𝐵2 = {𝑈𝑖 = ⟨𝐴,Ω𝑖|Ω20 ⊂ Ω𝑖⟩} ,

𝐵3 = {𝑈𝑖 = ⟨𝐴,Ω𝑖|Ω50 ⊂ Ω𝑖⟩} ,

𝐵4 = {𝑈𝑖 = ⟨𝐴,Ω𝑖|Ω42 ⊂ Ω𝑖⟩} .

Фiльтри 𝐵1 i 𝐵2 утворюють чотиривимiрнi куби, а фiльтри 𝐵3 i 𝐵4 — три-
вимiрнi.

У таблицi 1 наведено перелiк функцiонально повних алгебр, якi входять до
складу фiльтрiв 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4.
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Таблиця 1.
Функцiонально повнi алгебри фiльтрiв.

𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4

𝑈12 𝑈20 𝑈42 𝑈50

𝑈44 𝑈52 𝑈58 𝑈58

𝑈28 𝑈28 𝑈46 𝑈54

𝑈14 𝑈22 𝑈43 𝑈51

𝑈60 𝑈60 𝑈59 𝑈59

𝑈13 𝑈21 𝑈62 𝑈62

𝑈46 𝑈54 𝑈47 𝑈55

𝑈45 𝑈53 𝑈63 𝑈63

𝑈30 𝑈23

𝑈29 𝑈30

𝑈15 𝑈29

𝑈62 𝑈62

𝑈61 𝑈61

𝑈47 𝑈55

𝑈31 𝑈31

𝑈63 𝑈63

З таблицi видно, що фiльтри мають спiльнi алгебри, зокрема

𝐵1

⋂︁
𝐵2 = {𝑈28, 𝑈60, 𝑈62, 𝑈61, 𝑈31, 𝑈63, 𝑈30, 𝑈29} ,

𝐵3

⋂︁
𝐵4 = {𝑈58, 𝑈62, 𝑈59, 𝑈63} ,

𝐵1

⋂︁
𝐵4 = 𝐵3

⋂︁
𝐵4

⋃︁
𝑈46, 𝐵2

⋂︁
𝐵3 = 𝐵3

⋂︁
𝐵4

⋃︁
𝑈54,

𝐵1

⋂︁
𝐵2

⋂︁
𝐵3

⋂︁
𝐵4 = {𝑈62, 𝑈63} .

Алгебри фiльтра 𝐵1 зображенi на сигнатурному чотиривимiрному кубi на
рис. 2.

Знайдемо повну систему тотожностей алгебри 𝑈12 = ⟨𝐴, ¬, ∧⟩.
Припущення 1. Система тотожностей 1–10 є повною для алгебри 𝑈12 =

= ⟨𝐴, ¬, ∧⟩.

1. 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥,
2. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥,
3. (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧),
4. ¯̄𝑥 = 𝑥,
5. 𝑥 ∧ 𝑥̄ = 𝑦 ∧ 𝑦, (1)
6. 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑥 ∧ 𝑧,
7. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧,
8. 𝑥 ∧ 𝑥 ∧ 𝑥̄ = 𝑥 ∧ 𝑥̄,
9. 𝑦 ∧ 𝑥 ∧ 𝑥̄ = 𝑦,
10. 𝑥 = 𝑥̄ ∧ 𝑦 ∧ 𝑥̄ ∧ 𝑦.
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Рис. 2. Алгебри фiльтра 𝐵1.

Доведення зводиться до побудови формули, яку можна вважати аналогом
досконалої кон’юнктивної нормальної форми. Алгоритм побудови ДКНФ:
1) Використовуючи тотожностi 4, 6 добиваємося того, що у формулi 𝐹 над

кожною кон’юнкцiєю заперечення зустрiчається не бiльше одного разу.
2) Тотожнiсть 7 дає можливiсть зробити всi формули вигляду

𝑥̃𝑖1 ∧ 𝑥̃𝑖2 ∧ . . . ∧ 𝑥̃𝑖𝑘 повними, де 𝑥̃𝑖𝑘 = 𝑥𝑖𝑘 або 𝑥̃𝑖𝑘 = 𝑥𝑖𝑘 , тобто цi формули
мiстять всi змiннi, якi входять до складу формули 𝐹 .

3) Тотожностi 8 i 9 поглинають формули 𝑥∧𝑥̄, крiм випадку, коли 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . .,
𝑥𝑛) тотожно дорiвнює нулю.

4) Тотожнiсть 1 поглинає однаковi множники, а тотожностi 2 i 3 лексикогра-
фiчно впорядковують змiннi в елементарних множниках 𝑥̃𝑖1 ∧ 𝑥̃𝑖2 ∧ . . . ∧ 𝑥̃𝑖𝑘 .

5) Легко переконатися, що повнi елементарнi множники приймають значення
нуль тiльки на одному наборi змiнних.

6) Два повнi елементарнi множники утворюють тотожнiсть тодi i тiльки тодi,
коли вони лексикографiчно спiвпадають.
У фiльтрi 𝐵1 повна система тотожностей довiльної алгебри складається з

тотожностей алгебри 𝑈12 i вiдповiдних сигнатурних тотожностей. Наприклад,
повна система тотожностей 𝑈31 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∧,⊕⟩ складається iз 𝑅(𝑈12) i сигна-
турних тотожностей 0 = 𝑥𝑥̄, 1 = 𝑥 ∨ 𝑥̄, 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥̄𝑦 ∧ 𝑥̄𝑦. Для перевiрки того, що
формули 𝐹1, 𝐹2 утворюють тотожнiсть, у алгебрi 𝑈31 досить з цих формул, за
допомогою сигнатурних тотожностей, виключити операцiї 0, 1, 𝑥⊕𝑦. У резуль-
татi отримаємо формули 𝐹 *

1 , 𝐹
*
2 . Зрозумiло, що 𝐹

*
1=𝐹

*
2 ∈ 𝑅(𝑈12) тодi i тiльки

тодi, коли 𝐹1=𝐹2∈ 𝑅(𝑈31). Аналогiчно знаходяться повнi системи тотожностей
решти алгебр фiльтра 𝐵1.
35. Алгебра 𝑈12 = ⟨𝐴, ¬,∧⟩. 𝐻(𝑈12) = 𝑅(𝑈12) = {система тотожностей (1)}.
36. Алгебра 𝑈44 = ⟨𝐴, ¬,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈44) =

{︁
𝐻(𝑈12), 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥̄𝑦 ∧ 𝑦𝑥̄

}︁
.

37. Алгебра 𝑈28 = ⟨𝐴, ¬,∧,∨⟩. 𝐻(𝑈28) = {𝐻(𝑈12), 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥̄ ∧ 𝑦}.
38. Алгебра 𝑈14 = ⟨𝐴, 1,¬,∧⟩. 𝐻(𝑈28) =

{︀
𝐻(𝑈12), 1 = 𝑥̄ ∧ 𝐸

}︀
.

39. Алгебра 𝑈13 = ⟨𝐴, 0,¬,∧⟩. 𝐻(𝑈28) = {𝐻(𝑈12), 0 = 𝑥̄ ∧ 𝐸}.
40. Алгебра 𝑈60 = ⟨𝐴, ¬,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈60) = {𝐻(𝑈44), 𝐸 ∨ 𝑦 = 𝑥̄ ∧ 𝑦}.
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41. Алгебра 𝑈46 = ⟨𝐴, 1,¬,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈46) = {𝐻(𝑈44), 1 = 𝑥̄ ∧ 𝑥}.
42. Алгебра 𝑈45 = ⟨𝐴, 0,¬,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈45) = {𝐻(𝑈44), 0 = 𝑥̄ ∧ 𝑥}.
43. Алгебра 𝑈30 = ⟨𝐴, 1,¬,∧,∨⟩. 𝐻(𝑈30) = {𝐻(𝑈28), 1 = 𝑥̄ ∧ 𝑥}.
44. Алгебра 𝑈29 = ⟨𝐴, 0,¬,∧,∨⟩. 𝐻(𝑈29) = {𝐻(𝑈28), 0 = 𝑥̄ ∧ 𝑥}.
45. Алгебра 𝑈15 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∧⟩. 𝐻(𝑈15) = {𝐻(𝑈28), 1 = 𝑥̄ ∧ 𝑥}.
46. Алгебра 𝑈62 = ⟨𝐴, 1,¬,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈62) = {𝐻(𝑈60), 1 = 𝑥̄ ∧ 𝑥}.
47. Алгебра 𝑈61 = ⟨𝐴, 0,¬,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈61) = {𝐻(𝑈60), 0 = 𝑥̄ ∧ 𝑥}.
48. Алгебра 𝑈47 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈47) = {𝐻(𝑈45), 1 = 𝑥̄ ∧ 𝑥}.
49. Алгебра 𝑈31 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∧,∨⟩. 𝐻(𝑈31) = {𝐻(𝑈30), 0 = 𝑥̄ ∧ 𝑥}.
50. Алгебра 𝑈63 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈63) = {𝐻(𝑈61), 1 = 𝑥̄ ∧ 𝑥}.

Знайдемо повнi системи тотожностей класу функцiонально повних алгебр,
якi входять у фiльтр алгебри 𝑈20 = ⟨𝐴, ¬, ∨⟩. Алгебри, що входять до фiль-
тру 𝐵2 утворюють чотиримiрний сигнатурний куб, який iзоморфний решiтцi
фiльтру алгебр 𝐵1.

Рис. 3. Алгебри фiльтра 𝐵2.

Припущення 2. Система тотожностей 1–10 є повною для алгебри 𝑈20 =
⟨𝐴, ¬, ∨⟩.

1. 𝑥 ∨ 𝑥 = 𝑥,
2. 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥,
3. (𝑥 ∨ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ (𝑦 ∨ 𝑧),
4. ¯̄𝑥 = 𝑥,
5. 𝑥 ∨ 𝑥̄ = 𝑦 ∨ 𝑦, (2)
6. 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑥 ∨ 𝑧,
7. 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧 ∨ 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧,
8. 𝑥 ∨ 𝑥 ∨ 𝑥̄ = 𝑥 ∨ 𝑥̄,
9. 𝑦 ∨ 𝑥 ∨ 𝑥̄ = 𝐸,
10. 𝑥 = 𝑥̄ ∨ 𝑦 ∨ 𝑥̄ ∨ 𝑦.
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Формули вигляду 𝑥̃𝑖1 ∨ 𝑥̃𝑖2 ∨ . . . ∨ 𝑥̃𝑖𝑘 де 𝑥̃𝑖𝑘 = 𝑥𝑖𝑘 або 𝑥̃𝑖𝑘 = 𝑥𝑖𝑘 будемо нази-
вати елементарними доданками, а елементарнi доданки, що мiстять всi змiннi
формули 𝐹 — повними.

Алгоритми побудови аналогу досконалої диз’юнктивної нормальної форми
для формул алгебр 𝑈20 = ⟨𝐴, ¬, ∨⟩.
1. Використовуючи тотожностi 4 i 6 добиваємося того, що у формулi 𝐹 над

кожною диз’юнкцiєю заперечення зберiгається не бiльше одного разу.
2. Тотожнiсть 7 дає можливiсть зробити всi доданки повними.
3. Тотожностi 8 i 9 поглинають формулу 𝑥∨ 𝑥̄, крiм випадку коли 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . .,
𝑥𝑛) тотожно дорiвнює одиницi.

4. Тотожнiсть 1 поглинає однаковi доданки, а 2 i 3 лексикографiчно впоряд-
ковують змiннi в елементарних доданках.

5. Повнi елементарнi доданки приймають одиницю тiльки на одному наборi
змiнних.

6. Два повнi елементарнi доданки утворюють тотожнiсть тодi i тiльки тодi,
коли вони лексикографiчно спiвпадають.

7. Використовуючи таблицi фiльтрiв i сигнатурних тотожностей (табл. 1) по-
будуємо повнi системи тотожностей алгебр, що належать фiльтру 𝐵2.
Знайшовши повну систему тотожностей алгебри 𝑈20 отримаємо повнi систе-

ми тотожностей алгебр 𝑈52, 𝑈38, 𝑈21, 𝑈54, 𝑈53, 𝑈23, 𝑈55, приєднавши до 𝑅(𝑈20)
вiдповiднi сигнатурнi тотожностi. Повнi системи тотожностей алгебр 𝑈28, 𝑈60,
𝑈62, 𝑈61, 𝑈31, 𝑈63, 𝑈30, 𝑈29 знайденi, так як вони входять до складу 𝐵1.
51. Алгебра 𝑈20 = ⟨𝐴, ¬,∨⟩. 𝐻(𝑈20) = {система тотожностей (2)}.
52. Алгебра 𝑈52 = ⟨𝐴, ¬,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈44) = {𝐻(𝑈20), 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑥̄ ∨ 𝑦}.
53. Алгебра 𝑈38 = ⟨𝐴, 1,¬,∨⟩. 𝐻(𝑈38) = {𝐻(𝑈20), 1 = 𝑥 ∨ 𝑥̄}.
54. Алгебра 𝑈21 = ⟨𝐴, 0,¬,∨⟩. 𝐻(𝑈21) = {𝐻(𝑈20), 0 = 𝑥 ∨ 𝑥̄}.
55. Алгебра 𝑈54 = ⟨𝐴, 1,¬,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈54) = {𝐻(𝑈52), 1 = 𝑥 ∨ 𝑥̄}.
56. Алгебра 𝑈53 = ⟨𝐴, 0,¬,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈53) = {𝐻(𝑈52), 0 = 𝑥 ∨ 𝑥̄}.
57. Алгебра 𝑈23 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∨⟩. 𝐻(𝑈23) = {𝐻(𝑈21), 1 = 𝑥 ∨ 𝑥̄}.
58. Алгебра 𝑈55 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈23) = {𝐻(𝑈23), 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑥̄ ∨ 𝑦}.

Перейдемо до алгебр фiльтра 𝐵3, алгебри якого зображенi на рис. 4.
Наведемо повну систему тотожностей алгебри Жегалкiна 𝑈42 = ⟨𝐴, 1,∧,⊕⟩.

1. 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑥⊕ 𝑦,
2. 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑦 ⊕ 𝑥,
3. (𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧),
4. 𝑦 ⊕ 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑦,
5. (𝑥⊕ 𝑦)∧𝑧 = 𝑥∧𝑧⊕𝑦∧𝑧, (3)
6. 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥,
7. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥,
8. (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧),
9. 𝑥 ∧ 1 = 𝑥.
За допомогою цих тотожностей довiльну формулу цiєї алгебри можна пере-

творити в полiном Жегалкiна.
59. Алгебра 𝑈42 = ⟨𝐴, 1,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈42) = {система тотожностей (3)}.
60. Алгебра 𝑈43 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈43) = {𝐻(𝑈42), 0 = 1⊕ 1}.
61. Алгебра 𝑈58 = ⟨𝐴, ¬,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈58) = {𝐻(𝑈50), 𝑥𝑦 = (𝑥⊕ 𝑦)⊕ (𝑥 ∨ 𝑦)}.
62. Алгебра 𝑈59 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈59) = {𝐻(𝑈58), 0 = 1⊕ 1}.
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Рис. 4. Алгебри фiльтра 𝐵3.

Рис. 5. Алгебри фiльтра 𝐵4.

Перейдемо до алгебр фiльтра 𝐵4. Для алгебр 𝑈50 i 𝑈51 повнi системи тото-
жностей не знайденi. Решта алгебр цього фiльтру входять до складу попереднiх
фiльтрiв.

3. Висновки. Проведенi еквацiональнi дослiдження класу алгебр𝑀6 пока-
зали, що у цьому класi не iснує еквацiонально еквiвалентних алгебр. А також у
класi𝑀6 iснує двадцять два еквацiональнi кластери: двадцять один кластер для
функцiонально неповних алгебр та один кластер для функцiонально повних.
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Mych I. A., Nikolenko V. V., Vartsaba O. V. Equational description of func-
tionally complete Boolean algebras.

The paper continues the equational investigation of the universal algebras of the class
𝑀6. The class 𝑀6 consists of thirty-four functionally incomplete and thirty functionally
complete algebras. Complete systems of identities for all functionally incomplete algebras
were found in previous works. These algebras form seventeen one-element, one two-element,
one three-element, and two six-element equational clusters. Functionally complete class
algebras form one thirty-element cluster. Complete systems of identities have been found
for it.
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ГIБРИДНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ОЦIНЮВАННЯ РIВНЯ
IМIДЖУ МIСЦЯ ПРИЗНАЧЕННЯ В КОНТЕКСТI СТАЛОГО

РОЗВИТКУ РЕГIОНУ

Проведено дослiдження актуальної задачi розроблення гiбридної моделi оцiнюва-
ння рiвня iмiджу мiсця призначення в контекстi сталого розвитку регiону.

Гiбридна математична модель враховує експертнi оцiнки учасникiв туристично-
го руху щодо вiдвiдування мiсця призначення через призму здорового та безпечного
довкiлля; враховується залежнiсть мiж витратами, кiлькiстю днiв перебування та за-
доволеностi вiдвiдування мiсця призначення; включає експертнi висновки рiвня ста-
лого розвитку регiонiв, як показник мiж задоволенням сучасних потреб туристичного
руху та захистом iнтересiв майбутнiх поколiнь через призму здорового та безпечно-
го довкiлля. На основi вихiдних оцiнок пiдвищується ступiнь обґрунтованостi рiшень
щодо розробки майбутнiх сценарiїв для iнновацiйного розвитку туристичної галузi у
контекстi сталого розвитку регiону. В дослiдженнi використано адекватний апарат
нечiтких множин, нечiтке логiчне виведення, багатовимiрнi функцiї належностi, iн-
телектуальний аналiз знань та системний аналiз, що уможливлює пiдвищити ступiнь
обґрунтованостi управлiнських рiшень щодо майбутнiх сценарiїв.

При цьому вперше розроблено гiбридну модель оцiнювання рiвня iмiджу мiсця
призначення в контекстi сталого розвитку регiону, на основi задоволеностi учасникiв
туристичного руху. Модель складається з двох етапiв. На першому етапi здiйснює-
ться фазифiкацiя вхiдних даних, що представляє собою, як лiнгвiстичнi висновки,
так i кiлькiснi оцiнки. Пiсля цього отримується одна нормована оцiнка рiвня iмiджу
мiсця призначення у розрiзi експертiв. На другому етапi враховується експертний рi-
вень сталого розвитку регiону та здiйснюється дефазифiкацiя даних для одержання
однiєї агрегованої оцiнки рiвня iмiджу мiсця призначення в межах регiону. На основi
агрегованої оцiнки визначається лiнгвiстичний рiвень iмiджу мiсця призначення.

Ключовi слова: гiбридна модель, прийняття рiшень, багатокритерiальне оцiнюван-
ня, нечiткi множини, цифрова трансформацiя, сталий розвиток регiонiв.
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1. Вступ. Представлене дослiдження спрямоване на пiдтримку прийняття рi-
шень щодо оцiнювання та вибору регiонiв з метою розробки майбутнiх сценарiїв
для iнновацiйного розвитку туристичної галузi у контекстi сталого розвитку ре-
гiону. Майбутнi сценарiї можуть бути створеннi з боку бiзнеса для iнвестування
та розвитку туристичної. З боку держави такi сценарiї можуть бути створен-
нi з метою швидкого розвитку та/або пiдтримки регiонiв. Дане дослiдження є
складовою цифрової трансформацiї туристичної галузi, оскiльки базується на
даних та знаннях, засобiв програмного забезпечення їх обробки та пiдтримки
прийняття рiшень майбутнiх сценарiїв.

Гiбридна модель — це один iз елементiв цифрової трансформацiї туристи-
чної галузi для досягнення сталого свiту через призму iнтелектуального аналiзу
даних та знань [1]. Аналiз даних та експертних знань дозволяють пiдвищити
обґрунтованiсть та якiсть рiшень, що пов’язанi з iмiджом мiсця призначення
та сталого розвитку регiону, якi приймаються у соцiо-економiчних системах
для iнновацiйного розвитку туристичної галузi, як складової нової глобальної
економiки. Крiм цього, новi системи пiдтримки прийняття рiшень повиннi зо-
середитися та синхронiзуватися на знаннях, що забезпечують сталий розвиток
свiту, як основного та дуже необхiдного виклику сьогодення.

У проведеному дослiдженнi розглядається сталий розвиток регiонiв у кон-
текстi iмiджу мiсця призначення — це потреба мiж задоволенням сучасних по-
треб туристичного руху та захистом iнтересiв майбутнiх поколiнь через призму
здорового та безпечного довкiлля.

Основною метою даного дослiдження є розроблення гiбридної моделi оцiню-
вання рiвня iмiджу мiсця призначення в контекстi сталого розвитку регiону.

В результатi дослiдження буде кiлькiсна оцiнка дослiджуваних регiонiв, для
їх вибору щодо пiдтримки прийняття рiшень та розробки майбутнiх сценарiїв
для iнновацiйного розвитку туристичної галузi у контекстi сталого розвитку
регiону.

2. Огляд лiтератури. Концепцiя гiбридних моделей полягає у поєднаннi
кiлькiсних та якiсних методiв. Вони використовуються за вiдсутностi повних
кiлькiсних даних про об’єкт дослiдження та в ситуацiях з високою невизначе-
нiстю. Для розкриття невизначеностi використовується теорiя нечiткої мате-
матики. Розглянемо сучаснi дослiдження цифрової трансформацiї туристичної
галузi, що базуються на теорiї нечiткої математики.

У роботi [2] використовується нечiткий пiдхiд для оцiнки туристичних на-
прямкiв з точки зору їх ефективностi та стiйкостi. Автори рекомендують цей
пiдхiд для всiх зацiкавлених сторiн через простоту процедур i легку iнтерпре-
тацiю результатiв.

Багато авторiв шукають ефективнi рiшення для розвитку туризму, якi спри-
яють регiональному розвитку в данiй мiсцевостi, тобто вони дослiджують ста-
лiсть регiонального розвитку у зв’язку зi сталим туризмом [3–4].

Стiйкiсть туризму також тiсно пов’язана з ризиком туристичних напрямкiв.
Також цей напрямок туризму створює великий простiр для застосування ме-
тодiв, заснованих на нечiтких пiдходах. Оцiнка туристичних ризикiв вимагає
знання поточної ситуацiї та механiзмiв прогнозування [5].

Питання сталого розвитку також можна вивчати в нових сферах туризму,
таких як фермерський туризм, де стiйкiсть вивчається паралельно з розвитком
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цiєї форми туризму. У роботi [6] визначено iндикатори стiйкостi фермерського
туризму та застосував метод повної узгодженостi та зваженої суми за нечiткою
iнформацiєю для оцiнки стiйкостi.

У роботi [7] автори запропонували метод нечiтких багатокритерiальних рi-
шень, як оптимальний iнструмент для процесiв прийняття рiшень щодо вибору
вiдповiдного мiсця для екотуризму.

Автори дослiдження [8] використовують пiдхiд нечiткої логiки для вибору
стратегiчних орiєнтирiв для сталого туризму, поєднуючи цей пiдхiд нечiткої
логiки з екологiчними та соцiальними показниками.

У роботi [9] розроблено нечiткий iндекс стiйкостi для порiвняння пiдсистем
стiйкостi. Використовуючи нечiтку логiку, дослiдники розробили динамiчну мо-
дель з можливiстю її модифiкацiї, а також з можливiстю використання для
прогнозування стiйкостi мiсцевостi.

У роботi [10] рекомендують використовувати методи на основi нечiткої ло-
гiки як оптимальний iнструмент для оцiнки задоволеностi туристiв у готелях.

Таким чином, наведене вище, аргументує та пiдтверджує актуальнiсть оцi-
нювання рiвня iмiджу мiсця призначення в контекстi сталого розвитку регiону
на основi теорiї нечiткої математики.

3. Матерiали та методи. Нехай розглядається деяка множина регiонiв
𝑅 = {𝑅1;𝑅2; . . . ;𝑅𝑛}, по яких проводиться оцiнювання рiвня iмiджу мiсця при-
значення на основi задоволеностi туристiв та сталого розвитку регiонiв. Позна-
чимо 𝐸 = {𝑒1; 𝑒2; . . . ; 𝑒𝑚} — множину експертiв (туристи), що вiдвiдали мiсця
призначення та оцiнюють рiвень його iмiджу. Кожний регiон оцiнюється експер-
тами на основi 𝐾𝐼 – iнформацiйної моделi критерiїв оцiнювання рiвня iмiджу
мiсця призначення, через призму здорового та безпечного довкiлля. В основу
даної моделi 𝐾𝐼 покладено набiр критерiїв оцiнювання iмiджу мiсця призначен-
ня 𝐾 = {𝐾1;𝐾2; . . . ;𝐾𝑙} . Крiм цього, маємо експертний висновок рiвню сталого
розвитку регiону щодо захисту iнтересiв майбутнiх поколiнь через призму здо-
рового та безпечного довкiлля — 𝐸𝑉 . Даний експертний висновок отримується
спецiалiстами туристичної галузi.

Формально представимо гiбридну модель оцiнювання рiвня iмiджу мiсця
призначення в контекстi сталого розвитку регiону в наступному виглядi:

𝜔(𝑅,𝐸,𝐾𝐼 , 𝐸𝑉 ) → 𝛿(𝑀𝐻 , 𝐿𝐻). (1)

𝜔 — оператор, що ставить у вiдповiднiсть множину вихiдних значень 𝛿, при
вхiдних змiнних 𝑅, 𝐸, 𝐾𝐼 , 𝐸𝑉 .

На виходi моделi оцiнювання маємо: 𝑀𝐻 — оцiнку рiвня iмiджу мiсця при-
значення на основi задоволеностi учасникiв туристичного руху та сталого розви-
тку регiону; 𝐿𝐻 — лiнгвiстичний рiвень iмiджу мiсця призначення вiдповiдного
регiону.

В результатi отримуємо вихiдну оцiнку 𝑀𝐻 , що мiстить змiст рiвня iмiджу
мiсця призначення на основi задоволеностi учасникiв туристичного руху та ста-
лого розвитку регiону. Використовуючи вихiдну оцiнку здiйснюється розробка
майбутнiх сценарiїв для цифрової трансформацiї туристичної галузi у контекс-
тi сталого розвитку регiонiв. Такi сценарiї можуть бути, як з боку бiзнеса для
iнвестування туристичної галузi регiонiв, або з боку держави для швидкого роз-
витку та пiдтримки регiонiв через призму здорового та безпечного довкiлля.
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Для розробленої гiбридної моделi визначаються наступнi суб’єкти управлi-
ння:

експерти — туристи, якi висловлювалися пiсля вiдвiдування мiсця призна-
чення стосовно аспектiв здорового та безпечного довкiлля;

системний аналiтик — це особа, яка налаштовує всi процеси оцiнювання на
основi множини критерiїв оцiнювання та гiбридної моделi;

ОПР — це особи, що приймають подальшi управлiнськi рiшення щодо впро-
вадження майбутнiх сценарiїв для розвитку цифрової трансформацiї регiональ-
ного та державного туризму.

Iнформацiйна модель критерiїв оцiнювання рiвня iмiджу мiсця призначен-
ня. Пропонується множина критерiїв оцiнювання iмiджу регiону 𝐾 =
=
{︀
𝐾𝑓 ; 𝑓 = 1, 𝑙

}︀
, що поданi у виглядi вiдповiдi на питання:

Яке ваше ставлення до наступних тверджень стосовно безпеки та стiйкостi
мiсця призначення, що вiдвiдали?

Кожен показник оцiнюється експертом за допомогою лiнгвiстичної змiнної
𝑇 = {𝑇1; 𝑇2; 𝑇3; 𝑇4; 𝑇5}, де: 𝑇1 — «Зовсiм не погоджуюсь»; 𝑇2 — «Не пого-
джуюсь»; 𝑇3 — «Нi погоджуюсь, нi не погоджуюсь»; 𝑇4 — «Погоджуюсь»; 𝑇5 —
«Цiлком погоджуюсь».

Експертам потрiбно надати вiдповiдь згiдно наступних питань [11]:
𝐾1 — мiсце призначення мало якiсну iнфраструктуру (дороги, аеропорт, ко-

мунальнi служби);
𝐾2 — мiсце призначення мало хорошу мережу туристичної iнформацiї (цен-

три туристичної iнформацiї);
𝐾3 — житло, запропоноване пунктом призначення, було достатнiм;
𝐾4 — мiсце призначення мало високий рiвень гiгiєни та чистоти;
𝐾5 — мiсце призначення було безпечним;
𝐾6 — мiсце призначення пропонувало хорошi можливостi для покупок;
𝐾7 — у мiсцi призначення була гарна природа (парки, лiси, стежки);
𝐾8 — мiсце призначення мало гарний краєвид;
𝐾9 — мiсце призначення мало гарний клiмат;
𝐾10 — мiсце призначення пропонувала цiкавi культурнi заходи (фестивалi,

концерти);
𝐾11 — мiсце призначення пропонувало цiкавi iсторичнi пам’ятки (музеї, га-

лереї, мистецькi центри);
𝐾12 — проживання в мiсцi призначення було прийнятним;
𝐾13 — мiсце призначення було не дорогим;
𝐾14 — спiввiдношення цiни та якостi продуктiв було хорошим у мiсцi при-

значення;
𝐾15 — мiсце призначення запропонувало прийнятну вартiсть моїх витрат на

подорож;
𝐾16 — у мене була можливiсть вибору з кiлькох цiнових рiвнiв;
𝐾17 — мiсце призначення було приємним мiсцем;
𝐾18 — мiсце призначення було веселим мiсцем;
𝐾19 — мiсце призначення було захоплюючим мiсцем;
𝐾20 — мiсцем призначення було незвiдане мiсце;
𝐾21 — наявне бажання найближчим часом знову вiдвiдати мiсце призначе-

ння;
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𝐾22 — рекомендую мiсце призначення майбутнiм туристам.
Крiм цього, експертам буде запропоновано критерiї оцiнювання, де вiдповiдь

на питання, буде кiлькiснi оцiнки.
𝐾23 — кiлькiсть витрачених коштiв пiд час вiдвiдування мiсця призначення?
𝐾24 — кiлькiсть днiв перебування у мiсцi призначення.
Для оцiнювання рiвня iмiджу мiсця призначення експерту потрiбно, на осно-

вi власного досвiду, вибрати варiант вiдповiдi на питання по запропонованих
критерiях оцiнювання з множини лiнгвiстичних змiнних 𝑇 . Системний аналiтик
завжди може добавити iншi показники при новому оцiнюванi учасникiв тури-
стичного руху, оскiльки наведена множина критерiїв є вiдкритою, а модель не
залежить вiд їх кiлькостi.

В результатi пiсля вiдвiдування деякого регiону 𝑅, вхiднi експертнi данi
будуть наступнi, таблиця 1:

Таблиця 1.
Вхiднi експертнi данi

Назва
критерiю

𝑅1 . . . 𝑅𝑛

𝑒1 𝑒2 . . . 𝑒𝑖 . . . 𝑒𝑚−1 𝑒𝑚
𝐾1 𝑇111 𝑇121 . . . 𝑇1𝑖𝑛 . . . 𝑇1(𝑚−1)𝑛 𝑇1𝑚𝑛
𝐾2 𝑇211 𝑇221 . . . 𝑇12𝑖𝑛 . . . 𝑇2(𝑚−1)𝑛 𝑇2𝑚𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝐾𝑙−2 𝑇(𝑙−2)11 𝑇(𝑙−2)21 . . . 𝑇(𝑙−2)𝑖𝑛 . . . 𝑇(𝑙−2)(𝑚−1)𝑛 𝑇(𝑙−2)𝑚𝑛

𝐾𝑙−1 ∝111 ∝121 . . . ∝1𝑖𝑛 . . . ∝1(𝑚−1)𝑛 ∝1𝑚𝑛

𝐾𝑙 ∝211 ∝221 . . . ∝2𝑖𝑛 . . . ∝2(𝑚−1)𝑛 ∝2𝑚𝑛

де 𝑇𝑓𝑖𝑗 — змiнна з терм-множини 𝑇 за 𝑓 -м критерiєм, для 𝑖-го експерта у 𝑗-му
регiонi; ∝1𝑖𝑗, ∝2𝑖𝑗 — кiлькiснi оцiнки для 𝑖-го експерта у 𝑗-му регiонi, 𝑓 = 1, 𝑙; 𝑖 =
= 1,𝑚; 𝑗 = 1, 𝑛.

Ця iнформацiйна модель дозволяє збирати данi вiд туристiв та використо-
вувати їх задоволенiсть для оцiнки iмiджу мiсця призначення.

Гiбридна модель оцiнювання рiвня iмiджу мiсця призначення в контекстi
сталого розвитку регiону.

Перший етап. Спочатку здiйснюється перехiд вiд лiнгвiстичних мiркувань
експертiв по кожному критерiю до однiєї результуючої лiнгвiстичної оцiнки.
Для цього кожнiй лiнгвiстичнiй змiннi присвоюється деяка кiлькiсна оцiнка 𝑡:

якщо 𝑇1 — «Зовсiм не погоджуюсь», тодi 𝑡1 = 1;
якщо 𝑇2 — «Не погоджуюсь», тодi 𝑡2 = 2;
якщо 𝑇3 — «Нi погоджуюсь, нi не погоджуюсь», тодi 𝑡3 = 3;
якщо 𝑇4 — «Погоджуюсь», тодi 𝑡4 = 4;
якщо 𝑇5 — «Цiлком погоджуюсь», тодi 𝑡5 = 5.
Чим бiльша задоволенiсть учасникiв туристичного руху щодо iмiджу мiсця

призначення, тим бiльше значення кiлькiсної оцiнки 𝑡.
Далi знаходиться результуюча терм оцiнку по критерiях оцiнювання, як су-
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ма значень кiлькiсних оцiнок по вiдповiдному експерту:

∆𝑖𝑗 =
𝑙∑︁

𝑓=1

𝑡𝑓𝑖𝑗, 𝑖 = 1,𝑚; 𝑗 = 1, 𝑛. (2)

Для виведення результуючої терм оцiнки пропонується наступна характе-
ристична функцiя:

𝑇 *
𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇 *
1 , ∆𝑖𝑗 < 30,

𝑇 *
2 , 30 ≤ ∆𝑖𝑗 < 30,

𝑇 *
3 , 60 ≤ ∆𝑖𝑗 < 80, 𝑖 = 1,𝑚; 𝑗 = 1, 𝑛.

𝑇 *
4 , 80 ≤ ∆𝑖𝑗 < 100,

𝑇 *
5 , ∆𝑖𝑗 ≥ 100.

(3)

Звiсно, у класичнiй теорiї нечiтких множин використовуються системи не-
чiткого логiчного виводу для отримання результуючих термiв. Також можна
застосовувати i нечiткi логiчнi правила, по яких будуються бази знань. Це пiд-
ходить для задач, коли є можливiсть застосувати методи навчання для рiзних
комбiнацiй лiнгвiстичних змiнних по критерiях. У нашому випадку, ми вра-
ховуємо сумарну задоволенiсть учасникiв туристичного руху, тому не маємо
необхiдностi у конструюваннi складних баз знань. А запропонований пiдхiд до-
зволить швидко вiдтворити дослiдження iншими зацiкавленими особами для
iнших регiонiв.

Iснує залежнiсть мiж витратами (критерiй 𝐾23) та задоволеностi вiдвiду-
вання мiсця призначення. Таку залежнiсть також потрiбно враховувати для
оцiнювання рiвня iмiджу регiону. Для формалiзацiї даної залежностi викори-
стовується iнтелектуальний аналiз знань та функцiї належностi [1]. Наприклад,
таку залежнiсть виражаємо за допомогою гармонiйного S-сплайну:

𝜇1𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, ∝1𝑖𝑗 < 1000;
1
2
+ 1

2
cos
(︁

∝1𝑖𝑗−10000

9000
· 𝜋
)︁
; 1000 ≤ ∝1𝑖𝑗 ≤ 10000;

1, ∝1𝑖𝑗 > 10000.

(4)

Також, враховується кiлькiсть днiв перебування (𝐾24). Чим довше триває
подорож, тим глибше пiзнається мiсцевiсть, а в результатi — оцiнки експертiв
будуть близькi до iстини. Для формалiзацiї даної залежностi застосовується
квадратичний 𝑆-сплайн. Нехай в середньому тривалостi подорожей складає вiд
2 до 10 днiв, тодi:

𝜇2𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, ∝2𝑖𝑗 ≤ 1;

2
(︁

∝2𝑖𝑗−1

10

)︁2
, 1 < ∝2𝑖𝑗 ≤ 6;

1− 2
(︁

11−∝2𝑖𝑗

10

)︁2
, 6 < ∝2𝑖𝑗 < 11;

1, ∝2𝑖𝑗 ≥ 11.

(5)

Далi потрiбно результуючi терми 𝑇 * визначити на числовому промiжку.
Оскiльки обчислення вiдбувається у нормованому просторi оцiнок, тодi число-
вий промiжок — [0; 1]. Так, як для розв’язуваної задачi всi експерти вважаються
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рiвноважними, тому розбиття промiжкiв беруться однакової величини: 𝑇 *
1 —

[0; 0,2], 𝑇 *
2 — (0,2; 0,4], 𝑇 *

3 — (0,4; 0,6], 𝑇 *
4 — (0,6; 0,8], 𝑇 *

5 — (0,8; 1].
Залежнiсть результуючої терм оцiнки задоволеностi учасникiв туристично-

го руху 𝑇 * та залежностi мiж витратами 𝜇1 та кiлькостi днiв перебування 𝜇2

природно розглядати, як твердження функцiй належностi “значення 𝑥 бiльше”.
Це пояснюється логiчним твердження: якщо подорож тривала досить довго,
витрачених коштiв багато, а людина отримує розчарування з iмiджу мiсця при-
значення, тодi вихiдна оцiнка буде прямувати до 0. Логiчне виведення нала-
штовується за допомогою 𝑆-подiбної функцiї належностi.

Оскiльки, значення залежностей мiж витратами 𝜇1 та кiлькiстю днiв пере-
бування 𝜇2 вiдомо, а також вiдомо iнтервали числових значень для 𝑇 *, тодi ви-
ражається залежнiсть 𝑥 iз 𝑆-подiбної функцiї належностi по кожному експерту
у вiдвiдуваному регiонi для всiх отриманих результуючих термiв 𝑇 * вiдповiдно:

𝑥*1𝑔𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
5

√︁
𝜇𝑔𝑖𝑗
2
, 0 < 𝜇𝑔𝑖𝑗 < 0,5;

1
5

(︂
1−

√︁
1−𝜇𝑔𝑖𝑗

2

)︂
, 0,5 < 𝜇𝑔𝑖𝑗 < 1.

(6)

𝑥*2𝑔𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
5

(︁√︁
𝜇𝑔𝑖𝑗
2

+ 1
)︁
, 0 < 𝜇𝑔𝑖𝑗 < 0,5;

1
5

(︂
2−

√︁
1−𝜇𝑔𝑖𝑗

2

)︂
, 0,5 < 𝜇𝑔𝑖𝑗 < 1.

(7)

𝑥*3𝑔𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
5

(︁√︁
𝜇𝑔𝑖𝑗
2

+ 2
)︁
, 0 < 𝜇𝑔𝑖𝑗 < 0,5;

1
5

(︂
3−

√︁
1−𝜇𝑔𝑖𝑗

2

)︂
, 0,5 < 𝜇𝑔𝑖𝑗 < 1.

(8)

𝑥*4𝑔𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
5

(︁√︁
𝜇𝑔𝑖𝑗
2

+ 3
)︁
, 0 < 𝜇𝑔𝑖𝑗 < 0,5;

1
5

(︂
4−

√︁
1−𝜇𝑔𝑖𝑗

2

)︂
, 0,5 < 𝜇𝑔𝑖𝑗 < 1.

(9)

𝑥*5𝑔𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩
1
5

(︁√︁
𝜇𝑔𝑖𝑗
2

+ 4
)︁
, 0 < 𝜇𝑔𝑖𝑗 < 0,5;

1− 1
5

√︁
1−𝜇𝑔𝑖𝑗

2
, 0,5 < 𝜇𝑔𝑖𝑗 < 1.

(10)

де 𝑔 = {1; 2}; 𝑖 = 1,𝑚; 𝑗 = 1, 𝑛, а вибiр формул (6)–(10) залежить вiд значення
результуючих термiв 𝑇 *

1 ; 𝑇
*
2 ; 𝑇

*
3 ; 𝑇

*
4 ; 𝑇

*
5 вiдповiдно.

Таким чином, у результатi фазифiкацiї вхiдних даних отримуються двi нор-
мованої оцiнки 𝑥*1𝑖𝑗 та 𝑥

*
2𝑖𝑗. Для отримання однiєї агрегованої оцiнки рiвня iмi-

джу мiсця призначення окремо по експертах 𝑒𝑖 пропонується застосувати ба-
гатовимiрнi функцiї належностi в змiстi iнтелектуального аналiзу знань [6].
Оскiльки наявне моделювання невизначеностей виду «середнє значення» в двох
вимiрному просторi оцiнок [0; 1], тодi пропонується конусоподiбну або пiрамi-
дальну функцiю належностi. Вони визначається тим, що коли значення прямує
до максимальних величин, тодi результат прямує до 1. Наприклад пiрамiдальна
функцiя належностi в двовимiрному просторi буде мати вигляд:

𝑓𝑖𝑗 = max

{︂(︂
1− 1

2

(︀⃒⃒
𝑥*1𝑖𝑗 − 1

⃒⃒
+
⃒⃒
𝑥*2𝑖𝑗 − 1

⃒⃒)︀)︂
; 0

}︂
, (11)
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де 𝑖 = 1,𝑚; 𝑗 = 1, 𝑛, масштабування за координатами — (2; 2), центр основи —
(1; 1).

Таким чином, отримується агрегована оцiнка рiвня iмiджу мiсця призначен-
ня 𝑓𝑖𝑗 ∈ [0; 1] окремо по експертах, що обумовлюють рiвень мiсця призначення
на основi задоволеностi учасникiв, ґрунтуючись на iнформацiйнiй моделi кри-
терiїв оцiнювання рiвня iмiджу мiсця призначення.

Другий етап На другому етапi потрiбно врахувати експертний рiвень ста-
лого розвитку регiону та здiйснити дефазифiкацiю даних для одержання однiєї
вихiдної агрегованої оцiнки рiвня iмiджу мiсця призначення в межах регiону.
Для цього виведеться одне узагальнене значення на основi значень агрегованих
оцiнок рiвня iмiджу мiсця призначення 𝑓𝑖𝑗 щодо мiркувань експертiв, кiлькостi
витраченого часу та коштiв у дослiджуваному регiонi 𝑅𝑗. Вважається, що всi
експерти є рiвноважними, тодi:

𝑚𝑗 =
1

𝑚(𝑅𝑗)

𝑚(𝑅𝑗)∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛, (12)

де 𝑚(𝑅𝑗) — кiлькiсть експертiв у регiонi 𝑅𝑗. Агрегована оцiнка в межах ре-
гiону 𝑚𝑗 ∈ [0; 1], характеризує iмiдж мiсця призначення, який був оцiнений
реальним досвiдом учасникiв туристичного руху враховуючи витрати та перiод
перебування.

На наступному кроцi особи, що приймають подальшi управлiнськi рiшення
щодо сценарiїв пiдтримки регiонального туризму висловлюють висновки що-
до сталого розвитку регiону. Такий висновок має лiнгвiстичну природу 𝐸𝑉 =
{𝐸𝑉 1;𝐸𝑉 2; . . . ;𝐸𝑉 5}, де:

𝐸𝑉 1 — високий рiвень сталого розвитку регiону;
𝐸𝑉 2 — рiвень сталого розвитку регiону вище середнього;
𝐸𝑉 3 — середнiй рiвень сталого розвитку регiону;
𝐸𝑉 4 — низький рiвень сталого розвитку регiону;
𝐸𝑉 5 — дуже низький рiвень сталого розвитку регiону.
Отримання даного висновку — це складна багатофакторна задача, яка має

враховувати концепцiю сталого розвитку дослiджуваного регiону, складовi кон-
цепцiї сталого розвитку (економiчна, соцiальна, екологiчна, їх узгодження), iн-
дикатори сталого розвитку та iншi фактори. Такi висновки можуть давати тiль-
ки фахiвцi конкретного дослiджуваного регiону.

Далi враховується експертний висновок рiвня сталого розвитку регiону 𝐸𝑉
для оцiнки рiвня iмiджу мiсця призначення𝑀𝐻 . Для цього, вихiднi оцiнки𝑚𝑗та
експертний висновок об’єднуються за допомогою наступної функцiї належностi:

𝑀𝐻(𝑚𝑗) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑚𝑗 < 0;

(𝑚𝑗)
𝑘 , 0 < 𝑚𝑗 < 1, 𝑗 = 1, 𝑛;

1, 𝑚𝑗 ≥ 1.

(13)

де 𝑘 — степiнь, що залежить вiд експертного висновку 𝐸𝑉 . Експериментально
пропонується наступнi значення порогу: 𝑘 = 2

5
для 𝐸𝑉 1; 𝑘 = 4

5
— 𝐸𝑉 2; 𝑘 = 1 —

𝐸𝑉 3; 𝑘 = 8
5
— 𝐸𝑉 4; 𝑘 = 11

2
— 𝐸𝑉 5.
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Таким чином, отримується 𝑀𝐻(𝑚𝑗) ∈ [0; 1] оцiнка рiвня iмiджу мiсця при-
значення на основi задоволеностi учасникiв туристичного руху та сталого роз-
витку регiонiв.

Для визначення лiнгвiстичного рiвня iмiджу мiсця призначення вiдповiдно-
го регiону (𝐿𝐻) отримане значення за формулою (13) зiставляється до одної з
змiнної терм-множин 𝐿 = {𝑖𝑙1, 𝑖𝑙2, . . . , 𝑖𝑙5} покладаючи наступний змiст рiвня
iмiджу мiсця призначення:

𝑀𝐻 ∈ (0,8; 1] — 𝑖𝑙1 = «високий»;
𝑀𝐻 ∈ (0,6; 0,8] — 𝑖𝑙2 = «вище середнього»;
𝑀𝐻 ∈ (0,4; 0,6] — 𝑖𝑙3 = «середнiй»;
𝑀𝐻 ∈ (0,2; 0,4] — 𝑖𝑙4 = «низький»;
𝑀𝐻 ∈ [0; 0,2] — 𝑖𝑙5 = «дуже низький».
4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi розро-

блено гiбридну модель оцiнювання рiвня iмiджу мiсця призначення в контекстi
сталого розвитку регiону на основi залежностi мiж витратами, кiлькiстю днiв
перебування та задоволеностi учасникiв туристичного руху, а також враховую-
чи рiвень сталого розвитку регiонiв. Для цього: розроблено iнформацiйну мо-
дель критерiїв оцiнювання рiвня iмiджу мiсця призначення, через призму здо-
рового та безпечного довкiлля; розроблено гiбридну модель оцiнювання рiвня
iмiджу мiсця призначення в контекстi сталого розвитку регiону.

В дослiдженнi використано адекватний апарат нечiтких множин, нечiтке
логiчне виведення, багатовимiрнi функцiї належностi, iнтелектуальний аналiз
знань та системний аналiз, що уможливлює пiдвищити ступiнь обґрунтовано-
стi управлiнських рiшень щодо майбутнiх сценарiїв. Особливiстю дослiдження
є те, що воно враховує експертнi оцiнки учасникiв туристичного руху щодо вiд-
вiдування мiсця призначення через призму здорового та безпечного довкiлля;
враховується залежнiсть мiж витратами, кiлькiстю днiв перебування та задо-
воленостi вiдвiдування мiсця призначення; включає експертнi висновки рiвня
сталого розвитку регiонiв, як показник мiж задоволенням сучасних потреб ту-
ристичного руху та захистом iнтересiв майбутнiх поколiнь через призму здоро-
вого та безпечного довкiлля. На основi вихiдних оцiнок пiдвищується ступiнь
обґрунтованостi рiшень щодо розробки майбутнiх сценарiїв для iнновацiйного
розвитку туристичної галузi у контекстi сталого розвитку регiону.

При цьому вперше розроблено гiбридну модель оцiнювання рiвня iмiджу мi-
сця призначення в контекстi сталого розвитку регiону, на основi задоволеностi
учасникiв туристичного руху. Модель складається з двох етапiв. На першому
етапi здiйснюється фазифiкацiя вхiдних даних, що представляє собою, як лiн-
гвiстичнi висновки, так i кiлькiснi оцiнки. Пiсля цього отримується одна нор-
мована оцiнка рiвня iмiджу мiсця призначення у розрiзi експертiв. На другому
етапi враховується експертний рiвень сталого розвитку регiону та здiйснюється
дефазифiкацiя даних для одержання однiєї агрегованої оцiнки рiвня iмiджу мi-
сця призначення в межах регiону. На основi агрегованої оцiнки визначається
лiнгвiстичний рiвень iмiджу мiсця призначення.

Подальше дослiдження проблематики вбачаємо у апробацiї дослiдження на
даних вiдгукiв учасникiв туристичного руху та конструюваннi програмного за-
безпечення, як складової цифрової трансформацiї туристичної галузi. Таке про-
грамне забезпечення буде корисним для аналiзу регiонiв, як для бiзнесу з метою

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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iнвестування, так i з боку держави, для розвитку та пiдтримки регiонiв.
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Polishchuk V. V., Bilak Yu. Yu., Shafar A. A., Shpak O. I. A hybrid
mathematical model for evaluating the level of destination image in the context of
sustainable development of the region.

Research has been carried out on the actual task of developing a hybrid model for evalu-
ating the level of the image of the destination in the context of the sustainable development
of the region.

The hybrid mathematical model takes into account the expert assessments of the par-
ticipants of the tourist movement regarding visiting the destination through the prism of
a healthy and safe environment; the dependence between expenses, the number of days of
stay, and the satisfaction of visiting the destination is taken into account; includes expert
conclusions on the level of sustainable development of regions, as an indicator between
meeting the current needs of the tourist movement and protecting the interests of future
generations through the prism of a healthy and safe environment. Based on initial assess-
ments, the degree of validity of decisions regarding the development of future scenarios for
the innovative development of the tourism industry in the context of sustainable develop-
ment of the region increases. The research uses an adequate apparatus of fuzzy sets, fuzzy
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logical derivation, multidimensional membership functions, intellectual analysis of knowl-
edge, and system analysis, which makes it possible to increase the degree of reasonableness
of management decisions regarding future scenarios.

At the same time, for the first time, a hybrid model was developed for evaluating the
level of the image of the destination in the context of sustainable development of the
region, based on the satisfaction of the participants of the tourist movement. The model
consists of two stages. In the first stage, input data is fuzzification, which represents both
linguistic conclusions and quantitative assessments. After that, one normalized assessment
of the image level of the destination according to experts is obtained. At the second stage,
the expert level of sustainable development of the region is taken into account and data
defuzzification is carried out to obtain one aggregated assessment of the image level of the
destination within the region. Based on the aggregated assessment, the linguistic level of
the image of the destination is determined.

Keywords: hybrid model, decision-making, multi-criteria evaluation, fuzzy sets, digital
transformation, sustainable development of regions.
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ВИКОРИСТАННЯ НЕЧIТКИХ МОДЕЛЕЙ У ДОСЛIДЖЕННЯХ
СЕЙСМОЛОГIЧНИХ ПРОЦЕСIВ РЕГIОНУ

Землетруси здатнi спричиняти масштабнi руйнування та завдавати шкоди люд-
ському життю, тому це є предметом багатьох дослiджень. Вченi та дослiдники пра-
гнуть покращити наше розумiння природи пiдземних поштовхiв та пропонують рiзнi
методи передбачення їх початку та оцiнки їх впливу.

Нечiтке моделювання знаходить широке застосування в дослiдженнi землетрусiв,
охоплюючи передбачення землетрусiв, оцiнку небезпеки, аналiз ризику та розробку
систем пiдтримки прийняття рiшень. Нечiткi моделi здатнi iнтегрувати данi рiзного
типу, такi як сейсмiчнi данi, геодезичнi вимiрювання та геологiчнi данi, щоб передбачи-
ти ймовiрнiсть i силу майбутнiх землетрусiв. Крiм того, цi моделi можуть враховувати
змiни в часi та просторi пiд час виникнення землетрусiв, дозволяючи iдентифiкувати
регiони з високим ризиком i обчислювати потенцiйнi збитки.

У статтi запропоновано застосування пiдходу нечiткого моделювання в сейсмiчних
дослiдженнях, а також використання нечiткої логiки в сейсмiчному моделюваннi для
обробки неточних даних i врахування невизначеностей. Комбiнацiї нечiтких моделей з
iншими обчислювальними методами та джерелами даних використанi для пiдвищення
точностi та передбачуваностi.

Ключовi слова: нечiтке моделювання, функцiя належностi, землетрус, сейсмологi-
чне явище.

1. Вступ. Понад 120 000 квадратних кiлометрiв, що еквiвалентно приблизно
20% загальної територiї України, пiдпадають пiд класифiкацiю зон сейсмiчного
ризику. Цi територiї належать до зон, де можливi пiдземнi поштовхи магнiту-
дою вiд 6 до 9 балiв за шкалою MSK-64. У цих сейсмiчно небезпечних зонах
проживає значна популяцiя – 10,9 мiльйонiв осiб, що становить приблизно 22%
вiд загальної чисельностi населення країни. [1] На Рис. 1 показано епiцентри
землетрусiв у Карпатському регiонi за перiод з 2019 по 2023 роки.

Закарпатська сейсмогенна зона вирiзняється найвищою сейсмiчнiстю в Кар-
патському регiонi [2], [3]. Тут зафiксованi локальнi землетруси магнiтудою до 7
балiв за шкалою MSK.

2. Хiмiчнi аспекти землетрусiв та їхнi впливи на екосистеми. Земле-
труси, властивi природнi явища, вiдзначаються складною системою наслiдкiв,
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Рис. 1. Епiцентри землетрусiв у Карпатському регiонi 2019-2023 рр.

якi охоплюють не лише фiзичнi руйнування, але й ряд хiмiчних процесiв, зда-
тних iстотно вплинути на навколишнє середовище та екосистеми. Пiд впливом
землетрусiв глибокi шари землi можуть вивiльнювати рiзноманiтнi гази, вклю-
чаючи метан та вуглекислий газ. Це може вiдбуватися через фiзичний тиск та
змiни температури, спричиненi самим землетрусом. Вивiльнення таких газiв в
атмосферу може призвести до змiн у хiмiчному складi повiтря в районi подiї.
Зокрема, вуглекислий газ є одним з головних теплотримаючих парникових га-
зiв, i його велика кiлькiсть в атмосферi може сприяти глобальному потеплiнню.

Пiдземнi поштовхи також можуть викликати розчинення мiнералiв у ґрунтi
та водi пiд впливом тиску та змiн температури. Це може призвести до змiн у
хiмiчному складi ґрунту та водних джерел. Цi змiни в хiмiчному складi можуть
вплинути на рослиннiсть та тваринний свiт, оскiльки деякi органiзми можуть
бути чутливi до змiн у концентрацiї рiзних хiмiчних речовин у навколишньому
середовищi.

Цi хiмiчнi аспекти землетрусiв пiдкреслюють важливiсть вивчення i монiто-
рингу хiмiчних процесiв, якi вiдбуваються пiд час сейсмiчних подiй, та розробки
заходiв для зменшення їхнього потенцiйного впливу на навколишнє середовище
та екосистеми.

3. Постановка проблеми дослiдження. Дослiдження цього питання
викликало необхiднiсть первинної обробки сейсмiчних даних. Спочатко було
ретельно зiбрано вичерпну компiляцiю даних про землетруси, що охоплюють
перiод з 2019 року по поточний 2023 рiк. Отриманий набiр даних, що складає-
ться загалом iз 71 рядка та 6 стовпцiв, точно документує важливi параметри,
включаючи час початку, широту, довготу, магнiтуду, глибину та мiсцезнаходже-
ння. Комплексний аналiз цiєї iнформацiї може дати кiлька важливих висновкiв,
таких як:
– Просторову дисперсiю цих сейсмiчних явищ можна визначити, вивчивши
їх координати довготи та широти.

– Дослiдження розподiлу магнiтуд дозволяє визначити частоту землетрусiв
для рiзних магнiтуд.

– Ретельне дослiдження розподiлу по глибинi може дати цiнну iнформацiю
про глибини, на яких вiдбуваються землетруси.

– Дослiдження частоти землетрусiв у часi дозволяє глибше зрозумiти часовий
розподiл цих геологiчних явищ.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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На Рис. 2 показано розподiл землетрусiв за глибиною та магнiтудою.

Рис. 2. а) розподiл землетрусiв по глибинi. б) розподiл магнiтуди землетрусiв.

Частота землетрусiв у перiод 2019-2023 рокiв наведена на Рис. 3.

Рис. 3. Частота землетрусiв з 2019 по 2023 червень.

Розробка моделей прийняття рiшень для задач, що характеризуються низь-
кою формалiзацiєю та використанням експертної iнформацiї, може бути дося-
гнута шляхом використання теорiї нечiтких множин i створення нечiтких логi-
чних систем [4, 5, 6].

Це дослiдження присвячене застосуванню нечiткої логiки як надiйного пiд-
ходу для оцiнки пов’язаного ризику для кожної сейсмiчної подiї, враховуючи як
її величину, так i глибину. Фундаментальна концепцiя цього дослiдження перед-
бачає точне визначення функцiй належностi та правил, якi базуються на екс-
пертних знаннях або заздалегiдь визначених критерiях. Отриманий показник,
який називається «Ризик», ретельно розраховується за допомогою складної си-
стеми нечiткого контролю. Крiм того, для покращення розумiння розрахованих
значень ризику використовується комплексний метод вiзуалiзацiї з використа-
нням дiаграм розсiювання. Поєднання нечiткої логiки з вiзуалiзацiєю сприяє
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бiльш глибокому розумiнню оцiнки ризику землетрусiв, роблячи суттєвий вне-
сок у сферу сейсмологiчних дослiджень [7].

4. Результати дослiдження. Нечiтка логiка, розширення традицiйної
бiнарної логiки, дозволяє обробляти та представляти данi, якi є неоднозначни-
ми або невизначеними. Структура теорiї нечiтких множин використовує фун-
кцiї належностi для класифiкацiї лiнгвiстичних змiнних на основi їхнього сту-
пеня iстинностi, дозволяючи бiльш складний аналiз. Для формалiзацiї знань,
отриманих вiд експерта або групи експертiв за допомогою нечiтких множин,
стає необхiдною процедура створення вiдповiдних функцiй належностi [8]. Цi
процедури є ключовим етапом у проблемах прийняття рiшень, оскiльки якiсть
прийнятих рiшень залежить вiд того, наскiльки точно сконструйована функцiя
належностi iнкапсулює досвiд експерта або експертiв. Використання теорiї не-
чiтких множин для формалiзацiї знань за своєю суттю представляє проблему
вибору типу нечiткої множини для побудови функцiй належностi та вiдповiдної
нечiткої моделi, узгодженої з вибраним типом нечiткої множини [4, 5].

Запропоновано функцiї належностi для глибини та магнiтуди землетрусiв
для врахування внутрiшньої невизначеностi, пов’язаної з цими величинами.

Для змiнної "магнiтуда":
– Низька: трикутна функцiя належностi з параметрами [0, 0, 4]

𝜇𝑙𝑜𝑤(𝑥) = max

(︂
0,min

(︂
𝑥− 0

4− 0
,
4− 𝑥

4− 0

)︂)︂
;

– Середня: трикутна функцiя належностi з параметрами [2, 5, 8]

𝜇𝑚𝑒𝑑𝑖𝑢𝑚(𝑥) = max

(︂
0,min

(︂
𝑥− 2

5− 2

)︂
,min

(︂
8− 𝑥

8− 5
,
𝑥− 2

8− 2

)︂)︂
;

– Висока: трикутна функцiя належностi з параметрами [6, 10, 10]

𝜇ℎ𝑖𝑔ℎ(𝑥) = max

(︂
0,min

(︂
𝑥− 6

10− 6
,
10− 𝑥

10− 6

)︂)︂
;

Для змiнної "глибина":
– Неглибока: трикутна функцiя належностi з параметрами [0, 0, 30]

𝜇𝑠ℎ𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤(𝑥) = max

(︂
0,min

(︂
𝑥− 0

30− 0
,
30− 𝑥

30− 0

)︂)︂
;

– Середня: трикутна функцiя належностi з параметрами [20, 50, 80]

𝜇𝑚𝑒𝑑𝑖𝑢𝑚(𝑥) = max

(︂
0,min

(︂
𝑥− 20

50− 20

)︂
,min

(︂
80− 𝑥

80− 50
,
𝑥− 20

80− 20

)︂)︂
;

– Глибока: трикутна функцiя належностi з параметрами [70, 100, 100]

𝜇𝑑𝑒𝑒𝑝(𝑥) = max

(︂
0,min

(︂
𝑥− 70

100− 70
,
100− 𝑥

100− 70

)︂)︂
;

Для змiнної "ризик":

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ВИКОРИСТАННЯ НЕЧIТКИХ МОДЕЛЕЙ У . . . 159

– Низький: трикутна функцiя належностi з параметрами [0, 0, 5]

𝜇𝑙𝑜𝑤(𝑥) = max

(︂
0,min

(︂
𝑥− 0

5− 0
,
5− 𝑥

5− 0

)︂)︂
;

– Середнiй: трикутна функцiя належностi з параметрами [2, 5, 8]

𝜇𝑚𝑒𝑑𝑖𝑢𝑚(𝑥) = max

(︂
0,min

(︂
𝑥− 2

5− 2

)︂
,min

(︂
8− 𝑥

8− 5
,
𝑥− 2

8− 2

)︂)︂
;

– Високий: трикутна функцiя належностi з параметрами [6, 10, 10]

𝜇ℎ𝑖𝑔ℎ(𝑥) = max

(︂
0,min

(︂
𝑥− 6

10− 6
,
10− 𝑥

10− 6

)︂)︂
;

Рис. 4. Функцiї належностi для а) магнiтуди, б) глибини, в) ризику.

Для практичного застосування системи нечiткої логiки розроблено набiр
правил. Цi правила формалiзують встановленi знання або заздалегiдь визна-
ченi критерiї, якi регулюють зв’язок мiж глибиною землетрусу, магнiтудою та
ризиком. Процес оцiнювання враховує нюанси та тонкощi, пов’язанi з оцiнкою
ризику землетрусу шляхом застосування пiдходу, заснованого на нечiтких пра-
вилах.
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Виходом системи нечiткого керування є рiвень ризику для кожного земле-
трусу позначений як «Ризик». Для пiдвищення зрозумiлостi та iнтерпретацiї
цих оцiнок ризикiв використовується технiка вiзуалiзацiї дiаграм розсiювання.
Цей метод вiзуалiзацiї, пропонуючи графiчне представлення рiвнiв ризику, по-
легшує iдентифiкацiю закономiрностей, тенденцiй i областей, що викликають
серйозне занепокоєння як для дослiдникiв, так i для зацiкавлених сторiн.

Рис. 5. Розрахунок ризику землетрусу.

Графiк (рис. 8) представляє зв’язок мiж магнiтудою, глибиною та рiвнем
ризику землетрусiв у наборi даних за допомогою нечiткої логiки:
– Вiсь Х (магнiтуда): Магнiтуда — це мiра енергiї, вивiльненої землетрусом, i
зазвичай коливається вiд 0 до 10. Значення на осi Х вiдповiдають магнiтудi
кожного землетрусу в наборi даних.

– Вiсь Y (глибина): вiсь Y представляє глибину землетрусiв. Глибина означає,
наскiльки глибоко вiдбувається землетрус у земнiй корi. Значення на осi
ординат вiдповiдають глибинi кожного землетрусу в наборi даних.

– Колiр (ризик): колiр кожної точки на графiку вiдображає рiвень ризику,
пов’язаний iз вiдповiдною магнiтудою та глибиною землетрусу. Кольорову
шкалу вказує кольорова смуга в правiй частинi графiка. У цьому прикла-
дi кольори варiюються вiд холодних (низький ризик) до теплих (високий
ризик). Ви можете iнтерпретувати рiвень ризику на основi кольору кожної
точки.
Пiсля ретельного розгляду та вивчення стає зрозумiло, що сейсмiчнi подiї,

якi вiдбуваються на великих глибинах, неодмiнно несуть вищий рiвень ризи-
ку, особливо коли магнiтуда перевищує 3,0. Нечiтка логiка суттєво пiдтримує
iдею про те, що землетруси з бiльш глибокими джерелами, як правило, мають
бiльший потенцiал для негативних результатiв та небезпек [9].

Аналiз показує, що середньозважений рiвень ризику становить
20,46231804428824. При бiльш детальному розглядi даних стає очевидним, що
землетруси з найбiльшим зваженим ризиком мають наступнi атрибути: магнiту-
да 3,8, глибина 12,0, значення ризику 2,438034 i зважена мiра ризику 24,380342.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Таблиця 1.
Рiвень ризику землетрусiв

Вид ризику
Сума

землетрусiв
за ризиком

Вiдсоток
землетрусiв

Низький 29 59.15493
Середнiй 42 40.84507
Високий 0 0.00000

Цi результати пiдкреслюють важливiсть врахування цих сейсмiчних явищ пiд
час оцiнки комплексної панорами ризику.

5. Висновки. Проведене дослiдження покращує наше розумiння складної
динамiки сейсмiчних явищ i нашу здатнiсть передбачати та усувати їх наслiд-
ки. Нечiтке моделювання, що використовується в дослiдженнях землетрусiв,
дозволяє точнiше охопити притаманну складнiсть цих подiй шляхом включення
елементiв невизначеностi та неточностi. Це, у свою чергу, дозволяє покращити
передбачення землетрусiв, комплексну оцiнку небезпеки та сформулювати ефе-
ктивнi стратегiї для побудови стiйких громад у сейсмонебезпечних регiонах.
Цього можна досягти шляхом постiйного вдосконалення методологiй нечiткого
моделювання та сприяння спiвпрацi мiж експертами з рiзних галузей.

Майбутнi шляхи розвитку цього дослiдження охоплюють впровадження рi-
зноманiтних форм функцiй належностi та дослiдження того, як їхнi параметри
впливають на ефективнiсть нечiтких моделей у представленнi невизначеностей,
притаманних експериментальним даним.
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Due to the ability of earthquakes to cause large-scale destruction and damage to human
life, earthquakes have always been the subject of research and concern. Scientists and
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researchers are constantly striving to improve our understanding of earthquakes and offer
pragmatic methods for predicting their onset and assessing their impact.

Fuzzy modeling is widely used in earthquake research, covering earthquake prediction,
hazard assessment, risk analysis, and the design of decision support systems. Fuzzy models
are able to integrate different data resources, such as seismic data, geodetic measurements,
and geological data, to predict the probability and strength of future earthquakes. In addi-
tion, these models can take into account changes in time and space during the occurrence of
earthquakes, allowing the identification of high-risk regions and the calculation of potential
damage.

This paper proposes the application of the fuzzy modeling approach in seismic research,
as well as the use of fuzzy sets and fuzzy logic in seismic modeling to process imprecise
data and account for uncertainties. Combinations of fuzzy models with other computational
methods and data sources are explored to improve their accuracy and predictability.

Keywords: fuzzy modeling, membership function, earthquake, seismological phenomenon.
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