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ПРО КОМБIНАТОРНI ВЛАСТИВОСТI ЧАСТКОВОВО
ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН НАДСУПЕРКРИТИЧНОГО

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀-ТИПУ (2,3,3)

М. М. Клейнер довiв, що частково впорядкована (скорочено ч. в.) множина 𝑆 має
скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли вона не мiстить ч. в. пiдмножин
вигляду (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5), (N, 4), а Л. А. Назарова довела, що
ч. в. множина 𝑆 є ручною тодi i лише тодi, коли вона не мiстить ч. в. пiдмножин
вигляду (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6), (N, 5). Цi ч. в. множини
називаються вiдповiдно критичними i суперкритичними.

Ч. в. множини, якi вiдрiзняються вiд суперкритичних в тiй самiй мiрi, що суперкри-
тичнi вiдрiзняються вiд критичних, називаються надсуперкритичними. У цiй статтi
ми вивчаємо деякi комбiнаторнi властивостi ч. в. множин, якi мiнiмаксно iзоморфнi
надсуперкритичнiй ч. в. множинi (2,3,3).

Ключовi слова: критичнi, суперкритичнi та надсуперкритичнi ч. в. множини, мiнi-
максний iзоморфiзм, граф Хассе, 0-довжина ланцюга.

1. Вступ. М. М. Клейнер [6] довiв, що частково впорядкована (скорочено
ч. в.) множина 𝑆 має скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли
вона не мiстить пiдмножин вигляду (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5) i (И, 4),
якi називаються критичними множинами; (𝑃,𝑄) позначає ч. в. множину, яка є
прямою сумою ч. в. множин 𝑃 i 𝑄, а (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑝) — ч. в. множину, яка є прямою
сумою ланцюжкiв довжини 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑝. У [2] доведено, що ч. в. множина є
критичною вiдносно додатностi квадратичної форми Тiтса тодi i лише тодi,
коли вона мiнiмаксно еквiвалентна (чи, формально, бiльш точно — мiнiмаксно
iзоморфна) критичнiй множинi (поняття мiнiмаксної еквiвалентностi введено
в [1]); в [2] всi такi ч. в. множини повнiстю описано.

Подiбну ситуацiю маємо i з ручними ч. в. множинами. Л. А. Назарова [7] до-
вела, що ч. в. множина 𝑆 ручна тодi i лише тодi, коли вона не мiстить пiдмножин
вигляду (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6) i (И, 5); цi ч. в. множи-
ни називають надкритичними. У [3] доведено, що ч. в. множина є критичною
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вiдносно невiд’ємностi форми Тiтса тодi i лише тодi, коли вона мiнiмаксно еквi-
валентна суперкритичнiй ч. в. множинi; всi такi критичнi ч. в. множини описанi
в [4].

Ч. в. множини, якi вiдрiзняються вiд суперкритичних ч. в. множин у спосiб,
яким суперкритичнi ч. в. множини вiдрiзняються вiд критичних, називаються
надсуперкритичними. Точнiше (див. [5]), це такi ч. в. множини:

1) (1, 1, 1, 1, 1, 1), 2) (1, 1, 1, 1, 2), 3) (1, 1, 2, 2), 4) (1, 1, 1, 3), 5) (2, 3, 3),
6) (2, 2, 4), 7) (1, 4, 4), 8) (1, 3, 5), 9) (1, 2, 7), 10) (6,И).

У цiй статтi вивчаються комбiнаторнi властивостi ч. в. множин 𝑆, якi мi-
нiмаксно еквiвалентнi надсуперкритичнiй ч. в. множинi 𝐸0 = (2, 3, 3). В цьому
випадку кажуть, що 𝑆 має 𝑀𝑀 -тип 𝐸0. Iншими (бiльш загальними словами), в
цiй статтi ми вивчаємо властивостi ч. в. множин надсуперкритичного 𝑀𝑀 -типу
(2,3,3).

Перший автор пiдтриманий грантом the Simons Foundation(1290607, V.M.B.).
2. Формулювання основних результатiв. Нехай 𝑆 скiнченна ч. в. мно-

жина. Її дiаграмою Хассе називається орiєнтований граф 𝐻(𝑆) з вершинами
𝑥 ∈ 𝑆 i стрiлками (𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, де 𝑦 накриває 𝑥 (тобто, 𝑥 < 𝑦 i не iснує 𝑧
такого, що 𝑥 < 𝑧 < 𝑦). Ми називаємо 0-довжиною орiєнтованого шляху графа
Хассе 𝐻(𝑆) число його вершин i позначаємо через 𝑙𝑚𝑖𝑛(𝑆) (вiдповiдно 𝑙𝑚𝑎𝑥(𝑆))
0-довжину найбiльш короткого (вiдповiдно довгого) орiєнтованого шляху графа
𝐻(𝑆). Зауважимо, що шляхи довжини 1 також роглядаються. Ми позначаємо
через [𝑆]∼ множину всiх ч. в. множин мiнiмаксно еквiвалентних ч. в. множинi
𝑆 (див. [1]) i покладаємо

𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑆) = 𝑚𝑖𝑛𝑋∈[𝑆]∼𝑙𝑚𝑖𝑛(𝑋), 𝐿𝑚𝑎𝑥(𝑆) = 𝑚𝑎𝑥𝑋∈[𝑆]∼𝑙𝑚𝑎𝑥(𝑋).

Число максимальних орiєнтованих шляхiв ч. в. множини 𝑋 (тобто таких,
що не належать орiєнтованим шляхам бiльшої 0-довжини) позначається через
𝑛(𝑋).

Теорема 1. Нехай 𝑆 ∈ {𝐸0}. Тодi

(1) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑆) = 1 i 𝐿𝑚𝑎𝑥(𝑆) = 4;
(2) для довiльного 𝑋 ∈ [𝑆]∼ виконуються нерiвностi

1 ≤ 𝑙𝑚𝑖𝑛(𝑋) ≤ 5, 1 ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥(𝑋) ≤ 6, 1 ≤ 𝑛(𝑋) ≤ 6.

3. Доведення теореми 1. З формальних мiркувань (пов’язаних з нуме-
рацiєю малюнкiв в таблицях) ми пишемо 𝐸0 замiсть 𝐸0.

Ч. в. множини, мiнiмаксно еквiвалентнi надсуперкритичним ч. в. множинi
𝐸0 (або, iншими словами, ч. в. множинi, що має надсуперкритичний 𝑀𝑀 -тип
(2,3,3)), описанi в [8], Вони задаються з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзомор-
фiзму) наступною таблицею.

r rr rr
rrr

𝐸0

Роздiл 1: Математика i статистика
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Ми маємо таку теорему.

Теорема 2. Для ч. в. множин 𝐸𝑖 виконується наступне:

𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛
𝐸0 2 3 3

𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛 𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛 𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛
𝐸1 5 6 2 𝐸7 4 6 3 𝐸13 3 4 4
𝐸2 5 6 1 𝐸8 1 5 3 𝐸14 2 5 4
𝐸3 3 5 3 𝐸9 1 5 2 𝐸15 2 4 4
𝐸4 5 5 2 𝐸10 1 4 3 𝐸16 2 3 4
𝐸5 5 5 1 𝐸11 2 4 3 𝐸17 2 4 6
𝐸6 4 5 3 𝐸12 2 4 4 𝐸18 2 3 6

Теорема 2 доводиться за допомогою безпосереднiх обчислень.
Теорема 1 випливає iз теореми 2.
4. Висновки. У статтi описуються комбiнаторнi властивостi ч. в. множин,

якi мiнiмаксно iзоморфнi надсуперкритичнiй ч. в. множинi (2,3,3). Результати
та методи їх доведення можуть бути застосованi для iнших класiв ч. в. множин.
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THE GENERATION PROBLEM FOR
INVERTIBLE MEALY AUTOMATA

An invertible Mealy automaton 𝐴 over an input-output alphabet 𝑋 generates a group
𝐺(𝐴) through its action on words over 𝑋. We prove that the following problem is algorith-
mically undecidable: given two invertible Mealy automata, decide whether they generate
the same automaton group. Moreover, we construct an invertible Mealy automaton 𝐴 for
which the following problem is undecidable: given an invertible Mealy automaton 𝐵, decide
whether 𝐵 generates 𝐺(𝐴) or not. We also show that the automaton subgroup problem
and the intersection triviality problem are undecidable.

Keywords: Mealy automaton, automaton group, generation problem, subgroup problem,
undecidable problem.

1. Introduction. Decision problems in group theory address various compu-
tational aspects of groups. Among the classical group-theoretic decision problems
are the word problem, the conjugacy problem, the isomorphism problem, the mem-
bership problem, and the generation problem. Although all of these problems are
undecidable for finitely presented groups, positive results are known for various
classes of groups (see, for example, the survey [5]).

In this paper, we consider groups associated with Mealy automata, known as au-
tomaton groups. An invertible Mealy automaton A (henceforth, simply an automa-
ton) over the same input-output alphabet𝑋 generates a group 𝐺(A) via its action on
the set of words over 𝑋. Decision problems for automaton groups have been inten-
sively studied. The word problem in every automaton group is decidable. In [7], an
automaton group with an undecidable conjugacy problem was constructed. Using
the same approach, the undecidability of the isomorphism problem for automaton
groups can be shown. In [4], the undecidability of the order problem for automaton
groups was proved. Furthermore, the group 𝐹2 × 𝐹2, which can be realized by an
automaton, has undecidable generation and membership problems (see [5]). Several
problems are known to be decidable for the class of bounded automata (see [1, 2]).

In contrast to classical group-theoretic decision problems, where the input is
typically a word over group generators, for automaton groups the input can be
given by automata. Specifically, we consider the uniform automaton generation
problem: Given two automata A and B, decide whether 𝐺(A) = 𝐺(B) or not. For a
fixed automaton A, we also consider the automaton generation problem for A: Given
an automaton B, decide whether B generates 𝐺(A) or not. We prove that these
problems are undecidable.

Theorem 1. There exists an invertible Mealy automaton with undecidable au-
tomaton generation problem.
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14 I. V. BONDARENKO

The proof of Theorem 1 is constructive; we exhibit the automaton A that gener-
ates the group Z4 ⋊ (𝐹2 × 𝐹2), using the construction given in [3, 7], and show that
it satisfies the theorem.

Another problem we consider is the automaton subgroup problem for A: Given
an automaton B, decide whether 𝐺(B) is a subgroup of 𝐺(A) or not.

Theorem 2. There exists an invertible Mealy automaton with undecidable au-
tomaton subgroup problem.

The triviality problem — given an automaton A, decide whether 𝐺(A) is trivial
or not — is decidable via automata minimization. Next, we address the automaton
intersection triviality problem: Given two automata A and B, decide whether 𝐺(A)∩
𝐺(B) is trivial or not.

Theorem 3. The automaton intersection triviality problem is undecidable.

2. Mealy automata and groups. Let 𝑋 be a finite alphabet, and 𝑋* be the
free monoid generated by 𝑋. The elements of 𝑋* are words over 𝑋. The length of
a word 𝑤 is the number of letters in it.

An automaton over 𝑋 is a tuple A = (𝑆,𝑋, 𝜋 : 𝑆 ×𝑋 → 𝑋 × 𝑆), where 𝑆 is a
finite set of states and 𝜋 is the transition-output function. We can represent A as the
directed labeled graph whose vertices are the states, and the edges are determined
by the transition-output function as follows:

𝑠
𝑥/𝑦−−→ 𝑡 whenever 𝜋(𝑠, 𝑥) = (𝑦, 𝑡).

An automaton A is called invertible if, for every state 𝑠 ∈ 𝑆 and output 𝑦 ∈ 𝑋,
there exist an input 𝑥 ∈ 𝑋 and a state 𝑡 ∈ 𝑆 such that 𝜋(𝑠, 𝑥) = (𝑦, 𝑡).

Let A be an automaton and 𝑠 be its state. The automaton A initialized at 𝑠
processes an input word 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛 ∈ 𝑋* and produces an output word 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑛 ∈
𝑋* of the same length. This defines a transformation T𝑠 : 𝑋* → 𝑋* such that
T𝑠(𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛) = 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑛 if there exists a directed path in A of the form

𝑠 = 𝑠1
𝑥1/𝑦1−−−→ 𝑠2

𝑥2/𝑦2−−−→ 𝑠3
𝑥3/𝑦3−−−→ . . .

𝑥𝑛/𝑦𝑛−−−→ 𝑠𝑛+1 = 𝑡.

Let A = (𝑆,𝑋, 𝜋) be an invertible automaton. Then, for every 𝑠 ∈ 𝑆, the trans-
formation T𝑠 : 𝑋

* → 𝑋* is invertible. The group generated by the transformations
T𝑠 for 𝑠 ∈ 𝑆 under composition is called the automaton group 𝐺(A) generated by
A. By construction, an automaton group is a subgroup of the symmetric group
Sym(𝑋*).

3. The proofs. Our strategy is to reduce the problems to the following known
undecidable problems in the direct product of two free groups of rank two.

Theorem 4 (Miller [5]). 1) The generation problem in the group 𝐹2 × 𝐹2 is
undecidable.

2) The group 𝐹2 × 𝐹2 contains a finitely generated subgroup 𝐻 such that the gen-
eralized word problem for 𝐻 in 𝐹2 × 𝐹2 — given a word 𝑤 over the generators
of 𝐹2 × 𝐹2, decide whether 𝑤 ∈ 𝐻 or not — is undecidable.

3) The intersection triviality problem in the group 𝐹2 × 𝐹2 is undecidable.
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The group 𝐹2 × 𝐹2 can be generated by an automaton (see [6, Sect. 1.10.4]),
but this does not immediately yield a proof. The difficulty lies in the fact that the
states of a given automaton represent a specific set of group elements. Decidability
might hold for such specific sets; for instance, every initial automaton representing
a nontrivial group element might contain states for all group generators.

Instead, we will use the automaton realization of the affine group Aff(Z𝑛) =
Z𝑛 ⋊ 𝐺𝐿𝑛(Z) constructed in [3] (see also [7]). The elements of Aff(Z𝑛) are pairs
(𝑣,𝑀) for 𝑣 ∈ Z𝑛 and 𝑀 ∈ 𝐺𝐿𝑛(Z), and the operation is

(𝑣,𝑀) · (𝑢,𝑁) = (𝑣 +𝑀𝑢,𝑀𝑁), where 𝑣, 𝑢 ∈ Z𝑛 and 𝑀,𝑁 ∈ 𝐺𝐿𝑛(Z).

The group Aff(Z𝑛) acts on Z𝑛 by affine transformations (𝑣,𝑀) : 𝑥 ↦→ 𝑣 +𝑀𝑥,
𝑥 ∈ Z𝑛. For 𝑙 ≥ 0, taking modulo 2𝑙 induces an action on Z𝑛/2𝑙Z𝑛. The elements
of Z/2𝑙Z are uniquely represented as binary words of length 𝑙, and thus Z/2𝑙Z can
be identified with {0, 1}𝑙. Similarly, elements of Z𝑛/2𝑙Z𝑛 are represented by words
of length 𝑙 over 𝑋 = {0, 1}𝑛, and thus Z𝑛/2𝑙Z𝑛 can be identified with 𝑋 𝑙. In this
way, we get an action of Aff(Z𝑛) on the space 𝑋*. (Equivalently, we may consider
an affine action on Z𝑛

2 , the set of 𝑛-tuples of dyadic integers, and use the dyadic
representation of its elements.)

It was proved in [3,7] that the action (Aff(Z𝑛), 𝑋*) can be realized by automata.
For 𝑣 ∈ Z𝑛, let Mod(𝑣) ∈ 𝑋 and Div(𝑣) ∈ Z𝑛 denote its remainder and quotient,
respectively, when divided by two, here 𝑣 = Mod(𝑣) + 2Div(𝑣). Let 𝑀 ∈ 𝐺𝐿𝑛(Z)
and 𝑣 ∈ Z𝑛. We construct an automaton A(𝑣,𝑀) representing the action of (𝑣,𝑀)
on 𝑋*. The states are of the form (𝑢,𝑀), where 𝑢 ranges over a finite subset of Z𝑛.
We begin with the state (𝑣,𝑀) and iteratively construct new states and arrows by
the following rule:

(𝑣,𝑀)
𝑥/𝑦−−→ (𝑢,𝑀), where 𝑦 = Mod(𝑣 +𝑀𝑥) and 𝑢 = Div(𝑣 +𝑀𝑥).

The resulting automaton A(𝑣,𝑀) has at most 2(𝑎+𝑏)𝑛 states, where 𝑎 is the maximal
absolute row sum of 𝑀 and 𝑏 is the maximal absolute entry in 𝑣. The automaton
transformation of 𝑋* induced by a state (𝑢,𝑀) is exactly the transformation in-
duced by the element (𝑢,𝑀) ∈ Aff(Z𝑛). In particular, the group generated by the
automaton A(𝑣,𝑀) coincides with the group generated by the affine transformation
(𝑢,𝑀), where (𝑢,𝑀) ranges over the states. The crucial property of A(𝑣,𝑀) that
we will exploit is that all states share the same linear part 𝑀 . When 𝑣 is the zero
vector, we write A𝑀 instead of A(0,𝑀).

We are ready to prove our results.

Proof of Theorem 1. The free group 𝐹2 can be generated by matrices

𝐴 =

(︂
1 2
0 1

)︂
and 𝐵 =

(︂
1 0
2 1

)︂
.

By using two diagonal embeddings into 𝐺𝐿4(Z), we obtain the set of four matrices
𝑆 = {𝑀1,𝑀2,𝑀3,𝑀4} generating 𝐹2×𝐹2. Define the automaton A as the union of
the automata A𝑀 for 𝑀 ∈ 𝑆. The automaton A essentially consists of four copies
of the automaton described in Figure 1, where each copy corresponds to a specific
embedding of {0, 1}2 into 𝑋 = {0, 1}4, with a trivial extension to the remaining
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16 I. V. BONDARENKO

Figure 1. The automaton A𝑀 for 𝑀 =

(︂
1 2
0 1

)︂
.

elements of 𝑋. Notice that the group 𝐺(A) generated by A contains standard basis
vectors of Z4. Then, by construction, 𝐺(A) = Z4 ⋊ (𝐹2 × 𝐹2).

We show that the automaton A fulfills the requirement of the theorem. Given
words 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛 over the generators 𝑆 of 𝐹2 × 𝐹2, consider the corresponding au-
tomata A𝑤1 , . . . ,A𝑤𝑛 . Note that the linear part of every state of A𝑤𝑖

is 𝑤𝑖. Let
the automaton B be the union of these automata together with automata A(𝑣,𝐸)

for the standard basis vectors 𝑣 of Z4. Then the automaton B generates the group
𝐺(B) = Z4 ⋊ ⟨𝑤1, . . . , 𝑤𝑛⟩. Therefore, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛 generate 𝐹2 × 𝐹2 if and only if B
generates 𝐺(A). Since the first problem is undecidable by Theorem 4, the automaton
generation problem for A is undecidable.

Proof of Theorem 2. Let𝐻 be a finitely generated subgroup of 𝐹2×𝐹2 with an
undecidable generalized word problem in 𝐹2×𝐹2. Let A be an automaton generating
the group 𝐺(A) = Z4⋊𝐻. Given a word 𝑤 over the generators of 𝐹2×𝐹2, construct
the automaton A𝑤 as above. Let B𝑤 be the union of A𝑤 and automata A(𝑣,𝐸) for
the standard basis vectors 𝑣 of Z4. Note that the linear part of every state of B𝑤

is either 𝑤 or trivial. Then B𝑤 generates the group 𝐺(B𝑤) = Z4 ⋊ ⟨𝑤⟩. Therefore,
𝐺(B𝑤) is a subgroup of 𝐺(A) if and only if 𝑤 ∈ 𝐻. The result follows.

Proof of Theorem 3 follows a similar argument.

4. Conclusions and prospects for further research. We established the
undecidability of several fundamental problems for groups generated by invertible
Mealy automata. While these problems are undecidable in general, they may be
solvable for certain classes of Mealy automata. Notably, the generation problem
is decidable for the automaton generating the famous Grigorchuk group and for
any automaton generating a contracting regular branch group. An interesting open
question remains whether the generation problem is decidable for every bounded
automaton.
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Бондаренко Є. В. Проблема породження для оборотних автоматiв Мiлi.
Оборотний автомат Мiлi 𝐴 над алфавiтом входiв-виходiв 𝑋 породжує групу 𝐺(𝐴)

своєю дiєю на словах над 𝑋. Ми доводимо, що наступна проблема алгоритмiчно не-
розв’язна: за заданими двома оборотними автоматами Мiлi, визначити, чи породжу-
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том Мiлi 𝐵, визначити, чи породжує 𝐵 групу 𝐺(𝐴). Ми також доводимо, що проблема
автоматної пiдгрупи та проблема тривiальностi перетину є нерозв’язними.

Ключовi слова: автомат Мiлi, автоматна група, проблема породження, проблема
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ПРО ЄДИНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ У КУТI НА
ПЛОЩИНI ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ З

НЕОДНОРIДНИМ ОПЕРАТОРНИМ СИМВОЛОМ

В роботi розглядається перша крайова задача для диференцiального рiвняння
другого порядку зi сталими комплексними коефiцiєнтами та неоднорiдним оператор-
ним символом у кутi на площинi. Отримано необхiдну та достатню умову єдиностi
розв’язку зазначеної задачi у просторi 𝐶2 з полiномiальним зростанням на нескiнчен-
ностi.

Ключовi слова: безтипне рiвняння, кутова точка, диференцiальний оператор, нео-
днорiдний символ, простiр Шварца.

1. Вступ. Крайовi задачi з кутовими точками є об’єктом дослiдження багатьох
фахiвцiв понад пiвстолiття. В роботi [1], яка є фундаментальною у даному на-
прямку, вивчається загальна крайова задача для елiптичного рiвняння в областi
зi скiнченною кiлькiстю конiчних точок на межi. Випадок першої крайової за-
дачi розглядався в публiкацiях [2], [3], [4], [5], [6], де теж отримано результати,
важливi для аналiзу задач з кутовими та конiчними точками.

Серед питань, що постають при обговореннi коректностi певної крайової за-
дачi, iстотним є питання порушення єдиностi її розв’язку. Водночас на окре-
му увагу заслуговують задачi для безтипних рiвнянь з частинними похiдними.
Принцип двоїстостi рiвняння-область [7], покладений в основу доведення кри-
терiю iснування нетривiального розв’язку, застосовувався попередньо одним iз
авторiв при дослiдженнi задачi Дiрiхле у крузi для безтипного диференцiаль-
ного рiвняння другого порядку з комутуючими матричними коефiцiєнтами [8].
Необхiдну i достатню умову було записано у виглядi рiвностi нулю визначника,
що залежав вiд коефiцiєнтiв рiвняння. Подiбний ефект спостерiгається в стат-
тi [9], де сформульовано критерiй однозначної розв’язностi однорiдної крайової
задачi з однiєю умовою для безтипного диференцiального рiвняння в багатоку-
тнику.

Дану роботу присвячено вивченню питання єдиностi розв’язку задачi Дiрi-
хле у кутi для також безтипного рiвняння другого порядку з неоднорiдним сим-
волом та комплексними коефiцiєнтами. Отримано необхiдну i достатню умову
порушення єдиностi розв’язку у просторах функцiй помiрного зростання для де-
якого класу диференцiальних рiвнянь, пов’язаного iз заданим кутом. Метод до-
слiдження полягає в тому, що, зсуваючи початковий символ на деякий вектор,
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що належить трубчастiй областi у C2, яка залежить вiд кута, ми приходимо до
диференцiального оператору з однорiдним символом i до отриманої в такий спо-
сiб граничної задачi застосовуємо метод двоїстостi рiвняння-область ([7]). Цим
зсувом ми долаємо труднощi, пов’язанi з вiдсутнiстю локальної аналiтичностi
перетворення Фур’є продовження нулем розв’язку задачi на всю площину.

2. Постановка задачi. Розглянемо однорiдну задачу Дiрiхле

𝑢|𝜕Ω = 0, (1)

для рiвняння другого порядку

�̃�𝑢 = 𝐿

(︂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜆

)︂
𝑢 =

(︀
𝑎1 · (∇+ 𝜆)

)︀ (︀
𝑎2 · (∇+ 𝜆)

)︀
𝑢 = 0, (2)

в кутi Ω (див. рис. 1), де 𝑎1, 𝑎2, 𝜆 ∈ C2 — сталi комплекснi вектори, причому
вектори 𝑎1, 𝑎2 — довiльнi, а вибiр 𝜆 ∈ 𝑇𝐶 ∈ C2 визначається множиною 𝑇𝐶 , яка
залежить вiд кута. Нехай прямi, що обмежують даний кут i проходять через
початок координат, описуються рiвняннями (𝑏1 · 𝑥) = 0, (𝑏2 · 𝑥) = 0 вiдповiдно,
де 𝑏1 = (𝑏11, 𝑏

1
2), 𝑏2 = (𝑏21, 𝑏

2
2) — нормальнi вектори до прямих, а �̃�1 =

(︀
−𝑏12, 𝑏11

)︀
,

�̃�2 =
(︀
−𝑏22, 𝑏21

)︀
— твiрнi.

Зазначимо, що умови на нескiнченностi ми обираємо належнiстю розв’язку
простору Шварца 𝑆 ′ [10] i що неоднорiдний символ �̃�(𝜉) диференцiального опе-
ратора �̃�

(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
стає однорiдним пiсля зсуву на вектор 𝜆:

�̃� (𝜉 − 𝜆) = 𝑙 (𝜂) = 𝑎𝜂21 + 𝑏𝜂1𝜂2 + 𝑐𝜂22.

Можна вважати, що 𝑎, 𝑏, 𝑐 — довiльнi комплекснi числа. Отриманий одно-
рiдний символ 𝑙 (𝜂) вiдповiдає диференцiальному оператору

𝐿

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂
= 𝑎

𝜕2

𝜕𝑥21
+ 𝑏

𝜕

𝜕𝑥1

𝜕

𝜕𝑥2
+ 𝑐

𝜕2

𝜕𝑥22
=
(︀
𝑎1 · ∇

)︀ (︀
𝑎2 · ∇

)︀
.

Рис. 1

Зупинимось докладнiше на виборi вектору 𝜆. Кут Ω є окремим випадком опу-
клого гострого конуса з вершиною в нулi. Будемо розглядати також спряжений
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конус Ω*, твiрними якого є перпендикуляри, проведенi до твiрних вихiдного ко-
нуса Ω. Ω* — замкнутий опуклий конус з вершиною в нулi. Нехай Ω* = −Ω* та
𝐶 = int Ω*, 𝐶 ̸= ∅, — вiдкритий опуклий конус. Через 𝑇𝐶 позначимо трубчасту
область в C2 з основою 𝐶:

𝑇𝐶 = R2 + 𝑖𝐶 =
{︀
𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 : 𝑥 ∈ R2, 𝑦 ∈ 𝐶

}︀
.

Зауважимо: якщо

𝜆 = (𝜇1, 𝜈1) + 𝑖 (𝜇2, 𝜈2) , де (𝜇1, 𝜈1) ∈ R2, (𝜇2, 𝜈2) ∈ 𝐶,

то, виходячи з обраного нами кута Ω i побудованих за ним конусiв Ω* i Ω*,
робимо висновок, що компоненти 𝜇1, 𝜈1 довiльнi, а 𝜇2, 𝜈2 мають бути такими,
щоб кут arctg 𝜈2

𝜇2
пробiгав сектор Ω* (див. рис. 1).

3. Основний результат. Наведена нижче теорема дає вiдповiдь на пита-
ння, за яких умов порушується єдинiсть розв’язку задачi Дiрiхле (1), (2).

Теорема 1. Для того, щоб задача (1), (2) мала нетривiальний розв’язок
𝑢(𝑥) у просторi 𝐶2(Ω) з полiномiальним зростанням на нескiнченностi, необ-
хiдно i достатньо, щоб при деякому натуральному n виконувалась рiвнiсть

△𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︁
�̃�1 · �̃�1

)︁𝑛 (︁
�̃�2 · �̃�1

)︁𝑛(︁
�̃�1 · �̃�2

)︁𝑛 (︁
�̃�2 · �̃�2

)︁𝑛
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0. (3)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) ∩ 𝑆 ′
Ω — деякий нетривiальний

розв’язок задачi (1), (2), де 𝑆 ′
Ω =

{︀
𝜔 ∈ 𝑆 ′|supp 𝜔 ∈ Ω

}︀
, �̃� ∈ 𝐶2(R2) ∩ 𝑆 ′ — будь-

яке його продовження на весь простiр R2. Помiчаючи, що символ

�̃� (𝜉) = 𝑙 (𝜂 + 𝜆) = 𝑙 (𝜂) + (2𝑎𝜆1 + 𝑏𝜆2) 𝜂1 + (𝑏𝜆1 + 2𝑐𝜆2) 𝜂2 + 𝑙 (𝜆) ,

представимо оператор �̃� у виглядi суми �̃� = 𝐿+ 𝐿(1) + 𝐿(0) трьох операторiв,
перший з яких збiгається з однорiдним диференцiальним оператором 𝐿, другий
𝐿(1) мiстить лише першi похiднi за змiнними 𝑥1 i 𝑥2, а останнiй 𝐿(0) — константа.
Тепер подiємо оператором �̃� на добуток �̃�·𝜃Ω, де 𝜃Ω — характеристична функцiя
кута:

�̃� (�̃� · 𝜃Ω) =
=
(︀
𝐿+ 𝐿(1) + 𝐿(0)

)︀
(�̃� · 𝜃Ω) = 𝐿 (�̃� · 𝜃Ω) +

(︀
𝐿(1)�̃�

)︀
· 𝜃Ω + �̃� ·

(︀
𝐿(1)𝜃Ω

)︀
+

+
(︀
𝐿(0)�̃�

)︀
· 𝜃Ω = (𝐿�̃�) · 𝜃Ω + L1�̃� · 𝛿𝜕Ω + 𝑙 (𝜈) · (𝛿𝜕Ω)′𝜈 · �̃�+

(︀
𝐿(1)�̃�

)︀
· 𝜃Ω+

+ �̃� ·
(︀
𝐿(1)𝜃Ω

)︀
+
(︀
𝐿(0)�̃�

)︀
· 𝜃Ω =

[︀(︀
𝐿+ 𝐿(1) + 𝐿(0)

)︀
�̃�
]︀
· 𝜃Ω+

+ L1�̃� · 𝛿𝜕Ω + 𝑙 (𝜈) · (𝛿𝜕Ω)′𝜈 · �̃�+ �̃� ·
(︀
𝐿(1)𝜃Ω

)︀
=

=
(︁
�̃��̃�
)︁
· 𝜃Ω + L1�̃� · 𝛿𝜕Ω + 𝑙 (𝜈) · (𝛿𝜕Ω)′𝜈 · �̃�+ �̃� ·

(︀
𝐿(1)𝜃Ω

)︀
.

Тут 𝛿𝜕Ω — мiра, зосереджена на межi кута, 𝜕𝜃Ω
𝜕𝜏

= 0, 𝜕𝜃Ω
𝜕𝜈

= −𝛿𝜕Ω. Вiдмiтимо,
що оскiльки �̃��̃� = 0 всерединi кута Ω, то перший доданок у сумi анулюється. Що
стосується третього i четвертого доданкiв, то обидва вони зводяться до форми,
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подiбної виду другого доданку (це випливає з формули 𝜓𝛿′ = −𝜓′𝛿 за умови,
що 𝜓 (0) = 0). Таким чином, маємо:

�̃� (�̃� · 𝜃Ω) =𝑀(1)�̃� · 𝛿𝜕Ω, (4)

де 𝑀(1) — диференцiальний оператор першого порядку.
Помножимо отриману рiвнiсть (4) на добуток полiномiв, що стоять у лiвих

частинах рiвнянь прямих, якi обмежують кут Ω:(︀
𝑏1 · 𝑥

)︀ (︀
𝑏2 · 𝑥

)︀
�̃� (�̃�·𝜃Ω) = 0. (5)

Застосуємо до рiвностi (5) перетворення Фур’є:(︀
𝑏1 · ∇𝜉

)︀ (︀
𝑏2 · ∇𝜉

)︀ [︁
�̃�(𝜉)

(︁
̂̃𝑢 · 𝜃Ω(𝜉)

)︁]︁
= 0. (6)

Оскiльки функцiя �̃�𝜃Ω(𝑥) має носiй у кутi Ω, то в нулi її перетворення Фур’є
̂̃𝑢 · 𝜃Ω(𝜉) не буде аналiтичною функцiєю. Однак, здiйснивши зсув в рiвностi (6)
на вектор 𝜆, вибiр якого описаний вище, ми потрапляємо в трубчасту область
𝑇𝐶 , де перетворення Фур’є ̂̃𝑢 · 𝜃Ω(𝜉 − 𝜆) є функцiєю, аналiтичною в околi нуля
(див. [6]). Таким чином, матимемо:(︀

𝑏1 · ∇𝜉

)︀ (︀
𝑏2 · ∇𝜉

)︀ [︁
�̃�(𝜉 − 𝜆)

(︁
̂̃𝑢 · 𝜃Ω(𝜉 − 𝜆)

)︁]︁
= 0,

звiдки, з урахуванням того, що 𝜉 − 𝜆 = 𝜂, отримаємо:(︀
𝑏1 · ∇𝜂

)︀ (︀
𝑏2 · ∇𝜂

)︀ [︁
𝑙(𝜂)

(︁
̂̃𝑢 · 𝜃Ω(𝜂)

)︁]︁
= 0. (7)

Символ 𝑙(𝜂) у виразi (7) є однорiдним, а аналiтичну за змiнною 𝜂 в 𝑇𝐶

функцiю 𝑣 (𝜂) = ̂̃𝑢 · 𝜃Ω(𝜂) можна розкласти у збiжний ряд в околi нуля:

𝑣 (𝜂) = 𝑣0 (𝜂) + 𝑣1 (𝜂) + 𝑣2 (𝜂) + · · ·+ 𝑣𝑛 (𝜂) + . . .

При цьому, виходячи з виразу (7), робимо висновок, що для однорiдної мо-
лодшої частини 𝑣𝑁 (𝜂) степеня N у зазначеному розкладi справедлива рiвнiсть:(︀

𝑏1 · ∇𝜂

)︀ (︀
𝑏2 · ∇𝜂

)︀
[𝑙(𝜂)𝑣𝑁(𝜂)] = 0. (8)

Позначимо через 𝑤𝑛 (𝜂) = 𝑙(𝜂)𝑣𝑁(𝜂) однорiдний полiном степеня 𝑛 = 𝑁 +
2. Оскiльки оператори (𝑏1 · ∇𝜂) i (𝑏2 · ∇𝜂) комутуючi, розв’язок рiвняння (8)
представимо у виглядi суми двох функцiй:

𝑤𝑛 (𝜂) = 𝑤1
𝑛

(︁
(�̃�1 · 𝜂)

)︁
+ 𝑤2

𝑛

(︁
(�̃�2 · 𝜂)

)︁
= 𝛼𝑛(�̃�

1 · 𝜂)𝑛 + 𝛽𝑛(�̃�
2 · 𝜂)𝑛

з деякими коефiцiєнтами 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, причому функцiї 𝑤1
𝑛 i 𝑤2

𝑛 обираються таким
чином, щоб задовольнити рiвняння (8).

Враховуючи, що 𝑤𝑛 (𝜂) = 𝑙(𝜂)𝑣𝑁(𝜂), отримуємо очевидне спiввiдношення:

𝑤𝑛 (𝜂) |𝑙(𝜂)=0 = 0,
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яке вiдображає рiвнiсть нулю функцiї 𝑤𝑛 на множинi нулiв символу. Оскiльки
однорiдний символ 𝑙 (𝜂) = (𝑎1 · 𝜂)(𝑎2 · 𝜂), то, почергово надаючи змiннiй 𝜂 значе-
ння �̃�1 i �̃�2 i використовуючи ортогональнiсть векторiв 𝑎𝑗 i �̃�𝑗, одержимо лiнiйну
однорiдну систему алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих 𝛼𝑛, 𝛽𝑛⎧⎨⎩𝛼𝑛

(︁
�̃�1 · �̃�1

)︁𝑛
+ 𝛽𝑛

(︁
�̃�2 · �̃�1

)︁𝑛
= 0,

𝛼𝑛

(︁
�̃�1 · �̃�2

)︁𝑛
+ 𝛽𝑛

(︁
�̃�2 · �̃�2

)︁𝑛
= 0

(9)

з визначником

△𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︁
�̃�1 · �̃�1

)︁𝑛 (︁
�̃�2 · �̃�1

)︁𝑛(︁
�̃�1 · �̃�2

)︁𝑛 (︁
�̃�2 · �̃�2

)︁𝑛
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

В силу двоїстостi рiвняння-область (пiд якою розумiється вiдповiднiсть мiж
крайовою задачею (1), (2) i рiвнянням (8), доведену у книзi [6]) та нашого при-
пущення про iснування нетривiального розв’язку 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω)∩𝑆 ′ вихiдної задачi,
робимо висновок, що iснує нетривiальний розв’язок двоїстої задачi{︂

(𝑏1 · ∇𝜂) (𝑏
2 · ∇𝜂)𝑤𝑛 (𝜂) = 0,

𝑤𝑛 (𝜂) |𝑙(𝜂)=0 = 0,

в класi однорiдних полiномiв степеня 𝑛 ≥ 2. Звiдси випливає, що за такого зна-
чення n знайдеться ненульовий набiр коефiцiєнтiв (𝛼𝑛, 𝛽𝑛), який є розв’язком
системи (9), що тягне за собою виконання рiвностi △𝑛 = 0. Необхiднiсть дове-
дено.

Достатнiсть. Побудуємо нетривiальний розв’язок задачi Дiрiхле (1), (2),
припустивши виконання рiвностi (3) для деякого натурального n. Покладемо

𝑢 (𝑥) = 𝑒−(𝜆·𝑥) · 𝑣 (𝑥) = 𝑒−𝜆1𝑥1−𝜆2𝑥2 · 𝑣 (𝑥) , де 𝜆 ∈ 𝑇𝐶 .

Легко переконатися, що

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
=

(︂
−𝜆𝑖 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝑣 · 𝑒−(𝜆·𝑥),

звiдки (︂
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜆𝑖

)︂
𝑢 =

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖
· 𝑒−(𝜆·𝑥), 𝑖 = 1, 2.

Крiм того,
𝜕2

𝜕𝑥2𝑖
=

(︂
𝜆2𝑖 𝑣 (𝑥)− 2𝜆𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2𝑖

)︂
· 𝑒−(𝜆·𝑥),

тому (︂
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜆𝑖

)︂2 {︀
𝑒−(𝜆·𝑥) · 𝑣 (𝑥)

}︀
=

=

(︂
𝜕2

𝜕𝑥2𝑖
+ 2𝜆𝑖 + 𝜆2𝑖

)︂{︀
𝑒−(𝜆·𝑥) · 𝑣 (𝑥)

}︀
=
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2𝑖
· 𝑒−(𝜆·𝑥),[︂(︂

𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝜆1

)︂(︂
𝜕

𝜕𝑥2
+ 𝜆2

)︂]︂{︀
𝑒−(𝜆·𝑥) · 𝑣 (𝑥)

}︀
=
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=

[︂
𝜕2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝜆1

𝜕

𝜕𝑥2
+ 𝜆2

𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝜆1𝜆2

]︂ {︀
𝑒−(𝜆·𝑥) · 𝑣 (𝑥)

}︀
=

𝜕2𝑣

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
· 𝑒−(𝜆·𝑥).

З урахуванням проведених обчислень отримаємо:

�̃�𝑢 = 𝐿

(︂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜆

)︂
𝑢 = 𝐿

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑣 · 𝑒−(𝜆·𝑥) = 0. (10)

Наслiдком рiвностi (10) є рiвняння 𝐿𝑣 = 0 з диференцiальним оператором
𝐿 = (𝑎1 · ∇) (𝑎2 · ∇), якому вiдповiдає однорiдний символ 𝑙 (𝜂) = (𝑎1 · 𝜂) (𝑎2 · 𝜂).
Оскiльки будь-який полiномiальний розв’язок рiвняння 𝐿𝑣 = 0 можна записати
у виглядi

𝑣 (𝑥) = 𝑣1
(︀
�̃�1 · 𝑥

)︀
+ 𝑣2

(︀
�̃�2 · 𝑥

)︀
,

то, очевидно,
𝑢 (𝑥) =

[︀
𝑣1
(︀
�̃�1 · 𝑥

)︀
+ 𝑣2

(︀
�̃�2 · 𝑥

)︀]︀
· 𝑒−(𝜆·𝑥).

Доданки 𝑣1 i 𝑣1 необхiдно пiдiбрати таким чином, щоб функцiя u, окрiм рiв-
няння (2), задовольняла граничну умову Дiрiхле за деякого ненульового набору
сталих величин (𝛼𝑛, 𝛽𝑛):

𝑣1
(︀
�̃�1 · 𝑥

)︀
= 𝛼𝑛 · (�̃�1 · 𝑥)𝑛; 𝑣2

(︀
�̃�2 · 𝑥

)︀
= 𝛽𝑛 · (�̃�2 · 𝑥)𝑛.

Зауважимо, що отримана функцiя

𝑢 (𝑥) = [𝛼𝑛 · (�̃�1 · 𝑥)𝑛 + 𝛽𝑛 · (�̃�2 · 𝑥)𝑛] · 𝑒−(𝜆·𝑥) (11)

буде задовольняти крайову умову (1), якщо 𝑥 = �̃�1 або 𝑥 = �̃�2 (це пов’язано з
розташуванням сторiн кута Ω на прямих (𝑏1 · 𝑥) = 0 та (𝑏2 · 𝑥) = 0). Пiдставля-
ючи у вираз (11) замiсть 𝑥 вказанi значення, отримаємо систему:⎧⎨⎩

[︁
𝛼𝑛

(︁
�̃�1 · �̃�1

)︁𝑛
+ 𝛽𝑛

(︁
�̃�2 · �̃�1

)︁𝑛]︁
· 𝑒−(𝜆·�̃�1) = 0,[︁

𝛼𝑛

(︁
�̃�1 · �̃�2

)︁𝑛
+ 𝛽𝑛

(︁
�̃�2 · �̃�2

)︁𝑛]︁
· 𝑒−(𝜆·�̃�2) = 0,

яка рiвносильна наступнiй:⎧⎨⎩𝛼𝑛

(︁
�̃�1 · �̃�1

)︁𝑛
+ 𝛽𝑛

(︁
�̃�2 · �̃�1

)︁𝑛
= 0,

𝛼𝑛

(︁
�̃�1 · �̃�2

)︁𝑛
+ 𝛽𝑛

(︁
�̃�2 · �̃�2

)︁𝑛
= 0.

(12)

Оскiльки визначник однорiдної системи (12) дорiвнює нулю за припущен-
ням, ця система має нескiнченну кiлькiсть ненульових розв’язкiв. Отже, набори
констант (𝛼𝑛, 𝛽𝑛) є нетривiальними, що означає нетривiальнiсть побудованого
розв’язку (11) задачi (1), (2). Достатнiсть доведено.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Роботу при-
свячено дослiдженню питання порушення єдиностi розв’язку першої крайової
задачi у кутi для безтипного диференцiального рiвняння другого порядку з
неоднорiдним символом та комплексними коефiцiєнтами. Отримано критерiй
однозначної розв’язностi задачi Дiрiхле у просторi функцiй помiрного зростан-
ня для певного класу рiвнянь, пов’язаного iз заданою кутовою областю.
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Проблема, що постає, полягає у вiдсутностi локальної аналiтичностi пере-
творення Фур’є продовження нулем розв’язку задачi на всю площину. За допо-
могою зсуву початкового символу на деякий вектор, який належить трубчастiй
областi у C2, ми одержуємо диференцiальний оператор з однорiдним символом
i до отриманої в такий спосiб граничної задачi застосовуємо метод двоїстостi
рiвняння-область.
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Kyrychenko V. V., Lesina E. V. On the solution uniqueness of the Dirichle
problem in an angle on the plane for a differential equation with a non-homogeneous
operator symbol.

The paper considers the first boundary value problem for a second-order differential
equation with constant complex coefficients and a non-homogeneous operator symbol in a
corner on the plane. A necessary and sufficient condition for the uniqueness of the solution
of the problem in the space 𝐶2 with polynomial growth at infinity is obtained.

Keywords: typeless equation, corner point, differential operator, inhomogeneous symbol,
Schwarz space.
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ОЦIНЮВАННЯ ЙМОВIРНОСТI БАНКРУТСТВА ДЛЯ
БIНОМIАЛЬНО-𝜙-СУБГАУССОВОЇ МОДЕЛI РИЗИКУ

У роботi дослiджується процес ризику, утворений сумою бiномiально розподiленої
кiлькостi строго 𝜙-субгауссових випадкових доданкiв, якi описують окремi виплати,
що здiйснюються страховою компанiєю за деяким портфелем страхових полiсiв. Отри-
мано оцiнки ймовiрностi банкрутства для такої бiномiально-𝜙-субгауссової моделi ри-
зику для деяких часткових випадкiв функцiї 𝜙 та iнтенсивностi надходження премiй,
яка є монотонно зростаючою неперервною функцiєю часу.

Ключовi слова: бiномiальний розподiл, ймовiрнiсть банкрутства, процес ризику,
𝜙-субгауссовi випадковi величини, строго 𝜙-субгауссовi випадковi процеси.

1. Вступ. Актуальнiсть дослiдження полягає в тому, що в сучасних умовах
розвитку фiнансових ринкiв зростає необхiднiсть у точних математичних ме-
тодах для аналiзу та прогнозування поведiнки рiзних фiнансових iнструментiв
та процесiв. Використання класичних пiдходiв, таких як застосування гауссо-
вих випадкових процесiв, часто є недостатнiм для моделювання складних фi-
нансових явищ, що мають нестандартнi розподiли або вимагають врахування
складних залежностей.

У зв’язку з цим, дослiдження сучасних пiдходiв до аналiзу випадкових ве-
личин, якi виходять за рамки традицiйних гауссових моделей, стає критично
важливим для фiнансових аналiтикiв, банкiв, страхових компанiй та iнших уча-
сникiв фiнансового ринку. Впровадження нових методiв дозволить не тiльки
покращити точнiсть прогнозiв, але й забезпечити бiльш ефективне управлiння
ризиками, що є ключовим чинником стабiльностi у фiнансовiй сферi.

Наразi вiдомо, що у таких прикладних галузях як фiнанси i страхування
спостерiгаються випадковi процеси, якi не можна вважати гауссовими, звiдки
випливає пряма необхiднiсть у розвитку та застосуваннi теорiї 𝜙-субгауссових
випадкових процесiв як розширення вiдповiдної теорiї гауссових випадкових
процесiв.

Мета i завдання дослiдження: оцiнювання ймовiрностi банкрутства для про-
цесу ризику, представленого у виглядi бiномiальної суми з 𝜙-субгауссовими ви-
падковими величинами виплат, у випадку, коли функцiя 𝜙 має заздалегiдь за-
даний вираз.

Наукова новизна дослiдження полягає у виведеннi оцiнки ймовiрностi бан-
крутства для процесу ризику, який утворений бiномiальною сумою строго 𝜙-
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субгауссових випадкових виплат у випадку певного бiльш загального виду фун-
кцiї 𝜙.

Простори Sub𝜙(Ω), або простори 𝜙-субгауссових випадкових величин, — це
простори центрованих випадкових величин з певними експоненцiальними мо-
ментами [1,2]. Такi простори є пiдпросторами просторiв Орлiча експоненцiаль-
ного типу. Класи 𝜙-субгауссових випадкових процесiв, тобто, процесiв з про-
сторiв Sub𝜙(Ω), є бiльш широкими, нiж класи гауссових та субгауссових випад-
кових процесiв, тому дають можливiсть краще моделювати реальнi випадковi
процеси. В. Булдигiн та Ю. Козаченко [1] дослiджували властивостi сум неза-
лежних випадкових величин з таких просторiв i деякi властивостi випадкових
процесiв з просторiв Sub𝜙(Ω), отримали умови обмеженостi та оцiнки розподiлiв
супремумiв таких процесiв для випадку, коли процес визначений на просторi з
псевдометрикою, породженою цим процесом.

До класу 𝜙-субгауссових випадкових процесiв належать, зокрема, процеси
дробового броунiвського руху, якi широко використовуються для моделюван-
ня випадкових явищ у фiнансовiй математицi, а це означає, що до них можна
застосувати отриманi для 𝜙-субгауссових випадкових процесiв теоретичнi ре-
зультати.

У роботi [3] теорiю 𝜙-субгауссових випадкових процесiв застосовано для до-
слiдження властивостей випадкових пуассонiвських сум iз 𝜙-субгауссовими до-
данками, а в статтi [4] — для оцiнювання ймовiрностi банкрутства у моделi з
узагальненим 𝜙-субгауссовим дробовим броунiвським рухом. Подальший роз-
виток дослiджень моделей ризику з 𝜙-субгауссовими випадковими величинами
виплат наведено у роботi [5], в якiй отримано оцiнки ймовiрностi банкрутства
процесу ризику, що описується сумою випадкового бiномiально розподiлено-
го числа доданкiв, якi є 𝜙-субгауссовими випадковими величинами позовiв, а
iнтенсивнiсть надходження премiй є монотонно зростаючою неперервною фун-
кцiєю. Ми продовжуємо дослiдження таких процесiв ризику, а саме, на основi
результатiв роботи [5] виводимо оцiнки ймовiрностi банкрутства у субгауссово-
му випадку (𝜙(𝑥) = |𝑥|2

2
, 𝑥 ∈ R) та у випадку 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔

𝜔
, 𝑥 ∈ R, 1 < 𝜔 ≤ 2.

2. Необхiднi вiдомостi. У цьому роздiлi наведенi необхiднi в подальшому
означення та твердження з теорiї 𝜙-субгауссових випадкових величин та про-
цесiв [1, 2].

Означення 1. Неперервна парна опукла функцiя 𝜙 = {𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R} назива-
ється 𝑁-функцiєю Орлiча, якщо 𝜙(0) = 0 та 𝜙(𝑥) > 0, коли 𝑥 ̸= 0, та мають
мiсце такi умови

(𝐴0) lim
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥
= 0, (𝐴∞) lim

𝑥→∞

𝜙(𝑥)

𝑥
=∞.

Умова Q. Для 𝑁 -функцiї 𝜙 виконується умова Q, якщо lim inf
𝑥→0

𝜙(𝑥)
𝑥2 = 𝑐 > 0.

Можливо, що 𝑐 = +∞.
Нехай {Ω,B,P} – стандартний iмовiрнiсний простiр.

Означення 2. [1,2] Нехай 𝜙 – 𝑁-функцiя, для якої виконується умова Q.
Випадкова величина 𝜉 належить простору Sub𝜙(Ω), якщо E𝜉 = 0, E exp{𝜆𝜉}
iснує для всiх 𝜆 ∈ R та iснує така стала 𝑎 > 0, що для всiх 𝜆 ∈ R виконується
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нерiвнiсть E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝜆𝑎)}. Якщо 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2
, то простiр Sub𝑥2

2

(Ω) =

= Sub(Ω) називається субгауссовим.

Теорема 1. [1, 2] Простiр Sub𝜙(Ω) є банаховим простором з нормою

𝜏𝜙(𝜉) = sup
𝜆>0

𝜙(−1) (ln E exp{𝜆𝜉})
𝜆

,

де 𝜙(−1) — обернена до 𝜙 функцiя, також для всiх 𝜆 ∈ R виконується не-
рiвнiсть E exp{𝜆𝜉} ≤ exp {𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝜉))}, а також iснує така стала 𝑐𝜙 > 0, що
(E𝜉2)

1
2 ≤ 𝑐𝜙𝜏𝜙(𝜉).

Означення 3. Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається 𝜙-суб-
гауссовим процесом, якщо вiн задовольняє такi умови при всiх 𝑡 ∈ 𝑇 :

𝑋(𝑡) ∈ Sub𝜙(Ω), sup
𝑡∈𝑇

𝑋(𝑡) < +∞.

Якщо 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2
, то випадковий процес 𝑋(𝑡) називається субгауссовим.

Означення 4. Сiм’я ∆ випадкових величин з простору Sub𝜙(Ω) називає-
ться строго 𝜙-субгауссовою, якщо iснує стала 𝐶Δ > 0 така, що для будь-якої
скiнченої множини 𝐼, 𝜉𝑖 ∈ ∆, 𝑖 ∈ 𝐼 та для будь-яких 𝜆𝑖 ∈ R має мiсце нерiв-
нiсть

𝜏𝜙

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︃
≤ 𝐶Δ

(︃
E

(︂∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︂2
)︃ 1

2

.

Сталу 𝐶Δ будемо називати визначальною сталою сiм’ї ∆. Простiр строго
𝜙-субгауссових випадкових величин позначають SSub𝜙 (Ω).

Означення 5. Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається стро-
го 𝜙-субгауссовим, якщо сiм’я випадкових величин {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} є строго
𝜙-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї називається визначальною ста-
лою процесу та позначається 𝐶𝑋 .

Нехай (𝑇, 𝜌) — псевдометричний (метричний) сепарабельний простiр з псев-
дометрикою (метрикою) 𝜌, 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} – сепарабельний 𝜙-субгауссовий
випадковий процес. Припустимо, що iснує неперервна монотонно зростаюча
функцiя 𝜎 = {𝜎(ℎ), ℎ > 0} така, що 𝜎(ℎ) → 0 при ℎ → 0 та має мiсце не-
рiвнiсть

sup
𝜌(𝑡;𝑠)≤ℎ

𝜏𝜙(𝑋(𝑡)−𝑋(𝑠)) ≤ 𝜎(ℎ). (1)

Зауважимо, що таку властивiсть має функцiя 𝜎(ℎ) = sup
𝜌(𝑡;𝑠)≤ℎ

𝜏𝜙(𝑋(𝑡)−𝑋(𝑠)),

якщо процес 𝑋(𝑡) є неперервним у нормi 𝜏𝜙(·).

Нехай 𝐵 — компактна множина, причому 𝐵 ⊂ 𝑇 . Введемо 𝛽 > 0 — де-

яке число таке, що 𝛽 ≤ 𝜎

(︂
inf
𝑠∈𝐵

sup
𝑡∈𝐵

𝜌(𝑡; 𝑠)

)︂
. Надалi розглядаємо 𝐵 = [0, 1], яку

iнтерпретуємо як iнтервал часу в один рiк.
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Означення 6. Якщо iснує скiнчене 𝜀-покриття множини 𝑇 , то 𝑁(𝑇,𝜌)(𝜀)
означає кiлькiсть елементiв в найменшому 𝜀-покриттi цiєї множини. Крiм
того, якщо не iснує скiнченого 𝜀-покриття множини 𝑇 , то покладемо
𝑁(𝑇,𝜌)(𝜀) = +∞. Функцiю 𝑁(𝑇,𝜌)(𝜀), 𝜀 > 0, будемо називати метричною масивнi-
стю множини 𝑇 вiдносно псевдометрики (метрики) 𝜌 або просто метричною
масивнiстю.

Означення 7. Метричною ентропiєю вiдносно псевдометрики (метрики)
𝜌 або просто метричною ентропiєю називається функцiя

𝐻(𝑇,𝜌)(𝑢) :=

{︂
ln𝑁(𝑇,𝜌)(𝑢), якщо 𝑁(𝑇,𝜌)(𝜀) < +∞
+∞, якщо 𝑁(𝑇,𝜌)(𝜀) = +∞

де 𝑁(𝑇,𝜌)(𝑢) — метрична масивнiсть множини 𝑇 .

3. Бiномiально-𝜙-субгауссова модель ризику. Як i в роботi [5], розгля-
немо портфель страхової компанiї iз 𝑛 незалежних однорiдних ризикiв, кожен
з яких може викликати не бiльше однiєї страхової подiї. Зобразимо вiдповiдну
модель ризику в такому виглядi:

𝑋(𝑡) = 𝑢+ (𝐶 − 𝛼𝜇)𝑡−
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖 = 𝑢+ 𝑐𝑡−
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ≥ 0, (2)

де 𝑢 — початковий капiтал страхової компанiї, 𝐶 > 0 — iнтенсивнiсть надходже-
ння страхових внескiв, 𝛼 — середнiй розмiр страхової виплати, 𝑐 = 𝐶 − 𝛼𝜇 > 0
та

1) 𝑁𝑡 — випадковий процес, що описує кiлькiсть страхових подiй, якi сталися
на iнтервалi вiд 0 до 𝑡 вiдповiдно до бiномiального розподiлу

𝑃 (𝑁𝑡 = 𝑘) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝜃(𝑡)𝑘(1− 𝜃(𝑡))𝑛−𝑘,

де 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝜃(𝑡) — неперервна функцiя, що описує ймовiрнiсть настання
страхової подiї протягом часу [0, 𝑡], тобто 𝜃(0) = 0, 𝜃(+∞) = 1, 𝜃(𝑡1) ≤ 𝜃(𝑡2)
для довiльних 𝑡1 < 𝑡2. Нехай також ймовiрнiсть подiї 𝜃(𝑡) задовольняє при-
пущення, що |𝜃(𝑡)− 𝜃(𝑠)| ≤ 𝜇|𝑡− 𝑠| для деякого 𝜇 > 0. Крiм того, вважати-
мемо, що кiлькостi подiй, якi сталися на неперетинних часових iнтервалах,
є незалежними випадковими величинами,

2) 𝑌𝑖 є незалежними мiж собою випадковими величинами, що мають однако-
вий закон розподiлу, E(𝑌𝑖) = 0,

3) 𝑁𝑡 та послiдовнiсть випадкових величин (𝑌1, 𝑌2, . . .) є незалежними,
4) випадковi величини 𝑌𝑖 належать простору Sub𝜙(Ω).
Надалi розглядаються властивостi сум

𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖, (3)

для яких виконуються вищевказанi умови 1)–4).
Наведемо деякi результати, отриманi в роботi [5] для сум випадкової кiль-

костi 𝜙-субгауссових виплат вигляду (14).
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Лема 1. [5] Нехай 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

, 𝑡 ≥ 0 — випадковий процес, для якого вико-

нуються припущення 1)–4). Тодi для всiх 𝑡, 𝑠 > 0 та 𝜆 ∈ R виконуються такi
нерiвностi:

E exp {𝜆𝑆(𝑡)} ≤ (𝜃(𝑡) exp {𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))}+ 1− 𝜃(𝑡))𝑛 ,

E exp {𝜆(𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠))} ≤ ((𝜃(𝑡)− 𝜃(𝑠)) exp {𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))}+ 1− 𝜃(𝑡) + 𝜃(𝑠))𝑛

та D(𝑆(𝑡)− 𝑆(𝑠)) = 𝑛(𝜃(𝑡)− 𝜃(𝑠))E𝑌 2
1 .

Зауваження 1. З леми 1 випливає, що випадковий процес 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

, 𝑡 ≥ 0,

задовольняє умову (1) з функцiєю 𝜎(ℎ) = (𝑛ℎE𝑌 2
1 )

1
2 , ℎ > 0.

Теорема 2. [5] Нехай 𝑋(𝑡) = 𝑆(𝑡)−𝑓(𝑡), де
{︂
𝑆(𝑡) =

𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ 𝐵
}︂

— випад-

ковий процес, для якого виконуються припущення 1)–4). Нехай |𝜃(𝑡)− 𝜃(𝑠)| ≤
≤ 𝜇|𝑡−𝑠| для деякого 𝜇 > 0; та для деякої неперервної функцiї 𝑓 = {𝑓(𝑡), 𝑡 ≥ 0}
маємо |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≤ 𝛿(𝜌(𝑢; 𝑣)), де 𝛿 = {𝛿(𝑠), 𝑠 > 0} — обмежена монотонно
зростаюча функцiя, а 𝑟 = {𝑟(𝑢), 𝑢 ≥ 1} — така неспадна неперервна функцiя,
що 𝑟(𝑢) > 0 при 𝑢 > 1, причому 𝑠(𝑡) = 𝑟(exp{𝑡}), 𝑡 ≥ 0 є опуклою функцiєю.
Тодi якщо

𝛽∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂)︂
d𝑢 < +∞, (4)

то для всiх 0 < 𝛽 ≤
(︁

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

2

)︁ 1
2 та 𝑥 > 0 справджуються нерiвностi:

𝑃

{︂
sup
𝑡∈𝐵

(𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)) > 𝑥

}︂
≤ 𝑍𝑟(𝛽;𝑥),

𝑃

{︂
inf
𝑡∈𝐵

(𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)) < −𝑥
}︂
≤ 𝑍𝑟(𝛽;𝑥),

𝑃

{︂
sup
𝑡∈𝐵
|𝑆(𝑡)− 𝑓(𝑡)| > 𝑥

}︂
≤ 2𝑍𝑟(𝛽;𝑥),

де

𝑍𝑟(𝛽;𝑥) = inf
𝑝∈(0,1)

𝑟(−1)

⎛⎜⎝𝑛+ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂)︂
d𝑢

⎞⎟⎠×
× inf

𝜆>0
exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) +

𝑛𝛽2(1− 𝑝)
E𝑌 2

1

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
+

+𝜆
+∞∑︁
𝑘=2

𝛿

(︂
𝛽2𝑝2𝑘

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
− 𝜆𝑥

}︃
,

𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
𝐻𝐵

(︂
(𝛽𝑝)2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
+

+sup
𝑢∈𝐵

[︁𝑛
𝜈
ln (𝜃(𝑢) exp {𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))}+ 1− 𝜃(𝑢))− 𝜆𝑓(𝑢)

]︁)︂
.
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4. Оцiнювання ймовiрностi банкрутства. У даному роздiлi знайде-
но оцiнку ймовiрностi банкрутства для моделi ризику зi сталою iнтенсивнiстю
надходження премiй, у якiй процес ризику задано у виглядi бiномiальної суми
з cубгауссовими розмiрами виплат та 𝜙-cубгауссовими виплатами з функцiєю
𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔

𝜔
, 𝑥 ∈ R, 1 < 𝜔 ≤ 2.

Теорема 3. Нехай
{︂
𝑆(𝑡) =

𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ [0; 1]

}︂
— випадковий процес з власти-

востями 1)–4), 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2
, 𝑥 ∈ R, та виконується умова (4). Тодi для довiльних

𝑐 > 0, 𝑥 > 0 та 0 < 𝛽 ≤
(︁

𝑛E𝑌 2
1

2

)︁ 1
2 справджуються нерiвностi:

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑥

}︃
≤ 𝑍1(𝛽;𝑥), (5)

𝑃

{︂
inf

𝑡∈[0,1]
(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) < −𝑥

}︂
≤ 𝑍1(𝛽;𝑥),

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑥

}︃
≤ 2𝑍1(𝛽;𝑥),

де

𝑍1(𝛽;𝑥) = inf
𝑝∈(0,1)

𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼×

× inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) +

𝑛𝛽2 (𝜆𝜏𝜙(𝑌1))
2 𝑝3

2E𝑌 2
1 (1− 𝑝)2

+
𝜆𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

− 𝜆𝑥

}︃
,

𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
+

+ sup
𝑢∈[0,1]

[︂
𝑛

𝜈
ln

(︂
𝑢 · exp

{︂
(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

2

2

}︂
+ 1− 𝑢

)︂
− 𝜆𝑐𝑢

]︂)︃
.

Доведення. Для доведення твердження використаємо теорему 2, поклавши
𝜙(𝑥) = 𝑥2

2
, 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑡, 𝑐 = 𝐶 − 𝛼𝜇, 𝛿(𝑡) = 𝑡, 𝑟(𝑠) = 𝑠𝛼, 𝛼 ∈

(︀
0, 1

2

)︀
, 𝑝 ∈ (0, 1),

𝜌(𝑡; 𝑠) = |𝑡−𝑠|, 𝑡, 𝑠 ∈ [0; 1], 𝐶Δ = 1, 𝜃(𝑢) = 𝑢, 𝑢 ∈ [0, 1], 𝜃(𝑢) = 1, 𝑢 ∈ (1,+∞), 𝜇 =

= 1, 𝜎(ℎ) = (𝑛ℎE𝑌 2
1 )

1
2 , 𝜎(−1)(ℎ) = ℎ2

𝑛E𝑌 2
1
, ℎ > 0, 0 < 𝛽 ≤

(︁
𝑛E𝑌 2

1

2

)︁ 1
2
.

При таких умовах матимемо:

+∞∑︁
𝑘=2

𝛿

(︂
𝛽2𝑝2𝑘

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
=

+∞∑︁
𝑘=2

𝛽2𝑝2𝑘

𝑛E𝑌 2
1

=
𝛽2

𝑛E𝑌 2
1

· 𝑝4

1− 𝑝2
=

𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

;

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
=

1

2

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

1− 𝑝

)︂2

·
+∞∑︁
𝑘=2

𝑝𝑘+1 =
1

2
(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

2 ·
(︂

𝑝

1− 𝑝

)︂3

;

𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
= 𝑁[0,1](𝜎

(−1)(𝑢)) ≤ 1

2𝜎(−1)(𝑢)
+ 1 ≤ 𝑛E𝑌 2

1

𝑢2
;
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𝑟(−1)

⎛⎜⎝𝑛+ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂)︂
d𝑢

⎞⎟⎠ ≤ 𝑛E𝑌 2
1

⎛⎜⎝𝑛+ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑢−2𝛼d𝑢

⎞⎟⎠
1
𝛼

=

= 𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼 ;

𝐻𝐵

(︂
(𝛽𝑝)2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
= 𝐻[0,1]

(︀
𝜎(−1)(𝛽𝑝)

)︀
= ln

(︀
𝑁𝐵

(︀
𝜎(−1)(𝛽𝑝)

)︀)︀
≤ ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
.

Отже,

𝑍𝑟(𝛽;𝑥) ≤ inf
𝑝∈(0,1)

𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼×

× inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) +

𝑛𝛽2 (𝜆𝜏𝜙(𝑌1))
2 𝑝3

2E𝑌 2
1 (1− 𝑝)2

+
𝜆𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

− 𝜆𝑥

}︃
=: 𝑍1(𝛽;𝑥),

𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
+

+ sup
𝑢∈[0,1]

[︂
𝑛

𝜈
ln

(︂
𝑢 · exp

{︂
(𝜆𝜏𝜙(𝑌1))

2

2

}︂
+ 1− 𝑢

)︂
− 𝜆𝑐𝑢

]︂)︃
.

Теорема 4. Нехай
{︂
𝑆(𝑡) =

𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ [0; 1]

}︂
— випадковий процес з власти-

востями 1)–4), 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔
𝜔
, 𝑥 ∈ R, 1 < 𝜔 ≤ 2 та виконується умова (4). Тодi

для довiльних 𝑐 > 0, 𝑥 > 0 та 0 < 𝛽 ≤
(︁

𝑛E𝑌 2
1

2

)︁ 1
2 справджуються нерiвностi:

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑥

}︃
≤ 𝑍2(𝛽;𝑥), (6)

𝑃

{︂
inf

𝑡∈[0,1]
(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) < −𝑥

}︂
≤ 𝑍2(𝛽;𝑥),

𝑃

{︃
sup
𝑡∈[0,1]

|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑥

}︃
≤ 2𝑍2(𝛽;𝑥),

де

𝑍2(𝛽;𝑥) = inf
𝑝∈(0,1)

𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼×

× inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) +

𝑛𝛽2(𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|)𝜔

𝜔E𝑌 2
1

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
+

+
𝜆𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

− 𝜆𝑥

}︃
,

𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
+

+ sup
𝑢∈[0,1]

[︂
𝑛

𝜈
ln

(︂
𝑢 · exp

{︂
(𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|)𝜔

𝜔

}︂
+ 1− 𝑢

)︂
− 𝜆𝑐𝑢

]︂)︃
.
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Доведення. Для доведення твердження використаємо теорему 2, поклавши
𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔

𝜔
, 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑡, 𝛿(𝑡) = 𝑡, 𝑟(𝑠) = 𝑠𝛼, 𝛼 ∈

(︀
0, 1

2

)︀
, 𝑝 ∈ (0, 1), 𝜌(𝑡; 𝑠) = |𝑡− 𝑠|,

𝑡, 𝑠 ∈ [0; 1] 𝐶Δ = 1, 𝜃(𝑢) = 𝑢, 𝑢 ∈ [0, 1], 𝜃(𝑢) = 1, 𝑢 ∈ (1,+∞), 𝜇 = 1, 𝜎(ℎ) =

= (𝑛ℎE𝑌 2
1 )

1
2 , 𝜎(−1)(ℎ) = ℎ2

𝑛E𝑌 2
1
, ℎ > 0, 0 < 𝛽 ≤

(︁
𝑛E𝑌 2

1

2

)︁ 1
2
.

При таких умовах матимемо:
+∞∑︁
𝑘=2

𝛿

(︂
𝛽2𝑝2𝑘

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
=

+∞∑︁
𝑘=2

𝛽2𝑝2𝑘

𝑛E𝑌 2
1

=
𝛽2

𝑛E𝑌 2
1

· 𝑝4

1− 𝑝2
=

𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

;

+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1𝜙

(︂
𝜆𝜏𝜙(𝑌1)

(1− 𝑝)𝑝𝑘−1

)︂
=

1

𝜔

(︂
𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|
1− 𝑝

)︂𝜔

·
+∞∑︁
𝑘=2

𝑝3𝑘−1−𝜔(𝑘−1) =

=
1

𝜔

(︂
𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|
1− 𝑝

)︂𝜔
𝑝5−𝜔

1− 𝑝3−𝜔
;

𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
= 𝑁[0,1](𝜎

(−1)(𝑢)) ≤ 1

2𝜎(−1)(𝑢)
+ 1 ≤ 𝑛E𝑌 2

1

𝑢2
;

𝑟(−1)

⎛⎜⎝𝑛+ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑟

(︂
𝑁𝐵

(︂
𝑢2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂)︂
d𝑢

⎞⎟⎠ ≤ 𝑛E𝑌 2
1

⎛⎜⎝𝑛+ 1

𝛽𝑝

𝛽𝑝2∫︁
0

𝑢−2𝛼d𝑢

⎞⎟⎠
1
𝛼

=

= 𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼 ;

𝐻𝐵

(︂
(𝛽𝑝)2

𝐶2
Δ𝑛𝜇E𝑌 2

1

)︂
= 𝐻[0,1]

(︀
𝜎(−1)(𝛽𝑝)

)︀
= ln

(︀
𝑁𝐵

(︀
𝜎(−1)(𝛽𝑝)

)︀)︀
≤ ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
.

Отже,

𝑍𝑟(𝛽;𝑥) ≤ inf
𝑝∈(0,1)

𝑛(𝑛+ 1)
1
𝛼E𝑌 2

1 𝛽
2𝑝

1
𝛼
−4 · (1− 2𝛼)−

1
𝛼×

× inf
𝜆>0

exp

{︃
𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) +

𝑛𝛽2(𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|)𝜔

𝜔E𝑌 2
1

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
+

+
𝜆𝛽2𝑝4

(1− 𝑝2)𝑛E𝑌 2
1

− 𝜆𝑥

}︃
=: 𝑍2(𝛽, 𝑥),

𝑊 (𝜆; 𝑝; 𝛽) = inf
𝜈≥(1−𝑝)−1

(︂
1

𝜈
ln

(︂
𝑛E𝑌 2

1

(𝛽𝑝)2

)︂
+

+ sup
𝑢∈[0,1]

[︂
𝑛

𝜈
ln

(︂
𝑢 · exp

{︂
(𝜆|𝜏𝜙(𝑌1)|)𝜔

𝜔

}︂
+ 1− 𝑢

)︂
− 𝜆𝑐𝑢

]︂)︃
.

Нерiвностi (15) та (16), доведенi у цих теоремах, дають оцiнки ймовiрно-
стi банкрутства для вiдповiдної бiномiально-𝜙-субгауссової моделi ризику при
початковому капiталi 𝑥 > 0.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi на-
ведено результати оцiнювання ймовiрностi банкрутства для бiномiально-𝜙-суб-
гауссової моделi ризику у субгауссовому випадку (𝜙(𝑥) = |𝑥|2

2
, 𝑥 ∈ 𝑅) та у
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випадку 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔
𝜔
, 𝑥 ∈ R, 1 < 𝜔 ≤ 2, при цьому потiк премiй є монотонно

зростаючою неперервною функцiєю. Напрямки подальших дослiджень таких
моделей включають як виведення оцiнок ймовiрностi банкрутства для iнших
𝑁 -функцiй Орлiча 𝜙, так i конкретизацiю оцiнок для певних заданих значень
параметрiв моделi. Результати дослiдження можуть бути використанi актуа-
рiями та фiнансовими аналiтиками для оцiнювання ризикiв та забезпечення
платоспроможностi страхових компанiй.
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УЗАГАЛЬНЕННЯ НЕРIВНОСТI ФЕЙЄРА
ДЛЯ ФУНКЦIЙ ДВОХ ЗМIННИХ

У статтi узагальнено нерiвнiсть Фейєра для покоординатно опуклих функцiй двох
змiнних. За допомогою нерiвностi Ермiта–Адамара для покоординатно опуклих фун-
кцiй двох змiнних отриманi iнтервальнi оцiнки подвiйних iнтегралiв по прямокутнику.

Ключовi слова: нерiвнiсть Фейєра, нерiвнiсть Ермiта–Адамара, опукла функцiя,
неперервна функцiя, iнтегровна за Рiманом функцiя.

1. Вступ. У 1906 р. угорський математик Л. Фейєр [1], вiдомий своїми до-
слiдженнями у теорiї рядiв Фур’є, отримав оцiнку iнтеграла вiд деякої опуклої
функцiї. Цю нерiвнiсть пiзнiше було названо на його честь.

Наведемо нерiвнiсть Фейєра у виглядi наступної теореми.

Теорема 1. [1] Нехай функцiї 𝑓, 𝑔 : [𝑎, 𝑏] → R задовольняють наступнi
умови:

1) функцiя 𝑓 опукла вниз на вiдрiзку [𝑎, 𝑏];
2) функцiя 𝑔 неперервна i невiд’ємна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏];
3) ∀𝑡 ∈

[︀
0, 𝑏−𝑎

2

]︀
: 𝑔(𝑎+ 𝑡) = 𝑔(𝑏− 𝑡).

Тодi

𝑓

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥. (1)

Подвiйна нерiвнiсть (1) називається нерiвнiстю Фейєра. У випадку 𝑔(𝑥) = 1
ця нерiвнiсть переходить у вiдому нерiвнiсть Ермiта-Адамара оцiнки середнього
значення на вiдрiзку опуклої функцiї. Так для опуклої вниз на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]
функцiї 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] виконується нерiвнiсть Ермiта–Адамара [6]:

𝑓

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
≤ 1

𝑏− 𝑎

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
.
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Така нерiвнiсть є першим фундаментальним результатом для опуклих функцiй,
визначених на iнтервалi дiйсних чисел iз природною геометричною iнтерпрета-
цiєю та значною кiлькiстю застосувань для окремих нерiвностей [2].

Узагальнення та застосування нерiвностi Фейєра, а також нерiвностi Ермiта–
Адамара для побудови рiзних оцiнок для iнтегралiв вiд опуклих функцiй до-
слiджувались багатьма авторами. Так, у монографiї [2] подано основнi факти,
пов’язанi з нерiвностями Ермiта–Адамара для опуклих функцiй, велику кiль-
кiсть результатiв для спецiальних середнiх, а також нерiвностi для iнших по-
нять опуклостей. У статтi [3] автори встановили деякi новi нерiвностi типу Фейе-
ра для опуклих функцiй. Нерiвностi Ермiта–Адамара, Фейєра та подiбнi нерiв-
ностi для 𝑠–опуклих функцiй у другому сенсi було отримано у статтях [4], [5].
У 2022 роцi в роботi З. Екен [6] отримано нерiвнiсть Фейєра для 𝑠–опуклих
функцiй у четвертому значеннi, а також приклади застосування цих нерiвно-
стей для оцiнки функцiї похибки Гаусса, рiзницi мiж двома неповними гамма–
функцiями та iнтеграла Френеля. У статтi Р. Делавар [7] були також одержанi
узагальнення та уточнення нерiвностi Фейера з деякими новими застосування-
ми, зокрема пов’язанi з функцiями Ейлера.

Зауважимо, що якщо функцiя 𝑓 опукла вгору на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то знак нерiв-
ностi в (1) змiнюється на протилежний. Опукла вниз на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] функцiя
𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R неперервна на iнтервалi (𝑎, 𝑏) [8]. На кiнцях вiдрiзка ця функцiя
має скiнченнi границi, причому границя справа у точцi : 𝑓(𝑎+0) ≤ 𝑓(𝑎), грани-
ця злiва у точцi 𝑏 : 𝑓(𝑏− 0) ≤ 𝑓(𝑏) [8]. Тому пiдiнтегральнi функцiї у нерiвностi
(1) iнтегровнi за Рiманом.

2. Нерiвнiсть Фейєра для функцiй двох змiнних. Нехай ∆ = [𝑎1, 𝑏1]×
[𝑎2, 𝑏2] — прямокутник у R2, ℎ = ℎ(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ ∆ — дiйсна функцiя двох
змiнних.

Означення 1. Функцiя ℎ : ∆ → R називається покоординатно опуклою
вниз на прямокутнику ∆ = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2], якщо:

1) ∀𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1] функцiя ℎ(𝑥, ·) : [𝑎2, 𝑏2]→ R опукла вниз на вiдрiзку [𝑎2, 𝑏2];
2) ∀𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑏2] функцiя ℎ(·, 𝑦) : [𝑎1, 𝑏1]→ R опукла вниз на вiдрiзку [𝑎1, 𝑏1].

Аналогiчно визначають покоординатну опуклiсть вгору функцiї на прямо-
кутнику.

Опукла на прямокутнику функцiя є покоординатно опуклою, але не навпа-
ки. Наведемо вiдповiдний приклад.

Приклад 1. Функцiя ℎ(𝑥, 𝑦) = −𝑥 · 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ∆ = [−1, 1]2 є покоординатно
опуклою вниз. Дiйсно, для довiльного фiксованого 𝑥 ∈ [−1, 1] функцiя ℎ = −𝑥 ·
𝑦, 𝑦 ∈ ∆ = [−1, 1] опукла вниз на вiдрiзку [−1, 1]. Аналогiчно, для довiльного
фiксованого 𝑦 ∈ [−1, 1] функцiя ℎ = −𝑥 · 𝑦, 𝑥 ∈ ∆ = [−1, 1] опукла вниз на
вiдрiзку [−1, 1].

Але ця функцiя не є опуклою вниз на квадратi ∆ як функцiя двох змiнних.
Дiйсно, для точок (0, 0), (1, 1), (−1,−1) маємо: (0, 0) = (1,1)+(−1,−1)

2
, але

ℎ(0, 0) = 0 >
1

2
(ℎ(1, 1) + ℎ(−1,−1)) = −1.

Теорема 2. Нехай функцiї ℎ, 𝑔 : ∆ = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] → R задовольняють
умови:
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1) функцiя ℎ покоординатно опукла вниз на прямокутнику ∆;
2) функцiя 𝑔 неперервна i невiд’ємна на прямокутнику ∆;
3) ∀𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑏2] : 𝑔(𝑎1 + 𝑡, 𝑦) = 𝑔(𝑏1 − 𝑡, 𝑦), 𝑡 ∈

[︀
0, 𝑏1−𝑎1

2

]︀
;

∀𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1] : 𝑔(𝑥, 𝑎2 + 𝑠) = 𝑔(𝑥, 𝑏2 − 𝑠), 𝑠 ∈
[︀
0, 𝑏2−𝑎2

2

]︀
.

Тодi

ℎ

(︂
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤
∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤ (2)

≤ 1

4

(︁
ℎ(𝑎1, 𝑎2) + ℎ(𝑎1, 𝑏2) + ℎ(𝑏1, 𝑎2) + ℎ(𝑏1, 𝑏2)

)︁∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

Зауваження 1. Геометрична iнтерпретацiя умови 3) теореми (2) полягає
у тому, що поверхня 𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ ∆ симетрична вiдносно кожної з
площин 𝑥 = 𝑎1+𝑏1

2
, 𝑦 = 𝑎2+𝑏2

2
.

Доведення. Доведемо теорему (2). Зафiксуємо 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1] i покладемо

ℎ1(𝑦) = ℎ(𝑥, 𝑦), 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑏2] ,

𝑔1(𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦), 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑏2] .

Функцiя ℎ1 опукла вниз на вiдрiзку [𝑎2, 𝑏2]. Функцiя 𝑔1 ∈ 𝐶 ([𝑎2, 𝑏2]) i не-
вiд’ємна на вiдрiзку [𝑎2, 𝑏2]. Крiм того,

𝑔1(𝑎2 + 𝑠) = 𝑔(𝑥, 𝑎2 + 𝑠) = 𝑔(𝑥, 𝑏2 − 𝑠) = 𝑔1(𝑏2 − 𝑠), 𝑠 ∈
[︂
0,
𝑏2 − 𝑎2

2

]︂
.

Внаслiдок нерiвностi Фейєра для функцiй ℎ1, 𝑔1 на вiдрiзку [𝑎2, 𝑏2],

ℎ

(︂
𝑥,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤
∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤ ℎ(𝑥, 𝑎2) + ℎ(𝑥, 𝑏2)

2

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦. (3)

Далi, функцiї ℎ
(︀
𝑥, 𝑎2+𝑏2

2

)︀
, ℎ(𝑥, 𝑎2), ℎ(𝑥, 𝑏2), 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1] опуклi вниз на вiдрiз-

ку [𝑎1, 𝑏1]. Функцiя 𝑔(𝑥) =
∫︀ 𝑏2
𝑎2
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1] неперервна i невiд’ємна на

вiдрiзку [𝑎1, 𝑏1]. Внаслiдок умови 3),

𝑔(𝑎1 + 𝑡) =

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑎1 + 𝑡, 𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑏1 − 𝑡, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝑔(𝑏1 − 𝑡), 𝑡 ∈
[︂
0,
𝑏1 − 𝑎1

2

]︂
.

Внаслiдок нерiвностi Фейєра для функцiй ℎ
(︀
·, 𝑎2+𝑏2

2

)︀
, 𝑔(·) на вiдрiзку [𝑎1, 𝑏1]

маємо:

ℎ

(︂
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

= ℎ

(︂
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤ (4)
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≤
∫︁ 𝑏1

𝑎1

ℎ

(︂
𝑥,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ

(︂
𝑥,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

Подвiйну нерiвнiсть (3) почленно проiнтегруємо на вiдрiзку [𝑎1, 𝑏1] за змiн-
ною 𝑥 i отримаємо∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ

(︂
𝑥,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤
∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑎2) + ℎ(𝑥, 𝑏2)

2
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦. (5)

Iз нерiвностей (4) та (5) слiдує

ℎ

(︂
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤
∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦. (6)

Тепер застосуємо нерiвнiсть Фейєра для функцiй ℎ(·,𝑎2)+ℎ(·,𝑏2)
2

, 𝑔(·) на вiдрiзку
[𝑎1, 𝑏1]: ∫︁ 𝑏1

𝑎1

ℎ(𝑥, 𝑎2) + ℎ(𝑥, 𝑏2)

2
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤

≤ 1

4

(︁
ℎ(𝑎1, 𝑎2) + ℎ(𝑎1, 𝑏2) + ℎ(𝑏1, 𝑎2) + ℎ(𝑏1, 𝑏2)

)︁∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑔(𝑥)𝑑𝑥. (7)

Iз нерiвностей (5) та (7) слiдує нерiвнiсть:∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤ 1

4

(︁
ℎ(𝑎1, 𝑎2) + ℎ(𝑎1, 𝑏2) + ℎ(𝑏1, 𝑎2) + ℎ(𝑏1, 𝑏2)

)︁∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦. (8)

Нерiвнiсть (2) еквiвалентна нерiвностям (6) i (8). Теорема доведена.
Нерiвнiсть (2) будемо називати нерiвнiстю Фейєра для функцiй двох змiн-

них. Якщо функцiя ℎ : ∆→ R покоординатно опукла вгору на прямокутнику ∆,
то знаки нерiвностi у подвiйнiй нерiвностi (2) потрiбно замiнити на протилежнi.

Приклад 2. За допомогою нерiвностi Фейєра оцiнимо iнтеграл∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

𝑑𝑦.

Позначимо:
ℎ(𝑥, 𝑦) =

1√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

, (𝑥, 𝑦) ∈ [−1, 1]2;

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦4, (𝑥, 𝑦) ∈ [−1, 1]2.
Функцiя 𝑔 задовольняє умови 2)-3) теореми (2). Доведемо, що функцiя

ℎ(𝑥, 𝑦) покоординатно опукла вгору на квадратi [−1, 1]2. Функцiя ℎ симетри-
чна вiдносно змiнних 𝑥, 𝑦. Тому достатньо довести, що ∀𝑦 ∈ [−1, 1] функцiя
ℎ(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ [−1, 1] опукла як функцiя змiнної 𝑥. Маємо:

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= −1

2
(9 + 𝑥4 + 𝑦4)−

3
2 · 4𝑥3 = −2𝑥3(9 + 𝑥4 + 𝑦4)−

3
2 ;
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𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
= −6𝑥2(9 + 𝑥4 + 𝑦4)−

3
2 + 3𝑥3(9 + 𝑥4 + 𝑦4)−

5
2 · 4𝑥3 =

= (9 + 𝑥4 + 𝑦4)−
5
2

(︁
12𝑥6 − 6𝑥2

(︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

)︀ )︁
=

= 6𝑥2(9 + 𝑥4 + 𝑦4)−
5
2

(︀
2𝑥4 − 9− 𝑥4 − 𝑦4

)︀
=

= −6𝑥2 9− 𝑥4 + 𝑦4

(9 + 𝑥4 + 𝑦4)
5
2

< 0, 𝑥 ∈ [−1, 1].

Тому ∀𝑦 ∈ [−1, 1] функцiя ℎ(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ [−1, 1] опукла вгору. Внаслiдок нерiвностi
Фейєра

1

3

∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4𝑑𝑦 ≥
∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

𝑑𝑦 ≥

≥ 1

4

4√
11

∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4𝑑𝑦,

тобто
4

3
· 1
3
· 1
5
≥
∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

𝑑𝑦 ≥ 4√
11
· 1
3
· 1
5
,

4

45
≥
∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

𝑑𝑦 ≥ 4

20
√
11
,

0, 0(8) ≥
∫︁ 1

−1

𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑦4√︀
9 + 𝑥4 + 𝑦4

𝑑𝑦 ≥ 0, 0603.

У випадку 𝑔(𝑥, 𝑦) = 1, (𝑥, 𝑦) ∈ ∆ нерiвнiсть Фейєра (2) для функцiй двох
змiнних переходить у нерiвнiсть Ермiта–Адамара [8] для функцiй двох змiнних.
Сформулюємо вiдповiдну теорему.

Теорема 3. Нехай ∆ = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2], функцiя ℎ : ∆→ R покоординатно
опукла вниз на прямокутнику ∆. Тодi

ℎ

(︂
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2

)︂
≤ 1

(𝑏1 − 𝑎1)(𝑏2 − 𝑎2)

∫︁ 𝑏1

𝑎1

𝑑𝑥

∫︁ 𝑏2

𝑎2

ℎ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

≤ 1

4

(︁
ℎ(𝑎1, 𝑎2) + ℎ(𝑎1, 𝑏2) + ℎ(𝑏1, 𝑎2) + ℎ(𝑏1, 𝑏2)

)︁
. (9)

Зазначимо, що таке узагальнення мiститься у монографiї [2, с. 316].
3. Iнтервальнi оцiнки подвiйних iнтегралiв покоординатно опуклих

функцiй. Наведенi у цьому пiдроздiлi результати отриманi у третьому роздiлi
магiстерської роботи [9].

Нехай 𝑓 : [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] → R — неперервна i покоординатно опукла на
прямокутнику ∆ = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2] функцiя.

Для натурального числа 𝑛 розглянемо розбиття прямокутника ∆ на 𝑛2 пря-
мокутникiв 𝑄𝑖𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛:

𝜆𝑛 = {𝑄𝑖𝑗 = [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]× [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗]
⃒⃒
𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛},

де

𝑥𝑘 = 𝑎1 + 𝑘ℎ1𝑛, ℎ1𝑛 =
𝑏1 − 𝑎1
𝑛

, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛;
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𝑦𝑘 = 𝑎2 + 𝑘ℎ2𝑛, ℎ2𝑛 =
𝑏2 − 𝑎2
𝑛

, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Застосуємо нерiвнiсть Ермiта–Адамара на кожному прямокутнику 𝑄𝑖𝑗:

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
≤ 1

ℎ1𝑛ℎ2𝑛

∫︁
𝑄𝑖𝑗

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤

≤ 1

4

(︁
𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

)︁
.

Помножимо цю подвiйну нерiвнiсть на ℎ1𝑛ℎ2𝑛

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
ℎ1𝑛ℎ2𝑛 ≤

∫︁
𝑄𝑖𝑗

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤

≤ 1

4

(︁
𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

)︁
ℎ1𝑛ℎ2𝑛.

Пiдсумуємо цi нерiвностi по 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 та 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛:
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
ℎ1𝑛ℎ2𝑛 ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑄𝑖𝑗

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ (10)

≤ 1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

)︁
ℎ1𝑛ℎ2𝑛.

Внаслiдок адитивностi подвiйного iнтеграла Рiмана,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑄𝑖𝑗

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Δ

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (11)

Покладемо

𝐴𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
ℎ1𝑛ℎ2𝑛, (12)

𝐵𝑛 =
1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

)︁
ℎ1𝑛ℎ2𝑛. (13)

Теорема 4. Нехай функцiя 𝑓 : ∆ = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2]→ R задовольняє насту-
пнi умови:

1) 𝑓 ∈ 𝐶
(︁
[𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2]

)︁
;

2) функцiя 𝑓 покоординатно опукла вниз на прямокутнику ∆.
Тодi

1)

∀𝑛 ≥ 1 : 𝐴𝑛 ≤
∫︁
Δ

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝐵𝑛; (14)
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2) 𝐵𝑛 − 𝐴𝑛 → 0, 𝑛→∞, де 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 визначенi рiвностями (12), (13).

Доведення. Зауважимо, що дрiбнiсть розбиття 𝑑(𝜆𝑛) =
√︀
ℎ21𝑛 + ℎ22𝑛 → 0, 𝑛→

∞. Суми
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
ℎ1𝑛ℎ2𝑛,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1)ℎ1𝑛ℎ2𝑛,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗)ℎ1𝑛ℎ2𝑛,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1)ℎ1𝑛ℎ2𝑛,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗)ℎ1𝑛ℎ2𝑛

мiстяться у подвiйнiй нерiвностi (10) i є iнтегральними сумами для функцiї 𝑓 ,
розбиття 𝜆𝑛 i вiдповiдних наборiв промiжних точок. Отже, кожна з цих сум
прямує до

∫︀
Δ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 при 𝑛 → ∞. Iз рiвностей (11), (12) слiдує, що 𝐴𝑛 →∫︀

Δ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑛→∞ i 𝐵𝑛 →

∫︀
Δ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑛→∞. Тому 𝐵𝑛−𝐴𝑛 → 0, 𝑛→∞.

Нерiвнiсть (14) з урахуванням позначень (13), (12) та рiвностi (11) безпосе-
редньо слiдує з нерiвностi (10). Теорема доведена.

Зауваження 2. Якщо умову покоординатної опуклостi вниз замiнити на
умову покоординатної опуклостi вгору, то нерiвнiсть (14) запишеться у ви-
глядi:

∀𝑛 ≥ 1 : 𝐴𝑛 ≥
∫︁
Δ

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 𝐵𝑛; (15)

Алгоритм обчислення подвiйного iнтеграла опуклої функцiї iз за-
даною точнiстю 𝜀 > 0. Нехай функцiя 𝑓 : [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2]→ R — неперервна i
покоординатно опукла вниз на прямокутнику ∆ = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2]. Нехай, далi
𝜆
(1)
𝑛 = {𝑎1 = 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑏1} — рiвномiрне розбиття вiдрiзка [𝑎1, 𝑏1] з кроком
ℎ1𝑛 = 𝑏1−𝑎1

𝑛
i 𝜆(2)𝑛 = {𝑎2 = 𝑦0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 = 𝑏2} — рiвномiрне розбиття [𝑎2, 𝑏2] з

кроком ℎ2𝑛 = 𝑏2−𝑎2
𝑛

. Зауважимо, що

𝑥𝑘 = 𝑎1 + 𝑘ℎ1𝑛, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑦𝑘 = 𝑎2 + 𝑘ℎ2𝑛, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Послiдовно обчислюємо

𝐴𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓

(︂
𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖

2
,
𝑦𝑗−1 + 𝑦𝑗

2

)︂
ℎ1𝑛ℎ2𝑛, 𝑛 ≥ 1,

𝐵𝑛 =
1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

)︁
ℎ1𝑛ℎ2𝑛, 𝑛 ≥ 1.

Нехай 𝑚 — натуральне число, при якому 𝐵𝑚 −𝐴𝑚 < 2𝜀. Тодi 𝐴𝑚+𝐵𝑚

2
набли-

жене значення подвiйного iнтеграла
∫︀
Δ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 з точнiстю до 𝜀.

Якщо на 𝑛–тому кроцi 𝐵𝑛−𝐴𝑛 > 2𝜀, то продовжуємо обчислення. Якщо 𝐵𝑛−
𝐴𝑛 ≤ 2𝜀, то 𝐴𝑛+𝐵𝑛

2
— наближене значення подвiйного iнтеграла

∫︀
Δ
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 з

точнiстю до 𝜀 > 0.
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Приклад 3. Обчислимо з точнiстю до однiєї тисячної iнтеграл∫︁
[0,1]2

𝑒𝑥𝑦 · 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦.

Функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 · 𝑥𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 1]2 неперервна на [0, 1]2. Ця функцiя симе-
трична вiдносно змiнних 𝑥, 𝑦. Тому для доведення покоординатної опуклостi
вниз достатньо ∀𝑦 ∈ [0, 1] дослiдити опуклiсть функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 · 𝑥𝑦 вiд-
носно змiнної 𝑥 на вiдрiзку [0, 1].

Маємо:
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑦2𝑥𝑒𝑥𝑦 + 𝑦𝑒𝑥𝑦;

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= 𝑦3𝑥𝑒𝑥𝑦 + 𝑦2𝑒𝑥𝑦 + 𝑦2𝑒𝑥𝑦 ≥ 0, 𝑥 ∈ [0, 1].

Отже, функцiя 𝑓 опукла вниз вiдносно змiнної 𝑥 на вiдрiзку [0, 1]. У нашо-
му випадку

𝐴𝑛 =
1

𝑛2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

exp

(︃(︀
𝑖− 1

2

)︀ (︀
𝑗 − 1

2

)︀
𝑛2

)︃
·
(︀
𝑖− 1

2

)︀ (︀
𝑗 − 1

2

)︀
𝑛2

, 𝑛 ≥ 1,

𝐵𝑛 =
1

4𝑛2

(︃
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

exp

(︂
(𝑖− 1) (𝑗 − 1)

𝑛2

)︂
· (𝑖− 1) (𝑗 − 1)

𝑛2
+

+
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

exp

(︂
(𝑖− 1) 𝑗

𝑛2

)︂
· (𝑖− 1) 𝑗

𝑛2
+

+
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︁
exp

(︂
𝑖 (𝑗 − 1)

𝑛2

)︂
· 𝑖 (𝑗 − 1)

𝑛2
+ exp

(︂
𝑖 · 𝑗
𝑛2

)︂
· 𝑖 · 𝑗
𝑛2

)︁)︃
, 𝑛 ≥ 1.

Наведемо результати обчислень:
𝑛 𝐴𝑛 𝐵𝑛

10 0, 399366 0, 402418
15 0, 399928 0, 401283

𝐵15 − 𝐴15 < 0, 002, 𝐴15+𝐵15

2
= 0, 400 — наближене значення iнтеграла

∫︀
[0,1]2

𝑒𝑥𝑦 ·
𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 з точнiстю до однiєї тисячної.

4. Висновки. У цiй статтi нерiвнiсть Фейєра узагальнена для функцiй
двох змiнних на прямокутнику. Нерiвнiсть Ермiта–Адамара для функцiй двох
змiнних застосовано для побудови iнтервальних оцiнок подвiйних iнтегралiв по
прямокутнику.
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ВЛАСТИВОСТI ВIНЕРОВОГО ПРОЦЕСУ ЗI ЗМIННИМ
ФАЗОВИМ ПРОСТОРОМ

Для вiнерового процесу зi змiнним фазовим простором дослiджено iснування по-
чаткового розподiлу iз заданими фiнальними ймовiрностями, зосередженого в однiй
точцi, для випадку чотирьох точок 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 на межi областi. Для дифузiйного
процесу зi змiнним фазовим простором дослiджено iснування початкового розподiлу
iз заданими фiнальними ймовiрностями.

Ключовi слова: вiнерiв процес, вiнерiв процес з поглинанням, початковий розподiл.

1. Вступ. Вивчення стохастичних потокiв починалось вiд iдеї розглядати силь-
нi розв’язки стохастичних диференцiальних рiвнянь як функцiї вiд початкової
точки. З розвитком математичних моделей виникла трактовка потоку як суку-
пностi маркiвських процесiв, що певним чином взаємодiють мiж собою. В тому
числi, почали розглядати й потоки зi склеюванням, тобто потоки, траєкторiї
частинок в яких пiсля зустрiчi склеюються в одну.

Такi потоки з’являються як при описi турбулентних явищ, моделей протiка-
ння для рiчкових систем тощо.

Класичним прикладом стохастичного потоку зi склеюванням є потiк Арра-
тья [1], який може бути описаний на iнтуїтивному рiвнi як сукупнiсть частинок,
що стартують з кожної точки числової прямої, здiйснюють броунiвський рух та
рухаються незалежно до моменту зустрiчi, а при зустрiчi склеюються та про-
довжують броунiвський рух разом.

Також прикладами стохастичних потокiв зi склеюванням можуть бути по-
токи Харрiса у випадку наявностi склеювання [2].

Для стохастичного потоку зi склеюванням 𝑛-точковий рух є 𝑛-вимiрним ви-
падковим процесом, координати якого пiсля зустрiчi залишаються рiвними.

Випадковий процес, що описує рух броунiвських частинок, якi при зустрiчi
склеюються, проте не уповiльнюються, дослiджував А. А. Дороговцев [3, 4].

Метою цiєї роботи є дослiдження властивостей схожого процесу, який ми
будемо називати вiнеровим процесом зi змiнним фазовим простором, а також
його аналогу. Вiнерiв процес зi змiнним фазовим простором починає свiй рух в
однозв’язнiй областi, на межi якої вибрано скiнченну кiлькiсть точок
𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, що розбивають межу цiєї областi на 𝑛 дуг. Вiн поводиться як
двовимiрний вiнерiв процес до моменту виходу на межу, а потiм як одновимiр-
ний вiнерiв процес на вiдповiднiй дузi з поглинанням на кiнцях.

Роздiл 1: Математика i статистика
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В роботi [5] дослiджувались початковi розподiли, за яких вiнерiв процес зi
змiнним фазовим простором зупинявся у точках 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 з наперед зада-
ними ймовiрностями.

У цiй статi доповнюються та узагальнюються результати роботи [5].
2. Вiнерiв процес зi змiнним фазовим простором. Нехай задана обме-

жена однозв’язна область 𝑄 в R2 з кусково-гладкою межею. На межi цiєї областi
виберемо скiнченну кiлькiсть точок рiзних 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 (для зручностi позна-
чень будемо вважати, що 𝐴0 = 𝐴𝑛), що розбивають межу областi 𝑄 на 𝑛 дуг.

Рис. 1

Будемо розглядати процес 𝑌(𝑥0,𝑦0) (·), що стартує з точки (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑄 та
поводиться як двовимiрний вiнерiв процес до моменту виходу на межу областi

𝑄. У цей момент процес 𝑌 потрапляє на одну з дуг ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , а потiм поводиться,

як одновимiрний вiнерiв процес на дузi ⌢𝐴𝑘−1𝐴𝑘 з поглинанням на кiнцях.
Цей процес, який ми будемо називати вiнеровим процесом зi змiнним фазо-

вим простором, можна задати таким чином:

𝑌(𝑥0,𝑦0) (𝑡) = I{𝑡<𝜏} · 𝑤(𝑥0,𝑦0) (𝑡) + I{𝑡≥𝜏} ·
𝑛∑︁

𝑘=1

I⎧⎨⎩𝑤(𝜏)∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⎫⎬⎭
· 𝑤(𝑘)

𝑤(𝜏) (𝑡− 𝜏) ,

де 𝑤(𝑥0,𝑦0) (·) — двовимiрний вiнерiв процес, що стартує з точки (𝑥0, 𝑦0) в областi
𝑄, 𝜏 — момент першого виходу процесу 𝑤(𝑥0,𝑦0) на межу цiєї областi, тобто

𝜏 = inf
{︀
𝑡 ≥ 0 : 𝑤(𝑥0,𝑦0) (𝑡) ∈ 𝜕𝑄

}︀
,

𝑤
(𝑘)
(𝑥𝑘,𝑦𝑘)

, 𝑘 = 1, 𝑛, — незалежнi в сукупностi та незалежнi вiд 𝑤(𝑥0,𝑦0) вiнеровi

процеси на дугах ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 з поглинанням на кiнцях, що стартують з точок

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) ∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 .

В роботi [5] було доведено, що процес 𝑌 є маркiвським, а також iснува-
ння початкового розподiлу процесу 𝑌 , при якому вiн зупиняється в точках
𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 з довiльними наперед заданими додатними ймовiрностями 𝑝1,
𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 такими, що

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑝𝑘 = 1, за умови, що 𝑄 — обмежена однозв’язна

область в R2 з регулярною кусково-гладкою межею.
Нагадаємо, що точка 𝑎 ∈ 𝜕𝑄 називається регулярною, якщо

∀ℎ > 0 𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} −−→
𝑥→𝑎
𝑥∈𝑄

0.
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При цьому вiдомо, що для того, щоб точка 𝑎 ∈ 𝜕𝑄 була регулярною, доста-
тньо, щоб зовнi областi 𝑄 iснував трикутник з вершиною в точцi 𝑎.

Також у статтi [5] розглядалось питання, чи можливо вказати таку точку
в областi 𝑄, щоб процес 𝑌, що стартує з неї, зупинявся в точках 𝐴1, 𝐴2, . . . ,
𝐴𝑛 ∈ 𝜕𝑄 з довiльними наперед заданими додатними ймовiрностями.

Вiдповiдь на це питання для випадку трьох точок на межi 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 була
позитивною. Також був наведений приклад для випадку п’яти точок на межi,
коли вказана стартова точка не iснує. Питання про iснування вiдповiдної точки
для чотирьох точок на межi областi лишалось вiдкритим.

Ми наведемо приклад для випадку чотирьох точок на межi областi, коли
вказана стартова точка не iснує.

Приклад 1. Нехай область 𝑄 є внутрiшнiстю правильного трикутни-
ка, точки 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 є вершинами цього трикутника, а точка 𝐴4 є серединою
сторони 𝐴1𝐴3.

Рис. 2

Позначимо через 𝜓𝑘 (𝑥) ймовiрнiсть того, що процес 𝑌 при початковому по-
ложеннi в точцi 𝑥 зупиниться в точцi 𝐴𝑘. Ми покажемо, що точки 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝑄,
для яких

𝜓1 (𝑥0) = 𝜓3 (𝑥0) =
1

4
, 𝜓2 (𝑥0) =

1

3
, 𝜓4 (𝑥0) =

1

6
,

𝜓1 (𝑦0) = 𝜓3 (𝑦0) =
5

24
, 𝜓2 (𝑦0) =

1

3
, 𝜓4 (𝑦0) =

1

4
,

одночасно iснувати не можуть, а тому вказати таку точку в областi 𝑄, щоб
процес 𝑌, що стартує з неї, зупинявся в точках 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, можливо не для
всiх наперед заданих додатних iмовiрностей.

Припустимо, що вiдстань вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴3𝐴2 менше вiдстанi вiд
точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴2.

Позначимо
𝐵1 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴1𝐴2 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴1) < 𝑦} ,

𝐵2 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴3𝐴2 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴3) < 𝑦} .

Для довiльної точки 𝑥 ∈ 𝐴2𝐴4 з симетрiї вiнерового процесу випливає рiв-
нiсть

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐵1 (𝑦)} = 𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐵2 (𝑦)} .

Роздiл 1: Математика i статистика
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Тому

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵1 (𝑦)} =

=

∫︁
𝐴2𝐴4

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐵1 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴2𝑥} =

=

∫︁
𝐴2𝐴4

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐵2 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴2𝑥} =

= 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵2 (𝑦) через 𝐴2𝐴4} < 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵2 (𝑦)} ,

а отже,

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴1 через 𝐴1𝐴2} =

=

∫︁
|𝐴1𝐴2|

(︂
1− 𝑦

|𝐴1𝐴2|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵1 (𝑦)} =

=

∫︁
|𝐴3𝐴2|

(︂
1− 𝑦

|𝐴3𝐴2|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵1 (𝑦)} <

<

∫︁
|𝐴3𝐴2|

(︂
1− 𝑦

|𝐴3𝐴2|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐵2 (𝑦)} =

= 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴3 через 𝐴3𝐴2} .

Позначимо

𝐶1 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴1𝐴3 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴1) < 𝑦} ,

𝐶2 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴1𝐴3 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴3) < 𝑦} .

Для довiльної точки 𝑥 ∈ 𝐴2𝐴4 з симетрiї вiнерового процесу випливає рiв-
нiсть

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐶1 (𝑦)} = 𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐶2 (𝑦)} .

Тому

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶1 (𝑦)} =

=

∫︁
𝐴2𝐴4

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐶1 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴2𝑥} =

=

∫︁
𝐴2𝐴4

𝑃𝑥 {𝑌 потрапляє у 𝐶2 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴2𝑥} =

= 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶2 (𝑦) через 𝐴2𝐴4} < 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶2 (𝑦)} ,
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а отже,

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴1 через 𝐴1𝐴4} =

=

∫︁
|𝐴1𝐴4|

(︂
1− 𝑦

|𝐴1𝐴4|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶1 (𝑦)} =

=

∫︁
|𝐴3𝐴4|

(︂
1− 𝑦

|𝐴3𝐴4|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶1 (𝑦)} <

<

∫︁
|𝐴3𝐴4|

(︂
1− 𝑦

|𝐴3𝐴4|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐶2 (𝑦)} =

= 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴3 через 𝐴3𝐴4} .

Таким чином,
𝜓1 (𝑥0) < 𝜓3 (𝑥0) .

Аналогiчно доводиться, що якщо вiдстань вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴3𝐴2

бiльше вiдстанi вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴2, то

𝜓1 (𝑥0) > 𝜓3 (𝑥0) .

Таким чином, з того, що

𝜓1 (𝑥0) = 𝜓3 (𝑥0) , 𝜓1 (𝑦0) = 𝜓3 (𝑦0) ,

випливає, що 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝐴2𝐴4.

Рис. 3

Разом iз процесом

𝑌 (𝑡) = I{𝑡<𝜏} · 𝑤 (𝑡) + I{𝑡≥𝜏} ·
4∑︁

𝑘=1

I{𝑤(𝜏)∈𝐴𝑘−1𝐴𝑘} · 𝑤
(𝑘)
𝑤(𝜏) (𝑡− 𝜏)

розглянемо процес

𝑌 (𝑡) = I{𝑡<𝜏} · 𝑤 (𝑡) + I{𝑡≥𝜏} ·
3∑︁

𝑘=1

I{𝑤(𝜏)∈𝐴𝑘−1𝐴𝑘} · �̃�
(𝑘)
𝑤(𝜏) (𝑡− 𝜏) ,

де точки 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 є точками 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 вiдповiдно, 𝐴0 є точкою 𝐴3,

�̃�
(2)
𝑤(𝜏) = 𝑤

(2)
𝑤(𝜏), �̃�

(3)
𝑤(𝜏) = 𝑤

(3)
𝑤(𝜏),
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Рис. 4

�̃�
(1)
𝑥 — незалежний вiд �̃�

(2)
𝑤(𝜏) та �̃�(3)

𝑤(𝜏) вiнерiв процес на вiдрiзку 𝐴3𝐴1 з погли-
нанням на кiнцях, що стартує з точки 𝑥 ∈ 𝐴3𝐴1.

Позначимо через 𝜓𝑘 (𝑥) ймовiрнiсть того, що процес 𝑌 при початковому по-
ложеннi в точцi 𝑥 зупиниться в точцi 𝐴𝑘,

𝜙2 (𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝐴1𝑦|
|𝐴1𝐴2| , 𝑦 ∈ 𝐴1𝐴2,
|𝑦𝐴3|
|𝐴2𝐴3| , 𝑦 ∈ 𝐴3𝐴2,

0, 𝑦 ∈ 𝐴3𝐴1.

Тодi
𝜓2 (𝑥) = 𝐸𝑥𝜙2 (𝑤 (𝜏)) = 𝜓2 (𝑥) .

А тому

𝜓2 (𝑥0) = 𝜓2 (𝑥0) =
1

3
, 𝜓2 (𝑦0) = 𝜓2 (𝑦0) =

1

3
.

Оскiльки 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝐴2𝐴4, то з симетрiї вiнерових процесiв випливає, що

𝜓1 (𝑥0) = 𝜓3 (𝑥0) =
1

2

(︁
1− 𝜓2 (𝑥0)

)︁
=

1

2

(︂
1− 1

3

)︂
=

1

3
,

𝜓1 (𝑦0) = 𝜓3 (𝑦0) =
1

2

(︁
1− 𝜓2 (𝑦0)

)︁
=

1

2

(︂
1− 1

3

)︂
=

1

3
.

Таким чином,

𝜓1 (𝑥0) = 𝜓2 (𝑥0) = 𝜓3 (𝑥0) =
1

3
,

𝜓1 (𝑦0) = 𝜓2 (𝑦0) = 𝜓3 (𝑦0) =
1

3
.

Припустимо, що вiдстань вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴2 менше вiдстанi вiд
точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴3.

Тодi аналогiчно до того, як було показано, що

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴1 через 𝐴1𝐴2} < 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴3 через 𝐴3𝐴2} ,

за припущення, що вiдстань вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴3𝐴2 менше вiдстанi вiд
точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴2, доводиться, що

𝑃𝑥0

{︁
𝑌 потрапляє у 𝐴3 через 𝐴1𝐴3

}︁
< 𝑃𝑥0

{︁
𝑌 потрапляє у 𝐴2 через 𝐴1𝐴2

}︁
.
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Рис. 5

Позначимо для 𝑦 ∈
(︀
0, 1

2
|𝐴2𝐴3|

)︀
𝐷1 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴2𝐴3 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴2) < 𝑦} ,

𝐷2 (𝑦) = {𝑥 ∈ 𝐴2𝐴3 : 0 ≤ 𝜌 (𝑥,𝐴3) < 𝑦} ,

Для довiльної точки 𝑥 медiани 𝐴1𝑀 з симетрiї вiнерового процесу випливає
рiвнiсть

𝑃𝑥 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)} = 𝑃𝑥 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)} .

Тому

𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)} =
∫︁

𝐴1𝑀

𝑃𝑥 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 потрапляє у 𝐴1𝑥} =

=

∫︁
𝐴1𝑀

𝑃𝑥 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)} 𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 потрапляє у 𝐴1𝑥} =

= 𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦) , причому 𝑤 перетнув 𝐴1𝑀} < 𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)} ,

а отже,

𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴3 через 𝐴2𝐴3} − 𝑃𝑥0 {𝑌 потрапляє у 𝐴2 через 𝐴2𝐴3} =

=

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

(︂
1− 𝑦

|𝐴2𝐴3|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)}+

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

𝑦

|𝐴2𝐴3|
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)}−

−

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

𝑦

|𝐴2𝐴3|
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)} −

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

(︂
1− 𝑦

|𝐴2𝐴3|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)} =

=

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

(︂
1− 2𝑦

|𝐴2𝐴3|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)}−

−

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

(︂
1− 2𝑦

|𝐴2𝐴3|

)︂
𝑑𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)} =

=

1
2
|𝐴2𝐴3|∫︁
0

(︂
1− 2𝑦

|𝐴2𝐴3|

)︂
𝑑 (𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷2 (𝑦)} − 𝑃𝑥0 {𝑤 (𝜏) ∈ 𝐷1 (𝑦)}) > 0.
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Таким чином,
𝜓2 (𝑥0) > 𝜓3 (𝑥0) .

Аналогiчно доводиться, що якщо вiдстань вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴2

бiльше вiдстанi вiд точки 𝑥0 до сторони 𝐴1𝐴3, то

𝜓2 (𝑥0) < 𝜓3 (𝑥0) .

Таким чином, з того, що

𝜓2 (𝑥0) = 𝜓3 (𝑥0) , 𝜓2 (𝑦0) = 𝜓3 (𝑦0) ,

випливає, що 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝐴1𝐴4.
З цього випливає, що точки 𝑥0 та 𝑦0 лежать в точцi перетину медiан трику-

тника 𝐴1𝐴2𝐴3, а отже, спiвпадають. Це протирiчить тому, що

1

6
= 𝜓4 (𝑥0) ̸= 𝜓4 (𝑦0) =

1

4
. □

3. Дифузiйний процес зi змiнним фазовим простором. Розглянемо
систему стохастичних диференцiальних рiвнянь{︃

𝑑𝜉1 (𝑡) = 𝑎 (𝜉1 (𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝑏 (𝜉1 (𝑡)) 𝑑𝑤1 (𝑡) ,

𝑑𝜉2 (𝑡) = 𝑎 (𝜉2 (𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝑏 (𝜉2 (𝑡)) 𝑑𝑤2 (𝑡) ,

де 𝑤1 (𝑡) , 𝑤2 (𝑡) — незалежнi одновимiрнi вiнеровi процеси.
Нехай функцiї 𝑎 (𝑥) та 𝑏 (𝑥) задовольняють умову Лiпшиця за 𝑥, тобто

∃𝐿 > 0 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ R
|𝑎 (𝑥1)− 𝑎 (𝑥2)| ≤ 𝐿 |𝑥1 − 𝑥2| , |𝑏 (𝑥1)− 𝑏 (𝑥2)| ≤ 𝐿 |𝑥1 − 𝑥2| .

Тодi для довiльної точки (𝑥0, 𝑦0) ∈ R2 вказана система має єдиний силь-
ний розв’язок 𝜉(𝑥0, 𝑦0) (𝑡) = (𝜉1 (𝑡) , 𝜉2 (𝑡)) з початковою умовою 𝜉 (0) = (𝑥0, 𝑦0),
причому

∀𝑇 ≥ 0 𝐸 max
𝑡∈[0, 𝑇 ]

(︀
𝜉21 (𝑡) + 𝜉22 (𝑡)

)︀
< +∞.

Нехай задана обмежена однозв’язна область 𝑄 в R2 з кусково-гладкою ме-
жею. На межi цiєї областi виберемо скiнченну кiлькiсть рiзних точок 𝐴1, 𝐴2, . . . ,
𝐴𝑛 (для зручностi позначень будемо вважати, що 𝐴0 = 𝐴𝑛), що розбивають ме-
жу областi 𝑄 на 𝑛 дуг.

Розглянемо також сильнi розв’язки стохастичних диференцiальних рiвнянь

𝑑𝜉(𝑘)𝑥𝑘
(𝑡) = 𝑎

(︀
𝜉(𝑘)𝑥𝑘

(𝑡)
)︀
𝑑𝑡+ 𝑏

(︀
𝜉(𝑘)𝑥𝑘

(𝑡)
)︀
𝑑𝑤(𝑘) (𝑡) , 𝑘 = 1, 𝑛,

з початковими умовами 𝜉(𝑘)𝑥𝑘 (0) = 𝑥𝑘, де 𝑤(𝑘) (𝑡) — незалежнi одновимiрнi вiнеро-
вi процеси, причому процеси 𝑤1 (𝑡), 𝑤2 (𝑡), 𝑤(1) (𝑡), 𝑤(2) (𝑡) , . . ., 𝑤(𝑛) (𝑡) незалежнi
в сукупностi.

Позначимо

𝜉(𝑘)𝑥𝑘
(𝑡) =

⎧⎨⎩ℎ
−1
𝑘

(︁
𝜉
(𝑘)
ℎ(𝑥𝑘)

(𝑡)
)︁
, 𝑡 < 𝜏𝑘,

ℎ−1
𝑘

(︁
𝜉
(𝑘)
ℎ(𝑥𝑘)

(𝜏𝑘)
)︁
, 𝑡 ≥ 𝜏𝑘,
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де вiдображення ℎ−1
𝑘 є оберненим до вiдображення ℎ𝑘, що ставить у вiдповiд-

нiсть кожнiй точцi 𝑀 дуги ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 довжину дуги ⌢

𝐴𝑘−1𝑀 , 𝜏𝑘 — момент пер-
шого виходу процесу 𝜉(𝑘)ℎ(𝑥𝑘)

з iнтервалу (0, |𝐴𝑘−1𝐴𝑘|) , тобто

𝜏𝑘 = inf
{︁
𝑡 ≥ 0 : 𝜉

(𝑘)
ℎ(𝑥𝑘)

(𝑡) ∈ {𝐴𝑘−1, 𝐴𝑘}
}︁
.

Будемо розглядати процес

𝑋(𝑥0,𝑦0) (𝑡) = I{𝑡<𝜏} · 𝜉(𝑥0,𝑦0) (𝑡) + I{𝑡≥𝜏} ·
𝑛∑︁

𝑘=1

I⎧⎨⎩𝜉(𝜏)∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⎫⎬⎭
· 𝜉(𝑘)𝜉(𝜏) (𝑡− 𝜏) ,

де 𝜏 — момент першого виходу процесу 𝜉(𝑥0,𝑦0) на межу областi 𝑄, тобто

𝜏 = inf
{︀
𝑡 ≥ 0 : 𝜉(𝑥0, 𝑦0) (𝑡) ∈ 𝜕𝑄

}︀
.

Процес 𝑋 ми будемо називати дифузiйним процесом зi змiнним фазовим
простором.

Нашою метою є узагальнити результати, одержанi у роботi [5] для вiнерового
процесом зi змiнним фазовим простором, для процесу 𝑋.

Теорема 1. Процес 𝑋(𝑥0,𝑦0) (𝑡) є маркiвським.

Доведення. Позначимо через 𝜉𝑋(𝑡) розв’язок системи стохастичних дифе-
ренцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑑𝜉1 (𝑠) = 𝑎
(︁
𝜉1 (𝑠)

)︁
𝑑𝑠+ 𝑏

(︁
𝜉1 (𝑠)

)︁
𝑑�̂�1 (𝑠) ,

𝑑𝜉2 (𝑠) = 𝑎
(︁
𝜉2 (𝑠)

)︁
𝑑𝑠+ 𝑏

(︁
𝜉2 (𝑠)

)︁
𝑑�̂�2 (𝑠) ,

𝜉1 (0) = 𝜉2 (0) = 𝑋 (𝑡) ,

де �̂�1 (𝑡) , �̂�2 (𝑡) — незалежнi одновимiрнi вiнеровi процеси, а

𝜏𝑋(𝑡) = inf
{︁
𝑠 ≥ 0 : 𝜉𝑋(𝑡) (𝑠) ∈ 𝜕𝑄

}︁
.

Тодi

∀𝑡 ≥ 0 ∀𝑠 ≥ 𝑡 ∀𝐵 ∈ B
(︀
�̄�
)︀

𝑃 {𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵| 𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡} =

= 𝑃
{︁
𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁ ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
=

= 𝑃
{︁
𝑠 < 𝜏, 𝜉 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑡 < 𝜏 ≤ 𝑠 ,𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁ ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
+
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+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝜏 ≤ 𝑡,𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁ ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
=

= 𝑃
{︁
𝑠 < 𝜏, 𝜉 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑡 < 𝜏 ≤ 𝑠 ,𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁ ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝜏 ≤ 𝑡,𝑋 (𝑡) ∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉
(𝑘)
𝑋(𝑡) (𝑠− 𝑡) ∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
=

= I{𝜏>𝑡}𝑃
{︁
𝜏𝑋(𝑡) > 𝑠− 𝑡, 𝜉𝑋(𝑡) (𝑡− 𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︁
+

𝑛∑︁
𝑘=1

I{𝜏>𝑡}·

· 𝑃
{︂
𝜏𝑋(𝑡) ≤ 𝑠− 𝑡 , 𝜉𝑋(𝑡)

(︀
𝜏𝑋(𝑡)

)︀
∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 ,

𝜉
(𝑘)

𝜉𝑋(𝑡)(𝜏𝑋(𝑡))

(︀
𝑠− 𝑡− 𝜏𝑋(𝑡)

)︀
∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑋 (𝑡) ∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉
(𝑘)
𝑋(𝑡) (𝑠− 𝑡) ∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑟) , 𝑟 ≤ 𝑡

}︂
=

= I{𝜏>𝑡}𝑃
{︁
𝜏𝑋(𝑡) > 𝑠− 𝑡, 𝜉𝑋(𝑡) (𝑡− 𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

I{𝜏>𝑡}𝑃
{︀
𝜏𝑋(𝑡) ≤ 𝑠− 𝑡,

𝜉𝑋(𝑡)

(︀
𝜏𝑋(𝑡)

)︀
∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉
(𝑘)

𝜉𝑋(𝑡)(𝜏𝑋(𝑡))

(︀
𝑠− 𝑡− 𝜏𝑋(𝑡)

)︀
∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︂
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑋 (𝑡) ∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉
(𝑘)
𝑋(𝑡) (𝑠− 𝑡) ∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︂
=

= 𝑃
{︁
𝑠 < 𝜏, 𝜉 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝑡 < 𝜏 ≤ 𝑠 ,𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁ ⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︂
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃

{︂
𝜏 ≤ 𝑡,𝑋 (𝑡) ∈ ⌢

𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉
(𝑘)
𝑋(𝑡) (𝑠− 𝑡) ∈ 𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝑋 (𝑡)

}︂
=

= 𝑃 {𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵| 𝑋 (𝑡)} . □

Оскiльки подiї {𝜏𝑥 > 𝑡} , {𝜉𝑥 (𝑡) ∈ 𝐵} ,
{︁
𝜉
(𝑘)
𝑥 (𝑡) ∈ 𝐵

}︁
∈ F, то функцiя

𝑃 (𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝐵) = 𝑃 {𝑋 (𝑠) ∈ 𝐵 | 𝑋 (𝑡) = 𝑥} =

= I{𝜏𝑥>𝑡}𝑃
{︁
𝜏𝑥 > 𝑠− 𝑡, 𝜉𝑥 (𝑡− 𝑠) ∈ 𝐵

⋂︁
𝑄
}︁
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

I{𝜏>𝑡}𝑃

{︂
𝜏𝑥 ≤ 𝑠− 𝑡, 𝜉𝑥 (𝜏𝑥) ∈

⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 , 𝜉

(𝑘)
𝜉𝑥(𝜏𝑥)

(𝑠− 𝑡− 𝜏𝑥) ∈ 𝐵
}︂
+
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+
𝑛∑︁

𝑘=1

I⎧⎨⎩𝑥∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⎫⎬⎭
𝑃
{︀
𝜉(𝑘)𝑥 (𝑠− 𝑡) ∈ 𝐵

}︀
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠, 𝐵 ∈ B

(︀
�̄�
)︀
,

є вимiрною, тобто процес 𝑋 має регулярну ймовiрнiсть переходу. Звiдси випли-
ває, що

𝑃 {𝑋𝑥 (𝑡1) ∈ 𝐵1, . . . , 𝑋𝑥 (𝑡𝑚) ∈ 𝐵𝑚} =
∫︁
𝐵1

𝑃 (𝑥, 0, 𝑡1, 𝑑𝑦1) · · ·
∫︁
𝐵𝑚

𝑃 (𝑦𝑚−1, 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚, 𝑑𝑦𝑚)

є вимiрною функцiєю вiд 𝑥.
Нехай 𝜇 — ймовiрнiсна мiра на 𝑄. Покладемо тодi

𝑃 {𝑋𝜇 (𝑡1) ∈ 𝐵1, . . . , 𝑋𝜇 (𝑡𝑚) ∈ 𝐵𝑚} =
∫︁
𝑄

𝑃 {𝑋𝑥 (𝑡1) ∈ 𝐵1, . . . , 𝑋𝑥 (𝑡𝑚) ∈ 𝐵𝑚} 𝑑𝜇 (𝑥) .

Оскiльки цi скiнченновимiрнi розподiли узгодженi, то вони задають випад-
ковий процес, який будемо позначати 𝑋𝜇 та будемо називати процесом 𝑋 з
початковим розподiлом 𝜇.

Дослiдимо, чи iснує початковий розподiл процесу 𝑋, при якому вiн зупиня-
ється в точках 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 з довiльними наперед заданими додатними ймо-
вiрностями.

Лема 1. Нехай 𝑄 — обмежена однозв’язна область в R2 з неперервною
межею такою, що

∀𝑎 ∈ 𝜕𝑄 ∀ℎ > 0 𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} −−→
𝑥→𝑎
𝑥∈𝑄

0,

функцiя 𝜐 неперервна на 𝜕𝑄, а функцiї 𝑎 (𝑥) та 𝑏 (𝑥) задовольняють умову
Лiпшиця за 𝑥, тобто

∃𝐿 > 0 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ R
|𝑎 (𝑥1)− 𝑎 (𝑥2)| ≤ 𝐿 |𝑥1 − 𝑥2| , |𝑏 (𝑥1)− 𝑏 (𝑥2)| ≤ 𝐿 |𝑥1 − 𝑥2| ,

причому
∀𝑥 ∈ R 𝑏 (𝑥) ̸= 0,

а функцiя 𝜃 задається формулою

∀𝑥 ∈ 𝑄 𝜃 (𝑥) = 𝐸𝑥𝜐 (𝜉 (𝜏)) .

Тодi
∀𝑐 ∈ 𝜕𝑄 lim

𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

𝜃 (𝑥) = 𝜐 (𝑐) .

Доведення. Для довiльної точки 𝑐 ∈ 𝜕𝑄 та довiльного 𝑟 > 0 позначимо

Γ𝑟 = {𝑦 ∈ 𝜕𝑄 : 𝜌 (𝑦, 𝑐) < 2𝑟}

та доведемо, що
lim
𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

𝑃𝑥 {𝜉 (𝜏) ∈ Γ𝑟} = 1.
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Позначимо для ℎ > 0
𝑧 (ℎ) = max

0≤𝑡≤ℎ
‖𝜉 (𝑡)− 𝜉 (0)‖ .

𝐸𝑧2 (ℎ) = 𝐸

(︂
max
0≤𝑡≤ℎ

‖𝜉 (𝑡)− 𝜉 (0)‖
)︂2

= 𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

‖𝜉 (𝑡)− 𝜉 (0)‖2 =

= 𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

2∑︁
𝑘=1

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2

≤

≤ 2𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

2∑︁
𝑘=1

⎛⎝⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠2

+

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2⎞⎠ ≤
≤ 2

2∑︁
𝑘=1

⎛⎝𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠2

+ 𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2⎞⎠ .

За нерiвнiстю Кошi-Буняковського

𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠2

≤ 𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑑𝑠 ·
𝑡∫︁

0

𝑎2 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠ =

= 𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝𝑡 𝑡∫︁
0

𝑎2 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠ = 𝐸

⎛⎝ℎ ℎ∫︁
0

𝑎2 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠ .

З умови Лiпшиця для функцiї 𝑎 (𝑥) випливає, що

𝑎2 (𝜉𝑘 (𝑠)) ≤ (|𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠))− 𝑎 (0)|+ |𝑎 (0)|)2 ≤ 2 (𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠))− 𝑎 (0))2 + 2𝑎2 (0) ≤
≤2𝐿2 |𝜉𝑘 (𝑠)− 0|2 + 2𝑎2 (0) = 2𝐿2𝜉2 (𝑠) + 2𝑎2 (0) .

Тому

𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠2

≤ ℎ𝐸

ℎ∫︁
0

(︀
2𝐿2𝜉2 (𝑠) + 2𝑎2 (0)

)︀
𝑑𝑠 ≤

≤ ℎ2𝐸

(︂
2𝐿2 max

0≤𝑠≤ℎ
𝜉2 (𝑠) + 2𝑎2 (0)

)︂
= ℎ2

(︂
2𝐿2𝐸max

0≤𝑠≤ℎ
𝜉2 (𝑠) + 2𝑎2 (0)

)︂
−−→
ℎ→0

0,

оскiльки за умов леми
𝐸max

0≤𝑠≤ℎ
𝜉2 (𝑠) < +∞.

За нерiвнiстю Дуба при 𝑝 = 2

𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2

≤ 4𝐸

⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2

= 4𝐸

ℎ∫︁
0

𝑏2 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑 (𝑠) .

З умови Лiпшиця для функцiї 𝑏 (𝑥) випливає, що

𝑏2 (𝜉𝑘 (𝑠)) ≤ 2𝐿2𝜉2 (𝑠) + 2𝑏2 (0) .
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Тому

𝐸max
0≤𝑡≤ℎ

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑏 (𝜉𝑘 (𝑠)) 𝑑𝑤𝑘 (𝑠)

⎞⎠2

≤ 4𝐸

ℎ∫︁
0

(︀
2𝐿2𝜉2 (𝑠) + 2𝑏2 (0)

)︀
𝑑 (𝑠) ≤

≤ 4ℎ𝐸

(︂
2𝐿2 max

0≤𝑠≤ℎ
𝜉2 (𝑠) + 2𝑏2 (0)

)︂
= 4ℎ

(︂
2𝐿2𝐸max

0≤𝑠≤ℎ
𝜉2 (𝑠) + 2𝑏2 (0)

)︂
−−→
ℎ→0

0.

Таким чином,
𝐸𝑧2 (ℎ) −−→

ℎ→0
0,

тобто 𝑧 (ℎ) збiгається до 0 у середньому квадратичному, звiдки випливає i збi-
жнiсть за ймовiрнiстю, тобто

∀𝑟 > 0 𝑃 {|𝑧 (ℎ)| ≥ 𝑟} −−→
ℎ→0

0,

тобто
∀𝑟 > 0 𝑃 {𝑧 (ℎ) < 𝑟} −−→

ℎ→0
1.

Для довiльного 𝜀 > 0 iснує таке ℎ > 0, що

𝑃 {𝑧 (ℎ) < 𝑟} > 1− 𝜀.

Оскiльки за умовою леми

𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} −−→
𝑥→𝑎
𝑥∈𝑄

0,

то iснує таке 𝛿 ∈ (0, 𝑟) , що

∀𝑥 ∈ {𝑦 ∈ 𝑄 : 𝜌 (𝑦, 𝑎) < 𝛿} 𝑃𝑥 {𝜏 < ℎ} > 1− 𝜀.

Якщо 𝑧 (ℎ) < 𝑟 та 𝜏 < ℎ, то процес 𝜉 за час ℎ встигає вийти на межу областi
𝑄, вiдхилившись вiд стартової точки на вiдстань меншу, нiж 𝑟. Тому

𝜉 (𝜏) ∈ Γ𝑟.

Звiдси випливає, що

𝑃 {𝜉 (𝜏) ∈ Γ𝑟} ≥ 𝑃𝑥 {𝑧 (ℎ) < 𝑟, 𝜏 < ℎ} = 1− 𝑃𝑥

(︁
{𝑧 (ℎ) ≥ 𝑟}

⋃︁
{𝜏 ≥ ℎ}

)︁
≥

≥1− 𝑃𝑥 {𝑧 (ℎ) ≥ 𝑟} − 𝑃𝑥 {𝜏 ≥ ℎ} = 𝑃𝑥 {𝑧 (ℎ) < 𝑟}+ 𝑃𝑥 {𝜏 < ℎ} − 1 > 1− 2𝜀.

Таким чином,
lim
𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

𝑃𝑥 {𝜉 (𝜏) ∈ Γ𝑟} = 1.

Для 𝑥 ∈ 𝑄 позначимо через 𝜇𝑥 розподiл 𝜉 (𝜏) за умови, що 𝜉 (0) = 𝑥, тобто

∀𝐴 ∈ B (𝜕𝑄) 𝜇𝑥 (𝐴) = 𝑃𝑥 {𝜉 (𝜏) ∈ 𝐴} .
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Тодi

𝜃 (𝑥) = 𝐸𝑥𝜐 (𝜉 (𝜏)) =

∫︁
𝜕𝑄

𝜐 (𝑦) 𝑑𝜇𝑥 (𝑦) .

Оскiльки функцiя 𝜐 неперервна на 𝜕𝑄, то для довiльного 𝜀 > 0 та для
довiльної точки 𝑐 ∈ 𝜕𝑄 iснує таке число 𝑟 > 0, що

∀𝑦 ∈ Γ𝑟 |𝜐 (𝑦)− 𝜐 (𝑐)| < 𝜀.

Тодi

𝜃 (𝑥)− 𝜐 (𝑐) =
∫︁
𝜕𝑄

𝜐 (𝑦) 𝑑𝜇𝑥 (𝑦)− 𝜐 (𝑐)
∫︁
𝜕𝑄

𝑑𝜇𝑥 (𝑦) =

=

∫︁
Γ𝑟

(𝜐 (𝑦)− 𝜐 (𝑐)) 𝑑𝜇𝑥 (𝑦) +

∫︁
𝜕𝑄∖Γ𝑟

(𝜐 (𝑦)− 𝜐 (𝑐)) 𝑑𝜇𝑥 (𝑦) ≤

≤ 𝜀 𝜇𝑥 (Γ𝑟) + 2max
𝑦∈𝜕𝑄
|𝜐 (𝑦)|𝜇𝑥 (𝜕𝑄∖Γ𝑟) = 𝜀 𝜇𝑥 (Γ𝑟) + 2max

𝑦∈𝜕𝑄
|𝜐 (𝑦)| (1− 𝜇𝑥 (Γ𝑟)) .

Як зазначалось вище, iснує таке 𝛿 ∈ (0, 𝑟) , що

∀𝑥 ∈ {𝑦 ∈ 𝑄 : 𝜌 (𝑦, 𝑎) < 𝛿} 𝜇𝑥 (Γ𝑟) > 1− 2𝜀.

Для таких точок 𝑥

𝜃 (𝑥)− 𝜐 (𝑐) < 𝜀 + 2max
𝑦∈𝜕𝑄
|𝜐 (𝑦)| · 2𝜀 =

(︂
1 + 4max

𝑦∈𝜕𝑄
|𝜐 (𝑦)|

)︂
𝜀,

тобто
∀𝑐 ∈ 𝜕𝑄 lim

𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

𝜃 (𝑥) = 𝜐 (𝑐) . □

Зауваження 1. Якщо функцiї 𝑎 (𝑥) та 𝑏 (𝑥) задовольняють умову Лiпши-
ця, 𝑄 — обмежена замкнена множина з межею 𝜕𝐺 та iснує така функцiя
𝑢 ∈ 𝐶2 (𝐺) , що {︃

𝐿𝑢 (𝑥) = −1, 𝑥 ∈ 𝑄,
𝑢 (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝑄,

де

𝐿𝑢 =
2∑︁

𝑘=1

𝑎 (𝑥𝑘)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑘
+

1

2

2∑︁
𝑘=1

𝑏2 (𝑥𝑘)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

то
∀𝑥 ∈ 𝑄 𝐸𝑥𝜏 = 𝑢 (𝑥) ,

а з нерiвностi Чебишова випливає, що

∀𝑎 ∈ 𝜕𝑄 ∀ℎ > 0 𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} ≤ 𝐸𝑥𝜏

ℎ
=
𝑢 (𝑥)

ℎ
−−→
𝑥→𝑎
𝑥∈𝑄

0.
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Теорема 2. Нехай 𝑄 — обмежена однозв’язна область в R2 з неперервною
межею такою, що

∀𝑎 ∈ 𝜕𝑄 ∀ℎ > 0 𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} −−→
𝑥→𝑎
𝑥∈𝑄

0,

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ 𝜕𝑄, а функцiї 𝑎 (𝑥) та 𝑏 (𝑥) задовольняють умову Лiпшиця за
𝑥, причому

∀𝑥 ∈ R 𝑏 (𝑥) ̸= 0.

Тодi iснує початковий розподiл процесу 𝑋, при якому 𝑋 зупиняється в то-
чках 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 з довiльними наперед заданими додатними ймовiрностями
𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 такими, що

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑝𝑘 = 1.

Доведення. Для 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} позначимо через 𝜃𝑘 (𝑥) iмовiрнiсть того,
що процес 𝑋𝑥 (𝑡) зупиниться в точцi 𝐴𝑘. Будемо шукати шуканий розподiл у
виглядi

𝜇 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛿𝑥𝑘
,

де 𝑥𝑘 ∈ 𝑄, 𝑘 = 1, 𝑛.
Для того, щоб така мiра 𝜇 задовольняла умови теореми, необхiдно та доста-

тньо, щоб

𝑃 {𝑋𝜇 зупиняється в точцi 𝐴𝑗} = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛, ⇔

⇔
∫︁
𝑄

𝑃 {𝑋𝑥 зупиняється в точцi 𝐴𝑗} 𝑑𝜇 (𝑥) = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛, ⇔

⇔
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑃 {𝑋𝑥𝑖
зупиняється в точцi 𝐴𝑗} 𝑐𝑖 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛, ⇔

⇔
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜃𝑗 (𝑥𝑖) 𝑐𝑖 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛.

Для довiльної точки 𝑥 ∈ 𝐺

𝜃𝑘 (𝑥) = 𝐸𝑥𝜐𝑘 (𝜉 (𝜏)) ,

де 𝜐𝑘 (𝑦) — це ймовiрнiсть, що процес𝑋𝑦, що стартує з точки 𝑦 ∈ 𝜕𝐺, зупиниться
в точцi 𝐴𝑘. Вiдомо, що

𝜐𝑘 (𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑦 ∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⋃︀ ⌢
𝐴𝑘𝐴𝑘+1 ,

𝑔 (ℎ𝑘−1 (𝑦))− 𝑔 (0)

𝑔

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ⌢𝐴𝑘−1𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃
− 𝑔 (0)

, 𝑦 ∈
⌢
𝐴𝑘−1𝐴𝑘 ,

𝑔

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ⌢𝐴𝑘𝐴𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃
− 𝑔 (𝑦)

𝑔

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ⌢𝐴𝑘𝐴𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃
− 𝑔 (0)

, 𝑦 ∈
⌢
𝐴𝑘𝐴𝑘+1 ,
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де функцiя 𝑔(𝑥) не є сталою, причому

∀𝑥 ∈ R 𝑎 (𝑥) 𝑔′ (𝑥) +
1

2
𝑏2 (𝑥) 𝑔′′ (𝑥) = 0,

тобто функцiю 𝑔 (𝑥) можна вибрати у виглядi

𝑔 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

exp

⎧⎨⎩−
𝑦∫︁

0

2𝑎 (𝑧)

𝑏2 (𝑧)
𝑑𝑧

⎫⎬⎭ 𝑑𝑦.

З умови
∀𝑐 ∈ 𝜕𝑄 ∀ℎ > 0 𝑃𝑥 {𝜏 > ℎ} −−→

𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

0

та з неперервностi 𝜐𝑘 на межi областi 𝑄 за лемою випливає, що

lim
𝑥→𝑐
𝑥∈𝑄

𝜃𝑘 (𝑥) = 𝜐𝑘 (𝑐) , 𝑘 = 1, 𝑛,

для всiх точок 𝑐 ∈ 𝜕𝑄.
Розглянемо 𝑛 послiдовностей

{︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

}︁𝑛

𝑘=1
, 𝑖 = 1, 𝑛, таких, що

𝑥
(𝑘)
𝑖 ∈ 𝑄, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑘 ∈ N,

lim
𝑘→∞

𝑥
(𝑘)
𝑖 = 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Тодi
lim
𝑘→∞

𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁
= 𝜐𝑘 (𝐴𝑖) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖 = 1, 𝑛.

Визначник системи
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛿𝑖𝑗𝑐𝑖 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛,

дорiвнює

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1.

Позначимо ∆(𝑘) визначник системи
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁
𝑐
(𝑘)
𝑖 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛.

Тодi

lim
𝑘→∞

∆(𝑘) = lim
𝑘→∞

det
(︁
𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁)︁𝑛
𝑖, 𝑗=1

=

= det lim
𝑘→∞

(︁
𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁)︁𝑛
𝑖,𝑗=1

= det (𝛿𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 = ∆ = 1.
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А отже, починаючи з деякого номера 𝐾, система

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁
𝑐
(𝑘)
𝑖 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛,

має єдиний розв’язок
(︁
𝑐
(𝑘)
1 , 𝑐

(𝑘)
2 , . . . , 𝑐

(𝑘)
𝑛

)︁
∈ R𝑛.

За формулами Крамера

lim
𝑘→∞

𝑐
(𝑘)
𝑖 = lim

𝑘→∞

∆
(𝑘)
𝑖

∆(𝑘)
=

∆𝑖

∆
= 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Оскiльки всi ймовiрностi 𝑝𝑖 додатнi, то для достатньо великих номерiв 𝑘 всi
числа 𝑐(𝑘)𝑖 також додатнi. Їх сума дорiвнює одиницi, оскiльки

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐
(𝑘)
𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐
(𝑘)
𝑖

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁)︃
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜃𝑗

(︁
𝑥
(𝑘)
𝑖

)︁
𝑐
(𝑘)
𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗 = 1.

Таким чином, для достатньо великих номерiв 𝑘 мiра

𝜇 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑐
(𝑘)
𝑖 𝛿

𝑥
(𝑘)
𝑖

задовольняє всi умови теореми. □
4. Висновки. Для вiнерового процесу зi змiнним фазовим простором, було

дослiджено iснування початкової точки, стартуючи з якої, процес зупинявся б
в точках в чотирьох точках 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 на межi областi з довiльними наперед
заданими додатними ймовiрностями. Було наведено приклад, коли такої точки
не iснує.

Також був побудований дифузiйний процес зi змiнним фазовим простором.
Для нього було доведено маркiвську властивiсть та теорему про iснування по-
чаткового розподiлу, при якому цей процес зупиняється в точках 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛

на межi областi з довiльними наперед заданими додатними ймовiрностями.
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SEMIMODULE OF SEMIRING DERIVATIONS

We study derivations of semirings, differential semirings and the set of all deriva-
tions on a semiring. The notion of a semiring derivation is traditionally defined as an
additive map satisfying the Leibnitz rule. In the paper, we give new examples of semiring
derivations, prove some of their properties. We also prove that the set of all derivations
on a semiring forms a semimodule over its center. We show that the commutator of any
two derivations is contained in a subsemimodule 𝑉 (𝑀) of elements of 𝑀 having additive
inverse.

Keywords: semiring derivation, semimodule, semiring, subsemimodule, differential semir-
ing.

1. Introduction and preliminaries. Throughout the paper N denotes the
set of positive integers and N0 = N

⋃︀
{0} the set of non-negative integers.

The notion of a semiring derivation is defined in [3] as an additive map satisfying
the Leibnitz rule. In [2] the authors investigated some simple properties of semir-
ing derivations. The objective of this paper is to give new examples of semiring
derivations, further explore their properties and investigate the semimodule of the
semiring derivations.

Let 𝑅 be a nonempty set and let + and · be binary operations on 𝑅 named
addition and multiplication respectively. (𝑅,+, ·) is called a semiring if the following
conditions hold:

1) 𝑎+ (𝑏+ 𝑐) = (𝑎+ 𝑏) + 𝑐 for all 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅;
2) (𝑎𝑏) 𝑐 = 𝑎 (𝑏𝑐) for all 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅;
3) (𝑎+ 𝑏) 𝑐 = 𝑎𝑐+ 𝑏𝑐 and 𝑎 (𝑏+ 𝑐) = 𝑎𝑏+ 𝑎𝑐 for all 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅.

A semiring which is not a ring is called a proper semiring. A subset of 𝑅 closed
under addition and multiplication is called a subsemiring of 𝑅.

The centre of a semiring 𝑅 is a set 𝑍(𝑅) = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑠 = 𝑠𝑟 ∀𝑠 ∈ 𝑅}. It is a
subsemiring of 𝑅. An element 𝑟 ∈ 𝑍(𝑅) is called central.

If not stated otherwise 𝑅 denotes a semiring. A semiring (𝑅,+, ·) is called
additively commutative if + is a commutative binary operation on 𝑅. A semiring
(𝑅,+, ·) is said to be multiplicatively commutative if · is commutative on 𝑅. It is
said to be commutative if both + and · are commutative.

An element 0 ∈ 𝑅 is called zero if 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎 for all 𝑎 ∈ 𝑅. An element
1 ∈ 𝑅 is called identity if 𝑎 · 1 = 1 · 𝑎 = 𝑎 for all 𝑎 ∈ 𝑅. Suppose 1 ̸= 0, otherwise
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𝑅 = {0}. Zero 0 ∈ 𝑅 is called (multiplicatively) absorbing if 𝑎 · 0 = 0 · 𝑎 = 0 for
all 𝑎 ∈ 𝑅. Note that a multiplicatively absorbing zero 0 ∈ 𝑅 cannot be additively
absorbing unless 𝑅 contains just one element.

An element 𝑎 ∈ 𝑅 is called a unit if there exists 𝑏 ∈ 𝑅 such that 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 1.
The set of all units of 𝑅 is denoted by 𝑈(𝑅). 1 ∈ 𝑈(𝑅) and 0 /∈ 𝑈(𝑅).

Many authors define a semiring as additively commutative semirings in the above
sense. Moreover, Golan considers additively commutative semirings with zero.

An element 𝑎 ∈ 𝑅 is called left additively cancellable if 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐 follows
𝑏 = 𝑐 for all 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. An element 𝑎 ∈ 𝑅 is called right additively cancellable if
𝑏 + 𝑎 = 𝑐 + 𝑎 follows 𝑏 = 𝑐 for all 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. An element 𝑎 ∈ 𝑅 is called additively
cancellable if it is both left and right additively cancellable. Denote by 𝐾+(𝑅) the
set of all additively cancellable elements of 𝑅. A semiring 𝑅 is called (left, resp.
right) additively cancellative if every element of 𝑅 is (left, resp. right) additively
cancellable.

Similarly we can define multiplicatively (left, right) cancellable elements and
multiplicatively (left, right) cancellative semirings. An element 𝑎 ∈ 𝑅 is called
left multiplicatively cancellable if 𝑎 · 𝑏 = 𝑎 · 𝑐 follows 𝑏 = 𝑐 for all 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. An
element 𝑎 ∈ 𝑅 is called right multiplicatively cancellable if 𝑏 · 𝑎 = 𝑐 · 𝑎 follows 𝑏 = 𝑐
for all 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. An element 𝑎 ∈ 𝑅 is called multiplicatively cancellable if it is
both left and right multiplicatively cancellable. Denote by 𝐾×(𝑅) the set of all
multiplicatively cancellable elements of 𝑅. Clearly any unit of 𝑅 is multiplicatively
cancellable and 1 ∈ 𝑈(𝑅) ⊂ 𝐾×(𝑅). Moreover, 0 /∈ 𝐾×(𝑅) and no multiplicatively
cancellable element of 𝑅 is a zero divisor. A semiring 𝑅 is called (left, resp. right)
multiplicatively cancellative if every element of 𝑅 is (left, resp. right) multiplicatively
cancellable. 𝐾×(𝑅) is a submonoid of (𝑅, ·).

An element 𝑎 ∈ 𝑅 is called additively idempotent if 𝑎+ 𝑎 = 𝑎. Denote by 𝐼+(𝑅)
the set of all additively idempotent elements of 𝑅. Remind that 𝐾+(𝑅)

⋂︀
𝐼+(𝑅) =

{0}. An element 𝑎 ∈ 𝑅 is called multiplicatively idempotent if 𝑎 · 𝑎 = 𝑎. A semiring
𝑅 is called additively (multiplicatively) idempotent if every element of 𝑅 is additively
(multiplicatively) idempotent.

Let 𝑅 be an additively commutative semiring with absorbing zero 0𝑅. A left
semimodule over a semiring𝑅 is a commutative additive monoid (M,+) with additive
identity 0𝑀 together with a scalar multiplication 𝑅 ×𝑀 → 𝑀 (sending (𝑟,𝑚) to
𝑟𝑚) such that (𝑟𝑠)𝑚 = 𝑟(𝑠𝑚), (𝑟 + 𝑠)𝑚 = 𝑟𝑚 + 𝑠𝑚, 𝑟(𝑚 + 𝑛) = 𝑟𝑚 + 𝑟𝑛 and
0𝑅 ·𝑚 = 𝑟 · 0𝑀 = 0𝑀 for all 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 and 𝑚,𝑛 ∈𝑀 .

Additively idempotent semirings are of great interest due to their applications.
They are widely known as idempotent semirings. For more information on semirings.
semimodules, including those with derivations we refer the reader to [3–8].

2. Differential semirings and semiring derivations. Let 𝑅 be a semiring.
A map 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 is called a derivation on 𝑅 if for any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 the following
conditions hold

1) 𝛿 (𝑎+ 𝑏) = 𝛿 (𝑎) + 𝛿 (𝑏);
2) 𝛿 (𝑎𝑏) = 𝛿 (𝑎) 𝑏+ 𝑎𝛿 (𝑏).

The definition of a derivation on an additively commutative semiring with ab-
sorbing zero was given by Golan in [3], and generalized for semirings without these
conditions by M. Chandramouleeswaran and V. Thiruveni [2]. A semiring𝑅 equipped
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with a derivation 𝛿 is called differential with respect to the derivation 𝛿, or 𝛿-
semiring, and denoted by (𝑅, 𝛿) [2]. Denote the set of all derivations on 𝑅 by Der𝑅.

Example 1. Let 𝑅 be a semiring. Consider the following subsemiring 𝑆 ⊆
𝑀3 (𝑅) with respect to ordinary matrix addition and multiplication

𝑆 =

⎧⎨⎩
⎛⎝ 𝑎 0 𝑏

0 𝑎 𝑏
0 0 𝑎

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅
⎫⎬⎭ .

A map 𝛿 : 𝑆 → 𝑆, defined by

𝛿

⎛⎝⎛⎝ 𝑎 0 𝑏
0 𝑎 𝑏
0 0 𝑎

⎞⎠⎞⎠ =

⎛⎝ 0 0 𝑏
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ ,

is a derivation on 𝑆. Thus (𝑆, 𝛿) is a differential semiring.

Proposition 1. If (𝑅, 𝛿) is a differential semiring then the matrix semiring
𝑀𝑛(𝑅) is a differential semiring.

Proof Define a map ∆: 𝑀𝑛(𝑅)→𝑀𝑛(𝑅) elementwise. For a matrix 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈
𝑀𝑛(𝑅) define ∆(𝐴) = (𝛿 (𝑎𝑖𝑗))𝑖,𝑗=1,𝑛. Prove that ∆ is a derivation on 𝑀𝑛(𝑅).

Let 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1,𝑛 and 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1,𝑛. Then ∆(𝐴+𝐵) = (𝛿 (𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗))𝑖,𝑗=1,𝑛 =
(𝛿 (𝑎𝑖𝑗) + 𝛿 (𝑏𝑖𝑗))𝑖,𝑗=1,𝑛 = (𝛿 (𝑎𝑖𝑗))𝑖,𝑗=1,𝑛 + (𝛿 (𝑏𝑖𝑗))𝑖,𝑗=1,𝑛 = 𝛿 ((𝑎𝑖𝑗))𝑖,𝑗=1,𝑛+

+𝛿 ((𝑏𝑖𝑗))𝑖,𝑗=1,𝑛 = ∆(𝐴) + ∆ (𝐵) . Similarly ∆(𝐴 ·𝐵) = ∆ (
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗)𝑖,𝑗=1,𝑛 =

(
∑︀𝑛

𝑘=1 𝛿 (𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗))𝑖,𝑗=1,𝑛 = (
∑︀𝑛

𝑘=1 (𝛿 (𝑎𝑖𝑘) 𝑏𝑘𝑗 + 𝑎𝑖𝑘𝛿 (𝑏𝑘𝑗)))𝑖,𝑗=1,𝑛 =

= (
∑︀𝑛

𝑘=1 𝛿 (𝑎𝑖𝑘) 𝑏𝑘𝑗)𝑖,𝑗=1,𝑛 + (
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑖𝑘𝛿 (𝑏𝑘𝑗))𝑖,𝑗=1,𝑛 = ∆(𝐴) ·𝐵 + 𝐴 ·∆(𝐵) .

Example 2. Consider the following example [1] of a two-element semiring 𝑆2 =
{0, 1} under addition and multiplication defined by the following tables

+ 0 1
0 0 1
1 1 1

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Semiring 𝑆2 is additively commutative, additively idempotent but not additively
cancellative, and zero is not absorbing. It is easily seen that the identity map
𝛿1 = 𝑖𝑑𝑅 (𝑖𝑑𝑅(𝑎) = 𝑎 for all 𝑎 ∈ 𝑅) and the map 𝛿2 : 𝑆2 → 𝑆2, given by 𝛿2(𝑎) = 1 for
all 𝑎 ∈ 𝑆2, are derivations on 𝑆2. Here Der𝑆2 = {𝛿1, 𝛿2}. Hence it is not generally
true that 𝛿(0) = 𝛿(1) = 0 in a semiring. Note that the zero map is not a derivation
on 𝑆2. This motivates the following easy-to-check proposition

Proposition 2. If 𝑅 contains absorbing (left and right) zero then the zero map
0: 𝑅→ 𝑅 (i. e. 0(𝑟) = 0 for all 𝑟 ∈ 𝑅) is a derivation on 𝑅.

If a zero map 0: 𝑅 → 𝑅 is a derivation on 𝑅 it is called a trivial derivation.
Every semiring with absorbing zero is differential with respect to trivial derivation.
Obviously, every ring is differential as a semiring with respect to trivial derivation.

Proposition 3. The identity map 𝑖𝑑𝑅 : 𝑅 → 𝑅 is a derivation on 𝑅 in each of
the following cases:

1) 𝑅 is additively cancellative and 𝑅2 = (0);
2) 𝑅 is an additively idempotent semiring.
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Proof. The identity map is obviously additive. Let 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. The equality
𝑖𝑑𝑅(𝑎𝑏) = 𝑖𝑑𝑅(𝑎) · 𝑏+ 𝑎 · 𝑖𝑑𝑅(𝑏) holds if and only if 𝑎𝑏 = 𝑎𝑏+ 𝑎𝑏. The second part is
shown by Golan [3] for semirings in his sense.

Clearly, for an additively idempotent semiring 𝑅 with 1 ̸= 0 there exists a
derivation 𝛿 on 𝑅 such that 𝛿 (1) = 1. This does not agree (contradicts) to a
well-known fact for differential rings with 1 ̸= 0 that 1 is constant with respect to
any ring derivation.

Proposition 4. Let 𝑅 be a semiring with absorbing zero. For any semiring
derivation 𝛿 : 𝑅→ 𝑅 we have 𝛿(0) = 0.

Proof . It follows from 𝛿 (0) = 𝛿 (0 · 0) = 𝛿 (0) · 0 + 0 · 𝛿 (0) = 0 + 0 = 0.

Proposition 5. If 𝑅 is additively cancellative semiring, 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 is a deriva-
tion then 𝛿(1) = 0 and 𝛿(0) = 0.

Proof . Since 𝑅 is additively cancellative, it follows from 𝛿 (1) = 𝛿 (1 · 1) = 𝛿 (1)·
1+1·𝛿 (1) = 𝛿 (1)+𝛿 (1) that 𝛿 (1) = 0. Similarly, from 𝛿 (0) = 𝛿 (0 + 0) = 𝛿 (0)+𝛿 (0)
we have 𝛿 (0) = 0.

Proposition 6. If 𝛿 : 𝑅→ 𝑅 is a semiring derivation 𝑅 such that ∀𝑎 ∈ 𝑅 2𝑎 =
0, then 𝛿 (1) = 0 and 𝛿 (0) = 0.

Proof . By the product rule, 𝛿 (1) = 𝛿 (1 · 1) = 𝛿 (1) ·1+1 ·𝛿 (1) = 𝛿 (1)+𝛿 (1) =
2𝛿 (1). By the sum rule 𝛿 (0) = 𝛿 (0 + 0) = 𝛿 (0) + 𝛿 (0) = 2𝛿 (0). If 𝑅 is a semiring
such that ∀𝑎 ∈ 𝑅 2𝑎 = 0, then 𝛿 (1) = 0 𝛿 (0) = 0.

Definition. Call a semiring (with absorbing zero) differentially trivial
if 𝐷𝑒𝑟(𝑅) = {0}.

Example 3. Find all derivations on the semiring N0. Let 𝛿 be any derivation on
𝑅. Since a proper semiring N0 is additively cancellative (see [3], p. 49) for all 𝑛 ∈ N

we have 𝛿 (𝑛) = 𝛿

(︃
1 + 1 + . . .+ 1⏟  ⏞  

𝑛

)︃
= 𝑛 · 𝛿 (1) = 0. Hence, N0 is a differentially

trivial semiring.
Example 4. The semiring (N0

⋃︀
{∞},+, ·) obtained from (N0,+, ·) by adjoining

a doubly absorbing element ∞ is not differentially trivial. The map

𝛿(𝑎) =

{︂
∞, 𝑎 =∞;
0, 𝑎 ∈ N0.

is a nontrivial derivation on N0

⋃︀
{∞}. Note that it is not additively cancellative.

Definition. An element 𝑟 ∈ 𝑅 is called constant under the derivation 𝛿 if
𝛿(𝑟) = 0.

Clearly, 0 and 1 are constants in any additively cancellative semiring containing
these elements. Any natural number is a constant under the trivial derivation.

Example 5. In a semiring 𝑆 =

{︂(︂
𝑎 𝑏
0 𝑐

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅

}︂
with respect to ordinary

addition and multiplication under the derivation 𝑑 : 𝑆 → 𝑆 given by 𝑑
(︂(︂

𝑎 𝑏
0 𝑐

)︂)︂
=

=

(︂
0 𝑏
0 0

)︂
for each 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 𝑎 ̸= 0 𝑑

(︂(︂
𝑎 0
0 𝑐

)︂)︂
=

(︂
0 0
0 0

)︂
. Hence, each

diagonal matrix of 𝑆 is constant.
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Example 6. Matrices

⎛⎝ 0 0 0
0 𝑎 0
0 0 0

⎞⎠ are constant under the derivation in the

Example 1.

Proposition 7. Let 𝑅 be additively cancellative semiring. Then every additively
idempotent element 𝑎 ∈ 𝑅 is a constant with respect to any derivation 𝛿 on 𝑅.

Proof . Since 𝑅 is additively cancellative 𝛿 (𝑎) = 𝛿 (𝑎+ 𝑎) = 𝛿 (𝑎)+ 𝛿 (𝑎) follows
𝛿 (𝑎) = 0.

A derivation 𝛿 : 𝑅→ 𝑅 is said to be commuting 𝑟 · 𝛿(𝑟) = 𝛿(𝑟) · 𝑟 for all 𝑟 ∈ 𝑅. .

Proposition 8. Let 𝑅 be additively cancellative entire semiring. Then every
multiplicatively idempotent element 𝑎 ∈ 𝑅 is a constant with respect to any commut-
ing derivation 𝛿.

Proof . Let 𝑎 ∈ 𝑅 be any multiplicatively idempotent element. Suppose 𝑎 ̸=
0; otherwise clear. Taking the derivative 𝛿 (𝑎) = 𝛿 (𝑎 · 𝑎) = 𝛿 (𝑎) · 𝑎 + 𝑎 · 𝛿 (𝑎).
Multiplying by 𝑎 on the left 𝑎 · 𝛿 (𝑎) = 𝑎 · 𝛿 (𝑎) · 𝑎 + 𝑎2 · 𝛿(𝑎). By idempotency and
additive cancelativeness we get 𝑎 · 𝛿 (𝑎) = 𝑎 · 𝛿 (𝑎) · 𝑎 + 𝑎 · 𝛿(𝑎) and 𝑎 · 𝛿 (𝑎) · 𝑎 = 0.
By commutativity and idempotency we have 𝑎 · 𝛿 (𝑎) = 0. Since 𝑅 contains no zero
divisors and 𝑎 ̸= 0, then 𝛿 (𝑎) = 0.

Note that in the additively cancellative semiring the only additively idempotent
element is 0. It is clearly constant.

A subsemiring 𝑆 of a differential semiring (𝑅, 𝛿) is called differential if 𝛿(𝑆) ⊆ 𝑆.

Proposition 9. Let (𝑅, 𝛿) be an additively cancellative additively commutative
differential semiring with the center 𝑍(𝑅). Then 𝑍(𝑅) is a differential subsemiring
of 𝑅.

Proof . Let 𝑎 ∈ 𝑍(𝑅), 𝑏 ∈ 𝑅. We have 𝛿 (𝑎𝑏) = 𝛿 (𝑏𝑎). Then 𝛿 (𝑎𝑏) = 𝛿 (𝑎) · 𝑏+
𝑎 · 𝛿 (𝑏) = 𝛿 (𝑎) · 𝑏 + 𝛿 (𝑏) · 𝑎. On the other hand 𝛿 (𝑏𝑎) = 𝛿 (𝑏) · 𝑎 + 𝑏 · 𝛿 (𝑎). Since
𝑅 is additively cancellative and additively commutative we have 𝛿 (𝑎) · 𝑏 = 𝑏 · 𝛿 (𝑎).
Hence, 𝛿 (𝑎) ∈ 𝑍 (𝑅).

Proposition 10. The set 𝐶𝛿(𝑅) = {𝑎 ∈ 𝑅 |𝛿(𝑎) = 0} of all constants of 𝑅 with
respect to the derivation 𝛿 forms a differential subsemiring of 𝑅.

Proof . It is shown in [2] that 𝐶𝛿(𝑅) is a subsemiring of 𝑅. If 𝑎 ∈ 𝐶𝛿(𝑅) then
𝛿(𝑎) = 0 ∈ 𝐶𝛿(𝑅). Hence, 𝐶𝛿(𝑅) is closed under 𝛿.

Corollary 1. The set 𝐼+(𝑅) of additively idempotent elements of the additively
cancellative semiring 𝑅 is a differential semiring.

Example 7. For a semiring 𝑆2 from Example 2 𝐶𝛿1(𝑆2) = (0), but 𝐶𝛿2(𝑆2) = ∅.
Also 𝐶𝛿(N0

⋃︀
{∞}) = N0.

Proposition 11. If 𝐹 is a 𝛿-semifield then the semiring of constants 𝐶𝛿 is a
𝛿-semifield.

Proof . Let 𝑎 ∈ 𝐶𝛿(𝑅), 𝑎 ̸= 0. Then 𝛿 (𝑎) = 0 and 𝑎 ∈ 𝐹 follows 𝑎−1 ∈ 𝐹 and
𝑎 · 𝑎−1 = 1. Then 0 = 𝛿 (1) = 𝛿 (𝑎 · 𝑎−1) = 𝛿 (𝑎) · 𝑎−1 + 𝑎 · 𝛿 (𝑎−1) = 𝑎 · 𝛿 (𝑎−1). Thus
𝑎 · 𝛿 (𝑎−1) = 0. Hence 𝛿 (𝑎−1) = 0 and 𝑎−1 ∈ 𝐶𝛿(𝑅).

The following properties follow from the definition of a derivation.
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Proposition 12. If 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 is a semiring derivation and 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅
then

𝛿

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿 (𝑎𝑖) .

𝛿

(︃
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑎𝑖

)︃
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎1 · 𝑎2 · · · 𝑎𝑘−1 · 𝛿 (𝑎𝑘) · 𝑎𝑘+1 · · · 𝑎𝑛.

Proof . 1 is obvious. Prove 2 by induction on 𝑛. The case 𝑛 = 2 is obvious.
Suppose the equality holds for 𝑛− 1. Then for 𝑛 we have

𝛿

(︃
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑎𝑖

)︃
= 𝛿

(︃
𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝑎𝑖

)︃
· 𝑎𝑛 +

(︃
𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝑎𝑖

)︃
· 𝛿 (𝑎𝑛) =

=

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑎1 · · · 𝑎𝑘−1 · 𝛿 (𝑎𝑘) · 𝑎𝑘+1 · · · 𝑎𝑛−1

)︃
· 𝑎𝑛 +

(︃
𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝑎𝑖

)︃
· 𝛿 (𝑎𝑛) =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎1 · · · 𝑎𝑘−1 · 𝛿 (𝑎𝑘) · 𝑎𝑘+1 · · · 𝑎𝑛.

Corollary 2. If 𝑅 is a multiplicatively commutative 𝛿-semiring and
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅 then

𝛿

(︃
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑎𝑖

)︃
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛿 (𝑎𝑘) ·
∏︁
𝑖 ̸=𝑘

𝑎𝑖.

Define 𝛿2 (𝑎) = 𝛿 (𝛿 (𝑎)), 𝛿3 (𝑎) = 𝛿 (𝛿2 (𝑎)), . . . By induction we can prove

Proposition 13. If 𝛿 : 𝑅→ 𝑅 is a semiring derivation then 𝛿𝑛 : 𝑅→ 𝑅 is also
a semiring derivation for any 𝑛 ∈ N.

Proposition 14. If 𝑐 ∈ 𝐶𝛿(𝑅) then 𝛿(𝑛) (𝑐𝑟) = 𝑐𝛿(𝑛) (𝑟) for any 𝑟 ∈ 𝑅 and
𝑛 ∈ N.

Proof . By induction on 𝑛. For 𝑛 = 1 we have 𝛿 (𝑐𝑟) = 𝛿 (𝑐) 𝑟 + 𝑐𝛿 (𝑟) = 𝑐𝛿 (𝑟).
The rest is obvious.

Theorem 1. If (𝑅, 𝛿) is a differential semiring then for any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 and 𝑛 ∈ N
it holds

𝛿𝑛 (𝑎𝑏) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝛿

𝑛−𝑘 (𝑎) 𝛿𝑘 (𝑏) .

Proof . By induction on 𝑛. The case 𝑛 = 1 is obvious. Suppose the equality
holds for 𝑛− 1 and prove it for 𝑛.

𝛿𝑛 (𝑎𝑏) = 𝛿

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛−1𝛿

𝑛−𝑘−1 (𝑎) 𝛿𝑘 (𝑏)

)︃
=

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛−1 · 𝛿

(︀
𝛿𝑛−𝑘−1 (𝑎) 𝛿𝑘 (𝑏)

)︀
=
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=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛−1 ·

(︀
𝛿𝑛−𝑘 (𝑎) 𝛿𝑘 (𝑏) + 𝛿𝑛−𝑘−1 (𝑎) 𝛿𝑘+1 (𝑏)

)︀
=

= 𝛿𝑛 (𝑎) · 𝑏+ 𝛿𝑛−1 (𝑎) · 𝛿 (𝑏) + (𝑛− 1) 𝛿𝑛−1 (𝑎) · 𝛿 (𝑏) + (𝑛− 1) 𝛿𝑛−2 (𝑎) · 𝛿2 (𝑏)+

+ . . .+ 𝐶𝑘−1
𝑛−1 · 𝛿𝑛−𝑘+1 (𝑎) · 𝛿𝑘−1 (𝑏) + 𝐶𝑘−1

𝑛−1 · 𝛿𝑛−𝑘 (𝑎) · 𝛿𝑘 (𝑏)+

+𝐶𝑘
𝑛−1 · 𝛿𝑛−𝑘 (𝑎) · 𝛿𝑘 (𝑏)+𝐶𝑘

𝑛−1 · 𝛿𝑛−𝑘−1 (𝑎) · 𝛿𝑘+1 (𝑏)+ . . .+ 𝛿 (𝑎) · 𝛿𝑛−1 (𝑏)+𝑎 · 𝛿𝑛 (𝑏) =

=
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝛿

𝑛−𝑘 (𝑎) 𝛿𝑘 (𝑏) .

3. Semimodule of semiring derivations. In what follows let 𝑅 be a addi-
tively commutative semiring with absorbing zero. Denote the set of all derivations
on 𝑅 by Der𝑅. In this case Der𝑅 ̸= ∅. Let 𝛿1 : 𝑅 → 𝑅 and 𝛿2 : 𝑅 → 𝑅 be deriva-
tions. The sum of derivations 𝛿1 and 𝛿1 on 𝑅 is a map 𝛿1 + 𝛿2 : 𝑅→ 𝑅 defined by
(𝛿1 + 𝛿2)(𝑟) =df 𝛿1(𝑟) + 𝛿2(𝑟) for all 𝑟 ∈ 𝑅.

In [3] it is shown that the sum of two arbitrary semiring derivations is a semiring
derivation. The set Der𝑅 forms a monoid under addition where the neutral element
is a trivial derivation. This implies, by induction

Lemma 1. Let 𝛿𝑖 : 𝑅→ 𝑅 be semiring derivations, 𝑖 = 1, 2, . . . 𝑛. Then
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛿𝑖
is a derivation on 𝑅.

Lemma 2. Let 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 be a derivation on 𝑅, 𝑎 ∈ 𝑍 (𝑅). Then the map
𝑎𝛿 : 𝑅→ 𝑅 given by (𝑎𝛿)(𝑟) =df 𝑎 · 𝛿(𝑥) for all 𝑟 ∈ 𝑅 is a derivation on 𝑅.

Proof. It is trivally checked that 𝑎𝛿 is additive. Let 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 be arbitrary
elements. We have (𝑎𝛿) (𝑟 · 𝑠) = (𝑎𝛿 (𝑟)) 𝑠+ (𝑎𝑟) 𝛿 (𝑠) = (𝑎𝛿) (𝑟) · 𝑠+ 𝑟 (𝑎𝛿) (𝑠).

Corollary 3. Let 𝑅 be a semiring, 𝛿𝑖 : 𝑅 → 𝑅 a derivation on 𝑅, 𝜆𝑖 ∈ 𝑍 (𝑅),
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛. Then the map

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖𝛿𝑖 : 𝑅→ 𝑅 is a derivation on 𝑅.

Corollary 4. If 𝛿 : 𝑅→ 𝑅 is a derivation of a semiring, then 𝛼0𝛿
𝑛+𝛼𝑛−1𝛿

𝑛−1+
. . .+ 𝛼𝑛−1𝛿 + 𝛼𝑛𝜀 for all 𝛼𝑖 ∈ 𝑅, is a semiring derivation.

Theorem 2. The set 𝑀 = Der𝑅 of derivations on a semiring 𝑅 is a semimodule
over the center 𝑍(𝑅) of the semiring 𝑅.

Proof. The associativity and commutativity of addition on Der𝑅 follows from
the associativity and commutativity of addition on𝑅 respectively. The trivial deriva-
tion is clearly a neutral element under addition on Der𝑅.

All the other conditions are checked trivially. Let 𝑎 ∈ 𝑅, 𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝑍 (𝑅), and 𝛿 ∈
𝐷𝑒𝑟 (𝑅) be abritrary elements. Then ((𝜆1𝜆2) 𝛿) (𝑎) = (𝜆1𝜆2)·𝛿 (𝑎) = 𝜆1 (𝜆2 · 𝛿 (𝑎)) =
𝜆1 ((𝜆2𝛿) (𝑎)) = (𝜆1 (𝜆2𝛿)) (𝑎) follows associativity ((𝜆1𝜆2)𝛿) = (𝜆1(𝜆2𝛿)). Similarly
check distributivity ((𝜆1 + 𝜆2) 𝛿) (𝑎) = (𝜆1 + 𝜆2) · 𝛿 (𝑎) = 𝜆1 · 𝛿 (𝑎) + 𝜆2 · 𝛿 (𝑎) =
(𝜆1𝛿) (𝑎) + (𝜆2𝛿) (𝑎), so ((𝜆1 + 𝜆2)𝛿) = (𝜆1𝛿) + (𝜆2𝛿).

Let 𝑎 ∈ 𝑅, 𝜆 ∈ 𝑍 (𝑅), and 𝛿1, 𝛿2 ∈ 𝐷𝑒𝑟 (𝑅) be abritrary elements. Then
(𝜆 (𝛿1 + 𝛿2)) (𝑎) = 𝜆 · (𝛿1 + 𝛿2) (𝑎) = 𝜆 · (𝛿1 (𝑎) + 𝛿2 (𝑎)) = 𝜆 · 𝛿1 (𝑎) + 𝜆 · 𝛿2 (𝑎) =
(𝜆𝛿1) (𝑎) + (𝜆𝛿2) (𝑎) follows 𝜆(𝛿1 + 𝛿2) = (𝜆𝛿1) + (𝜆𝛿2).

Let 𝑎 ∈ 𝑅 and 𝛿 ∈ 𝐷𝑒𝑟 (𝑅) be abritrary elements. Then (1 · 𝛿) (𝑎) = 1 · 𝛿 (𝑎) =
𝛿 (𝑎) follows 1𝑅 · 𝛿 = 𝛿 .

Роздiл 1: Математика i статистика



SEMIMODULE OF SEMIRING DERIVATIONS 69

Let 𝑎 ∈ 𝑅, 𝜆 ∈ 𝑍 (𝑅) and 𝛿 ∈ 𝐷𝑒𝑟 (𝑅) be abritrary elements. Then (𝜆 · 0𝑀) (𝑎) =
𝜆 · 0𝑀 (𝑎) = 𝜆 · 0𝑅 = 0𝑅 = 0𝑀 (𝑎), similarly (0𝑅 · 𝛿) (𝑎) = 0𝑅 · 𝛿 (𝑎) = 0𝑅 = 0𝑀 (𝑎).
It follows 𝜆 · 0𝑀 = 0𝑀 and 0𝑅 · 𝛿 = 0𝑀 .

Hence, 𝐷𝑒𝑟 (𝑅) is a 𝑍(𝑅)-semimodule.

Corollary 5. The set 𝐷𝑒𝑟 (𝑅) of derivations of a multiplicatively commutative
semiring 𝑅 is a 𝑅-semimodule.

Theorem 3. Let 𝛿1 : 𝑅 → 𝑅, 𝛿2 : 𝑅 → 𝑅 be derivations of an additively can-
cellative semiring 𝑅. Then 𝛿1𝛿2 is a derivation on 𝑅 if and only of 𝛿2 (𝑟) · 𝛿1 (𝑠) +
𝛿1 (𝑟) · 𝛿2 (𝑠) = 0 for all 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅.

Proof . (=⇒) Let 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 be arbitrary elements. Since 𝛿1𝛿2 is a derivation
we have (𝛿1𝛿2) (𝑟𝑠) = (𝛿1𝛿2) (𝑟) · 𝑠 + 𝑟 · (𝛿1𝛿2) (𝑠). On the other hand (𝛿1𝛿2) (𝑟𝑠) =
𝛿1 (𝛿2 (𝑟𝑠)) = 𝛿1 (𝛿2 (𝑟) · 𝑠+ 𝑟 · 𝛿2 (𝑠)) = (𝛿1𝛿2) (𝑟) · 𝑠+ 𝛿2 (𝑟) · 𝛿1 (𝑠) + 𝛿1 (𝑟) · 𝛿2 (𝑠) +
𝑟 · (𝛿1𝛿2) (𝑠). It follows

(𝛿1𝛿2) (𝑟) · 𝑠+ 𝑟 · (𝛿1𝛿2) (𝑠) = (𝛿1𝛿2) (𝑟) · 𝑠+ 𝛿2 (𝑟) · 𝛿1 (𝑠)+ 𝛿1 (𝑟) · 𝛿2 (𝑠)+ 𝑟 · (𝛿1𝛿2) (𝑠) .

From additive cancellativeness of 𝑅 it follows the equality to be proved, i. e.

𝛿2 (𝑟) · 𝛿1 (𝑠) + 𝛿1 (𝑟) · 𝛿2 (𝑠) = 0.

(⇐=) Let 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 be arbitrary elements. Then additivity of 𝛿1𝛿2 follows from
the additivity of 𝛿1 and 𝛿2 (𝛿1 · 𝛿2) (𝑟 + 𝑠) = 𝛿1 (𝛿2 (𝑟) + 𝛿2 (𝑠)) = (𝛿1 · 𝛿2) (𝑟) +
(𝛿1 · 𝛿2) (𝑠).

If 𝛿2 (𝑟) · 𝛿1 (𝑠) + 𝛿1 (𝑟) · 𝛿2 (𝑠) = 0 then (𝛿1𝛿2) (𝑟𝑠) = 𝛿1 (𝛿2 (𝑟) · 𝑠+ 𝑟 · 𝛿2 (𝑠)) =
(𝛿1𝛿2) (𝑟) · 𝑠+ 𝛿2 (𝑟) · 𝛿1 (𝑠)+ 𝛿1 (𝑟) · 𝛿2 (𝑠)+ 𝑟 · (𝛿1𝛿2) (𝑠) = (𝛿1𝛿2) (𝑟) · 𝑠+ 𝑟 · (𝛿1𝛿2) (𝑠).

Hence 𝛿1𝛿2 is a derivation on 𝑅.

Corollary 6. Let 𝛿1 : 𝑅→ 𝑅, 𝛿2 : 𝑅→ 𝑅 be derivations of an additively commu-
tative semiring 𝑅. Then 𝛿1𝛿2 is a derivation on 𝑅 if and only if 𝛿2𝛿1 is a derivation
on 𝑅.

Denote by {𝛿1, 𝛿2} the anti-commutator of the derivations 𝛿1 and 𝛿2 on 𝑅, i. e.
{𝛿1, 𝛿2} = 𝛿1 · 𝛿2 + 𝛿2 · 𝛿1.

Corollary 7. If 𝛿1𝛿2 is a derivation on 𝑅 then {𝛿1, 𝛿2} is a derivation on 𝑅.

Theorem 4. If 𝑅 is a 2-torsion-free semiring, 𝛿 : 𝑅 → 𝑅 is a derivation,
{𝛿 (𝑟) , 𝛿 (𝑠)} = {𝑟, 𝑠} for all 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅, then there exists 𝑎 ∈ 𝑍 (𝑅) such that 𝑎2 = 1.

Proof . From {𝛿 (𝑟) , 𝛿 (𝑠)} = {𝑟, 𝑠} we obtain that 𝛿 (𝑟) · 𝛿 (𝑠) + 𝛿 (𝑠) · 𝛿 (𝑟) =
𝑟𝑠+ 𝑠𝑟 for all 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅. In particular, 𝛿 (1) · 𝛿 (1) + 𝛿 (1) · 𝛿 (1) = 1 · 1 + 1 · 1, which
implies 2 (𝛿 (1))2 = 2. Since 𝑅 is 2-torsion-free, then (𝛿 (1))2 = 1. Hence, 𝑎2 = 1,
𝑎 ∈ 𝑍 (𝑅) , where 𝑎 = 𝛿 (1).

Example. Let 𝑅 be any semiring, 𝑆 ⊆𝑀3 (𝑅) be a subsemiring of 𝑀3 (𝑅)

𝑆 =

⎧⎨⎩
⎛⎝ 0 𝑎 𝑏

0 0 𝑐
0 0 0

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅
⎫⎬⎭
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under ordinary matrix addition and multiplication. The maps 𝛿1 : 𝑆 → 𝑆 and
𝛿2 : 𝑆 → 𝑆 defined by the following rules are both derivations on 𝑆.

𝛿1

⎛⎝⎛⎝ 0 𝑎 𝑏
0 0 𝑐
0 0 0

⎞⎠⎞⎠ =

⎛⎝ 0 0 𝑎
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ and 𝛿2

⎛⎝⎛⎝ 0 𝑎 𝑏
0 0 𝑐
0 0 0

⎞⎠⎞⎠ =

⎛⎝ 0 0 𝑐
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ .

It is easy to check that the product of 𝛿1 and 𝛿2 is also a derivation on 𝑆. Moreover,
these derivations commute, i. e. 𝛿1𝛿2 = 𝛿2𝛿1.

Let 𝑉 (𝑀) be a set of all elements of the semimodule 𝑀 over a semiring 𝑅 having
additive inverse. The set 𝑉 (𝑀) is a subsemimodule of the 𝑅-semimodule 𝑀 . []

Denote by [𝛿1, 𝛿2] the commutator of the derivations 𝛿1 and 𝛿2, i. e. a map
[𝛿1, 𝛿2] = 𝛿1𝛿2 − 𝛿2𝛿1.

Theorem 5. For all 𝛿1, 𝛿2 ∈ 𝑉 (𝐷𝑒𝑟 (𝑅)), [𝛿1, 𝛿2] = 𝛿1𝛿2 − 𝛿2𝛿1 ∈ 𝑉 (𝐷𝑒𝑟 (𝑅)).

Proof. Let 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Consider [𝛿1, 𝛿2](𝑎+ 𝑏) = (𝛿1𝛿2 − 𝛿2𝛿1) (𝑎+ 𝑏) =
= 𝛿1 (𝛿2 (𝑎+ 𝑏))− 𝛿2 (𝛿1 (𝑎+ 𝑏)) = 𝛿1 (𝛿2 (𝑎)) + 𝛿1 (𝛿2 (𝑏))− 𝛿2 (𝛿1 (𝑎))− 𝛿2 (𝛿1 (𝑏)) =
((𝛿1𝛿2) (𝑎)− (𝛿2𝛿1) (𝑎)) + ((𝛿1𝛿2) (𝑏)− (𝛿2𝛿1) (𝑏)) = (𝛿1𝛿2 − 𝛿2𝛿1) (𝑎)+
+ (𝛿1𝛿2 − 𝛿2𝛿1) (𝑏) = [𝛿1, 𝛿2](𝑎) + [𝛿1, 𝛿2](𝑏).

Check the second condition [𝛿1, 𝛿2](𝑎𝑏) = (𝛿1𝛿2 − 𝛿2𝛿1) (𝑎𝑏) = 𝛿1 (𝛿2 (𝑎𝑏))−
−𝛿2 (𝛿1 (𝑎𝑏)) = 𝛿1 (𝛿2 (𝑎) 𝑏+ 𝑎𝛿2 (𝑏))− 𝛿2 (𝛿1 (𝑎) 𝑏+ 𝑎𝛿1 (𝑏)) = (𝛿1𝛿2) (𝑎) 𝑏+
+𝛿2 (𝑎) 𝛿1 (𝑏) + 𝛿1 (𝑎) 𝛿2 (𝑏) + 𝑎 (𝛿1𝛿2) (𝑏)− (𝛿2𝛿1) (𝑎) 𝑏− 𝛿1 (𝑎) 𝛿2 (𝑏)− 𝛿2 (𝑎) 𝛿1 (𝑏)−
−𝑎 (𝛿2𝛿1) (𝑏) = ((𝛿1𝛿2) (𝑎)− (𝛿2𝛿1) (𝑎)) 𝑏+ 𝑎 ((𝛿1𝛿2) (𝑏)− (𝛿2𝛿1) (𝑏)) =
= (𝛿1𝛿2 − 𝛿2𝛿1) (𝑎) 𝑏+ 𝑎 (𝛿1𝛿2 − 𝛿2𝛿1) (𝑏) = [𝛿1, 𝛿2](𝑎)𝑏+ 𝑎[𝛿1, 𝛿2](𝑏).

4. Conclusions and prospects for further research. In this article we
study derivations of semirings and their sets. Namely, we give new examples of
such derivations, prove some of their properties. We also prove that the set of all
derivations on a semiring forms a semimodule over its center. The obtained results
can be used in further research in differential algebra, in a study semirings and
semimodules with derivations.
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Мельник I. О., Андрушко А. I. Напiвмодуль диференцiювань напiвкiльця.
Вивчаються диференцiювання напiвкiлець, диференцiальнi напiвкiльця та мно-

жина диференцiювань напiвкiльця. Поняття диференцiального напiвкiльця тради-
цiйно означають як адитивне вiдображення, що задовольняє правило Лейбнiца. У
статтi наведено новi приклади диференцiювань напiвкiлець, доведено деякi їх вла-
стивостi. Також доведено, що множина всiх диференцiювань напiвкiльця утворює
напiвмодуль над своїм центром. Показано, що комутатор будь-яких двох диференцi-
ювань мiститься в пiднапiвмодулi 𝑉 (𝑀) елементiв 𝑀 , якi мають адитивнi оберненi.

Ключовi слова: диференцiювання напiвкiльця, напiвмодуль, напiвкiльце, пiднапiв-
модуль, диференцiальне напiвкiльце.
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ПРО ОПИСАННЯ ДЕЯКОГО КЛАСУ ЧЕРНIКОВСЬКИХ
3-ГРУП, ЩО Є РОЗШИРЕННЯМИ ПОВНОЇ АБЕЛЕВОЇ

3-ГРУПИ ЗА ДОПОМОГОЮ ЦИКЛIЧНОЇ ГРУПИ ПОРЯДКУ 27

В данiй роботi описуються з точнiстю до iзоморфiзму, деякi чернiковськi 3-групи,
що є розширеннями повних абелевих 3-груп з умовою мiнiмальностi. Зокрема описую-
ться всi такi розширення прямої суми 26-ти екземплярiв адитивної, квазiциклiчної 3-
групи C3∞ , за допомогою циклiчної групи 𝐻 порядку 27, i якi визначаються зображен-
ням Γ, де Γ пробiгає наступну множину матричних Z3-зображень

{︁
Γ
(1)
ℎ ,Γ

(2)
ℎ ,Γ

(3)
ℎ ,Γ

(4)
ℎ

}︁
,

що мiстять точно 3 незвiднi Z3-компоненти [2].
Пiдкреслимо, що в [2], описано всi неiзоморфнi чернiковськi 𝑝-групи, фактор-група

яких за максимальною повною абелевою пiдгрупою є циклiчною групою порядка 𝑝𝑑,
де 𝑑 ≤ 2.

Ключовi слова: чернiковська група, матричне зображення групи, незвiдна компо-
нента зображення.

1. Вступ. Нехай 𝐻 = ⟨ℎ⟩ — циклiчна група 27-го порядку, 𝜂, 𝜉, 𝜀 — первiснi
коренi з 1 вiдповiдно 27-го, 9-го та 3-го степенiв. Z3 — кiльце цiлих 3-адичних
чисел.

Розглянемо матричне Z3-зображення групи 𝐻 вигляду:

Γ : ℎ→ Γℎ(0, 𝑢
𝑛, 𝑡𝑚) =

⎛⎝𝜂 0 ⟨𝑡𝑚⟩
0 𝜉 ⟨𝑢𝑛⟩
0 0 𝜀

⎞⎠ , (1)

де 𝑡 = 𝜂 − 1, 𝑢 = 𝜉 − 1, 𝑛 = 0, 1, . . . , 5, 𝑚 = 0, 1, . . . , 17.

𝜂 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 −1
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝜉 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝜀 =

(︂
0 −1
1 −1

)︂
.

— незвiднi над Z3 матрицi, порядкiв 18× 18, 6× 6 та 2× 2 вiдповiдно. ⟨𝛿⟩18×2 —
матриця, що вiдповiдає оператору множення на первiсний корiнь 𝜂 в Z3-базисi
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1, 𝜂, . . . , 𝜂17 кiльця Z3[𝜂], ⟨𝑢⟩6×2 — матриця, що вiдповiдає оператору множення
на первiсний корiнь 𝜉 в Z3-базисi 1, 𝜉, . . . , 𝜉5 кiльця Z3[𝜉].

Надалi, всюди через 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . будемо позначати твiрнi елементи квазiци-
клiчної 3-групи C3∞ , якi задовольняють умовам 3𝑎0 = 0, 3𝑎𝑖 = 𝑎𝑖−1 (𝑖 = 1, 2, . . .).
Якщо 𝑢 — елемент квазiциклiчної 3-групи C3∞ , то для довiльного натурального
числа 𝑘 через 𝑢(𝑘) будемо позначати елемент групи C𝑘

3∞ вигляду

(𝑢, 𝑢, . . . , 𝑢)⏟  ⏞  
𝑘 раз

.

В розширеннi 𝐺(C26
3∞ , 𝐻,Γ,𝑚) розглянемо пiдгрупу 𝐴(Γ), усiх систем фа-

кторiв, якими визначаються розширення групи C𝑛
3∞ за допомогою групи 𝐻, що

вiдповiдають Z3-зображенню Γ; утворюють групу вiдносно операцiї додавання
системи факторiв. 𝐴(Γ) визначається наступним чином

𝐴(Γ) = {𝑚| Γ(𝑚) = 𝑚} . (2)

Також нехай 𝑚 = 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧), де 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥18) ∈ C18
3∞ , 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥18 ∈

C3∞ , 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦6) ∈ C6
3∞ , 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦6 ∈ C3∞ , 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) ∈ C2

3∞ , 𝑧1, 𝑧2 ∈
C3∞ .

2. Основний результат. Опишемо всi не iзоморфнi розширення групи
C26

3∞ , що є розширенням прямої суми 26-ти екземплярiв 3-групи C3∞ , за допо-
могою групи 𝐻, i якi визначаються зображенням Γ, де Γ ∈

{︁
Γ
(1)
ℎ ,Γ

(2)
ℎ ,Γ

(3)
ℎ ,Γ

(4)
ℎ

}︁
.

Iз [1, 3] слiдує, що кожне таке розширення цiлком визначається елементом 𝑚
групи C3∞ , що задовольняє умовi Γ (𝑚) = 𝑚.

Для матричного Z3-зображення Γ, яке пробiгає множину
{︁
Γ
(1)
ℎ ,Γ

(2)
ℎ ,Γ

(3)
ℎ ,Γ

(4)
ℎ

}︁
,

де

Γ : ℎ→ Γ
(1)
ℎ = Γℎ(0, 1, 1) =

⎛⎝𝜂 0 ⟨1⟩18×2

0 𝜉 ⟨1⟩6×2

0 0 𝜀

⎞⎠ ,

Γ : ℎ→ Γ
(2)
ℎ = Γℎ(0, 𝑢, 1) =

⎛⎝𝜂 0 ⟨1⟩18×2

0 𝜉 ⟨𝑢⟩6×2

0 0 𝜀

⎞⎠ ,

Γ : ℎ→ Γ
(3)
ℎ = Γℎ(0, 1, 𝑡) =

⎛⎝𝜂 0 ⟨𝑡⟩18×2

0 𝜉 ⟨1⟩6×2

0 0 𝜀

⎞⎠ ,

Γ : ℎ→ Γ
(4)
ℎ = Γℎ(0, 𝑢, 𝑡) =

⎛⎝𝜂 0 ⟨𝑡⟩18×2

0 𝜉 ⟨𝑢⟩6×2

0 0 𝜀

⎞⎠ ,

має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Нехай

𝑚1(𝑖, 𝑗, 𝑘) =
(︁
(𝑘 · 2𝑎0 − 𝑖 · 2𝑎1)(9), (𝑘𝑎0 − 𝑖𝑎1)(9), (𝑗 · 2𝑎0 − 𝑖 · 2𝑎1)(3),

(𝑗𝑎0 − 𝑖𝑎1)(3), 𝑖𝑎0,−𝑖𝑎0
)︁
,
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𝑚2(𝑖, 𝑗, 𝑘) =
(︁
(𝑘 · 2𝑎0 − 𝑖 · 2𝑎1)(9), (𝑘𝑎0 − 𝑖𝑎1)(9), 𝑗 · 2𝑎0 + 𝑖𝑎0,

(𝑗 · 2𝑎0)(2), (𝑗𝑎0)(3), 𝑖𝑎0,−𝑖𝑎0
)︁
,

𝑚3(𝑖, 𝑗, 𝑘) =
(︁
𝑖𝑎0 − 𝑘𝑎0, (𝑘 · 2𝑎0)(8), (𝑘𝑎0)(9) (𝑗 · 2𝑎0 − 𝑖 · 2𝑎1)(3),

(𝑗𝑎0 − 𝑖𝑎1)(3), 𝑖𝑎0,−𝑖𝑎0
)︁
,

𝑚4(𝑖, 𝑗, 𝑘) =
(︁
𝑖𝑎0 − 𝑘𝑎0, (𝑘 · 2𝑎0)(8), (𝑘𝑎0)(9) 𝑖𝑎0 − 𝑗𝑎0,

(𝑗 · 2𝑎0)(2), (𝑗𝑎0)(3), 𝑖𝑎0,−𝑖𝑎0
)︁
,

де 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ {0; 1; 2}.
Тодi

𝐴
(︁
C26

3∞ , 𝐻,Γ
(𝑠)
ℎ

)︁
= {𝑚𝑠 (𝑖, 𝑗, 𝑘) | 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2} , 𝑠 = 1, 2, 3, 4.

Доведення. Проведемо доведення лише для Z3-зображення Γ
(1)
ℎ . Доведення

iнших випадкiв розглядається аналогiчно.
За означенням групи (14), ця група складається з усiх таких елементiв 𝑚1 ∈

C26
3∞ , що виконується

Γ
(1)
ℎ (𝑚1) = 𝑚1.

Тодi iз (14) слiдує ⎧⎪⎨⎪⎩
𝜂𝑥𝑇 + ⟨1⟩18×2 · 𝑧𝑇 = 𝑥𝑇 ,

𝜉𝑦𝑇 + ⟨1⟩6×2 · 𝑧𝑇 = 𝑦𝑇 ,

𝜀𝑧𝑇 = 𝑧𝑇 ,

(3)

де 𝑥𝑇 , 𝑦𝑇 , 𝑧𝑇 — вектор-стовпцi, отриманi транспонуванням вiдповiдно вектор-ряд-
кiв 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Iз третього рiвняння системи (3) маємо(︂
0 −1
1 −1

)︂
·
(︂
𝑧1
𝑧2

)︂
=

(︂
𝑧1
𝑧2

)︂
,

{︃
−𝑧2 = 𝑧1,

𝑧1 − 𝑧2 = 𝑧2.

Звiдси 𝑧 = (𝑖𝑎0,−𝑖𝑎0), де 𝑖 ∈ {0, 1, 2}.
Аналогiчно, iз другого рiвняння системи (3) отримуємо⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
𝑦3
𝑦4
𝑦5
𝑦6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·
(︂
𝑖𝑎0
−𝑖𝑎0

)︂
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
𝑦3
𝑦4
𝑦5
𝑦6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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−𝑦6 − 𝑖𝑎0 = 𝑦1,

𝑦1 = 𝑦2,

𝑦2 = 𝑦3,

𝑦3 − 𝑦6 = 𝑦4,

𝑦4 = 𝑦5,

𝑦5 = 𝑦6.

Звiдси 𝑦 =
(︀
(𝑗 · 2𝑎0 − 𝑖 · 2𝑎1)(3), (𝑗𝑎0 − 𝑖𝑎1)(3)

)︀
, де 𝑗 ∈ {0, 1, 2}.

На кiнець iз першого рiвняння системи (3) отримуємо⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑥18 − 𝑖𝑎0 = 𝑥1,

𝑥1 = 𝑥2,
...
𝑥8 = 𝑥9,

𝑥9 − 𝑥18 = 𝑥10,

𝑥10 = 𝑥11,
...
𝑥17 = 𝑥18.

Звiдси 𝑥 =
(︀
(𝑘 · 2𝑎0 − 𝑖 · 2𝑎1)(9), (𝑘𝑎0 − 𝑖𝑎1)(9)

)︀
, де 𝑘 ∈ {0, 1, 2}. Теорему дове-

дено.
Оскiльки одна iз незвiдних компонент Z3-зображень Γ

(𝑠)
ℎ , 𝑠 = 1, 2, 3, 4 дорiв-

нює 0, то пiдгрупа

𝐵(C26
3∞ , 𝐻,Γ) =

{︂(︂
𝐸 + Γ

(𝑠)
ℎ + . . .+

(︁
Γ
(𝑠)
ℎ

)︁26)︂
(𝑚𝑠)

⃒⃒⃒
𝑚𝑠 ∈ C26

3∞

}︂
,

групи 𝐴(C26
3∞ , 𝐻,Γ) є нульовою пiдгрупою.

А отже, iснує рiвно 27 нееквiваентних розширень групи C26
3∞ за допомогою

циклiчної групи 𝐻, порядку 27, що визначаються матричним Z3-зображенням
Γ
(𝑠)
ℎ . Оскiльки |𝐴(C26

3∞ , 𝐻,Γ)| = 27.

Теорема 2. Всi неiзомрфнi розширення групи C26
3∞ за допомогою групи 𝐻,

що визначаються зображенням Γ
(𝑠)
ℎ , де 𝑠 = 1, 2, 3, 4 вичерпуються наступни-

ми групами:
𝐺
(︁
Γ
(𝑠)
ℎ ,𝑚𝑠(0, 0, 0)

)︁
, 𝐺

(︁
Γ
(𝑠)
ℎ ,𝑚𝑠(1, 0, 0)

)︁
,

𝐺
(︁
Γ
(𝑠)
ℎ ,𝑚𝑠(0, 1, 0)

)︁
, 𝐺

(︁
Γ
(𝑠)
ℎ ,𝑚𝑠(0, 0, 1)

)︁
.

Доведення. Нехай виконуються умови теореми. Розглянемо спочатку
Z3-зображення Γ

(1)
ℎ та покажемо, що серед груп 𝐺

(︁
Γ
(1)
ℎ ,𝑚1(0, 0, 0)

)︁
,

𝐺
(︁
Γ
(1)
ℎ ,𝑚1(1, 0, 0)

)︁
, 𝐺
(︁
Γ
(1)
ℎ ,𝑚1(0, 1, 0)

)︁
, 𝐺
(︁
Γ
(1)
ℎ ,𝑚1(0, 0, 1)

)︁
немає попарно iзо-

морфних.
Для доведення iзоморфностi будь-яких двох, рiзних груп 𝐺 (C26

3∞ , 𝐻,Γ,𝑚) та
𝐺 (C26

3∞ , 𝐻,Γ,𝑚
′), що визначаються елементами 𝑚 та 𝑚′ вiдповiдно, використа-

ємо [2, див. лема 4], яка у нашому випадку перепишеться у виглядi

𝐶(𝑚) = 𝑟 ·𝑚′,
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де 𝑟 — деяке натуральне число, таке що не дiлиться на 3, а матриця 𝐶 має
вигляд

𝐶 =

⎛⎝𝐶11 𝐶12 𝐶13

0 𝐶22 𝐶23

0 0 𝐶33

⎞⎠ ,

тут 𝐶11, 𝐶22, 𝐶33 — оборотнi матрицi над Z3 порядкiв 18, 6 та 2 вiдповiдно, а 𝐶12,
𝐶13, 𝐶23 — довiльнi над Z3 матрицi порядкiв 18× 6, 18× 2 та 6× 2 вiдповiдно.

Припустимо протилежне, нехай 𝐺
(︁
Γ
(1)
ℎ ,𝑚1(0, 0, 1)

)︁
∼= 𝐺

(︁
Γ
(1)
ℎ ,𝑚1(1, 0, 0)

)︁
тодi iснує така оборотна матриця над Z3, i таке натуральне число 𝑟, що не
дiлиться на 3, що

⎛⎝𝐶11 𝐶12 𝐶13

0 𝐶22 𝐶23

0 0 𝐶33

⎞⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2𝑎0

(9)

𝑎0
(9)

0(3)

0(3)

0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑟

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
7𝑎1

(9)

8𝑎1
(9)

7𝑎1
(3)

8𝑎1
(3)

3𝑎1
6𝑎1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Iз якого маємо наступнi рiвностi

𝐶11 ·
(︂
2𝑎0

(9)

𝑎0
(9)

)︂
+ 𝐶12 ·

(︂
0(3)

0(3)

)︂
+ 𝐶13 ·

(︂
0
0

)︂
= 𝑟

(︂
7𝑎1

(9)

8𝑎1
(9)

)︂
,

𝐶22 ·
(︂
0(3)

0(3)

)︂
+ 𝐶23 ·

(︂
0
0

)︂
= 𝑟

(︂
7𝑎1

(3)

8𝑎1
(3)

)︂
,

𝐶33 ·
(︂
0
0

)︂
= 𝑟

(︂
3𝑎1
6𝑎1

)︂
,

де друге та третє рiвняння є неможливими, при будь-якому натуральному 𝑟,
яке не дiлиться на 3.

Тому, звiдси 𝐺
(︁
Γ
(1)
ℎ ,𝑚1(0, 0, 1)

)︁
≇ 𝐺

(︁
Γ
(1)
ℎ ,𝑚1(1, 0, 0)

)︁
. Iншi випадки розгля-

даються аналогiчно.
Тепер покажемо, що всi iншi групи, якi є розширенням групи C26

3∞ за допо-
могою групи 𝐻, що визначаються матричним зображенням Γ

(1)
ℎ , крiм тих що

фiгурують в теоремi попарно iзоморфнi.
Нехай надалi, всюди, якщо не сказано протилежне: 𝐸𝑛 — одинична, квадра-

тна над Z3, матриця порядку 𝑛, де 𝑛 ∈ N. Розглянемо наступнi матрицi:

𝐶1 =

⎛⎝𝐸18 𝑈1 0
0 𝐸6 0
0 0 𝐸2

⎞⎠ , 𝐶2 =

⎛⎝𝐸18 0 0
0 2𝐸6 0
0 0 𝐸2

⎞⎠ , 𝐶3 =

⎛⎝𝐸18 0 0
0 𝐸6 𝑈2

0 0 𝐸2

⎞⎠ ,

𝐶4 =

⎛⎝𝐸18 0 0
0 𝐸6 𝑈3

0 0 𝐸2

⎞⎠ , 𝐶5 =

⎛⎝𝐸18 0 𝑈4

0 𝐸6 0
0 0 𝐸2

⎞⎠ , 𝑈1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸3 0
0 2𝐸3

𝐸3 0
0 𝐸3

2𝐸3 0
0 𝐸3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Роздiл 1: Математика i статистика
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𝑈2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0
1 0
1 0
0 1
0 1
0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑈3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0
0 −1
1 0
0 1
−1 0
0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑈4 =

(︂
𝑉1
𝑉2

)︂
,

𝑉1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0
1 0
...

...
1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑉2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1
0 1
...

...
0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

де матрицi 𝑉1 та 𝑉2 мають порядок 9× 2, та матрицю 𝐸26.
За допомогою цих матриць, безпосередньою перевiркою, можна показати,

що:
𝐸26(𝑚1(0, 0, 1)) = 2𝑚1(0, 0, 2), 𝐸26(𝑚1(1, 0, 2)) = 4𝑚1(1, 1, 0),

𝐸26(𝑚1(1, 1, 2)) = 4𝑚1(1, 2, 0), 𝐸26(𝑚1(1, 2, 2)) = 2𝑚1(2, 0, 0),

𝐸26(𝑚1(2, 0, 2)) = 7𝑚1(2, 1, 0), 𝐶1(𝑚1(0, 1, 0)) = 𝑚1(0, 1, 1),

𝐶1(𝑚1(0, 1, 2)) = 2𝑚1(0, 2, 0), 𝐶1(𝑚1(0, 2, 0)) = 2𝑚1(0, 2, 1),

𝐶2(𝑚1(0, 2, 1)) = 𝑚1(0, 2, 2), 𝐶2(𝑚1(0, 1, 1)) = 2𝑚1(0, 1, 2),

𝐶4(𝑚1(1, 0, 0)) = 4𝑚1(1, 0, 1), 𝐶4(𝑚1(1, 0, 1)) = 4𝑚1(1, 0, 2),

𝐶5(𝑚1(1, 1, 0)) = 4𝑚1(1, 1, 1), 𝐶5(𝑚1(1, 1, 1)) = 4𝑚1(1, 1, 2),

𝐶5(𝑚1(1, 2, 0)) = 4𝑚1(1, 2, 1), 𝐶5(𝑚1(1, 2, 1)) = 4𝑚1(1, 2, 2),

𝐶6(𝑚1(2, 0, 0)) = 𝑚1(2, 0, 1), 𝐶6(𝑚1(2, 0, 1)) = 𝑚1(2, 0, 2),

𝐶6(𝑚1(2, 1, 0)) = 𝑚1(2, 1, 1), 𝐶6(𝑚1(2, 1, 1)) = 𝑚1(2, 1, 2).

А отже, вiдповiднi групи, якi мiстять данi елементи будуть iзоморфними.

𝐺 (Γ,𝑚1(0, 0, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(0, 0, 2)) , 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 0, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 1, 0)) ,

𝐺 (Γ,𝑚1(1, 1, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 2, 0)) , 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 2, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(2, 0, 0)) ,

𝐺 (Γ,𝑚1(2, 0, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(2, 1, 0)) , 𝐺 (Γ,𝑚1(0, 1, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(0, 1, 1)) ,

𝐺 (Γ,𝑚1(0, 1, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(0, 2, 0)) , 𝐺 (Γ,𝑚1(0, 2, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(0, 2, 1)) ,

𝐺 (Γ,𝑚1(0, 2, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(0, 2, 2)) , 𝐺 (Γ,𝑚1(0, 1, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(0, 1, 2)) ,

𝐺 (Γ,𝑚1(1, 0, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 0, 1)) , 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 0, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 0, 2)) ,

𝐺 (Γ,𝑚1(1, 1, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 1, 1)) , 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 1, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 1, 2)) ,

𝐺 (Γ,𝑚1(1, 2, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 2, 1)) , 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 2, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(1, 2, 2)) ,

𝐺 (Γ,𝑚1(2, 0, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(2, 0, 1)) , 𝐺 (Γ,𝑚1(2, 0, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(2, 0, 2)) ,

𝐺 (Γ,𝑚1(2, 1, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(2, 1, 1)) , 𝐺 (Γ,𝑚1(2, 1, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚1(2, 1, 2)) .

Розгляд випадкiв для iнших Z3-зображень Γ
(2)
ℎ , Γ(3)

ℎ , Γ(4)
ℎ , проводиться ана-

логiчно даному Z3-зображеню Γ
(1)
ℎ . Теорема доведена.
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3. Висновки. Отримано описання всiх неiзоморфних чернiковських 3-груп,
що є розширеннями прямої суми 26-ти екземплярiв квазицiклiчної групи C3∞ ,
за допомогою циклiчної групи 𝐻, що визначаються зображенням Γ ∈

{︀
Γ
(1)
ℎ , Γ(2)

ℎ ,
Γ
(3)
ℎ , Γ(4)

ℎ

}︀
.

Список використаної лiтератури
1. Гудивок П. М., Ващук Ф. Г., Дроботенко В. С. Черниковские 𝑝-группы и целочисленные

𝑝-адические представления конечных групп. Укр. мат. журн. 1992. Т. 44, № 6. С. 742–753.
2. Гудивок П. М., Шапочка И. В. О черниковских 𝑝-группах. Укр. мат. журн. 1999. Т. 51,

№ 3. С. 291–304.
3. Гудивок П. М., Рудько В. П. Про 𝑝-адичнi цiлочисловi зображення циклiчної 𝑝-групи.

Допов. АН УРСР. 1966. № 9. С. 1111–1113.

Porokhnavets I. M., Shapochka I. V. On the description of a certain class of
Chernikov 3-groups, which are extensions of the complete Abelian 3-group by means
of a cyclic group of order 27.

In this paper, we describe, up to isomorphism, some Chernnikov 3-groups that are
extensions of complete Abelian 3-groups with the minimality condition. In particular, we
describe all such extensions of the direct sum of 26 instances of the additive, quasicyclic
3-group C3∞ , using the cyclic group 𝐻 of order 27, and which are defined by the image Γ,
where Γ spans the following set of matrix Z3-images

{︁
Γ
(1)
ℎ ,Γ

(2)
ℎ ,Γ

(3)
ℎ ,Γ

(4)
ℎ

}︁
, which contain

exactly 3 irreducible Z3-components [2].
Let us emphasize that in [2], all non-isomorphic Chernikov 𝑝-groups are described, the

factor group of which is a cyclic group of order 𝑝𝑑 under the maximal complete Abelian
subgroup, where 𝑑 ≤ 2.

Keywords: Chernikov group, matrix representation of group, irreducible component of
representation.
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ПРО ПРЯМI ДОБУТКИ НЕМЕТАЦИКЛIЧНИХ 𝑝-ГРУП
МIЛЛЕРА–МОРЕНО ТА ЦИКЛIЧНИХ 𝑝-ГРУП ЯК АДИТИВНI

ГРУПИ ЛОКАЛЬНИХ МАЙЖЕ-КIЛЕЦЬ

В статтi розглядається питання, якi неабелевi p-груп можуть бути адитивними
групами локальних майже-кiлець. А саме, доведено, що прямi добутки неметациклi-
чних 𝑝-груп Мiллера-Морено та циклiчних 𝑝-груп є адитивними групами локальних
майже-кiлець. Наведено приклади локальних майже-кiлець на таких групах.

Ключовi слова: 𝑝-група, група Мiллера–Морено, локальнi майже-кiльця, адитивна
група, прямий добуток.

1. Вступ. Питання про те, якi групи можуть бути адитивними групами майже-
кiлець з одиницею, дослiджується з кiнця 1960-х рокiв. Один з перших резуль-
татiв в цьому напрямку був отриманий Клейом i Малоне [3], якi показали, що з
точнiстю до iзоморфiзму iснує єдине майже-кiльце з одиницею, адитивна група
якого циклiчна, i яке фактично є комутативним кiльцем. В статтi [10] описано
всi можливi типи груп Мiллера–Морено, якi можуть бути адитивними групами
майже-кiлець з одиницею.

Вивчення локальних майже-кiлець було започатковано Мексоном [2] у 1968
роцi, який встановив, зокрема, що адитивна група скiнченного локального май-
же-кiльця повинна бути 𝑝-групою. В роботах [13] та [14] вивчались локальнi
майже-кiльця на неметациклiчних групах Мiллера–Морено.

Очевидно, що прямим добутком майже-кiлець з одиницею є майже-кiльце з
одиницею. Водночас прямий добуток двох довiльних локальних майже-кiлець
не є локальним майже-кiльцем.

В статтi дослiджуються прямi добутки неметациклiчних 𝑝-груп Мiллера–
Морено та циклiчних 𝑝-груп як адитивнi групи майже-кiлець з одиницею i,
зокрема, локальних майже-кiлець.

2. Попереднi результати. Наведемо основнi означення (див., [3], [7], [2],
[4], [12]).

Означення 1. Непорожня множина 𝑅 з двома бiнарними операцiями «+»
та «·» називається майже-кiльцем, якщо:

1) (𝑅,+) — група з нейтральним елементом 0,
2) (𝑅, ·) — напiвгрупа,
3) 𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧 для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅.

Таке майже-кiльце називається лiвим майже-кiльцем. Якщо ж аксiому 3)
замiнити аксiомою (𝑥+ 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · 𝑧 + 𝑦 · 𝑧 для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅, то отримаємо
праве майже-кiльце.
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Група (𝑅,+) позначається через 𝑅+ та називається адитивною групою, а
її нейтральний елемент 0 — нулем майже-кiльця 𝑅. З аксiоми 3 випливає, що
𝑟 · 0 = 𝑟 · (0 + 0) = 𝑟 · 0 + 𝑟 · 0, звiдки отримуємо 𝑟 · 0 = 0. З цiєї ж аксiоми
витiкає, що 𝑟 · (−𝑠) = −(𝑟 · 𝑠). Майже-кiльце 𝑅 називається нуль-симетричним,
якщо також 0 · 𝑥 = 0, та майже-кiльцем з одиницею 𝑖, якщо напiвгрупа (𝑅, ·)
є моноїдом з одиничним елементом 𝑖. Група всiх оборотних елементiв моноїда
(𝑅, ·) називається мультиплiкативною групою в 𝑅 та позначається через 𝑅*.

Нагадаємо, що експонентою групи є найменше спiльне кратне порядкiв її
елементiв. Зокрема, експонентою скiнченної 𝑝-групи є максимальний порядок
її елементiв.

Наступна лема визначає експоненту адитивної групи скiнченного майже-
кiльця з одиницею [3, Theorem 3].

Лема 1. Експонента адитивної групи скiнченного майже-кiльця 𝑅 з оди-
ницею 𝑖 дорiвнює адитивному порядку елемента 𝑖, який спiвпадає з адитивним
порядком кожного оборотного елемента в майже-кiльцi 𝑅.

Означення 2. Майже-кiльце 𝑅 з одиницею називається локальним, якщо
множина 𝐿 всiх необоротних елементiв iз (𝑅, ·) утворює адитивну пiдгрупу
в 𝑅+.

Наступна лема, яка випливає з [1] (леми 3.2, 3.5, 3.9 та наслiдок 3.8), хара-
ктеризує основнi властивостi скiнченних локальних майже-кiлець.

Лема 2. Нехай 𝑅 — скiнченне локальне майже-кiльце з одиницею 𝑖 та
𝐿 — пiдгрупа в 𝑅+ всiх необоротних елементiв iз 𝑅. Тодi 𝑅+ — 𝑝-група для
деякого простого 𝑝, експонента якої збiгається з порядком елемента 𝑖 в 𝑅+,
та виконуються наступнi твердження:

1) 𝐿 — iдеал в 𝑅 та (𝑅,𝑅)-пiдгрупа в 𝑅+;
2) кожна власна 𝑅*-iнварiантна пiдгрупа iз 𝑅+ мiститься в 𝐿;
3) множина 𝑖 + 𝐿 утворює нормальну силовську 𝑝-пiдгрупу мультиплiка-

тивної групи 𝑅*.

Нагадаємо, що скiнченна група називається мiнiмальною неабелевою групою
або групою Мiллера–Морено, якщо вона неабелева, а всi її власнi пiдгрупи є
абелевими. Цi групи вперше вивчалися Мiллером та Мореном в 1903 роцi [8].
Будова таких груп добре вiдома i повнiстю описується в [11].

Лема 3. Неметациклiчнi 𝑝-групи Мiллера–Морено iзоморфнi групi 𝐺 =
= (⟨𝑎⟩ × ⟨𝑐⟩) ⋊ ⟨𝑏⟩ порядку 𝑝𝑚+𝑛+1 (𝑝 — просте число) з |𝑎| = 𝑝𝑚, |𝑏| = 𝑝𝑛,
|𝑐| = 𝑝, 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎𝑐, 𝑏−1𝑐𝑏 = 𝑐, де 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 та 𝑚+ 𝑛> 2 при 𝑝 = 2.

Розглянемо прямий добуток неметациклiчної 𝑝-групи Мiллера–Морено та
циклiчної 𝑝-групи. Як безпосереднiй наслiдок леми 3, маємо наступну лему.

Лема 4. Нехай 𝐺 прямий добуток неметациклiчної 𝑝-групи Мiллера–Море-
но та циклiчної 𝑝-групи. Тодi 𝐺 є групою наступного типу: група 𝐺 =

(︀
(⟨𝑎⟩ ×

× ⟨𝑐⟩) ⋊ ⟨𝑏⟩
)︀
× ⟨𝑑⟩ порядку 𝑝𝑚+𝑛+𝑘+1 з 𝑎𝑝𝑚 = 𝑏𝑝

𝑛
= 𝑐𝑝 = 𝑑𝑝

𝑘
= 1, 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎𝑐,

𝑏−1𝑐𝑏 = 𝑐, 𝑑−1𝑎𝑑 = 𝑎, 𝑑−1𝑏𝑑 = 𝑏, 𝑑−1𝑐𝑑 = 𝑐, де 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 та 𝑚+𝑛> 2 при 𝑝 = 2.

Позначимо через 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) адитивно записану групу з леми 4 з такими
твiрними 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝑑 порядкiв 𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝 та 𝑝𝑘, вiдповiдно, що −𝑏+ 𝑎+ 𝑏 = 𝑎+ 𝑐,
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−𝑏 + 𝑐 + 𝑏 = 𝑐, −𝑑 + 𝑎 + 𝑑 = 𝑎, −𝑑 + 𝑏 + 𝑑 = 𝑏, −𝑑 + 𝑐 + 𝑑 = 𝑐, де 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 та
𝑚+ 𝑛> 2 при 𝑝 = 2.

Лема 5. Для довiльних цiлих чисел 𝑟 та 𝑠 в групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) виконую-
ться спiввiдношення:

−𝑎𝑟 − 𝑏𝑠+ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠 = 𝑐𝑟𝑠, 𝑏𝑠+ 𝑎𝑟 = −𝑐𝑟𝑠+ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠.

Доведення. Оскiльки −𝑏 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐, то −𝑏𝑠 + 𝑎 + 𝑏𝑠 = 𝑎 + 𝑐𝑠. Тодi
−𝑏𝑠+ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠 = (𝑎+ 𝑐𝑠)𝑟 = 𝑎𝑟 + 𝑐𝑟𝑠. Звiдси 𝑏𝑠+ 𝑎𝑟 = −𝑐𝑟𝑠+ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠.

Лема 6. Для будь-яких натуральних чисел 𝑟, 𝑡, 𝑠 в групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘)
справедливе спiввiдношення:

(𝑎𝑟 + 𝑏𝑠)𝑡 = 𝑎𝑟𝑡+ 𝑏𝑠𝑡− 𝑐𝑟𝑠
(︂
𝑡

2

)︂
. (1)

Доведення. Доведення проведемо iндукцiєю по 𝑡. При 𝑡 = 1 рiвнiсть вiрна.
Нехай при 𝑡 виконується рiвнiсть, тобто

(𝑎𝑟 + 𝑏𝑠)𝑡 = 𝑎𝑟𝑡+ 𝑏𝑠𝑡− 𝑐𝑟𝑠
(︂
𝑡

2

)︂
.

Покажемо справедливiсть рiвностi при 𝑡+ 1:

(𝑎𝑟 + 𝑏𝑠)(𝑡+ 1) = 𝑎𝑟𝑡+ 𝑏𝑠𝑡+ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠− 𝑐𝑟𝑠
(︂
𝑡

2

)︂
=

= 𝑎𝑟(𝑡+ 1) + 𝑏𝑠(𝑡+ 1)− 𝑐𝑟𝑠𝑡− 𝑐𝑟𝑠
(︂
𝑡

2

)︂
=

= 𝑎𝑟(𝑡+ 1) + 𝑏𝑠(𝑡+ 1)− 𝑐𝑟𝑠(𝑡+
(︂
𝑡

2

)︂
) =

= 𝑎𝑟(𝑡+ 1) + 𝑏𝑠(𝑡+ 1)− 𝑐𝑟𝑠
(︂
𝑡+ 1

2

)︂
.

Отже, рiвнiсть (1) справедлива при будь-якому 𝑡.

Лема 7. Якщо 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1, 𝑚 ≥ 𝑘 та 𝑚 > 1 при 𝑝 = 2, то експонента
групи 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) дорiвнює 𝑝𝑚.

Доведення. Дiйсно, для кожного 𝑥 ∈ 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) iснують такi цiлi числа
𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜑, що 𝑥 = 𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐𝛾𝑑𝜑.

𝑥𝑝
𝑚

= (𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐𝛾𝑑𝜑)𝑝
𝑚

=

= (𝑎𝛼𝑏𝛽)𝑝
𝑚

𝑐𝛾𝑝
𝑚

𝑑𝜑𝑝
𝑚

=

= 𝑎𝛼𝑝
𝑚

𝑏𝛽𝑝
𝑚

𝑐−𝛼𝛽(𝑝
𝑚

2 ) =

= 𝑎𝛼𝑝
𝑚

𝑏𝛽𝑝
𝑚

𝑐−𝛼𝛽
𝑝𝑚(𝑝𝑚−1)

2 = 1.

Оскiльки |𝑎| = 𝑝𝑚 та 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 з 𝑚 > 1 при 𝑝 = 2, то 𝑝𝑚 експонента групи
𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘).
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3. Майже-кiльця з одиницею на групах 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘). Нехай адитив-
ною групою майже-кiльця 𝑅 з одиницею є прямий добуток деяких неметациклi-
чних 𝑝-груп Мiллера–Морено та деяких циклiчних 𝑝-груп. А отже, iзоморфна
групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘).

В цiй статтi розглянемо групи 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) з 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1, 𝑚 ≥ 𝑘 та 𝑛 > 1,
при 𝑝 = 2.

Лема 8. Нехай 𝑅 — майже-кiльце з одиницею 𝑖, адитивна група 𝑅+ якого
iзоморфна групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘) з 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1, 𝑚 ≥ 𝑘 та 𝑛 > 1 при 𝑝 = 2.
Тодi 𝑅+ = ⟨𝑎⟩ + ⟨𝑏⟩ + ⟨𝑐⟩ + ⟨𝑑⟩ з елементами 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝑑, що задовольняють
спiввiдношенням 𝑎𝑝𝑚 = 𝑏𝑝𝑛 = 𝑐𝑝 = 𝑑𝑝𝑘 = 0, −𝑏 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐, −𝑏 + 𝑐 + 𝑏 = 𝑐,
−𝑑 + 𝑎 + 𝑑 = 𝑎, −𝑑 + 𝑏 + 𝑑 = 𝑏, −𝑑 + 𝑐 + 𝑑 = 𝑐. Причому 𝑎 = 𝑖 та кожний
елемент 𝑥 ∈ 𝑅 однозначно записується у виглядi 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 з
коефiцiєнтами 0 ≤ 𝑥1 <𝑝

𝑚, 0 ≤ 𝑥2 <𝑝
𝑛, 0 ≤ 𝑥3 <𝑝 та 0 ≤ 𝑥4 <𝑝

𝑘.

Доведення. Оскiльки за лемою 1 одиниця 𝑖 є елементом максимального
порядку в групi 𝑅+, то твiрний елемент 𝑎 цiєї групи можна вибрати так, щоб вiн
спiвпадав з 𝑖. Решта випливає з означення групи 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘). Лему доведено.

Зокрема, з леми 8 випливає, що для кожного 𝑥 ∈ 𝑅 виконується рiвнiсть
𝑥𝑎 = 𝑎𝑥 = 𝑥 та iснують однозначно визначенi вiдображення 𝛼𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑚 ,
𝛽𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑛 , 𝛾𝑏 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 та 𝛼𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑚 , 𝛽𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑛 ,
𝛾𝑑 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 для яких

𝑥𝑏 = 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) + 𝑐𝛾𝑏(𝑥) + 𝑑𝜑𝑏(𝑥), (2)

та
𝑥𝑑 = 𝑎𝛼𝑑(𝑥) + 𝑏𝛽𝑑(𝑥) + 𝑐𝛾𝑑(𝑥) + 𝑑𝜑𝑑(𝑥). (3)

Теорема 1. Якщо 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 та 𝑦 = 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑦3 + 𝑑𝑦4 —
довiльнi елементи iз 𝑅, то

𝑥𝑦 = 𝑎(𝑥1𝑦1 + 𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛼𝑑(𝑥)𝑦4) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛽𝑑(𝑥)𝑦4)+ (4)

+𝑐(𝑥3𝑦1 + 𝛾𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝑦3 − 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝑦3 + 𝛾𝑑(𝑥)𝑦4−

−𝑥1𝑥2
(︂
𝑦1
2

)︂
− 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︂
𝑦2
2

)︂
− 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)

(︂
𝑦4
2

)︂
−

−𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝑦1𝑦2 − 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝑦1𝑦2 − 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝑦2
2)+

+𝑑(𝑥4𝑦1 + 𝜑𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝜑𝑑(𝑥)𝑦4),

причому для вiдображень 𝛼𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑏 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑘

та 𝛼𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑑 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 виконуються насту-
пнi твердження:

1) 𝛼𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑏(0) ≡ 0
(mod 𝑝𝑘), 𝛼𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝),
𝜑𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑘) тодi i тiльки тодi, коли майже-кiльце 𝑅 є нуль-
симетричним;

2) 𝛼𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥1𝛼𝑏(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑚);
3) 𝛽𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥2𝛼𝑏(𝑦) + 𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑛);
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4) 𝛾𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥3𝛼𝑏(𝑦) + 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑏(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛾𝑏(𝑦)+
+𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦)− 𝑥1𝑥2

(︀
𝛼𝑏(𝑦)

2

)︀
− 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︀
𝛽𝑏(𝑦)
2

)︀
−

−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)
(︀
𝜑𝑏(𝑦)
2

)︀
− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛼𝑏(𝑦)𝛽𝑏(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝛼𝑏(𝑦)𝛽𝑏(𝑦)−

−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦)
2 (mod 𝑝);

5) 𝜑𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥4𝛼𝑏(𝑦) + 𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑘);
6) 𝛼𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥1𝛼𝑑(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑚);
7) 𝛽𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥2𝛼𝑑(𝑦) + 𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑛);
8) 𝛾𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥3𝛼𝑑(𝑦) + 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑑(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛾𝑑(𝑦)+
+𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦)− 𝑥1𝑥2

(︀
𝛼𝑑(𝑦)

2

)︀
− 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︀
𝛽𝑑(𝑦)
2

)︀
−

−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)
(︀
𝜑𝑑(𝑦)

2

)︀
− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛼𝑑(𝑦)𝛽𝑑(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝛼𝑑(𝑦)𝛽𝑑(𝑦)−

−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦)
2 (mod 𝑝);

9) 𝜑𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥4𝛼𝑑(𝑦) + 𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑘).

Доведення. Якщо майже-кiльце 𝑅 є нуль-симетричним, то

0 = 0 · 𝑏 = 𝑎𝛼𝑏(0) + 𝑏𝛽𝑏(0) + 𝑐𝛾𝑏(0) + 𝑑𝜑𝑏(0),

та
0 = 0 · 𝑑 = 𝑎𝛼𝑑(0) + 𝑏𝛽𝑑(0) + 𝑐𝛾𝑑(0) + 𝑑𝜑𝑑(0).

Звiдси 𝛼𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑏(0) ≡ 0
(mod 𝑝𝑘), 𝛼𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑑(0) ≡ 0
(mod 𝑝𝑘). Навпаки, якщо мають мiсце вказанi конгруентностi, то 0 · 𝑏 = 𝑎 · 0 +
+ 𝑏 · 0 + 𝑐 · 0 + 𝑑 · 0 = 0. Також 0 · 𝑎 = 𝑎 · 0 = 0, оскiльки 𝑎 — мультиплiкативна
одиниця в 𝑅. Крiм того, з рiвностi 𝑐 = −𝑎− 𝑏+ 𝑎+ 𝑏 та лiвої дистрибутивностi
множення випливає 0 · 𝑐 = −0 · 𝑎− 0 · 𝑏+ 0 · 𝑎+ 0 · 𝑏 = 0, звiдки

0 · 𝑥 = 0 · (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3𝑑+ 𝑥4) = (0 · 𝑎)𝑥1 + (0 · 𝑏)𝑥2 + (0 · 𝑐)𝑥3 + (0 · 𝑑)𝑥4 = 0.

Отже, майже-кiльце 𝑅 є нуль-симетричним, що доводить твердження (0).
Далi, враховуючи (2) та лему 5, маємо

𝑥𝑐 = −𝑥𝑎− 𝑥𝑏+ 𝑥𝑎+ 𝑥𝑏 = −𝑐𝑥3 − 𝑏𝑥2 − 𝑎𝑥1 − 𝑐𝛾𝑏(𝑥)− 𝑏𝛽𝑏(𝑥)− 𝑎𝛼𝑏(𝑥)+

+𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) + 𝑐𝛾𝑏(𝑥) =

−𝑏𝑥2 − 𝑎𝑥1 − 𝑏𝛽𝑏(𝑥)− 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) =

−𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑏𝛽𝑏(𝑥)− 𝑎𝑥1 − 𝑎(𝛼𝑏(𝑥)− 𝑥1) + 𝑏𝑥2 + 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) =

= 𝑐𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑏(𝑥2 + 𝛽𝑏(𝑥))− 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝑥2 + 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) =

= 𝑐𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑏(𝑥2 + 𝛽𝑏(𝑥))− 𝑎𝛼𝑏(𝑥)− 𝑐𝑥2𝛼𝑏(𝑥) + 𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝑥2 + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) =

= 𝑐(𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥))− 𝑏(𝑥2 + 𝛽𝑏(𝑥)) + 𝑏𝑥2 + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) = 𝑐(𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)).

Отже,

𝑥𝑦 = (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4)𝑦1 + (𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥) + 𝑐𝛾𝑏(𝑥) + 𝑑𝜑𝑏(𝑥))𝑦2+

+(𝑐𝑥1𝛽𝑏(𝑥)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥))𝑦3 + (𝑎𝛼𝑑(𝑥) + 𝑏𝛽𝑑(𝑥) + 𝑐𝛾𝑑(𝑥) + 𝑑𝜑𝑑(𝑥))𝑦4.

За лемою 6, отримуємо
1) (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2)𝑦1 = 𝑎𝑥1𝑦1 + 𝑏𝑥2𝑦1 − 𝑐𝑥1𝑥2

(︀
𝑦1
2

)︀
;
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2) (𝑎𝛼𝑏(𝑥) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥))𝑦2 = 𝑎𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝑏𝛽𝑏(𝑥)𝑦2 − 𝑐𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)
(︀
𝑦2
2

)︀
;

3) (𝑎𝛼𝑑(𝑥) + 𝑏𝛽𝑑(𝑥))𝑦4 = 𝑎𝛼𝑑(𝑥)𝑦4 + 𝑏𝛽𝑑(𝑥)𝑦4 − 𝑐𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)
(︀
𝑦4
2

)︀
;

4) 𝑏𝑥2𝑦1 + 𝑎𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 = 𝑎𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝑏𝑥2𝑦1 − 𝑐𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝑦1𝑦2;
5) 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2) + 𝑎𝛼𝑑(𝑥)𝑦4 = 𝑎𝛼𝑑(𝑥)𝑦2 + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2)−
−𝑐𝛼𝑑(𝑥)𝑦2(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2) = 𝑎𝛼𝑑(𝑥)𝑦2 + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2)−
−𝑐(𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝑦1𝑦2 + 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝑦2

2).

Звiдси, враховуючи лiву дистрибутивнiсть, одержуємо

𝑥𝑦 = 𝑎(𝑥1𝑦1 + 𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛼𝑑(𝑥)𝑦4) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛽𝑑(𝑥)𝑦4)+

+𝑐(𝑥3𝑦1 + 𝛾𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝑦3 − 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝑦3 + 𝛾𝑑(𝑥)𝑦4−

−𝑥1𝑥2
(︂
𝑦1
2

)︂
− 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︂
𝑦2
2

)︂
− 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)

(︂
𝑦4
2

)︂
−

−𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝑦1𝑦2 − 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝑦1𝑦2 − 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝑦2
2)+

+𝑑(𝑥4𝑦1 + 𝜑𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝜑𝑑(𝑥)𝑦4).

Крiм того, в силу закону асоцiативностi, для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 справедливi
рiвностi

(𝑥𝑦)𝑏 = 𝑥(𝑦𝑏), (5)

та
(𝑥𝑦)𝑑 = 𝑥(𝑦𝑑). (6)

Згiдно з (2), маємо

(𝑥𝑦)𝑏 = 𝑎𝛼𝑏(𝑥𝑦) + 𝑏𝛽𝑏(𝑥𝑦) + 𝑐𝛾𝑏(𝑥𝑦) + 𝑑𝜑𝑏(𝑥𝑦), (7)

та 𝑦𝑏 = 𝑎𝛼𝑏(𝑦) + 𝑏𝛽𝑏(𝑦) + 𝑐𝛾𝑏(𝑦) + 𝑑𝜑𝑏(𝑦). Пiдставивши останнiй вираз в праву
частину рiвностi (5), виводимо

𝑥(𝑦𝑏) = 𝑎(𝑥1𝛼𝑏(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦)) + 𝑏(𝑥2𝛼𝑏(𝑦)+ (8)

+𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦)) + 𝑐(𝑥3𝛼𝑏(𝑦) + 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦)+

+𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑏(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛾𝑏(𝑦) + 𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦)− 𝑥1𝑥2
(︂
𝛼𝑏(𝑦)

2

)︂
−

−𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︂
𝛽𝑏(𝑦)

2

)︂
− 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)

(︂
𝜑𝑏(𝑦)

2

)︂
−

−𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛼𝑏(𝑦)𝛽𝑏(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝛼𝑏(𝑦)𝛽𝑏(𝑦)−

−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦)
2) + 𝑑(𝑥4𝛼𝑏(𝑦)+

+𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦)).

Оскiльки з рiвностi (5) випливає конгруентнiсть вiдповiдних коефiцiєнтiв
в формулах (7) та (8), то звiдси отримуємо твердження (1)–(4). Згiдно з (3)
маємо:

(𝑥𝑦)𝑑 = 𝑎𝛼𝑑(𝑥𝑦) + 𝑏𝛽𝑑(𝑥𝑦) + 𝑐𝛾𝑑(𝑥𝑦) + 𝑑𝜑𝑑(𝑥𝑦) (9)

Роздiл 1: Математика i статистика
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та 𝑦𝑑 = 𝑎𝛼𝑑(𝑦) + 𝑏𝛽𝑑(𝑦) + 𝑐𝛾𝑑(𝑦) + 𝑑𝜑𝑑(𝑦). Пiдставимо отриманий вираз в праву
частину рiвностi (6), отримаємо

𝑥(𝑦𝑑) = 𝑎(𝑥1𝛼𝑑(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦)) + 𝑏(𝑥2𝛼𝑏(𝑦)+ (10)

+𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦)) + 𝑐(𝑥3𝛼𝑑(𝑦) + 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦)+

+𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑑(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛾𝑑(𝑦) + 𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦)− 𝑥1𝑥2
(︂
𝛼𝑑(𝑦)

2

)︂
−

−𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)

(︂
𝛽𝑑(𝑦)

2

)︂
− 𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑑(𝑥)

(︂
𝜑𝑑(𝑦)

2

)︂
−

−𝑥2𝛼𝑏(𝑥)𝛼𝑑(𝑦)𝛽𝑑(𝑦)− 𝑥2𝛼𝑑(𝑥)𝛼𝑑(𝑦)𝛽𝑑(𝑦)−
−𝛼𝑑(𝑥)𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦)

2) + 𝑑(𝑥4𝛼𝑑(𝑦)+

+𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦)).

Оскiльки з рiвностi (6) випливає конгруентнiсть вiдповiдних коефiцiєнтiв в фор-
мулах (9) та (10), то звiдси маємо твердження 5)–8). Лему доведено.

4. Локальнi майже-кiльця на групах 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘). Нехай адитивною
групою локального майже-кiльця 𝑅 є прямий добуток деякої неметациклiчної
𝑝-групи Мiллера–Морено та деякої циклiчної 𝑝-групи. А отже, 𝑅+ iзоморфна
групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘). Тодi 𝑅+ = ⟨𝑎⟩+ ⟨𝑏⟩+ ⟨𝑐⟩+ ⟨𝑑⟩ з елементами 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝑑, що
задовольняють спiввiдношенням 𝑎𝑝𝑚 = 𝑏𝑝𝑛 = 𝑐𝑝 = 𝑑𝑝𝑘 = 0, −𝑏 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐,
−𝑏 + 𝑐 + 𝑏 = 𝑐, −𝑑 + 𝑎 + 𝑑 = 𝑎, −𝑑 + 𝑏 + 𝑑 = 𝑏, −𝑑 + 𝑐 + 𝑑 = 𝑐. Причому
𝑎 є одиничним елементом в 𝑅 та кожний елемент 𝑥 ∈ 𝑅 однозначно запи-
сується у виглядi 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 з коефiцiєнтами 0 ≤ 𝑥1 < 𝑝𝑚,
0 ≤ 𝑥2 < 𝑝𝑛, 0 ≤ 𝑥3 < 𝑝 та 0 ≤ 𝑥4 < 𝑝𝑘. Зокрема, для кожного 𝑥 ∈ 𝑅
виконується рiвнiсть 𝑥𝑎 = 𝑎𝑥 = 𝑥 та iснують однозначно визначенi вiдобра-
ження 𝛼𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑚 , 𝛽𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑛 , 𝛾𝑏 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 та 𝛼𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑚 ,
𝛽𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑛 , 𝛾𝑑 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 , для яких виконуються рiвностi (2) та
(3).

Нехай далi множина 𝐿 всiх необоротних елементiв майже-кiльця 𝑅 є пiдгру-
пою iндексу 𝑝 в 𝑅+.

Лема 9. Якщо |𝑅 : 𝐿| = 𝑝 та 𝑎 — одиниця в 𝑅, то мають мiсце наступнi
твердження:

1) 𝐿 = ⟨𝑎 · 𝑝⟩+ ⟨𝑏⟩+ ⟨𝑐⟩+ ⟨𝑑⟩;
2) елемент 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 є оборотним тодi i тiльки тодi, коли
𝑥1 ̸≡ 0 ( mod 𝑝 ).

Доведення. Оскiльки 𝑎 ̸∈ 𝐿 та 𝑎𝑝 ∈ 𝐿, то 𝐿 = ⟨𝑎 · 𝑝⟩+ ⟨𝑏⟩+ ⟨𝑐⟩+ ⟨𝑑⟩. З
того, що 𝑅* = 𝑅 ∖ 𝐿 випливає, що 𝑅* = {𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4|𝑥1 ̸≡ 0 ( mod 𝑝 ).

Застосовуючи твердження 1) леми 9 до теореми 1, отримуємо наступну
формулу для добутку 𝑥𝑦 довiльних елементiв 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 та
𝑦 = 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑦3 + 𝑑𝑦4 локального майже-кiльця 𝑅.

Наслiдок 1. Якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, |𝑅 : 𝐿| = 𝑝, 𝑥𝑏 = 𝑎𝛼𝑏(𝑥)+𝑏𝛽𝑏(𝑥)+𝑐𝛾𝑏(𝑥)+𝑑𝜑𝑏(𝑥)
та 𝑥𝑑 = 𝑎𝛼𝑑(𝑥) + 𝑏𝛽𝑑(𝑥) + 𝑐𝛾𝑑(𝑥) + 𝑑𝜑𝑑(𝑥), то

𝑥𝑦 = 𝑎(𝑥1𝑦1 + 𝛼𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛼𝑑(𝑥)𝑦4) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝛽𝑑(𝑥)𝑦4)+ (11)
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+𝑐
(︁
𝑥3𝑦1 + 𝛾𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝑦3 + 𝛾𝑑(𝑥)𝑦4−

−𝑥1𝑥2
(︂
𝑦1
2

)︂)︁
+ 𝑑
(︀
𝑥4𝑦1 + 𝜑𝑏(𝑥)𝑦2 + 𝜑𝑑(𝑥)𝑦4

)︀
,

причому для вiдображень 𝛼𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑏 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑘

та 𝛼𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑑 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 виконуються насту-
пнi твердження:

0) 𝛼𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑏(0) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑏(0) ≡ 0
(mod 𝑝𝑘), 𝛼𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝),
𝜑𝑑(0) ≡ 0 (mod 𝑝𝑘) тодi i тiльки тодi, коли майже-кiльце 𝑅 є нуль-
симетричним;

1) 𝛼𝑏(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝);
2) якщо 𝛽𝑏(𝑥) ≡ 0 ( mod 𝑝), то 𝑥1 ≡ 0 (mod 𝑝);
3) 𝛼𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥1𝛼𝑏(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑚);
4) 𝛽𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝑥2𝛼𝑏(𝑦) + 𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑛);
5) 𝛾𝑏(𝑥𝑦) ≡ 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑏(𝑦) + 𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝) ;
6) 𝜑𝑏(𝑥𝑦) = 𝑥4𝛼𝑏(𝑦) + 𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑏(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑏(𝑦) (mod 𝑝𝑘);
7) 𝛼𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥1𝛼𝑑(𝑦) + 𝛼𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛼𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑚);
8) 𝛽𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝑥2𝛼𝑑(𝑦) + 𝛽𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝛽𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑛);
9) 𝛾𝑑(𝑥𝑦) ≡ 𝛾𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝛾𝑑(𝑦) + 𝛾𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝);

10) 𝜑𝑑(𝑥𝑦) = 𝑥4𝛼𝑑(𝑦) + 𝜑𝑏(𝑥)𝛽𝑑(𝑦) + 𝜑𝑑(𝑥)𝜑𝑑(𝑦) (mod 𝑝𝑘).

Доведення. Дiйсно, твердження 0), 3), 4), 6)–8), 10) повторюють твердже-
ння 0)–2), 4)–6), 8) теореми 1. Оскiльки 𝐿 = ⟨𝑎 · 𝑝⟩+ ⟨𝑏⟩+ ⟨𝑐⟩+ ⟨𝑑⟩ за твердже-
нням 1) леми 9 та 𝐿 є (𝑅,𝑅)-пiдгрупою в 𝑅+ за твердженням 1) леми 2, то
𝑥𝑏 ∈ 𝐿 та 𝑥𝑑 ∈ 𝐿, звiдки 𝑎𝛼𝑏(𝑥) ∈ 𝐿 та 𝑎𝛼(𝑥) ∈ 𝐿 для кожного 𝑥 ∈ 𝑅. Отже,
𝛼𝑏(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝) та 𝛼𝑑(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝), що доводить твердження 1). Пiдстав-
ляючи отримане значення 𝑎𝛼𝑏(𝑥) та 𝑎𝛼𝑑(𝑥) в конгруентностi 1)–8) теореми 1,
одержуємо твердження 3)–10) наслiдку та формулу множення (11). Поклавши
в формулi (11) 𝑦 = 𝑐, отримаємо 𝑥𝑐 = 𝑐(𝑥1𝛽𝑏(𝑥)). Отже, якщо 𝛽𝑏(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝),
то 𝑥𝑐 = 0, i тому 𝑥 ∈ 𝐿. За твердженням 2) леми 9 випливає, що 𝑥1 ≡ 0 (mod 𝑝)
та доводить твердження 2).

Покажемо тепер, що для довiльного простого числа 𝑝 та натуральних чисел
𝑚 ≥ 𝑛 та 𝑚 ≥ 𝑘 з 𝑚 > 1 при 𝑝 = 2 iснує локальне майже-кiльце 𝑅, адитивна
група 𝑅+ якого iзоморфна групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘).

Лема 10. Нехай 𝑅 — локальне майже-кiльце, адитивна група якого iзо-
морфна групi 𝐹 (𝑝𝑚, 𝑝𝑛, 𝑝, 𝑝𝑘), |𝑅 : 𝐿| = 𝑝, 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1, 𝑚 ≥ 𝑘 та 𝑚 > 1 при 𝑝 = 2.
Якщо 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 та 𝑦 = 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑦3 + 𝑑𝑦4 — довiльнi елемен-
ти iз 𝑅, то вiдображення 𝛼𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑏 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑏 : 𝑅→ Z𝑝𝑘

та 𝛼𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑚, 𝛽𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑛, 𝛾𝑑 : 𝑅→ Z𝑝, 𝜑𝑑 : 𝑅→ Z𝑝𝑘 можуть бути насту-
пними:

𝛼𝑏(𝑥) = 0 (mod 𝑝𝑚), 𝛾𝑏(𝑥) = 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑏(𝑥) = 0 (mod 𝑝𝑘), 𝛼𝑑(𝑥) = 0
(mod 𝑝𝑚), 𝛽𝑑(𝑥) = 0 (mod 𝑝𝑛), 𝛾𝑑(𝑥) = 0 (mod 𝑝), 𝜑𝑑(𝑥) = 1 (mod 𝑝𝑘),

𝛽𝑏(𝑥) =

{︂
1, 𝑖𝑓 𝑥1 ̸≡ 0 (mod 𝑝);
0, 𝑖𝑓 𝑥1 ≡ 0 (mod 𝑝).

Роздiл 1: Математика i статистика



ПРО ПРЯМI ДОБУТКИ ДЕЯКИХ ГРУП ТА ЛОКАЛЬНI МАЙЖЕ-КIЛЬЦЯ . . . 87

Нехай [𝑛, 𝑖] є 𝑖-ою групою порядку 𝑛 в бiблiотецi SmallGroups системи комп’ю-
терної алгебри GAP [5].

Приклад 1. Нехай 𝐺 ∼= ((𝐶5×𝐶5)⋊𝐶5)×𝐶5 [625, 12]. Якщо 𝑥 = 𝑎𝑥1+ 𝑏𝑥2+
𝑐𝑥3+𝑑𝑥4, 𝑦 = 𝑎𝑦1+ 𝑏𝑦2+𝑐𝑦3+𝑑𝑦4 ∈ 𝐺 та (𝐺,+, ·) є локальним майже-кiльцем,
то «·» може бути наступним:

𝑥 · 𝑦 = 𝑎(𝑥1𝑦1) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽𝑏(𝑥)𝑦2) + 𝑐
(︁
𝑥3𝑦1 + 𝑥1𝛽𝑏(𝑥)𝑦3−

−𝑥1𝑥2
(︂
𝑦1
2

)︂)︁
+ 𝑑(𝑥4𝑦1 + 𝑦4),

де

𝛽𝑏(𝑥) =

{︂
1, 𝑖𝑓 𝑥1 ̸≡ 0 (mod 5);
0, 𝑖𝑓 𝑥1 ≡ 0 (mod 5).

Ця робота була пiдтримана грантом вiд Фонду Саймонса (SFI-PD-Ukraine-
00014586, I.Yu.R.).
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Raievska I. Iu. On direct products of non-metacyclic Miller–Moreno 𝑝-groups and
cyclic 𝑝-groups as additive groups of local nearrings.

The question of which non-abelian p-groups can be additive groups of local nearrings is
considered. Namely, it is proved that direct products of non-metacyclic Miller-Moreno
𝑝-groups and cyclic 𝑝-groups are additive groups of local nearrings. Examples of
local nearrings on such groups are given.

Keywords: 𝑝-group, Millera–Moreno group, local nearring, additive group, direct product.
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ПРО ЛОКАЛЬНI МАЙЖЕ-КIЛЬЦЯ З НIЛЬПОТЕНТНОЮ
МУЛЬТИПЛIКАТИВНОЮ ГРУПОЮ

Важливим питанням є встановлення взаємозв’язкiв мiж локальним майже-кiльцем
та його мультиплiкативною групою. В статтi дослiджуються локальнi майже-кiльця з
нiльпотентною мультиплiкативною групою. Зокрема, при певних обмеженнях описа-
но адитивну групу та пiдгрупу необоротних елементiв таких майже-кiлець.

Ключовi слова: локальне майже-кiльце, мультиплiкативна група, адитивна група,
пiдгрупа необоротних елементiв, нiльпотентна мультиплiкативна група.

1. Попереднi вiдомостi.

Майже-кiльце 𝑅 — це непорожня множина з двома бiнарними операцiями,
додаванням “+” i множенням “·”, яка вiдрiзняється вiд кiльця тим, що комута-
тивнiсть першої операцiї та один iз дистрибутивних законiв (у нашому випадку,
правий) не обов’язково виконуються (див., наприклад, [3]).

Група (𝑅,+) позначається через 𝑅+ та називається адитивною групою, а її
нейтральний елемент 0 — нулем майже-кiльця 𝑅. Майже-кiльце 𝑅 називається
нуль-симетричним, якщо також 0 · 𝑥 = 0, та майже-кiльцем з одиницею 𝑖,
якщо напiвгрупа (𝑅, ·) є моноїдом з одиничним елементом 𝑖. Група всiх оборо-
тних елементiв моноїда (𝑅, ·) називається мультиплiкативною групою в 𝑅 та
позначається через 𝑅*.

Вивчення локальних майже-кiлець було започатковано Мексоном [2], який
встановив, зокрема, що адитивна група скiнченного локального майже-кiльця
повинна бути 𝑝-групою.

Майже-кiльце 𝑅 з одиницею називається локальним, якщо множина 𝐿 =
= 𝑅 ∖𝑅* всiх необоротних елементiв iз (𝑅, ·) утворює адитивну пiдгрупу в 𝑅+,
та майже-полем, коли 𝐿 = 0.

Актуальним є питання встановлення взаємозв’язкiв мiж локальним майже-
кiльцем та його мультиплiкативною групою. Городником [1] вивчались локальнi
майже-кiльця, мультиплiкативнi групи яких є абелевими, i якi не є кiльцями. А
саме, доведено, що множина всiх необоротних елементiв такого майже-кiльця
утворює абелеву пiдгрупу iндексу 2 в його адитивнiй групi. Зокрема, вiн описав
локальнi майже-кiльця з циклiчними групами одиниць, тобто, якщо мультиплi-
кативна група локального майже-кiльця є циклiчною, то адитивна група є або
групою типу (2, 2, 2), або (2, 4).

Дослiдження локальних майже-кiлець, мультиплiкативнi групи яких є в пев-
ному сенсi близькими до абелевих, зокрема, мiнiмальними неабелевими або, в
iншiй термiнологiї, групами Мiллера–Морено є природним узагальненням. В
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статтях [4], [6], [7] описано локальнi майже-кiльця та майже-поля з мультиплi-
кативними групами Мiллера–Морено.

Наведемо означення нiльпотентної групи (див., наприклад, [8]).
Нехай 𝐺 — група. Нормальний ряд

{𝑒} = 𝐺0 ⊂ 𝐺1 ⊂ 𝐺2 ⊂ . . . ⊂ 𝐺𝑛 = 𝐺,

групи 𝐺 називається центральним, якщо при 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1 фактор-група
𝐺𝑖+1/𝐺𝑖 мiститься в центрi фактор-групи 𝐺/𝐺𝑖. Група 𝐺, що має хоча б один
центральний ряд, називається нiльпотентною.

Нагадаємо, що групою Шмiдта або мiнiмальною ненiльпотентною нази-
вається скiнченна ненiльпотентна група, будь-яка власна пiдгрупа якої нiльпо-
тентна.

В статтi [9] описується будова груп Шмiдта. Локальнi майже-кiльця з муль-
типлiкативною групою Шмiдта вивченi в [5].

В статтi дослiджуються локальнi майже-кiльця, мультиплiкативнi групи
яких є в певному сенсi близькими до абелевих, зокрема, нiльпотентними.

2. Локальнi майже-кiльця з нiльпотентною мультиплiкативною гру-
пою.

В наступнiй теоремi встановлений зв’язок мiж нiльпотентною мультиплiка-
тивною групою та адитивною групою в локальному майже-кiльцi.

Теорема 1. Нехай 𝑅 — локальне майже-кiльце порядку 𝑝𝑛 з нiльпотен-
тною мультиплiкативною групою 𝑅*. Якщо 𝑝 > 2 або 𝑝 = 2 та −𝑖 ∈ 𝑍(𝑅*),
то мають мiсце такi твердження:

1) Адитивна група 𝑅+ — абелева.
2) 𝐿 — абелева та має iндекс 2 в 𝑅+.

Зокрема, 𝑅/𝐿 є поле.

Доведення. Очевидно, що −𝑖 ∈ 𝑍(𝑅*) при 𝑝 > 2.
Нехай 𝑟, 𝑠, 𝑟 + 𝑠 ∈ 𝑅*. Маємо

(−𝑖)(𝑟 + 𝑠) = (−𝑖)𝑟 + (−𝑖)𝑠 = 𝑟(−𝑖) + 𝑠(−𝑖) =

= −𝑟 − 𝑠 = (𝑟 + 𝑠)(−𝑖) = (−𝑖)(𝑠+ 𝑟).

Звiдки,

(*) 𝑟 + 𝑠 = 𝑠+ 𝑟.

Далi, нехай 𝑟 ∈ 𝑅* та 𝑙 ∈ 𝐿. Тодi

(𝑙 + 𝑟)(−𝑖) = −(𝑙 + 𝑟) = −𝑟 − 𝑙 = 𝑟(−𝑖)− 𝑙 = (−𝑖)𝑟 − 𝑙 =

= (−𝑖)(𝑟 − 𝑙(−𝑖)) = (𝑟 − 𝑙(−𝑖))(−𝑖).

Домножуючи справа на (−𝑖), отримаємо

(**) −𝑟 + 𝑙 + 𝑟 = −𝑙(−𝑖).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Для будь-яких 𝑟 ∈ 𝑅* маємо

(𝑟′)′ = (−𝑖)(−((−𝑖)(−𝑟))) = (−𝑖)(−𝑖)𝑟 = 𝑟.

Отже,

(* * *) (𝑟′)′ = 𝑟.

Нехай 𝑙, 𝑠 ∈ 𝐿. Застосовуючи (**) двiчi, отримаємо

(𝑖+ 𝑙) + 𝑠 = 𝑠′ + (𝑖+ 𝑙) = (𝑖+ 𝑠− 𝑖) + 𝑖+ 𝑙 = 𝑖+ 𝑠+ 𝑙.

Отже, пiдгрупа 𝐿 — абелева.
Розглянемо два випадки, тобто коли |𝑅+ : 𝐿+| = 2 та |𝑅+ : 𝐿+| > 2.
Очевидно, якщо |𝑅+ : 𝐿+| = 2, то 𝑅+ — абелева.
Нехай тепер |𝑅+ : 𝐿+| > 2. В групi 𝑅* iснують такi 𝑟 та 𝑠, що 𝑟 + 𝑠 ∈ 𝑅*.

Застосовуючи (**) та (***),

𝑙′ = −(𝑟 + 𝑠) + 𝑙 + (𝑟 + 𝑠) = −𝑠+ (−𝑟 + 𝑙 + 𝑟) + 𝑠 = (𝑙′)′ = 𝑙,

для кожного 𝑙 ∈ 𝐿. Це означає, що 𝐿+ ≤ 𝑍(𝑅+).
Нехай 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅*. Якщо 𝑟 + 𝑠 ∈ 𝑅*, то 𝑟 + 𝑠 = 𝑠+ 𝑟 за (*). Зараз припустимо,

що 𝑟+ 𝑠 ∈ 𝐿. Тодi iснує такий елемент 𝑡 ∈ 𝑅*, що 𝑟+ 𝑡 ∈ 𝑅*. За (*), 𝑟+ 𝑡 = 𝑡+ 𝑟.
Отже,

(1) 𝑟 + 𝑡+ 𝑠 = 𝑡+ (𝑟 + 𝑠) = (𝑟 + 𝑠) + 𝑡,

за припущенням. Звiдки, 𝑡 та 𝑠 комутують. Елемент 𝑡 + (𝑟 + 𝑠) ∈ 𝑅*. Знову за
(*), отримаємо

(2) (𝑡+ 𝑟) + 𝑠 = 𝑠+ (𝑡+ 𝑟)𝑠+ 𝑟 + 𝑡.

Комбiнуючи (1) та (2), маємо 𝑟 + 𝑠 = 𝑠+ 𝑟. Звiдки, 𝑅+ — абелева.
Отже, адитивна група 𝑅+ є абелевою чи |𝑅+ : 𝐿+| = 2.
Ця робота була пiдтримана грантом вiд Фонду Саймонса (SFI-PD-Ukraine-

00014586, M.Yu.R.).
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ПОБУДОВА IНТЕГРОВНИХ КОМБIНАЦIЙ ДЛЯ
НОРМАЛЬНИХ ЛIНIЙНИХ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ ЗI СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Метод iнтегровних комбiнацiй є одним iз ефективних методiв iнтегрування систем
диференцiальних рiвнянь. Зокрема, у випадку лiнiйних систем зi сталими коефiцiєн-
тами вiн за певних умов дозволяє звести систему диференцiальних рiвнянь до систе-
ми алгебраїчних рiвнянь вiдносно шуканих функцiй, що значно спрощує розв’язання.
Однак побудова iнтегровних комбiнацiй часто викликає складнощi, оскiльки визначи-
ти їх пiдбором доволi непросто. Метою даної роботи є дослiдження питань iснування
й побудови iнтегровних комбiнацiй для нормальних лiнiйних систем диференцiаль-
них рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, а також iлюстрацiя практичного застосування
отриманих результатiв.

Ключовi слова: система диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, лiнiйна
однорiдна система диференцiальних рiвнянь, лiнiйна неоднорiдна система диференцi-
альних рiвнянь, iнтегровнi комбiнацiї, задача Кошi.

1. Вступ. Розглянемо нормальну лiнiйну однорiдну систему диференцiальних
рiвнянь 𝑛-го порядку зi сталими коефiцiєнтами

�̇� = 𝐴𝑋, (1)

де 𝑋 = 𝑐𝑜𝑙
(︀
𝑥1(𝑡) . . . 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
— вектор-стовпець iз невiдомих функцiй, 𝐴 =

= ‖𝑎𝑖𝑗‖ — матриця розмiрностi 𝑛 × 𝑛 зi сталими елементами. Задля кращої
наочностi подальшого викладу запишемо (1) у виглядi

�̇�𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗, 𝑖 = 1, 𝑛. (2)

2. Дiйснi iнтегровнi комбiнацiї. Нехай 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 — деякi дiйснi числа,
не всi рiвнi нулю. Складемо лiнiйну комбiнацiю рiвнянь системи (2):

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖�̇�𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗. (3)

Нагадаємо, що iнтегровною комбiнацiєю (IК) для системи диференцiальних
рiвнянь (СДР) називається [1] будь-яке звичайне диференцiальне рiвняння, яке
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є наслiдком системи й легко iнтегрується. Iз рiвностi (3) очевидно випливає, що
дiйсна IК отримується за виконання умови

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 = 𝛼

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖,

тобто
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑗𝑖𝑘𝑗𝑥𝑖 = 𝛼

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖, (4)

де 𝛼 — деяке дiйсне число. Рiвнiсть (4) справджується за будь-якого значення
𝑡, якщо будуть рiвними коефiцiєнти, при однакових шуканих функцiях у лiвiй
i правiй частинах. Ця вимога дає алгебраїчну систему вiдносно коефiцiєнтiв 𝑘𝑖:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑖𝑘𝑗 = 𝛼𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

яку можна записати в матричному виглядi

(𝐴𝑇 − 𝛼𝐸)𝑘 = 0, (5)

де 𝐸 — одинична матриця розмiрностi 𝑛 × 𝑛, 𝑘 = 𝑐𝑜𝑙
(︀
𝑘1 . . . 𝑘𝑛

)︀
. За припу-

щенням вектор-стовпець 𝑘 є ненульовим, а отже, враховуючи рiвнiсть (5), його
можна iнтерпретувати як власний вектор транспонованої матрицi 𝐴𝑇 , що вiд-
повiдає дiйсному власному значенню 𝛼 (як вiдомо з курсу алгебри [2], матрицi
i 𝐴𝑇 є подiбними, тож їх власнi значення спiвпадають).

Таким чином, нами доведена

Теорема 1 (про iснування дiйсних iнтегровних комбiнацiй для СДР (1)).
якщо матриця СДР (1) має дiйсне власне значення 𝜆 = 𝛼, то для цiєї системи
iснує дiйсна iнтегровна комбiнацiя

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖�̇�𝑖 = 𝛼
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖, (6)

де 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 — елементи власного вектора матрицi 𝐴𝑇 , що вiдповiдає вла-
сному значенню 𝜆 = 𝛼.

Шляхом вiдокремлення змiнних iз диференцiального рiвняння (6) отримує-
мо загальний iнтеграл

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖 = 𝐶𝑒𝛼𝑡, (7)

де 𝐶 — довiльна дiйсна стала. Звiдси випливає

Наслiдок 1 (застосування методу iнтегровних комбiнацiй у випадку дiй-
сних власних значень матрицi системи). Якщо матриця СДР 𝑛-го порядку (1)
має 𝑛 дiйсних попарно рiзних власних значень 𝜆𝑖 = 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, тодi СДР
(1) зводиться до системи 𝑛 лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно шуканих
функцiй.
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Справдi, згiдно з доведеною теоремою для кожного власного значення мо-
жна побудувати IК вигляду (6). Цi IК будуть лiнiйно незалежними, оскiльки
власнi значення є попарно рiзними. А сукупнiсть їх загальних iнтегралiв ви-
гляду (7) утворить систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно шуканих
функцiй, iз якої можна знайти загальний розв’язок СДР (1). Утворена лiнiйна
неоднорiдна система завжди розв’язна, адже її визначник, рядками якого є вла-
снi вектори матрицi 𝐴𝑇 , що вiдповiдають рiзним власним значенням (а отже є
лiнiйно незалежними), вiдмiнний вiд нуля.

Зауваження 1. Описаний вище алгоритм методу iнтегровних комбiнацiй
застосовний також для вiдповiдної до (1) неоднорiдної СДР вигляду

�̇� = 𝐴𝑋 + 𝐹 (𝑡), (8)

де 𝐹 = 𝑐𝑜𝑙
(︀
𝑓1(𝑡) . . . 𝑓𝑛(𝑡)

)︀
— вектор-стовпець вiльних членiв. Однак у цьому

випадку замiсть (6) отримуємо IК

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖�̇�𝑖 = 𝛼
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖(𝑡),

що являє собою лiнiйне диференцiальне рiвняння першого порядку, загальний
iнтеграл якого знаходиться за формулою

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖 = 𝑒𝛼𝑡

(︃
𝐶 +

∫︁
𝑒−𝛼𝑡 ·

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑓𝑖(𝑡)𝑑𝑡

)︃
. (9)

Приклад 1. Зiнтегрувати лiнiйну однорiдну СДР методом iнтегровних
комбiнацiй: ⎧⎪⎨⎪⎩

�̇� = 2𝑥− 𝑦 + 𝑧,

�̇� = 𝑥+ 2𝑦 − 𝑧,
�̇� = 𝑥− 𝑦 + 2𝑧.

(10)

Розв’язання. Система третього порядку (10) задана матрицею

𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 1
1 2 −1
1 −1 2

⎞⎠ ,

яка має три дiйснi попарно рiзнi власнi значення 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 2, 𝜆3 = 3 — отже,
згiдно з Наслiдком 1 СДР (10) зводиться до системи лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь вiдносно шуканих функцiй методом iнтегровних комбiнацiй. Для побудови
IК знайдемо вiдповiднi власнi вектори транспонованої матрицi

𝐴𝑇 =

⎛⎝ 2 1 1
−1 2 −1
1 −1 2

⎞⎠ .

1)(𝐴𝑇 − 𝜆1𝐸)𝑘1 = 0⇒

⎛⎝ 1 1 1
−1 1 −1
1 −1 1

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘11

𝑘12
𝑘13

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘1 =

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠ .
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Отже, першою IК буде

�̇�− �̇� = (2𝑥− 𝑦 + 𝑧)− (𝑥− 𝑦 + 2𝑧) = 𝑥− 𝑧 ⇒ 𝑥− 𝑧 = 𝐶1𝑒
𝑡.

2)(𝐴𝑇 − 𝜆2𝐸)𝑘2 = 0⇒

⎛⎝ 0 1 1
−1 0 −1
1 −1 0

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘21

𝑘22
𝑘23

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘2 =

⎛⎝ 1
1
−1

⎞⎠ .

Отже, другою IК буде

�̇�+ �̇� − �̇� = (2𝑥− 𝑦 + 𝑧) + (𝑥+ 2𝑦 − 𝑧)− (𝑥− 𝑦 + 2𝑧) = 2(𝑥+ 𝑦 − 𝑧)⇒

⇒ 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶2𝑒
2𝑡.

3)(𝐴𝑇 − 𝜆3𝐸)𝑘3 = 0⇒

⎛⎝ −1 1 1
−1 −1 −1
1 −1 −1

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘31

𝑘32
𝑘33

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘3 =

⎛⎝ 0
1
−1

⎞⎠ .

Отже, третьою IК буде

�̇� − �̇� = (𝑥+ 2𝑦 − 𝑧)− (𝑥− 𝑦 + 2𝑧) = 3(𝑦 − 𝑧)⇒ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶3𝑒
3𝑡.

Загальний розв’язок СДР (10) визначаємо з системи алгебраїчних рiвнянь,
утвореної трьома знайденими iнтегралами:⎧⎨⎩

𝑥− 𝑧 = 𝐶1𝑒
𝑡,

𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶2𝑒
2𝑡,

𝑦 − 𝑧 = 𝐶3𝑒
3𝑡

⇒

⎡⎣ 𝑥 = 𝐶2𝑒
2𝑡 − 𝐶3𝑒

3𝑡,
𝑦 = 𝐶2𝑒

2𝑡 − 𝐶1𝑒
𝑡,

𝑧 = 𝐶2𝑒
2𝑡 − 𝐶3𝑒

3𝑡 − 𝐶1𝑒
𝑡.

Приклад 2. За допомогою методу iнтегровних комбiнацiй знайти розв’язок
задачi Кошi для лiнiйної однорiдної СДР:⎧⎪⎨⎪⎩

�̇� = 𝑥− 2𝑦 − 𝑧,
�̇� = −𝑥+ 𝑦 + 𝑧,

�̇� = 𝑥− 𝑧,
(11)

𝑥(0) = 3, 𝑦(0) = 1, 𝑧(0) = 0. (12)

Розв’язання. Система третього порядку (11) задана матрицею

𝐴 =

⎛⎝ 1 −2 −1
−1 1 1
1 0 −1

⎞⎠ ,

яка має три дiйснi попарно рiзнi власнi значення 𝜆1 = 2, 𝜆2 = 0, 𝜆3 = −1 —
отже, згiдно з Наслiдком 1 СДР (11) зводиться до системи лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь вiдносно шуканих функцiй методом iнтегровних комбiнацiй. Для
побудови IК знайдемо вiдповiднi власнi вектори транспонованої матрицi

𝐴𝑇 =

⎛⎝ 1 −1 1
−2 1 0
−1 1 −1

⎞⎠ .
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1)(𝐴𝑇 − 𝜆1𝐸)𝑘1 = 0⇒

⎛⎝ −1 −1 1
−2 −1 0
−1 1 −3

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘11

𝑘12
𝑘13

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘1 =

⎛⎝ 1
−2
−1

⎞⎠ .

Отже, першою IК буде

�̇�− 2�̇� − �̇� = (𝑥− 2𝑦 − 𝑧)− 2(−𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− (𝑥− 𝑧) = 2(𝑥− 2𝑦 − 𝑧)⇒

⇒ 𝑥− 2𝑦 − 𝑧 = 𝐶1𝑒
2𝑡,

а згiдно з початковими умовами (12) при 𝑡 = 0 маємо

𝐶1 = 𝑥(0)− 2𝑦(0)− 𝑧(0) = 3− 2 = 1.

2)(𝐴𝑇 − 𝜆2𝐸)𝑘2 = 0⇒

⎛⎝ 1 −1 1
−2 1 0
−1 1 −1

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘21

𝑘22
𝑘23

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘2 =

⎛⎝ 1
2
1

⎞⎠ .

Отже, другою IК буде

�̇�+ 2�̇� + �̇� = (𝑥− 2𝑦 − 𝑧) + 2(−𝑥+ 𝑦 + 𝑧) + (𝑥− 𝑧) = 0⇒

⇒ 𝑥+ 2𝑦 + 𝑧 = 𝐶2,

а згiдно з початковими умовами (12) при 𝑡 = 0 маємо

𝐶2 = 𝑥(0) + 2𝑦(0) + 𝑧(0) = 3 + 2 = 5.

3)(𝐴𝑇 − 𝜆3𝐸)𝑘3 = 0⇒

⎛⎝ 2 −1 1
−2 2 0
−1 1 0

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘31

𝑘32
𝑘33

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘3 =

⎛⎝ 1
1
−1

⎞⎠ .

Отже, третьою IК буде

�̇�+ �̇� − �̇� = (𝑥− 2𝑦 − 𝑧) + (−𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− (𝑥− 𝑧) = −(𝑥+ 𝑦 − 𝑧)⇒

⇒ 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶3𝑒
−𝑡,

а згiдно з початковими умовами (12) при 𝑡 = 0 маємо

𝐶3 = 𝑥(0) + 𝑦(0)− 𝑧(0) = 3 + 1 = 4.

Розв’язок задачi Кошi (11), (12) визначаємо з системи алгебраїчних рiвнянь,
утвореної трьома знайденими iнтегралами при розрахованих значеннях сталих:

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥− 2𝑦 − 𝑧 = 𝑒2𝑡,

𝑥+ 2𝑦 + 𝑧 = 5,

𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 4𝑒−𝑡

⇒

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥 =

𝑒2𝑡 + 5

2
,

𝑦 =
4𝑒−𝑡 − 𝑒2𝑡

3
,

𝑧 =
𝑒2𝑡 − 16𝑒−𝑡 + 15

6
.

Приклад 3. Застосувати метод iнтегровних комбiнацiй до лiнiйної нео-
днорiдної СДР: ⎧⎪⎨⎪⎩

�̇� = 2𝑥− 𝑦 − 𝑧 − 𝑡,
�̇� = 𝑥− 𝑧 + 2𝑡,

�̇� = 3𝑥− 𝑦 − 2𝑧 + 𝑡.

(13)
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Розв’язання. Система третього порядку (13) задана матрицею

𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 −1
1 0 −1
3 −1 −2

⎞⎠ ,

яка має три дiйснi попарно рiзнi власнi значення 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 0, 𝜆3 = −1 —
отже, згiдно з зауваженням 1 СДР (13) зводиться до системи лiнiйних алгебра-
їчних рiвнянь вiдносно шуканих функцiй методом iнтегровних комбiнацiй. Для
побудови IК знайдемо вiдповiднi власнi вектори транспонованої матрицi

𝐴𝑇 =

⎛⎝ 2 1 3
−1 0 −1
−1 −1 −2

⎞⎠ .

1)(𝐴𝑇 − 𝜆1𝐸)𝑘1 = 0⇒

⎛⎝ 1 1 3
−1 −1 −1
−1 −1 −3

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘11

𝑘12
𝑘13

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘1 =

⎛⎝ 1
−1
0

⎞⎠ .

Отже, першою IК буде

�̇�− �̇� = (2𝑥− 𝑦 − 𝑧 − 𝑡)− (𝑥− 𝑧 + 2𝑡) = 𝑥− 𝑦 − 3𝑡⇒

⇒ 𝑥− 𝑦 = 𝑒𝑡
(︂
𝐶1 −

∫︁
3𝑡𝑒−𝑡𝑑𝑡

)︂
= 𝐶1𝑒

𝑡 + 3(𝑡+ 1).

2)(𝐴𝑇 − 𝜆2𝐸)𝑘2 = 0⇒

⎛⎝ 2 1 3
−1 0 −1
−1 −1 −2

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘21

𝑘22
𝑘23

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘2 =

⎛⎝ 1
1
−1

⎞⎠ .

Отже, другою IК буде

�̇�+ �̇� − �̇� = (2𝑥− 𝑦 − 𝑧 − 𝑡) + (𝑥− 𝑧 + 2𝑡)− (3𝑥− 𝑦 − 2𝑧 + 𝑡) = 0⇒

⇒ 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶2.

3)(𝐴𝑇 − 𝜆3𝐸)𝑘3 = 0⇒

⎛⎝ 3 1 3
−1 1 −1
−1 −1 −1

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘31

𝑘32
𝑘33

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘3 =

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠ .

Отже, третьою IК буде

�̇�− �̇� = (2𝑥− 𝑦 − 𝑧 − 𝑡)− (3𝑥− 𝑦 − 2𝑧 + 𝑡) = −(𝑥− 𝑧)− 2𝑡⇒

⇒ 𝑥− 𝑧 = 𝑒−𝑡

(︂
𝐶3 −

∫︁
2𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡

)︂
= 𝐶3𝑒

−𝑡 − 2(𝑡− 1).

Загальний розв’язок СДР (13) визначаємо з системи алгебраїчних рiвнянь,
утвореної трьома знайденими iнтегралами:⎧⎨⎩

𝑥− 𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑡 + 3(𝑡+ 1),

𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝐶2,
𝑥− 𝑧 = 𝐶3𝑒

−𝑡 − 2(𝑡− 1)
⇒

⎡⎣ 𝑥 = 𝐶1𝑒
𝑡 + 𝐶2 − 𝐶3𝑒

−𝑡 + 5𝑡+ 1,
𝑦 = 𝐶2 − 𝐶3𝑒

−𝑡 + 2(𝑡− 1),
𝑧 = 𝐶1𝑒

𝑡 + 𝐶2 − 2𝐶3𝑒
−𝑡 + 7𝑡− 1.
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3. Комплекснi iнтегровнi комбiнацiї. Нехай 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 — деякi компле-
кснi числа, не всi рiвнi нулю. Повторюючи мiркування з доведення Теореми 1,
складемо лiнiйну комбiнацiю (3), звiдки очевидно випливає, що IК отримується
за виконання умови (4) у виглядi

𝑛∑︁
𝑝,𝑞=1

𝑎𝑞𝑝𝑘𝑞𝑥𝑝 = (𝛼 + 𝛽𝑖)
𝑛∑︁

𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝, (14)

де 𝛼, 𝛽 — деякi дiйснi числа, причому 𝛽 ̸= 0. Рiвнiсть (14) аналогiчно до (4)
справджується за будь-якого значення 𝑡 при виконаннi умови

[𝐴𝑇 − (𝛼 + 𝛽𝑖)𝐸]𝑘 = 0, (15)

де 𝐸 — одинична матриця розмiрностi 𝑛×𝑛, 𝑘 = 𝑐𝑜𝑙
(︀
𝑘1 . . . 𝑘𝑛

)︀
. За припущен-

ням вектор-стовпець 𝑘 є ненульовим, а отже, враховуючи рiвнiсть (15), його
можна iнтерпретувати як власний вектор транспонованої матрицi 𝐴𝑇 , що вiд-
повiдає комплексному власному значенню 𝛼 + 𝛽𝑖.

Таким чином, справедлива наступна

Теорема 2 (про iснування комплексних iнтегровних комбiнацiй для СДР
(1)). Якщо матриця СДР (1) має комплексне власне значення 𝜆 = 𝛼+ 𝛽𝑖 (𝛼,
𝛽 — деякi дiйснi числа, причому 𝛽 ̸= 0), то для цiєї системи iснує комплексна
iнтегровна комбiнацiя

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝�̇�𝑝 = (𝛼 + 𝛽𝑖)
𝑛∑︁

𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝, (16)

де 𝑘𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛 — загалом комплекснозначнi елементи власного вектора матри-
цi 𝐴𝑇 , що вiдповiдає власному значенню 𝜆 = 𝛼 + 𝛽𝑖.

Шляхом вiдокремлення змiнних iз диференцiального рiвняння (16) отриму-
ємо загальний iнтеграл

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝 = 𝐶𝑒(𝛼+𝛽𝑖)𝑡,

де 𝐶 — довiльна комплексна стала. Запишемо останню рiвнiсть в еквiвалентно-
му виглядi

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝 = (𝐶1 + 𝐶2𝑖)𝑒
𝛼𝑡(cos 𝛽𝑡+ 𝑖 sin 𝛽𝑡), (17)

де 𝐶1, 𝐶2 дiйснi сталi. Тодi зi спiввiдношення (17) шляхом прирiвнювання дiй-
сних i уявних частин отримуємо двi незалежнi дiйснi рiвностi, що пов’язують
дiйснозначнi шуканi функцiї СДР (1):

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑥𝑝 Re(𝑘𝑝) = 𝑒𝛼𝑡(𝐶1 cos 𝛽𝑡− 𝐶2 sin 𝛽𝑡),

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑥𝑝 Im(𝑘𝑝) = 𝑒𝛼𝑡(𝐶1 sin 𝛽𝑡+ 𝐶2 cos 𝛽𝑡).

(18)

Звiдси випливає
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Наслiдок 2 (застосування методу iнтегровних комбiнацiй у випадку ком-
плексних власних значень матрицi системи). Якщо матриця 𝐴 СДР (1) має
комплексне власне значення 𝜆 = 𝛼 + 𝛽𝑖 (𝛼, 𝛽 — деякi дiйснi числа, причому
𝛽 ̸= 0), тодi для шуканих функцiй СДР (1) справджуються спiввiдношення
(18), де 𝑘𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛 визначаються згiдно з Теоремою 2.

Зауваження 2. Описаний вище алгоритм побудови комплексних iнтегров-
них комбiнацiй застосовний також для вiдповiдної до (1) неоднорiдної СДР
вигляду (8). Однак у цьому випадку замiсть (16) отримуємо IК

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝�̇�𝑝 = (𝛼 + 𝛽𝑖)
𝑛∑︁

𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝 +
𝑛∑︁

𝑝=1

𝑘𝑝𝑓𝑝(𝑡),

загальний iнтеграл якої знаходиться за аналогiчною до (9) формулою

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝𝑥𝑝 = 𝑒(𝛼+𝛽𝑖)𝑡

(︃
𝐶1 + 𝐶2𝑖+

∫︁
𝑒−(𝛼+𝛽𝑖)𝑡 ·

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑘𝑝𝑓𝑝(𝑡)𝑑𝑡

)︃
.

Прирiвнявши в останньому спiввiдношеннi дiйснi та уявнi частини, отри-
маємо двi незалежнi дiйснi рiвностi, що пов’язують дiйснозначнi шуканi фун-
кцiї СДР (8).

Приклад 4. Застосувати метод iнтегровних комбiнацiй до лiнiйної одно-
рiдної СДР другого порядку: {︃

�̇� = 2𝑥− 𝑦,
�̇� = 𝑥+ 2𝑦.

(19)

Розв’язання. Система другого порядку (19) задана матрицею

𝐴 =

(︂
2 −1
1 2

)︂
,

яка має два комплексно спряженi власнi значення 𝜆1 = 2+ 𝑖, 𝜆2 = 2− 𝑖. Побуду-
ємо iнтегровну комбiнацiю для одного з них, наприклад, 𝜆1. Для цього потрiбно
знайти вiдповiдний власний вектор транспонованої матрицi

𝐴𝑇 =

(︂
2 1
−1 2

)︂
:

(𝐴𝑇 − 𝜆1𝐸)𝑘1 = 0⇒
(︂
−𝑖 1
−1 −𝑖

)︂
·
(︂
𝑘11
𝑘12

)︂
=

(︂
0
0

)︂
⇒

⇒ 𝑘1 =

(︂
1
𝑖

)︂
=

(︂
1
0

)︂
+

(︂
0
1

)︂
𝑖.

Отже, комплексною IК буде

�̇�+ 𝑖�̇� = (2𝑥− 𝑦) + 𝑖(𝑥+ 2𝑦) = (2 + 𝑖)(𝑥+ 𝑖𝑦),
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а вiдповiдна їй система (18) запишеться у виглядi{︃
𝑥 = 𝑒2𝑡(𝐶1 cos 𝑡− 𝐶2 sin 𝑡),

𝑦 = 𝑒2𝑡(𝐶1 sin 𝑡+ 𝐶2 cos 𝑡),

що безпосередньо визначає загальний розв’язок вихiдної СДР (19).
4. Узагальнення результатiв дослiдження. Виходячи з наведених вище

мiркувань, можемо стверджувати, що справедлива

Теорема 3 (зведення системи диференцiальних рiвнянь до системи алгебра-
їчних рiвнянь). Якщо матриця 𝐴 СДР 𝑛-го порядку (1) має 𝑛 попарно рiзних
власних значень, тодi СДР (1) зводиться до системи 𝑛 лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь вiдносно шуканих функцiй, у якiй кожному дiйсному власному значен-
ню вiдповiдає спiввiдношення вигляду (7), яке будується згiдно з Теоремою 1
та Наслiдком 1, а кожнiй парi комплексно спряжених власних значень — пара
рiвностей вигляду (18), якi будуються згiдно з Теоремою 2 та Наслiдком 2.

Додатково зазначимо, що аналогiчну теорему можна сформулювати також
для неоднорiдної СДР (8), з урахуванням Зауважень 1 i 2.

Приклад 5. Шляхом зведення до системи алгебраїчних рiвнянь розв’язати
СДР: ⎧⎪⎨⎪⎩

�̇� = −4𝑥− 𝑦 − 𝑧,
�̇� = 3𝑥− 4𝑦 − 3𝑧,

�̇� = 2𝑥− 4𝑦.

(20)

Розв’язання. Система третього порядку (20) задана матрицею

𝐴 =

⎛⎝ −4 −1 −13 −4 −3
2 −4 0

⎞⎠ ,

яка має три попарно рiзнi власнi значення: одне дiйсне 𝜆1 = 2, i два комплексно
спряженi 𝜆2 = −5 + 2𝑖, 𝜆3 = −5 − 2𝑖 — отже, згiдно з Теоремою 3 СДР (20)
зводиться до системи трьох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно шуканих
функцiй методом iнтегровних комбiнацiй. Для побудови рiвнянь алгебраїчної
системи потрiбно знайти власнi вектори транспонованої матрицi

𝐴𝑇 =

⎛⎝ −4 3 2
−1 −4 −4
−1 −3 0

⎞⎠ ,

що вiдповiдають дiйсному та одному з комплексних власних значень.

1)(𝐴𝑇 − 𝜆1𝐸)𝑘1 = 0⇒

⎛⎝ −6 3 2
−1 −6 −4
−1 −3 −2

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘11

𝑘12
𝑘13

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒ 𝑘1 =

⎛⎝ 0
−2
3

⎞⎠ .

Отже, першою (дiйсною) IК буде

−2�̇� + 3�̇� = −2(3𝑥− 4𝑦 − 3𝑧) + 3(2𝑥− 4𝑦) = 2(−2𝑦 + 3𝑧)⇒ −2𝑦 + 3𝑧 = 𝐶1𝑒
2𝑡.
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2) Для 𝜆2 = −5 + 2𝑖 маємо:

(𝐴𝑇 − 𝜆2𝐸)𝑘2 = 0⇒

⎛⎝ 1− 2𝑖 3 2
−1 1− 2𝑖 −4
−1 −3 5− 2𝑖

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑘21

𝑘22
𝑘23

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠⇒
⇒ 𝑘2 =

⎛⎝ −2− 7𝑖
4 + 𝑖
2

⎞⎠ =

⎛⎝ −24
2

⎞⎠+

⎛⎝ −71
0

⎞⎠ 𝑖.

Отже, комплексною IК буде

(−2− 7𝑖)�̇�+ (4 + 𝑖)�̇� + 2�̇� = (−2− 7𝑖)(−4𝑥− 𝑦 − 𝑧)+
+(4 + 𝑖)(3𝑥− 4𝑦 − 3𝑧) + 2(2𝑥− 4𝑦) = (−5 + 2𝑖) · [(−2− 7𝑖)𝑥+ (4 + 𝑖)𝑦 + 2𝑧],

а вiдповiдна їй система дiйсних спiввiдношень (18) запишеться як{︃
−2𝑥+ 4𝑦 + 2𝑧 = 𝑒−5𝑡(𝐶2 cos 2𝑡− 𝐶3 sin 2𝑡),

−7𝑥+ 𝑦 = 𝑒−5𝑡(𝐶2 sin 2𝑡+ 𝐶3 cos 2𝑡).

Далi розв’язуємо отриману систему трьох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiд-
носно шуканих функцiй:⎧⎪⎨⎪⎩

−2𝑦 + 3𝑧 = 𝐶1𝑒
2𝑡,

−2𝑥+ 4𝑦 + 2𝑧 = 𝑒−5𝑡(𝐶2 cos 2𝑡− 𝐶3 sin 2𝑡),

−7𝑥+ 𝑦 = 𝑒−5𝑡(𝐶2 sin 2𝑡+ 𝐶3 cos 2𝑡),

звiдки визначаємо загальний розв’язок СДР (20) у виглядi⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥 =

𝑒−5𝑡[(3𝐶2 − 16𝐶3) cos 2𝑡− (3𝐶3 + 16𝐶2) sin 2𝑡]− 2𝐶1𝑒
−𝑡

106
,

𝑦 =
3𝑒−5𝑡[(7𝐶2 − 2𝐶3) cos 2𝑡− (7𝐶3 + 2𝐶2) sin 2𝑡]− 14𝐶1𝑒

−𝑡

106
,

𝑧 =
𝑒−5𝑡[(7𝐶2 − 2𝐶3) cos 2𝑡− (7𝐶3 + 2𝐶2) sin 2𝑡] + 13𝐶1𝑒

−𝑡

53
.

Ввiвши задля спрощення новi довiльнi сталi за формулами 𝐶1 = −𝐶1

53
,

𝐶2 =
7𝐶2−2𝐶3

106
, 𝐶3 = −7𝐶3+2𝐶2

106
, маємо остаточно⎡⎣ 𝑥 = 𝑒−5𝑡

[︀
(𝐶2 + 2𝐶3) cos 2𝑡+ (𝐶3 − 2𝐶2) sin 2𝑡

]︀
+ 𝐶1𝑒

−𝑡,
𝑦 = 3𝑒−5𝑡(𝐶2 cos 2𝑡+ 𝐶3 sin 2𝑡) + 7𝐶1𝑒

−𝑡,
𝑧 = 2𝑒−5𝑡(𝐶2 cos 2𝑡+ 𝐶3 sin 2𝑡)− 13𝐶1𝑒

−𝑡.
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ПОБУДОВА ВИБIРКИ З МНОЖИНИ МIРИ НУЛЬ ТА ЇЇ
ХАРАКТЕРИСТИКИ

Робота присвячена дослiдженню методiв побудови вибiрок з множин, що мають
мiру нуль. Розглянуто два способи побудови вибiрок з множини Кантора та проана-
лiзовано їх числовi характеристики, зроблено висновки про принципову подiбнiсть чи
вiдмiннiсть отриманих вибiрок.

Отримано, що вибiркове середнє у всiх вибiрках обох серiй для множини Кантора
практично не вiдрiзняються, а послiдовнiсть середньоквадратичних вiдхилень вибiрок
першої серiї (iтерацiйної) стабiлiзується на другому кроцi i прямує до середньоквадра-
тичних вiдхилень усiх вибiрок другої серiї.

Ключовi слова: множини мiри нуль, множина Кантора, числовi характеристики
вибiрки.

1. Вступ. Поняття мiри є узагальненням таких числових характеристик мно-
жин як довжина, площа, об’єм. Цi характеристики застосовуються в рiзних
просторах, для рiзних класiв множин, але їх значення мають спiльнi риси: во-
ни невiд’ємнi, i для об’єднання двох множин,що не перетинаються, дорiвнюють
сумi значень цих двох множин. Як це часто робиться в математицi, замiсть
окремого вивчення довжини, площi, об’єму тощо, ми дослiджуємо загальну чи-
слову функцiю множин — мiру, що визначена на певному абстрактному наборi
множин i задовольняє двi вказанi властивостi. Можна побудувати багато цiка-
вих множин, якi не мають мiри, тобто мiра яких рiвна нулю. Робота присвячена
дослiдженню методiв побудови вибiрок з множин, що мають мiру нуль. Дана
тема є актуальною тим, що вона допомагає уявити, що таке множина мiри нуль.
Методи побудови вибiрок iз складно сконструйованих математичних множин є
слабо дослiдженi.

2. Основний результат. Множина Кантора — пiдмножина вiдрiзка [0, 1],
яку вперше ввiв нiмецький математик Георг Кантор. Множина утвориться з
вiдрiзка, якщо послiдовно вилучити такi iнтервали: спочатку на кроцi 𝑛 = 1
вилучаємо iнтервал

(︀
1
3
, 2
3

)︀
(тобто центральну третину вiдрiзка). Отже залиши-

ться 𝐴1 =
[︀
0, 1

3

]︀⋃︀
[2
3
, 1]. Далi на кроцi 𝑛 = 2 вилучаємо вiдрiзки

(︀
1
9
, 2
9

)︀
та
(︀
7
9
, 8
9

)︀
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(тобто центральнi третини тих двох вiдрiзкiв
[︀
0, 1

3

]︀
та
[︀
2
3
, 1
]︀
, якi залишилися.

Отже залишиться 𝐴2 =
[︀
0, 1

9

]︀⋃︀ [︀
2
9
, 1
3

]︀⋃︀ [︀
2
3
, 7
9

]︀⋃︀ [︀
8
9
, 1
]︀
, i так далi. Множина 𝐾,

яка залишилася, називається множиною Кантора [1]. Таким чином𝐾 =
⋂︀∞

𝑖=0𝐴𝑖.
Для описання множин дiйсних чисел скористаємось iнтуїтивним поняттям

мiри. Цiкаво, що мiра вiдрiзкiв, якi залишаються на кожному кроцi формува-
ння множини Кантора зменшується. Оскiльки на кожному кроцi вiдкидаються
центральнi третини тих вiдрiзкiв, якi залишилися, то пiсля кожного кроку за-
лишається 2

3
вiд попередньої мiри. Таким чином при 𝑛 = 1 це 2

3
, при 𝑛 = 2 це

4
9
, а для довiльного 𝑛 — (2

3
)𝑛. Якщо n спрямувати до нескiнченностi, то мiра

вiдрiзкiв, якi залишаються, прямує до 0. Таким чином мiра множини Кантора
рiвна 0.

2.1. Генерацiя вибiрки з множини Кантора методом хаоса. Для
унаочнення множини Кантора 𝐾, скористаємося рiвномiрно розподiленою ви-
падковою величиною над якою проводимо деякi обчислення та вiдповiдними
вибiрками. Нехай 𝑥 – рiвномiрно розподiлена на множинi [0; 1] випадкова вели-
чина, тобто ймовiрнiсть попадання у пiдмножину цiєї множини рiвна її мiрi, бо
довжина вiдрiзка [0; 1] є 1. Перемiстимо 𝑥 втричi ближче до 0 або втричi ближ-
че до 1. Тобто для дискретної рiвномiрно розподiленої випадкової величини 𝛿,
що приймає значення 0 або 1, кожне з однаковою ймовiрнiстю 1

2
, розглянемо

𝑦 = 𝑓(𝑥) =

{︂
𝑥
3
, якщо 𝛿 = 0

𝑥+2
3
, якщо 𝛿 = 1.

Зрозумiло, що 𝑦 є рiвномiрно розподiленою випадковою величиною на мно-
жинi 𝐴1 =

[︀
0, 1

3

]︀⋃︀
[2
3
, 1], якщо при кожному зверненнi до 𝑓(𝑥) незалежно ге-

нерується 𝛿, що приймає значення 0 або 1, кожне з однаковою ймовiрнiстю 1
2
.

Якщо б 𝑥 була рiвномiрно розподiленою випадковою величиною на множинi
𝐴1, то 𝑦 була б рiвномiрно розподiленою випадковою величиною на множинi
𝐴2 =

[︀
0, 1

9

]︀⋃︀ [︀
2
9
, 1
3

]︀⋃︀ [︀
2
3
, 7
9

]︀⋃︀ [︀
8
9
, 1
]︀
. I так далi.

Побудуємо в деякому наближенi вибiрку з множина Кантора. Використаємо
метод хаосу. Скористаємося вибiркою 𝑥01, 𝑥02, . . . , 𝑥0𝑘 випадкової величини 𝑥0
рiвномiрно розподiленої на множинi [0; 1]. Вона буде iлюструвати множину 𝐴0 =
= [0, 1] при зображеннi. Далi будуємо випадковi величини 𝑥1 = 𝑓(𝑥0), 𝑥2 = 𝑓(𝑥1),
. . . та їх вибiрки 𝑥𝑖+1,𝑗 = 𝑓(𝑥𝑖,𝑗) (𝑗 = 1, . . . , 𝑘). Зрозумiло, що 𝑥1𝑗 = 𝑓(𝑥0𝑗) для
кожного 𝑗 обчислюється за однiєю з формул 𝑥1𝑗 =

𝑥0𝑗

3
, або 𝑥1𝑗 =

𝑥0𝑗+2

3
. Оскiльки

𝑥0𝑗 ∈ [0; 1], то в першому випадку 𝑥1𝑗 ∈
[︀
0, 1

3

]︀
, в другому випадку 𝑥1𝑗 ∈

[︀
2
3
, 1
]︀
,

тодi 𝑥1𝑗 ∈
[︀
0, 1

3

]︀⋃︀
[2
3
, 1] = 𝐴1. Продовжуючи далi, з умови 𝑥1𝑗 ∈

[︀
0, 1

3

]︀⋃︀ [︀
2
3
, 1
]︀

та
того, що 𝑥2𝑗 = 𝑓(𝑥1𝑗) для кожного 𝑗 обчислюється за однiєю з формул 𝑥2𝑗 =

𝑥1𝑗

3
,

або 𝑥2𝑗 =
𝑥1𝑗+2

3
. Оскiльки в першому випадку 𝑥2𝑗 ∈

[︀
0, 1

9

]︀⋃︀ [︀
2
9
, 1
3

]︀
, в другому

випадку 𝑥2𝑗 ∈
[︀
2
3
, 7
9

]︀⋃︀ [︀
8
9
, 1
]︀
, тодi 𝑥2𝑗 ∈=

[︀
0, 1

9

]︀⋃︀ [︀
2
9
, 1
3

]︀⋃︀ [︀
2
3
, 7
9

]︀⋃︀ [︀
8
9
, 1
]︀
= 𝐴2. I

так далi. Кожна з вибiрок 𝑥𝑖,𝑗, (𝑗 = 1, . . . , 𝑘) iлюструватиме множину 𝐴𝑖, до
якої, очевидно, належать всi її елементи.

Оскiльки, кожна множина 𝐴𝑖 симетрична вiдносно 0.5, то середнє значення

𝑥𝑖 =
𝑥𝑖1 + 𝑥𝑖2 + · · · 𝑥𝑖𝑘

𝑘

має наближатися до 0, 5 при зростаннi 𝑘. Середньоквадратичне вiдхилення бу-
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демо обчисляти за формулою:

𝐷𝑖 =
√︁

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖)2 =
√︂

(𝑥𝑖1 − 𝑥𝑖)2 + (𝑥𝑖2 − 𝑥𝑖)2 + · · ·+ (𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑖)2
𝑘

.

Запуск коду, що починає з вибiрки в 𝑘 = 1000 елементiв рiвномiрно роз-
подiленої випадкової величини на промiжку [0; 1], генерує вибiрки поданих ха-
рактеристик та зображує кожну вибiрку точками на одному горизонтальному
вiдрiзку, а рiзнi вибiрки на рiзних горизонтальних вiдрiзках.

Рис. 1

Таблиця 1

𝑖
Вибiркове
середнє

Середньо
квадратичне
вiдхилення

𝑖
Вибiркове
середнє

Середньо
квадратичне
вiдхилення

0 0.504464 0.287646 10 0.508515 0.360488
1 0.491488 0.344500 11 0.509505 0.355088
2 0.511163 0.347142 12 0.513835 0.350003
3 0.509721 0.350557 13 0.504612 0.354932
4 0.503241 0.350744 14 0.522204 0.350737
5 0.501080 0.360044 15 0.520735 0.351285
6 0.495694 0.354741 16 0.529579 0.348256
7 0.487898 0.349755 17 0.483859 0.348135
8 0.496632 0.345271 18 0.494620 0.348737
9 0.487544 0.351190 19 0.483540 0.352806

Аналiз таблицi показує, що вибiркове середнє, дiйсно знаходиться завжди
бiля 0.5, вiдрiзняється вiд нього не бiльше нiж на 0.03, а середньо квадратичне
вiдхилення, крiм першого значення, знаходиться завжди бiля 0.35 i вiдрiзняє-
ться вiд нього не бiльше нiж на 0.011.

2.2. Генерацiя вибiрки з множини Кантора методом перетворення
цифр. Зменшимо множину Кантору, послiдовно вилучаючи такi iнтервали:
спочатку на кроцi 𝑛 = 1 вилучаємо iнтервал [1/3, 2/3) разом з лiвою межею.
Подаватимемо числа в цифровому записi в 3-вiй системi числення, вигляду
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ПОБУДОВА ВИБРКИ З МНОЖИНИ МIРИ НУЛЬ . . . 107

0, 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4, . . . (𝑎𝑖 ∈ {0, 1, 2}). Очевидно, 0, 𝑎1𝑎2𝑎3. . . 𝑎𝑖22 . . . = 0, 𝑎1𝑎2𝑎3 . . . (𝑎𝑖+
+ 1)00 . . ., якщо 𝑎𝑖 < 2. Тому, далi вiдмовляємося вiд представлення, якi не за-
кiнчується послiдовнiстю 2-йок. Тобто 0, 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4. . . = 𝑎1

3
+ 𝑎2

32
+ 𝑎3

33
+ 𝑎4

34
+ · · · .

Тодi на першому кроцi вилучають числа, в описаному цифровому записi якого
𝑎1 = 1. Отже залишиться 𝐴1 =

[︀
0, 1

3

)︀⋃︀ [︀
2
3
, 1
)︀
. Тобто на першому кроцi зали-

шаються числа, в описаному цифровому записi якого 𝑎1 = 0 або 𝑎1 = 2. Да-
лi, на кроцi 𝑛 = 2 вилучаємо вiдрiзки

[︀
1
9
, 2
9

)︀
та
[︀
7
9
, 8
9

)︀
. Тодi на другому кроцi

вилучаються ще числа, в описаному цифровому записi якого 𝑎2 = 1. Отже,
залишаться 𝐴2 =

[︀
0, 1

9

)︀⋃︀ [︀
2
9
, 1
3

)︀⋃︀ [︀
2
3
, 7
9

)︀⋃︀ [︀
8
9
, 1
)︀
. Отже на другому кроцi зали-

шаються числа, в описаному цифровому записi якого 𝑎1, 𝑎2 ∈ {0, 2}. Таким
чином, побудована пiдмножина Ω множини Кантора складається з чисел в ци-
фровому записi в 3-вiй системi числення, вигляду 0, 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 . . . , (𝑎𝑖 ∈ {0, 2}).
Оскiльки, вiдкидання чи приєднання межової точки довiльного iнтервалу, нi-
як не впливає на характеристики вибiрки рiвномiрно розподiленої величини з
цього iнтервалу, то ми можемо знехтувати неможливiстю розгляду чисел, що є
лiвою межею вiдкидуваних iнтервалiв. Очевидно лiва межа вiдкидуваних про-
мiжкiв є числа вигляду 0, 𝑎1𝑎2𝑎3. . . 𝑎𝑖1100 . . .. Тобто для кожного фiксованого 𝑖
множина чисел такого вигляду скiнчена. Таким чином для довiльного 𝑖 множи-
на чисел такого вигляду злiченна. Натомiсть, множина Ω незлiченна, бо вона
еквiвалентна множинi чисел вигляду 0, 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 . . . , (𝑎𝑖 ∈ {0, 2}), якi не закiнчу-
ються послiдовнiстю 2-йок в 3-й системi числення. Або множинi чисел вигляду
0, 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 . . . , (𝑎𝑖 ∈ {0, 1}), якi не закiнчуються послiдовнiстю 1-чок в 2-й си-
стемi числення. Тобто Ω еквiвалентна iнтервалу [0, 1) i є незлiченною.

З описаного вище, можна запропонувати наступний алгоритм побудови ви-
бiрки з множини Кантора:

1) Генеруємо рiвномiрно розподiлену випадкову величину з промiжку [0, 1).
2) Кожне число вибiрки записуємо в двiйковiй системi числення, щоб запис

не закiнчувався послiдовнiстю 1-чок.
3) Мiняємо запис замiнюючи цифри 1 на 2.
4) Одержаний запис трактуємо в трiйковiй системi числення, що подасть чи-

сло з пiдмножини Ω множини Кантора.

Рис. 2

Аналiз таблицi показує, що вибiркове середнє, дiйсно наближено до 0.5 вiд-
рiзняється вiд нього не бiльше нiж на 0.02, а середньо квадратичне вiдхилення
знаходиться завжди бiля 0.35 i вiдрiзняється вiд нього не бiльше нiж на 0.001.
Цi характеристики є кращими нiж аналогiнi у вибiрок згенерованих методом
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Таблиця 2

𝑖
Вибiркове
середнє

Середньо
квадратичне
вiдхилення

𝑖
Вибiркове
середнє

Середньо
квадратичне
вiдхилення

0 0.483010 0.344326 10 0.511499 0.355615
1 0.499713 0.357989 11 0.519299 0.348702
2 0.510975 0.354898 12 0.516364 0.353149
3 0.502102 0.352523 13 0.499912 0.353030
4 0.503901 0.349429 14 0.516007 0.356643
5 0.489073 0.353953 15 0.502250 0.353633
6 0.493202 0.350612 16 0.500134 0.352950
7 0.499064 0.353658 17 0.499873 0.355421
8 0.496870 0.352379 18 0.498481 0.351288
9 0.507125 0.347133 19 0.511499 0.355615

хаоса, хоча середнi значення отримуваних вибiркових середнiх та середньоква-
дратичних вiдхилень практично не вiдрiзняються.
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A GENERALIZATION OF THE EXPONENTIATED G
DISTRIBUTION FAMILY WITH APPLICATIONS TO THE BURR

DISTRIBUTION AND THE JOHNSON 𝑆𝑈 DISTRIBUTION

A new general approach for building the distribution families is proposed. This approach
is quite simple but it allows to create a very extensive range of distributions (a so-called
MET-G family). Two particular cases, the monotone exponent transformation Burr XII
and the monotone exponent transformation Johnson 𝑆𝑈 are studied in detail. Flexibility
of the new distributions is demonstrated by fitting them to real data.

Keywords: exponentiated G family, Burr distribution, Johnson family of distributions,
maximum likelihood estimation, goodness of fit.

1. Introduction. Creation of new distribution families has attracted considerable
attention during recent years. One well-known family is the exponentiated G family
(see [1]). This family and its various extensions and generalizations were often used
for extension of existing distributions (such new distributions usually exhibit im-
proved flexibility and allow to describe real data more precisely). Models based on
the exponentiated G family or the exponentiation of a distribution function include,
in particular, the exponentiated generalized G distributions (see [2]), the weighted
exponentiated family of distributions by Ahmad et al. (see [3]), the exponenti-
ated generalized alpha power G family (see [4]), the exponentiated generalized Mar-
shall–Olkin family (see [5]), the generalized exponentiated class of distributions by
Rezaei et al. (see [6]), the transmuted exponentiated generalized-G family (see [7]),
the Marshall-Olkin exponentiated generalized G family (see [8]), to mention but a
few.

We propose a new wide-ranging extension of the exponentiated G family, the
monotone exponent transformation G (MET-G) family. We study theoretical pro-
perties of the MET-G family for two concrete G distributions (the Burr XII dis-
tribution and the Johnson 𝑆𝑈 distribution) and illustrate the usefulness of the two
corresponding MET-G subfamilies by fitting them to real data.

2. The MET-G family. Let 𝐺 be a distribution which is concentrated on an
interval 𝐼 ⊂ R1. Denote its cdf and pdf by 𝐺(𝑥) and 𝑔(𝑥) correspondingly.

Definition 1. Suppose that 𝑎(𝑥) is a non-increasing differentiable function on 𝐼,
𝑎(𝑥) > 0. The cdf of the MET-G distribution is defined by

𝐹 (𝑥) = 𝐺(𝑥)𝑎(𝑥). (1)

Remark 1. If 𝑎(𝑥) = 𝑎 then the MET-G family coincides with the exponenti-
ated G family.
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Remark 2. It is worth noting that due to very mild restrictions on 𝑎(𝑥) the
MET-G family is extremely diverse for a fixed G.

It follows immediately from Definition 1 that the pdf of the MET-G distribution
is

𝑓(𝑥) = 𝐺(𝑥)𝑎(𝑥)
(︂
𝑎′(𝑥) ln𝐺(𝑥) + 𝑎(𝑥)

𝑔(𝑥)

𝐺(𝑥)

)︂
. (2)

The quantile function is not available in closed form in general case.
The nth moment of the MET-G distribution can be expressed as

𝜇′
𝑛 =

∫︁ ∞

−∞
𝑥𝑛𝐺(𝑥)𝑎(𝑥)

(︂
𝑎′(𝑥) ln𝐺(𝑥) + 𝑎(𝑥)

𝑔(𝑥)

𝐺(𝑥)

)︂
𝑑𝑥.

Let us acquire the densities of order statistics of the MP-G distribution. Using
the formula for the pdf of the k -th order statistic (see e.g. [9]), we obtain that the
density of the k -th order statistic of MP-G can be expressed as

𝑓𝑘:𝑛(𝑥) =
𝑛!

(𝑘 − 1)!(𝑛− 𝑘)!
𝐺(𝑥)𝑘·𝑎(𝑥)

(︀
1−𝐺(𝑥)𝑎(𝑥)

)︀𝑛−𝑘
(︂
𝑎′(𝑥) ln𝐺(𝑥) + 𝑎(𝑥)

𝑔(𝑥)

𝐺(𝑥)

)︂
.

3. Monotone exponent transformation Burr XII (METB). Let us in-
vestigate the case when the base distribution G is the Burr XII distribution.

The three-parameter Burr XII distribution has the cdf

𝐺(𝑥;𝛼, 𝜃, 𝛾) = 1−
(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼

, 𝑥 > 0 (3)

and the density

𝑔(𝑥;𝛼, 𝜃, 𝛾) = 𝛼𝛾𝜃−𝛾𝑥𝛾−1
(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼−1

, 𝑥 > 0. (4)

We will use the Burr XII distribution in conjunction with 𝑎(𝑥) = 𝜎 exp{−𝑥𝜆} in
order to create the monotone exponent transformation Burr XII (METB) distribu-
tion. The cdf of the METB distribution is obtained by plugging 𝐺(𝑥) from (3) into
(1), it equals

𝐹 (𝑥;𝜎, 𝜆, 𝛼, 𝜃, 𝛾) =

(︂
1−

(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼
)︂𝜎 exp{−𝑥𝜆}

, 𝑥 > 0. (5)

The pdf of the METB distribution is

𝑓(𝑥;𝜎, 𝜆, 𝛼, 𝜃, 𝛾) = 𝜎 exp{−𝑥𝜆}
(︂
1−

(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼
)︂𝜎 exp{−𝑥𝜆}

·

(︃
−𝜆𝑥𝜆−1 ln

(︂
1−

(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼
)︂

+ 𝛼𝛾𝜃−𝛾𝑥𝛾−1
(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼−1
(︂
1−

(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼
)︂−1

)︃
, 𝑥 > 0.

(6)
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Figure 1. Density plots of the METB distribution.

We will use notations 𝐹 (𝑥) and 𝑓(𝑥) for the left-hand sides of (5) and (6) cor-
respondingly when this is unambiguous.

Fig. 1 displays plots of the pdf of the METB distribution for selected parameter
values.

There exists no closed form for the quantile function 𝑄(𝑢;𝜎, 𝜆, 𝛼, 𝜃, 𝛾) of the
METB distribution. However, it can be obtained approximately by numerical in-
version of the cdf using a package like Mathematica, MATLAB or R.

The quantile function allows to determine such shape measures as the Bowley’s
skewness and the Moors’ kurtosis. Namely, the Bowley’s skewness

𝑆𝐵 =
𝑄(3/4)− 2𝑄(1/2) +𝑄(1/4)

𝑄(3/4)−𝑄(1/4)
,

the Moors’ kurtosis

𝐾𝑀 =
𝑄(7/8)−𝑄(5/8) +𝑄(3/8)−𝑄(1/8)

𝑄(6/8)−𝑄(2/8)
.

The plots of the Bowley’s skewness and Moors’ kurtosis of the METB distri-
bution are displayed in Fig. 2 (on the left-hand side and on the right-hand side,
respectively).

It is evident that the influence of the values of 𝜆 and 𝜎 on the skewness and the
kurtosis is significant.

The nth moment of a random variable 𝑋 which has the METB distribution can
be obtained as
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Figure 2. Plots of Bowley’s skewness and Moors’ kurtosis, METB distribution.

𝜇′
𝑛 = 𝐸𝑋𝑛 = 𝜎

∫︁ ∞

0

𝑥𝑛 exp{−𝑥𝜆}
(︂
1−

(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼
)︂𝜎 exp{−𝑥𝜆}

·

(︃
−𝜆𝑥𝜆−1 ln

(︂
1−

(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼
)︂

+ 𝛼𝛾𝜃−𝛾𝑥𝛾−1
(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼−1
(︂
1−

(︁
1 +

(︁𝑥
𝜃

)︁𝛾)︁−𝛼
)︂−1

)︃
𝑑𝑥.

The nth moment can not be expressed in closed form but it is possible to calculate
it using numerical methods.

Let us illustrate the flexibility of the METB distribution using real data. We will
consider the data set which consists of the values which resulted from the algorithm
SC16 for estimating unit capacity factors, see [10].

The fit of the METB model will be compared to those of the following alternative
distributions: the Burr XII distribution, the beta Burr XII distribution (see [11]), the
exponentiated Burr XII distribution, and the Gamma-Uniform Burr XII distribution
(see [12]).

The values of the MLEs of the METB parameters are given in Table 1. The R
software was used for obtaining the estimates numerically.

Table 1.
Maximum likelihood estimates of the METB model

Parameter 𝜎 𝜆 𝛼 𝜃 𝛾
Estimate 29.5884 17.9115 0.2024 0.0151 1.8425

Table 2 provides the log-likelihood and several information criteria.
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Figure 3. Plot of the estimated pdf
for the values obtained by the algorithm SC16 dataset.

Table 2.
Goodness of fit criteria of the considered models,
values obtained by the algorithm SC16 dataset

Distribution Log-likelihood AIC BIC HQIC
METB 14.945 -19.889 -14.212 -18.461

Burr XII 7.265 -8.530 -5.123 -7.673
Beta-Burr XII 7.753 -5.506 0.172 -4.078

Exponentiated Burr XII 9.296 -10.591 -6.049 -9.449
Gamma uniform Burr XII 9.731 -11.461 -6.919 -10.319

Obviously the results indicate that the METB model corresponds to the better
fit since it has the lowest values of the AIC, BIC and HQIC statistics (and the
log-likelihood is the highest).

The histogram and the fitted pdf of the METB distribution are depicted in Fig. 3.
4. Monotone exponent transformation Johnson 𝑆𝑈 (METJSu). The

second special model is the monotone exponent transformation Johnson 𝑆𝑈 distri-
bution (METJSu). The base family for this case is the Johnson 𝑆𝑈 system, its cdf
and pdf are

𝐺(𝑥; 𝛾, 𝛿, 𝜉, 𝜆) = Φ

(︂
𝛾 + 𝛿 arsinh

(︂
𝑥− 𝜉
𝜆

)︂)︂
(7)

and

𝑔(𝑥; 𝛾, 𝛿, 𝜉, 𝜆) =
𝛿√

2𝜋
√︀

(𝑥− 𝜉)2 + 𝜆2
exp

{︃
−1

2

(︂
𝛾 + 𝛿 arsinh

(︂
𝑥− 𝜉
𝜆

)︂)︂2
}︃

(8)

correspondingly, where 𝛿, 𝜆 ∈ (0;∞) and Φ(𝑥) is the cdf of 𝑁(0; 1) distribution. We
will use the function 𝑎(𝑥) = exp{−𝑏𝑥}, where 𝑏 ∈ (0;∞). Then the cdf and the pdf
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of the METJSu model are given by

𝐹 (𝑥; 𝑏, 𝛾, 𝛿, 𝜉, 𝜆) =

(︃
Φ

(︂
𝛾 + 𝛿 arsinh

(︂
𝑥− 𝜉
𝜆

)︂)︂)︃exp{−𝑏𝑥}

(9)

and

𝑓(𝑥; 𝑏, 𝛾, 𝛿, 𝜉, 𝜆) = 𝑒−𝑏𝑥

(︃
Φ

(︂
𝛾 + 𝛿 arsinh

(︂
𝑥− 𝜉
𝜆

)︂)︂)︃exp{−𝑏𝑥}

·

(︃
− 𝑏 lnΦ

(︂
𝛾 + 𝛿 arsinh

(︂
𝑥− 𝜉
𝜆

)︂)︂

+
𝛿√
2𝜋

exp
{︁
−1

2

(︀
𝛾 + 𝛿 arsinh

(︀
𝑥−𝜉
𝜆

)︀)︀2}︁√︀
(𝑥− 𝜉)2 + 𝜆2Φ

(︀
𝛾 + 𝛿 arsinh

(︀
𝑥−𝜉
𝜆

)︀)︀)︃. (10)

Plots of the density function of the METJSu distribution for selected parameter
values are displayed in Fig.4.

Figure 4. Density plots of the METJSu distribution.

The quantile function of the METJSu distribution can be obtained only numer-
ically. The same is true for the quantile measures, i.e. the Bowley’s skewness and
the Moors’ kurtosis.

We plot the measures 𝑆𝐵 and 𝐾𝑀 for selected parameter values of the METJSu
distribution in Fig. 5 (the upper and the lower figure, respectively).

We fitted the METJSu model to the data set of COP (ConocoPhillips) stock
returns from January 13, 1986 till April 4, 1986 (see [13]). The results were compared
with the Johnson 𝑆𝑈 distribution (JSu), the beta Johnson 𝑆𝑈 distribution (BJSu),
the exponentiated generalized Johnson 𝑆𝑈 distribution (EGJSu), and the generalized
hyperbolic distribution (GH).

The histogram and the fitted pdf of the METJSu distribution are shown in Fig. 6.
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Figure 5. Plots of Bowley’s skewness and Moors’ kurtosis, METJSu distribution.

Table 3.
Maximum likelihood estimates of the METJSu model

Parameter 𝑏 𝛾 𝛿 𝜉 𝜆
Estimate 6.2363 0.4429 0.1207 0.0479 0.0030
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Figure 6. Plot of the estimated pdf for the stock returns dataset

The values of the MLEs of the METJSu parameters are provided in Table 3.
Several goodness of fit statistics are shown in Table 4. The values clearly show

that the METJSu distribution is preferable to the competing models.

Table 4.
Goodness of fit criteria of the considered models, the stock returns dataset

Distribution Log-likelihood AIC BIC HQIC
METJSu 56.139 -102.278 -91.806 -98.182

JSu 45.373 -82.746 -74.369 -79.469
BJSu 44.987 -77.973 -65.407 -73.058

EGJSu 45.014 -78.027 -65.461 -73.112
GH 45.471 -80.942 -70.470 -76.845

5. Conclusions. A new distribution family (monotone exponent transfor-
mation G family or MET-G), which extends the exponentiated G family, is proposed.
The new family encompasses a very wide range of distributions. A detailed analysis
of two representatives of the MET-G model, the monotone exponent transformation
Burr XII (METB) distribution and the monotone exponent transformation Johnson
𝑆𝑈 (METJSu) distribution, is given. Various theoretical properties are studied,
in particular, the moments, the Bowley’s skewness and the Moors’ kurtosis. Two
applications to real data prove usefulness and potentiality of the proposed family.

Further studies in this area can include, for instance, generalizations of the mono-
tone exponent transformation G family by including additional parameters and extra
transforms.
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Турчин Є. В. Узагальнення “G-пiднесеної до ступеня” сiм’ї розподiлiв iз за-
стосуваннями до розподiлу Берра та розподiлу Джонсона 𝑆𝑈 .

Запропоновано новий пiдхiд до побудови сiмей iмовiрнiсних розподiлiв. Хоча цей
пiдхiд є досить простим, вiн дозволяє утворити дуже широкий клас розподiлiв (так
звану сiм’ю MET-G розподiлiв). Детально вивчаються два окремi випадки з цiєї сiм’ї
— монотонно показниково перетворений розподiл Берра XII та монотонно показнико-
во перетворений розподiл Джонсона 𝑆𝑈 . Гнучкiсть нових розподiлiв пiдтверджено їх
пiдгонкою до реальних наборiв даних.

Ключовi слова: “пiднесена до ступеня” сiм’я G розподiлiв, розподiл Берра, сiм’я
розподiлiв Джонсона, оцiнки максимальної правдоподiбностi, адекватнiсть моделi.
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ДВОЧЛЕННА АСИМПТОТИКА ЦIЛИХ ФУНКЦIЙ З
ПОКРАЩЕНИМ РОЗПОДIЛОМ НУЛIВ НА ПРОМЕНI

Дослiджено двочленну асимптотику цiлих функцiй скiнченного порядку за умо-
ви умови покращеної двочленної асимптотики лiчильної функцiї їх нулiв на променi.
Зокрема, встановлено зв’язок мiж покращеним регулярним зростанням логарифма
(логарифма модуля) цiлої функцiї скiнченного порядку та покращеним розподiлом її
нулiв на променi в термiнах двочленних асимптотик. Отримано новi двочленнi асим-
птотичнi рiвностi для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв цiлих функцiй скiн-
ченного порядку.

Ключовi слова: цiла функцiя скiнченного порядку, лiчильна функцiя нулiв, двочлен-
на асимптотика, покращене регулярне зростання, покращений розподiл нулiв, виня-
ткова множина.

1. Вступ. Нехай (𝜆𝑛)𝑛∈N — послiдовнiсть додатних чисел таких, що 0 < 𝜆𝑛 ↗

+∞, 𝑛→ +∞, 𝑛(𝑡) :=
∑︀
𝜆𝑛≤𝑡

1 i 𝑁(𝑟) :=
𝑟∫︀
0

𝑡−1𝑛(𝑡)𝑑𝑡, 𝑟 > 0, — лiчильна i усереднена

лiчильна функцiї ([1: 14], [2: 10]) послiдовностi (𝜆𝑛)𝑛∈N, вiдповiдно, та ([1: 24],
[2: 26])

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑄(𝑧)

∞∏︁
𝑛=1

𝐸

(︂
𝑧

𝜆𝑛
; 𝑝

)︂
, 𝑓(0) = 1, (1)

— цiла функцiя порядку 𝜌 ∈ (0;+∞), де 𝑄(𝑧) =
𝜈∑︀

𝑘=1

𝑄𝑘𝑧
𝑘 — полiном степеня

𝜈 ≤ 𝜌, 𝑝 ≤ 𝜌 — найменше цiле невiд’ємне число, для якого
∞∑︀
𝑛=1

𝜆−𝑝−1
𝑛 < +∞ i

𝐸(𝑤; 𝑝) = (1−𝑤) exp (𝑤 + 𝑤2/2 + · · ·+ 𝑤𝑝/𝑝) — первинний множник Вейєрштра-
сcа роду 𝑝. Функцiю log 𝑓(𝑧) = log |𝑓(𝑧)| + 𝑖 arg 𝑓(𝑧), log 𝑓(0) = 0, вважатимемо
визначеною за формулою [10]

log 𝑓(𝑧) =

𝑧∫︁
0

𝑓 ′(𝜉)

𝑓(𝜉)
𝑑𝜉, 𝑧 ∈ C∖ [𝜆1; +∞) .

Однiєю з центральних задач теорiї цiлих функцiй є вивчення зв’язку мiж
регулярнiстю зростання функцiї та розподiлом її нулiв. Цей зв’язок для спецi-
альних класiв цiлих функцiй цiлком регулярного зростання в розумiннi Левiна-
Пфлюгера [1–3] та цiлих функцiй покращеного регулярного зростання [4–22],
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виражається в термiнах одночленної асимптотики. Зокрема, [2: 81], якщо 𝜌 ∈
(0;+∞)∖N i послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌), 𝑡→ +∞,∆ ∈ [0; +∞), (2)

то для цiлої функцiї (1) нецiлого порядку 𝜌, 𝑝 = [𝜌] < 𝜌 < 𝑝 + 1 (тут [𝜌] – цiла
частина числа 𝜌 > 0), асимптотичне спiввiдношення⃒⃒⃒⃒

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜙

2
= 𝑜(𝑟𝜌), 𝑟 → +∞, (3)

виконується рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋). Крiм цього, (див. [1: 64], [2: 91], [3: 69]),
для кожного 𝛿 > 0 рiвномiрно за 𝜙 ∈ [𝛿; 2𝜋 − 𝛿] спiввiдношення

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 + 𝑜(𝑟𝜌), 𝑟 → +∞, (4)

виконується тодi й тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть (2). Якщо умова (2)
виконується з натуральним 𝜌, то для цiлої функцiї (1) порядку 𝜌 ∈ N (див.
[1: 66], [3: 78–82])

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = Λ(𝑟𝑒𝑖𝜙) + 𝑜(𝑟𝜌), 𝑟 → +∞, (5)

рiвномiрно за 𝜙 ∈ [𝛿; 2𝜋 − 𝛿], 𝛿 > 0, де

Λ(𝑟𝑒𝑖𝜙) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑟
𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙

(︃
1
𝜌

∑︀
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 +𝑄𝜌

)︃
−∆

(︁
1
𝜌
− 𝑖(𝜙− 𝜋)

)︁
𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌, 𝑝 = 𝜌,

𝑄𝜌𝑟
𝜌 cos 𝜌𝜙, 𝑝 = 𝜌− 1.

(6)

В багатьох працях (див., наприклад, [4–32]) вивчались точнiшi, нiж (2)–(5)
асимптотики цiлої функцiї (1) та лiчильної функцiї 𝑛(𝑡) ї ї нулiв. Зокрема, якщо
для деякого 𝜌5 ∈ (0; 𝜌) виконується умова

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌5), 𝑡→ +∞, ∆ ∈ [0; +∞), (7)

то [10] для цiлої функцiї (1) порядку 𝜌 ∈ (0;+∞) при 𝑟 → +∞ виконуються
спiввiдношення

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 +

𝑜(𝑟𝜌5)

sin(𝜙/2)
, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌5 ∈ ([𝜌]; 𝜌), (8)

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = Λ(𝑟𝑒𝑖𝜙) +
𝑜(𝑟𝜌5)

sin(𝜙/2)
, 𝜌 ∈ N, 𝜌5 ∈ (𝜌− 1; 𝜌), (9)

рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋), де функцiя Λ(𝑟𝑒𝑖𝜙) визначена формулою (6). Крiм того
[5], для того щоб для цiлої функцiї (1) нецiлого порядку 𝜌 ∈ (0;+∞) за деякого
𝜌6 ∈ (0; 𝜌) iснувала послiдовнiсть (𝑟𝑘) така, що 0 < 𝑟𝑘 ↑ +∞, 𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟

𝜌
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌6𝑘 ),

𝑘 → +∞, i рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋] виконувалось

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑘𝑒

𝑖𝜙)
⃒⃒
=

𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑟𝜌𝑘 cos 𝜌(𝜙− 𝜋) + 𝑜(𝑟𝜌6𝑘 ), 𝑘 → +∞, (10)

Роздiл 1: Математика i статистика
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необхiдно й достатньо, щоб для деякого 𝜌5 ∈ (0; 𝜌) виконувалась умова (7).
У багатьох застосуваннях виникає потреба у дослiдженнi поведiнки основ-

них характеристик цiлих функцiй в термiнах точнiших багаточленних асимпто-
тик [23–32]. Зокрема, в [23, 24] встановлено, що за умови

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1 + 𝜙(𝑡), 𝑡→ +∞,

де ∆ ∈ [0; +∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌1 ∈ ([𝜌]; 𝜌) i
2𝑇∫︁
𝑇

|𝜙(𝑡)|𝑞 𝑑𝑡 = 𝑜
(︀
𝑇 𝜌1𝑞+1

)︀
, 𝑇 → +∞, 𝑞 ∈ [1; +∞),

для цiлої функцiї (1) порядку 𝜌 правильна двочленна асимптотична формула

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 +

𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)𝑟𝜌1 + 𝜓(𝑟𝑒𝑖𝜙), (11)

причому 𝜓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = 𝑜(𝑟𝜌1), 𝑟 → +∞, зовнi деякої малої виняткової множини
𝐸 = 𝐸𝑓 , яка мiстить нулi 𝑓 . Для цiлих функцiй скiнченного логарифмiчно-
го порядку аналогiчнi двочленнi асимптотичнi рiвностi отримано в [31, 32]. З
огляду на сказане вище, актуальним є встановлення, подiбних до (8)–(11), дво-
членних асимптотичних формул для цiлих функцiй покращеного регулярного
зростання.

Метою статтi є дослiдження двочленної асимптотики цiлих функцiй скiн-
ченного порядку з покращеним розподiлом нулiв на променi (див. нижче умову
(12)), що передбачає розв’язання таких задач: отримання нових рiвномiрних
(та зовнi деякої малої виняткової множини) асимптотичних оцiнок логарифма
цiлої функцiї (1) в термiнах двочленних спiввiдношень; встановлення нових дво-
членних асимптотичних рiвностей для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв;
вивчення зв’язку мiж покращеним регулярним зростанням на деяких колах ло-
гарифма модуля цiлої функцiї (1) нецiлого порядку та покращеним розподiлом
її нулiв на променi в термiнах двочленних асимптотик.

2. Основнi результати. Основними результатами даної статтi є наступнi
твердження.

Теорема 1. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝑝 = [𝜌] < 𝜌2 < 𝜌1 <
< 𝜌 < 𝑝+ 1 i послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1 + 𝑜(𝑡𝜌2), 𝑡→ +∞. (12)

Тодi для цiлої функцiї (1) рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) виконується⃒⃒⃒⃒
log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 − 𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)𝑟𝜌1

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜙

2
= 𝑜(𝑟𝜌2), 𝑟 → +∞.

(13)

Доведення. Не зменшуючи загальностi, вважатимемо, що у зображеннi (1)
𝑄(𝑧) ≡ 0. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 i 𝜙 ∈ (0; 2𝜋). Оскiльки (див. [1: 64], [2: 81], [3: 67],
[5, 10])

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = −𝑧𝑝+1

+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)

𝑡𝑝+1(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡,
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то

𝑆 := log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) + 𝑟𝑝+1𝑒𝑖𝜙(𝑝+1)

+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙)
𝑑𝑡 =

=− 𝑧𝑝+1

+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡.

(14)

Враховуючи (12), для як завгодно малого 𝜀 > 0 i всiх 𝑁 > 𝑁(𝜀) отримуємо

|𝑆| ≤ 𝑟𝑝+1

+∞∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝+1 |𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡 < 𝑟𝑝+1

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1 |

𝑡𝑝+1 |𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡+

+ 𝜀𝑟𝑝+1

+∞∫︁
0

𝑡𝜌2−𝑝−1

|𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡 := 𝐽1(𝑟, 𝜙) + 𝐽2(𝑟, 𝜙).

(15)

Тодi [2: 82]

𝐽1(𝑟, 𝜙) = 𝑟𝑝+1

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝+1 |𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡 = 𝑂(𝑟𝑝) = 𝑜(𝑟𝜌2), 𝑟 → +∞, (16)

рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]. Нехай 𝑡 = 𝑢𝑟. Використовуючи нерiвнiсть [5, 10] 𝑢2 −
− 2𝑢 cos𝜙+ 1 ≥ (𝑢2 + 1)min {1− cos𝜙; 1}, подiбно як в [10], одержимо

𝐽2(𝑟, 𝜙) = 𝜀𝑟𝜌2
+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝−1

|𝑢− 𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑢 = 𝜀𝑟𝜌2

+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝−1√︀
𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1

𝑑𝑢 ≤

≤ 𝜀𝑟𝜌2
+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝−1√︀
(𝑢2 + 1)min {1− cos𝜙; 1}

𝑑𝑢 < 𝜀𝑐(𝜌2)
𝑟𝜌2

sin(𝜙/2)
, (17)

де 𝑐(𝜌2) — стала, яка залежить вiд 𝜌2. Окрiм того, за формулою (5.21) з [3: 69]
(див. також [2: 82], [4, 5]), матимемо

𝑟𝑝+1𝑒𝑖𝜙(𝑝+1)

+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙)
𝑑𝑡 = ∆𝑟𝜌𝑒𝑖𝜙(𝑝+1)

+∞∫︁
0

𝑢𝜌−𝑝−1

𝑢− 𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑢+

+∆1𝑟
𝜌1𝑒𝑖𝜙(𝑝+1)

+∞∫︁
0

𝑢𝜌1−𝑝−1

𝑢− 𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑢 = − 𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 − 𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)𝑟𝜌1 .

(18)

Отож, з (14)–(18) випливає (13). Теорему 1 доведено.

Наслiдок 1. За умов теореми 1, рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) маємо

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
=
𝜋∆𝑟𝜌

sin 𝜋𝜌
cos 𝜌(𝜙− 𝜋) + 𝜋∆1𝑟

𝜌1

sin 𝜋𝜌1
cos 𝜌1(𝜙− 𝜋) +

𝑜(𝑟𝜌2)

sin(𝜙/2)
, 𝑟 → +∞,

Роздiл 1: Математика i статистика



ДВОЧЛЕННА АСИМПТОТИКА ЦIЛИХ ФУНКЦIЙ . . . 123

arg 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆𝑟𝜌

sin 𝜋𝜌
sin 𝜌(𝜙− 𝜋) + 𝜋∆1𝑟

𝜌1

sin 𝜋𝜌1
sin 𝜌1(𝜙− 𝜋) +

𝑜(𝑟𝜌2)

sin(𝜙/2)
, 𝑟 → +∞,

i для кожного 𝛾 ∈ (0; 𝜌1 − 𝜌2)

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑟𝜌 +

𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)𝑟𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌2+𝛾), 𝐸𝛾 ̸϶ 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 →∞,

де 𝐸𝛾 = {𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 : |𝜙| < 𝑟−𝛾} i 𝜙 ∈ (0; 2𝜋).

Теорема 2. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ N, 𝜌 − 1 < 𝜌2 < 𝜌1 < 𝜌 i
послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову (12). Тодi для цiлої
функцiї (1) рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) виконується⃒⃒⃒

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)− Λ̃(𝑟𝑒𝑖𝜙)
⃒⃒⃒
sin

𝜙

2
= 𝑜(𝑟𝜌2), 𝑟 → +∞, (19)

де

Λ̃(𝑟𝑒𝑖𝜙)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙

(︃
1
𝜌

∑︀
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 +𝑄𝜌

)︃
+∆

(︁
−1

𝜌
+ 𝑖(𝜙− 𝜋)

)︁
𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙 + 𝜋Δ1𝑟𝜌1𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)

sin𝜋𝜌1
+

+ Δ1𝜌1𝑟𝜌1

𝜌(𝜌−𝜌1)
𝑒𝑖𝜌𝜙, 𝑝 = 𝜌,

𝑄𝜌𝑟
𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙 + 𝜋Δ1𝑟𝜌1𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)

sin𝜋𝜌1
, 𝑝 = 𝜌− 1.

Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) i 𝑝 = 𝜌. Позаяк ([1: 67], [3: 79],
[6, 10])

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = 𝑄(𝑧) +
𝑧𝜌

𝜌

∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 − 𝑧𝜌

𝑟∫︁
0

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝜌(𝑡− 𝑧)
− 𝑧𝜌

𝜌𝑟𝜌
𝑛(𝑟)− 𝑧𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝜌+1(𝑡− 𝑧)
,

то
𝑆 := log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)−𝑄𝜌𝑟

𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙 − 𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙

𝜌

∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 +

𝑒𝑖𝜌𝜙

𝜌
(∆𝑟𝜌 +∆1𝑟

𝜌1)+

+𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙
𝑟∫︁

0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝜌(𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙)
𝑑𝑡+ 𝑟𝜌+1𝑒𝑖(𝜌+1)𝜙

+∞∫︁
𝑟

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝜌+1(𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙)
𝑑𝑡 =

=

𝜌−1∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘𝑧
𝑘 − 𝑧𝜌

𝜌𝑟𝜌
(𝑛(𝑟)−∆𝑟𝜌 −∆1𝑟

𝜌1)−

−𝑧𝜌
𝑟∫︁

0

𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝜌(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡− 𝑧𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝜌+1(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡. (20)

Враховуючи (12), подiбно як при доведеннi теореми 1, отримуємо⃒⃒⃒
𝑆
⃒⃒⃒
≤𝜀𝑟𝜌2 + 1

𝜌
|𝑛(𝑟)−∆𝑟𝜌 −∆1𝑟

𝜌1| +

+ 𝑟𝜌
𝑟∫︁

0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝜌 |𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡+ 𝑟𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1 |

𝑡𝜌+1 |𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡 <
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< 𝜀𝑟𝜌2 +
𝜀

𝜌
𝑟𝜌2 + 𝜀𝑟𝜌

𝑟∫︁
0

𝑡𝜌2−𝜌

|𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡+ 𝜀𝑟𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑡𝜌2−𝜌−1

|𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙|
𝑑𝑡 <

< 𝑜(𝑟𝜌2) + 𝜀𝑟𝜌2
1∫︁

0

𝑢𝜌2−𝜌 𝑑𝑢√︀
𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1

+ 𝜀𝑟𝜌2
+∞∫︁
1

𝑢𝜌2−𝜌−1 𝑑𝑢√︀
𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1

<

< 𝑜(𝑟𝜌2) + 𝜀𝑟𝜌2
1∫︁

0

𝑢𝜌2−𝜌√︀
(𝑢2 + 1)min {1− cos𝜙; 1}

𝑑𝑢+

+𝜀𝑟𝜌2
+∞∫︁
1

𝑢𝜌2−𝜌−1√︀
(𝑢2 + 1)min {1− cos𝜙; 1}

𝑑𝑢 ≤ 𝑜(𝑟𝜌2)

sin(𝜙/2)
. (21)

Окрiм того, ([1: 67], [6, 10])

∆𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌
𝑟∫︁

0

𝑑𝑡

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙
+∆𝑒𝑖(𝜌+1)𝜙𝑟𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑑𝑡

𝑡(𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙)
= −∆𝑖(𝜙− 𝜋)𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌, (22)

i, згiдно з [3: 69] (див. також [2: 82], [5, 6]), одержимо

∆1𝑒
𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌

𝑟∫︁
0

𝑡𝜌1−𝜌

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑡+∆1𝑒

𝑖(𝜌+1)𝜙𝑟𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑡𝜌1−𝜌−1

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑡 =

= ∆1𝑒
𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌

⎛⎝ 𝑟∫︁
0

𝑡𝜌1−𝜌

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑡−

+∞∫︁
𝑟

𝑡𝜌1−𝜌

(︂
1

𝑡
− 1

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙

)︂
𝑑𝑡

⎞⎠ =

= ∆1𝑒
𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌

⎛⎝ +∞∫︁
0

𝑡𝜌1−𝜌

𝑡− 𝑟𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑡−

+∞∫︁
𝑟

𝑡𝜌1−𝜌−1𝑑𝑡

⎞⎠ =

=∆1𝑒
𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌1

+∞∫︁
0

𝑢𝜌1−𝜌

𝑢− 𝑒𝑖𝜙
𝑑𝑢+

∆1

𝜌1 − 𝜌
𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌1 = ∆1𝑟

𝜌1
2𝜋𝑖

1− 𝑒2𝜋𝑖𝜌1
𝑒𝑖𝜙𝜌1 +

∆1

𝜌1 − 𝜌
𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌1 =

= −∆1𝑟
𝜌1
𝜋𝑒−𝜋𝑖𝜌1

sin 𝜋𝜌1
𝑒𝑖𝜙𝜌1 − ∆1

𝜌− 𝜌1
𝑒𝑖𝜌𝜙𝑟𝜌1 . (23)

Таким чином, з (20)–(23) отримуємо (19). Нехай тепер 𝑝 = 𝜌−1. Тодi ([1: 67],
[3: 81], [6, 10])

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =𝑄𝜌𝑧
𝜌 − 𝑧𝜌

𝜌

∑︁
𝜆𝑛>𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 − 𝑧𝜌

𝑟∫︁
0

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝜌(𝑡− 𝑧)
− 𝑧𝜌

𝜌𝑟𝜌
𝑛(𝑟)−

− 𝑧𝜌+1

+∞∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝜌+1(𝑡− 𝑧)
+ 𝑜(𝑟𝜌2), 𝑟 → +∞.
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Оскiльки в даному випадку
∞∑︀
𝑛=1

𝜆−𝜌
𝑛 < +∞, то ([3: 80], [6, 10]) 𝑛(𝑡) = ∆1𝑡

𝜌1 +

+ 𝑜(𝑡𝜌2), 𝑡→ +∞. Тому

−𝑧
𝜌

𝜌

∑︁
𝜆𝑛>𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 = −𝑧

𝜌

𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑑𝑛(𝑡)

𝑡𝜌
= −𝑧

𝜌

𝜌

⎛⎝𝑡−𝜌𝑛(𝑡)
⃒⃒+∞
𝑟

+ 𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑡−𝜌−1𝑛(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ =

= 𝑧𝜌
𝑛(𝑟)

𝜌𝑟𝜌
− 𝑧𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑡−𝜌−1𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑧𝜌

𝜌
(∆1𝑟

𝜌1−𝜌 + 𝑜(𝑟𝜌2−𝜌))−

−𝑧𝜌
+∞∫︁
𝑟

(∆1𝑡
𝜌1−𝜌−1 + 𝑜(𝑡𝜌2−𝜌−1))𝑑𝑡 = − ∆1𝜌1

𝜌(𝜌− 𝜌1)
𝑟𝜌1𝑒𝑖𝜌𝜙 +

𝑜(𝑟𝜌2)

sin(𝜙/2)
, 𝑟 → +∞.

Отож, як i вище виконується (19). Теорему 2 доведено.

Зауваження 1. Теореми 1–2 можна узагальнити на випадок цiлих фун-
кцiй додатного порядку з нулями на скiнченнiй системi променiв.

Теорема 3. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌1 ∈ (𝜌/2; 𝜌) i за
деякого 𝜌3 ∈ (0; 2𝜌1 − 𝜌) для цiлої функцiї (1) iснує така послiдовнiсть (𝑟𝑘),
0 < 𝑟𝑘 ↑ +∞, що

𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟
𝜌
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ), 𝑟𝜌1𝑘+1 − 𝑟

𝜌1
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ), 𝑘 → +∞, (24)

i рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑘𝑒

𝑖𝜙)
⃒⃒
=

𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑟𝜌𝑘 cos 𝜌(𝜙− 𝜋) +

𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 cos 𝜌1(𝜙− 𝜋) + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ), 𝑘 → +∞.

Тодi для деякого 𝜌2 ∈ (0; 𝜌1) виконується (12).

Доведення. Позаяк 𝑓(0) = 1, то за формулою Єнсена ([1: 14], [2: 10])

𝑁(𝑟) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
𝑑𝜙,

маємо

𝑁(𝑟𝑘) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

(︂
𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑟𝜌𝑘 cos 𝜌(𝜙− 𝜋) +

𝜋∆1

sin 𝜋𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 cos 𝜌1(𝜙− 𝜋) + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 )

)︂
𝑑𝜙 =

=
∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ), 𝑘 → +∞.

Для кожного 𝑟 > 𝑟1 iснує 𝑘 таке, що 𝑟𝑘 ≤ 𝑟 < 𝑟𝑘+1. Оскiльки 𝑁(𝑟) є неспа-
дною функцiєю, то за умовою (24), отримуємо

𝑁(𝑟) ≤ 𝑁(𝑟𝑘+1) =
∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘+1 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘+1 + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘+1) =
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=
∆

𝜌

(︀
𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟

𝜌
𝑘

)︀
+

∆1

𝜌1

(︀
𝑟𝜌1𝑘+1 − 𝑟

𝜌1
𝑘

)︀
+

∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 + 𝑜

(︂(︂
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘

)︂𝜌3

𝑟𝜌3𝑘

)︂
=

=
∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ) ≤ ∆

𝜌
𝑟𝜌 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌3), 𝑟 → +∞.

З iншого боку, за умови (24), одержимо

𝑁(𝑟) ≥ 𝑁(𝑟𝑘) =
∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘 ) =

=
∆

𝜌

(︀
𝑟𝜌𝑘 − 𝑟

𝜌
𝑘+1

)︀
+

∆1

𝜌1

(︀
𝑟𝜌1𝑘 − 𝑟

𝜌1
𝑘+1

)︀
+

∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘+1 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘+1 + 𝑜

(︂(︂
𝑟𝑘
𝑟𝑘+1

)︂𝜌3

𝑟𝜌3𝑘+1

)︂
=

≥ ∆

𝜌
𝑟𝜌𝑘+1 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1𝑘+1 + 𝑜(𝑟𝜌3𝑘+1) ≥

∆

𝜌
𝑟𝜌 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌3), 𝑟 → +∞.

З обох останнiх нерiвностей випливає спiввiдношення

𝑁(𝑟) =
∆

𝜌
𝑟𝜌 +

∆1

𝜌1
𝑟𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌3), 𝑟 → +∞.

Далi, оскiльки [4, 5]

𝑛(𝑟) log
𝑅

𝑟
≤ 𝑁(𝑅)−𝑁(𝑟) =

𝑅∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝑛(𝑅) log

𝑅

𝑟
, 0 < 𝑟 < 𝑅 < +∞, (25)

то, взявши 𝑅 = 𝑟𝑒
1

𝑟𝛼+𝑟𝛼1 , де 𝜌−𝜌1 < 𝛼 < 𝜌1−𝜌3, 0 < 𝛼1 < 𝛼, max{𝜌−𝛼; 𝜌3+𝛼} <
< 𝜌2 < 𝜌1, у лiвiй нерiвностi (25), використовуючи формулу 𝑒𝑥 = 1 + 𝑥+𝑂(𝑥2),
𝑥→ 0, отримуємо

𝑛(𝑟) ≤
Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︁
𝑒

𝜌
𝑟𝛼+𝑟𝛼1 − 1

)︁
+ Δ1

𝜌1
𝑟𝜌1
(︁
𝑒

𝜌1
𝑟𝛼+𝑟𝛼1 − 1

)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌3)

1
𝑟𝛼+𝑟𝛼1

=

=

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︁

𝜌
𝑟𝛼+𝑟𝛼1

+𝑂
(︁

1
(𝑟𝛼+𝑟𝛼1 )2

)︁)︁
+ Δ1

𝜌1
𝑟𝜌1
(︁

𝜌1
𝑟𝛼+𝑟𝛼1

+𝑂
(︁

1
(𝑟𝛼+𝑟𝛼1 )2

)︁)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌3)

1
𝑟𝛼+𝑟𝛼1

=

= ∆𝑟𝜌 +∆1𝑟
𝜌1 +𝑂

(︂
𝑟𝜌−𝛼

1 + 𝑟𝛼1−𝛼

)︂
+𝑂

(︂
𝑟𝜌1−𝛼

1 + 𝑟𝛼1−𝛼

)︂
+ 𝑜

(︀
𝑟𝜌3+𝛼(1 + 𝑟𝛼1−𝛼)

)︀
=

= ∆𝑟𝜌 +∆1𝑟
𝜌1 +𝑂

(︀
𝑟𝜌−𝛼

(︀
1− 𝑟𝛼1−𝛼 +𝑂

(︀
𝑟2(𝛼1−𝛼)

)︀)︀)︀
+

+𝑂
(︀
𝑟𝜌1−𝛼

(︀
1− 𝑟𝛼1−𝛼 +𝑂

(︀
𝑟2(𝛼1−𝛼)

)︀)︀)︀
+ 𝑜(𝑟𝜌3+𝛼) =

=∆𝑟𝜌 +∆1𝑟
𝜌1 +𝑂(𝑟𝜌−𝛼) +𝑂(𝑟𝜌1−𝛼) + 𝑜(𝑟𝜌3+𝛼)=∆𝑟𝜌 +∆1𝑟

𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌2), 𝑟 → +∞.

З iншого боку, взявши 𝑟 = 𝑅𝑒−
1

𝑅𝛼+𝑅𝛼1 у правiй нерiвностi (25), аналогiчно
одержимо

𝑛(𝑅) ≥
Δ
𝜌
𝑅𝜌
(︁
1− 𝑒

−𝜌
𝑅𝛼+𝑅𝛼1

)︁
+ Δ1

𝜌1
𝑅𝜌1

(︁
1− 𝑒

−𝜌1
𝑅𝛼+𝑅𝛼1

)︁
+ 𝑜(𝑅𝜌3)

1
𝑅𝛼+𝑅𝛼1

=
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=

Δ
𝜌
𝑅𝜌
(︁

𝜌
𝑅𝛼+𝑅𝛼1

+𝑂
(︁

1
(𝑅𝛼+𝑅𝛼1 )2

)︁)︁
+ Δ1

𝜌1
𝑅𝜌1

(︁
𝜌1

𝑅𝛼+𝑅𝛼1
+𝑂

(︁
1

(𝑅𝛼+𝑅𝛼1 )2

)︁)︁
+ 𝑜(𝑅𝜌3)

1
𝑅𝛼+𝑅𝛼1

=

= ∆𝑅𝜌 +∆1𝑅
𝜌1 +𝑂

(︂
𝑅𝜌−𝛼

1 +𝑅𝛼1−𝛼

)︂
+𝑂

(︂
𝑅𝜌1−𝛼

1 +𝑅𝛼1−𝛼

)︂
+ 𝑜

(︀
𝑅𝜌3+𝛼(1 +𝑅𝛼1−𝛼)

)︀
=

=∆𝑅𝜌+∆1𝑅
𝜌1+𝑂(𝑅𝜌−𝛼)+𝑂(𝑅𝜌1−𝛼)+𝑜(𝑅𝜌3+𝛼)=∆𝑅𝜌+∆1𝑅

𝜌1+𝑜(𝑅𝜌2), 𝑅→ +∞.
З обох останнiх нерiвностей, для деякого 𝜌2 ∈ (0; 𝜌1) отримаємо (12). Теорему

3 доведено.

Теорема 4. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌4 ∈ (0; 𝜌) i для цiлої
функцiї (1) iснує послiдовнiсть (𝑟𝑘) така, що 0 < 𝑟𝑘 ↑ +∞, 𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟

𝜌
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌4𝑘 ),

𝑘 → +∞, i рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑘𝑒

𝑖𝜙)
⃒⃒
=

𝜋∆

sin 𝜋𝜌
𝑟𝜌𝑘 cos 𝜌(𝜙− 𝜋) + 𝑜(𝑟𝜌4𝑘 ), 𝑘 → +∞.

Тодi
𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 +𝑂

(︁
𝑡
𝜌+𝜌4

2

)︁
, 𝑡→ +∞. (26)

Доведення. За умов теореми, аналогiчно, як у доведеннi теореми 3, отри-
муємо (див. також [5: 142, лема 2])

𝑁(𝑟) =
∆

𝜌
𝑟𝜌 + 𝑜(𝑟𝜌4), 𝑟 → +∞.

Взявши 𝑅 = 𝑟
(︁
1 + 𝑟

𝜌4−𝜌
2

)︁
у лiвiй нерiвностi (25), одержимо

𝑛(𝑟) ≤
Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︁(︁

1 + 𝑟
𝜌4−𝜌

2

)︁𝜌
− 1
)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌4)

log
(︁
1 + 𝑟

𝜌4−𝜌
2

)︁ =

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︁(︁

1 + 𝑟
𝜌4−𝜌

2

)︁𝜌
− 1
)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌4)

𝑟
𝜌4−𝜌

2 +𝑂(𝑟𝜌4−𝜌)
=

=

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︁
𝜌𝑟

𝜌4−𝜌
2 +𝑂(𝑟𝜌4−𝜌)

)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌4)

𝑟
𝜌4−𝜌

2 +𝑂(𝑟𝜌4−𝜌)
=

∆𝑟
𝜌+𝜌4

2 +𝑂(𝑟𝜌4) + 𝑜(𝑟𝜌4)

𝑟
𝜌4−𝜌

2 +𝑂(𝑟𝜌4−𝜌)
=

=
∆𝑟𝜌 +𝑂

(︁
𝑟

𝜌4+𝜌
2

)︁
1 +𝑂

(︁
𝑟

𝜌4−𝜌
2

)︁ =
(︁
∆𝑟𝜌 +𝑂

(︁
𝑟

𝜌4+𝜌
2

)︁)︁(︁
1 +𝑂

(︁
𝑟

𝜌4−𝜌
2

)︁)︁
=

= ∆𝑟𝜌 +𝑂
(︁
𝑟

𝜌4+𝜌
2

)︁
+𝑂(𝑟𝜌4) = ∆𝑟𝜌 +𝑂

(︁
𝑟

𝜌4+𝜌
2

)︁
, 𝑟 → +∞.

З iншого боку, взявши 𝑟 = 𝑅
(︁
1−𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁
у правiй нерiвностi (25), маємо

𝑛(𝑅) ≥
Δ
𝜌
𝑅𝜌
(︁
1−

(︁
1−𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁𝜌)︁
+ 𝑜(𝑅𝜌4)

− log
(︁
1−𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁ =

=

Δ
𝜌
𝑅𝜌
(︁
𝜌𝑅

𝜌4−𝜌
2 +𝑂(𝑅𝜌4−𝜌)

)︁
+ 𝑜(𝑅𝜌4)

𝑅
𝜌4−𝜌

2 +𝑂(𝑅𝜌4−𝜌)
=

Δ
𝜌
𝑅𝜌
(︁
𝜌+𝑂

(︁
𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁)︁
+𝑂

(︁
𝑅

𝜌4+𝜌
2

)︁
1 +𝑂

(︁
𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁ =
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=
(︁
∆𝑅𝜌 +𝑂

(︁
𝑅

𝜌4+𝜌
2

)︁)︁(︁
1 +𝑂

(︁
𝑅

𝜌4−𝜌
2

)︁)︁
= ∆𝑅𝜌 +𝑂

(︁
𝑅

𝜌4+𝜌
2

)︁
, 𝑅→ +∞.

З обох останнiх нерiвностей випливає (26). Теорему 4 доведено.

Зауваження 2. Теорема 4 уточнює необхiднiсть теореми 1 з [5: 141].

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй статтi
дослiджено двочленну асимптотику логарифмiв цiлих функцiй скiнченного по-
рядку за умови покращеної двочленної асимптотики лiчильної функцiї їх нулiв
на променi (див. теореми 1, 2 та наслiдок 1). Встановлено зв’язок мiж покраще-
ним регулярним зростанням на деяких колах логарифма модуля цiлої функцiї
нецiлого порядку та покращеним розподiлом її нулiв на променi в термiнах
двочленних асимптотик (теорема 3). Уточнено такий взаємозв’язок у випадку
одночленної асимптотики логарифма модуля цiлої функцiї нецiлого порядку
(теорема 4). При цьому, отримано новi двочленнi асимптотичнi спiввiдношення
для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв цiлих функцiй нецiлого порядку
(теорема 3).

Отриманi результати доповнюють результати робiт [4–32]. Вони можуть бу-
ти використанi в теорiї зростання цiлих та субгармонiйних функцiй, при дослi-
дженнi базисiв i розв’язуваннi деяких iнтерполяцiйних задач [1–3].
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ПОБУДОВА ЙМОВIРНIСНОГО ПРОСТОРУ ДЛЯ ВИПАДКОВОЇ
ЕВОЛЮЦIЇ

Дана стаття присвячена побудовi ймовiрнiсних просторiв для випадкових еволюцiй.
Розглядається випадковий процес з впливом зовнiшнього середовища. Дослiджуються
випадки залежних та незалежних просторiв. Побудовано ймовiрнiсний простiр та роз-
глянуто приклад використання ймовiрнiсного простору для випадкової еволюцiї.

Ключовi слова: випадковий процес, випадкове середовище, ймовiрнiсний простiр,
випадкова еволюцiя, ймовiрнiсна мiра.

1. Вступ. В сучасному свiтi дуже багато процесiв описується випадковими
процесами та математичними моделями, побудованими на їх основi. Але на про-
цеси, якi вiдбуваються, має великий вплив зовнiшнє середовище. При чому, мо-
жливi й такi випадки, коли й на випадкове середовище впливає iнше випадкове
середовище, i їх може бути як завгодно багато. Тодi виникає потреба в побудовi
випадкової еволюцiї, яка залежить вiд випадкових середовищ, якi впливають на
випадковий процес. Зазвичай випадковi процеси та випадковi середовища зна-
ходяться в рiзних ймовiрнiсних просторах, тому потрiбно розширювати простiр
для випадкової еволюцiї або ж побудувати новий ймовiрнiсний простiр. Мета
даної роботи полягає в побудовi ймовiрнiсних просторiв для випадкових еволю-
цiй у випадку залежних та незалежних випадкових середовищ.

2. Основний результат. Розглянемо випадковий процес 𝜉(𝑡), заданий на
ймовiрнiсному просторi (Ω, 𝐹, 𝑃 ), де Ω — простiр елементарних подiй,
𝐹 − 𝜎-алгебра, 𝑃 — ймовiрнiсна мiра. Нехай на даний процес впливає деяке
випадкове середовище 𝑋1(𝑡), задане на ймовiрнiсному просторi (Ω1, 𝐹1, 𝑃1).

Задамо випадкову еволюцiю 𝜁(𝑡) для випадкового процесу 𝜉(𝑡) з впливом
випадкового середовища 𝑋1(𝑡). Тодi 𝜁(𝑡) = 𝜉(𝑋1(𝑡)). Але 𝜉(𝑡) та 𝑋1(𝑡) заданi на
рiзних ймовiрнiсних просторах, тому потрiбно розширити ймовiрнiсний простiр
так, щоб вiн узгоджувався з ймовiрнiсними просторами (Ω, 𝐹, 𝑃 ) та (Ω1, 𝐹1, 𝑃1).

Для початку побудуємо простiр елементарних подiй. Нехай 𝜔 — елементарна
подiя з простору елементарних подiй Ω, а 𝜔1 — з простору Ω1, тобто 𝜔 ∈ Ω,
𝜔1 ∈ Ω1. Тодi задамо простiр елементарних подiй ̃︀Ω1 = {𝜔, 𝜔1}.

Далi побудуємо 𝜎-алгебру. Нехай подiя 𝐴 ∈ 𝐹 , а подiя 𝐴1 ∈ 𝐹1. Тодi 𝜎-
алгебра випадкової еволюцiї буде породжена подiями 𝐴 та 𝐴1, тобто ̃︀𝐹1 =
= 𝜎(𝐴,𝐴1).
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Тепер перейдемо до ймовiрнiсних мiр. Тут потрiбно розглянути два випад-
ки, оскiльки 𝜉(𝑡) та 𝑋1(𝑡) можуть бути, як незалежними, так i залежними. У
випадку незалежностi

𝑃 (𝐴× 𝐴1) = 𝑃 (𝐴) · 𝑃 (𝐴1). (1)

Якщо ж 𝜉(𝑡) та 𝑋1(𝑡) — залежнi, то задаємо ймовiрнiсну мiру наступним
чином

𝑃{𝜉(𝑡) ∈ 𝐴|𝑋1(𝑡) = 𝑥} · 𝑃{𝑋1(𝑡) = 𝑥}. (2)

Таким чином, ймовiрнiсний простiр для випадкової еволюцiї можна задати
наступною трiйкою

(̃︀Ω1, ̃︀𝐹1, ̃︀𝑃1),

де ймовiрнiсна мiра ̃︀𝑃1 визначається формулою (1) для незалежних просторiв
та формулою (2) для залежних.

Даний ймовiрнiсний простiр побудовано для випадково еволюцiї, у якiй ви-
падкове середовище𝑋1(𝑡) впливає на випадковий процес 𝜉(𝑡). Але ж на випадко-
ве середовище 𝑋1(𝑡) може впливати ще одне випадкове середовище, позначимо
його 𝑋2(𝑡). В такому випадку ймовiрнiсний простiр знову змiниться.

Нехай випадковий процес 𝜉(𝑡), заданий на ймовiрнiсному просторi (Ω, 𝐹, 𝑃 ),
на даний процес впливає деяке випадкове середовище 𝑋1(𝑡), задане на ймовiр-
нiсному просторi (Ω1, 𝐹1, 𝑃1), а на це випадкове середовище впиває випадкове
середовище 𝑋2(𝑡), задане на ймовiрнiсному просторi (Ω2, 𝐹2, 𝑃2).

Задамо випадкову еволюцiю 𝜁(𝑡) для випадкового процесу 𝜉(𝑡) з впливом
випадкових середовищ𝑋1(𝑡) та𝑋2(𝑡). Тодi 𝜁(𝑡) = 𝜉(𝑋1(𝑋2(𝑡))).Побудуємо новий
ймовiрнiсний простiр.

Почнемо з простору елементарних подiй. Нехай 𝜔 — елементарна подiя з
простору елементарних подiй Ω, 𝜔1 — з простору Ω1, а 𝜔2 — з простору Ω2, тодi
простiр елементарних подiй ̃︀Ω2 = {𝜔, 𝜔1, 𝜔2}.

Далi побудуємо 𝜎-алгебру. Нехай подiя 𝐴 ∈ 𝐹, подiя 𝐴1 ∈ 𝐹1, а подiя 𝐴2 ∈
𝐹2. Тодi 𝜎-алгебра випадкової еволюцiї буде породжена цими подiями, тобто̃︀𝐹2 = 𝜎(𝐴,𝐴1, 𝐴2).

Перейдемо до ймовiрнiсних мiр. Нехай 𝜉(𝑡), 𝑋1(𝑡) та 𝑋2(𝑡) — незалежнi, тодi

𝑃 (𝐴× 𝐴1 × 𝐴2) = 𝑃 (𝐴) · 𝑃 (𝐴1) · 𝑃 (𝐴2) (3)

Якщо ж 𝜉(𝑡) та 𝑋1(𝑡), а також 𝑋1(𝑡) та 𝑋2(𝑡) — залежнi, то задаємо ймовiр-
нiсну мiру наступним чином

𝑃{𝜉(𝑡) ∈ 𝐴|𝑋1(𝑡) = 𝑥1} · 𝑃{𝑋1(𝑡) = 𝑥1|𝑋2(𝑡) = 𝑥2} · 𝑃{𝑋2(𝑡) = 𝑥2}. (4)

Тодi, ймовiрнiсний простiр для випадкової еволюцiї можна задати насту-
пною трiйкою

(̃︀Ω2, ̃︀𝐹2, ̃︀𝑃2),

де ймовiрнiсна мiра ̃︀𝑃1 визначається формулою (3) для незалежних просторiв
та формулою (4) для залежних.

Аналогiчним чином визначаються ймовiрноснi простори для бiльшої кiль-
костi випадкових середовищ. Розглянемо випадок з впливом 𝑛 випадкових се-
редовищ.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Нехай випадковий процес 𝜉(𝑡), заданий на ймовiрнiсному просторi (Ω, 𝐹, 𝑃 ),
на даний процес впливає деяке випадкове середовище 𝑋1(𝑡), задане на ймо-
вiрнiсному просторi (Ω1, 𝐹1, 𝑃1), на це випадкове середовище впиває випадкове
середовище 𝑋2(𝑡), задане на ймовiрнiсному просторi (Ω2, 𝐹2, 𝑃2), на це випадко-
ве середовище має вплив випадкове середовище 𝑋3(𝑡), задане на ймовiрнiсному
просторi (Ω3, 𝐹3, 𝑃3) i так далi до випадкового середовища 𝑋𝑛(𝑡), заданого на
ймовiрнiсному просторi (Ω𝑛, 𝐹𝑛, 𝑃𝑛).

Тодi задаємо випадкову еволюцiю 𝜁(𝑡) для випадкового процесу 𝜉(𝑡) з впли-
вом випадкових середовищ 𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡), . . . , 𝑋𝑛(𝑡). Таким чином 𝜁(𝑡) = 𝜉(𝑋1(
𝑋2(. . . 𝑋𝑛(𝑡)))).

Ймовiрнiсний простiр задаємо трiйкою

(̃︀Ω𝑛, ̃︀𝐹𝑛, ̃︀𝑃𝑛),

де простiр елементарних подiй̃︀Ω𝑛 = {𝜔, 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛},

𝜎-алгебра ̃︀𝐹𝑛 = 𝜎(𝐴,𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛),

ймовiрнiсна мiра у випадку незалежностi випадкового процесу 𝜉(𝑡) та випадко-
вих середовищ 𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡), . . . , 𝑋𝑛(𝑡)

𝑃 (𝐴× 𝐴1 × 𝐴2) = 𝑃 (𝐴) · 𝑃 (𝐴1) · 𝑃 (𝐴2),

а у випадку залежностi

𝑃{𝜉(𝑡) ∈ 𝐴|𝑋1(𝑡) = 𝑥1} · 𝑃{𝑋1(𝑡) = 𝑥1|𝑋2(𝑡) = 𝑥2}·
· 𝑃{𝑋2(𝑡) = 𝑥2|𝑋3(𝑡) = 𝑥3} · . . . · 𝑃{𝑋𝑛(𝑡) = 𝑥𝑛}.

Сформулюємо отриманi результати у виглядi теореми.

Теорема 1. Нехай 𝜉(𝑡) — випадковий процес, заданий на (Ω, 𝐹, 𝑃 ), на який
впливають випадковi середовища 𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡), . . . , 𝑋𝑛(𝑡), заданi на (Ω𝑖, 𝐹𝑖, 𝑃𝑖),
𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тодi випадкова еволюцiя 𝜁(𝑡) = 𝜉(𝑋1(𝑋2(. . . 𝑋𝑛(𝑡)))) задається
на ймовiрнiсному просторi (̃︀Ω𝑛, ̃︀𝐹𝑛, ̃︀𝑃𝑛), де ̃︀Ω𝑛 = {𝜔, 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛} — простiр
елементарних подiй, ̃︀𝐹𝑛 = 𝜎(𝐴,𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛) — 𝜎-алгебра, ̃︀𝑃𝑛 = 𝑃{𝜉(𝑡) ∈
𝐴|𝑋1(𝑡) = 𝑥1}·𝑃{𝑋1(𝑡) = 𝑥1|𝑋2(𝑡) = 𝑥2}·𝑃{𝑋2(𝑡) = 𝑥2|𝑋3(𝑡) = 𝑥3}·. . .·𝑃{𝑋𝑛(𝑡) =
= 𝑥𝑛} — ймовiрнiсна мiра.

Розглянемо приклад використання ймовiрнiсних просторiв.
Нехай 𝜉(𝑡) — випадковий процес, який описує щоденну змiну цiни акцiй, а

𝑋(𝑡) — випадкове середовище, яке впливає на даний випадковий процес, тобто
загальний стан ринку. Опишемо ймовiрнiснi простори для 𝜉(𝑡), 𝑋(𝑡) та випад-
кової еволюцiй.

Почнемо з випадкового середовища. Загальний стан ринку складається з
трьох станiв: зростання, спадання та стабiльнiсть. Нехай ймовiрностi цих станiв
дорiвнюють 0.3, 0.3 та 0.4.

Тодi Ω1 = {зростання, спадання, стабiльнiсть}, 𝑃{зростання} = 0.3,
𝑃{спадання} = 0.3 та 𝑃{стабiльнiсть} = 0.4.
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Перейдемо до випадкового процесу 𝜉(𝑡). В даному випадку

Ω = {𝜉(𝑡) : 𝑡 = 1, 2, . . . , 365, 𝜉(𝑡) ∈ ℜ}.

Розподiл випадкового процесу буде вiдрiзнятись, в залежностi вiд того, в
якому станi буде знаходитись фiнансовий ринок. Розглянемо наступнi випадки:

1. При умовi зростання цiн акцiй на ринку 𝜉(𝑡) — нормально розподiлений з
параметрами 𝑎 = 0.2 та 𝜎2 = 0.01;

2. При умовi спадання цiн акцiй на ринку 𝜉(𝑡) — нормально розподiлений з
параметрами 𝑎 = −0.2 та 𝜎2 = 0.01;

3. При умовi стабiльностi цiн акцiй на ринку 𝜉(𝑡) — нормально розподiлений
з параметрами 𝑎 = 0 та 𝜎2 = 0.01;

Тодi ймовiрнiсний простiр для еволюцiї задаємо трiйкою (̃︀Ω1, ̃︀𝐹1, ̃︀𝑃1), де ̃︀Ω1 =
= {𝜔, 𝜔1}, 𝜔 ∈ Ω, 𝜔1 ∈ Ω1. 𝜎-алгебра випадкової еволюцiї буде породжена по-
дiями 𝐴 та 𝐴1, тобто ̃︀𝐹1 = 𝜎(𝐴,𝐴1). Ймовiрнiсна мiра задається формулою̃︀𝑃1 = 𝑃{𝜉(𝑡) ∈ 𝐴|𝑋(𝑡) = 𝑥} · 𝑃{𝑋(𝑡) = 𝑥}.

Розглянемо подiю 𝐴, яка полягає в тому, що цiна на акцiю в перший день
зросла бiльше, нiж на 0.3 та знайдемо ймовiрнiсть даної подiї. Почнемо з умов-
них ймовiрностей

𝑃{𝜉(1) > 0.3| зростання } = 1− Φ

(︂
0.3− 0.2

0.1

)︂
= 0.1587,

𝑃{𝜉(1) > 0.3| спадання } = 1− Φ

(︂
0.3 + 0.2

0.1

)︂
= 0.000001,

𝑃{𝜉(1) > 0.3| стабiльнiсть } = 1− Φ

(︂
0.3

0.1

)︂
= 0.00135.

Тодi
𝑃 (𝐴) = 𝑃{𝜉(1) > 0.3| зростання } · 𝑃{ зростання }+

+𝑃{𝜉(1) > 0, 3| спадання } · 𝑃{ спадання }+

+𝑃{𝜉(1) > 0.3| стабiльнiсть } · 𝑃{ стабiльнiсть }.

Таким чином,

𝑃 (𝐴) = 0.1587 · 0.3 + 0.000001 · 0.3 + 0.00135 · 0.4 = 0.048153

Тобто, ймовiрнiсть зростання цiни бiльше, нiж на 0.3 дорiвнює 0.048153.
3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В результа-

тi проведеного дослiдження, побудовано ймовiрнiсний простiр для випадкової
еволюцiї з урахуванням впливу зовнiшнього середовища. Розглянуто залежнi
та незалежнi випадковi середовищi.

В подальшому дослiдженнi виникає потреба в побудовi ймовiрнiсних про-
сторiв з урахуванням гiпотез про розподiли або параметри розподiлiв, якими
визначається випадковий процес. На основi цього, i вже проведеного аналiзу,
можна буде побудувати ймовiрнiснi простори та розглянути сумiшi розподiлiв
для випадкових еволюцiй.

Роздiл 1: Математика i статистика
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АНАЛIЗ ПРОЦЕСУ ЗАВАНТАЖЕННЯ КОМП’ЮТЕРНИХ
СИСТЕМ НА БАЗI АРХIТЕКТУРИ X86-64 НА ПРЕДМЕТ
ВРАЗЛИВОСТЕЙ ТА ВИЗНАЧЕННЯ МЕХАНIЗМIВ ЙОГО

ЗАХИСТУ

У статтi проведено систематичний аналiз механiзмiв завантаження сучасної комп’ю-
терної системи архiтектури x86-64 та потенцiйних загроз, що виникають у процесi її
iнiцiалiзацiї. Розглянуто методи компрометацiї прошивки, низькорiвневих режимiв ви-
конання та засобiв перевiрки цiлiсностi завантаження. Особливу увагу придiлено ата-
кам, що спрямованi на обхiд захисних технологiй зазначених систем. На основi аналiзу
наукових публiкацiй визначено потенцiйнi вразливостi компонентiв комп’ютерної си-
стеми, якi використовуються при її iнiцiалiзацiї, та якi необхiдно iзолювати вiд потен-
цiйних загроз (зокрема небезпечних програм), а також визначенi напрями подальших
наукових дослiджень.

Ключовi слова: завантаження, компрометацiя прошивки, вразливостi, обхiд захи-
сних технологiй, iзолювання.

1. Вступ. В умовах цифрової трансформацiї всiх сфер дiяльностi суспiль-
ства, дедалi бiльше компанiй та державних установ залежить вiд ефективного
та безпечного функцiонування iнформацiйних, електронних комунiкацiйних, та
вiдповiдно комп’ютерних систем. Цi системи використовуються зокрема для
керування банкiвськими транзакцiями, медичною iнформацiєю, енергетичними
мережами, вiйськовою технiкою та озброєнням. Вразливостi в їхньому опера-
цiйному середовищi можуть призвести не лише до значних фiнансових втрат,
але й становити загрозу безпецi держави, життю та здоров’ю людей.

Паралельно з розвитком засобiв захисту iнформацiї, методи кiбератак також
еволюцiонують. Зловмисники застосовують все бiльш складнi технiки, зокре-
ма вбудовують шкiдливе програмне забезпечення (ПЗ) в прошивку чипсета чи
вбудованих пристроїв (Advanced Persistent Threats, APT). З огляду на це, до-
слiдження вразливостей завантажувального ланцюга комп’ютерних систем та
ефективних методiв їх нейтралiзацiї є вкрай важливим для забезпечення без-
пеки сучасних iнформацiйних систем.

Програмне забезпечення, що виконується на системному рiвнi, характери-
зується високою складнiстю, iнтеграцiєю апаратних засобiв та численними вза-
ємозв’язками мiж компонентами, що створює iдеальне середовище для появи
нових вразливостей. Завантаження операцiйної системи є критично важливим
етапом, оскiльки саме в цей момент вiдбувається iнiцiалiзацiя апаратних ком-
понентiв, виконання прошивки та перевiрка цiлiсностi завантажуваних компо-
нентiв.

У цiй статтi розглядаються ключовi етапи завантаження систем на основi
x86-64, їх потенцiйнi вразливостi та сучаснi методи захисту.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Основнi вектори атак пiд час завантаження включають компрометацiю про-
шивки (UEFI, SMM), обходи механiзмiв Secure Boot, пiдмiну завантажувачiв та
атаки на рiвнi гiпервiзора та ядра операцiйної системи.

Метою статтi є системний аналiз процесу iнiцiалiзацiї комп’ютерної систе-
ми та потенцiйних вразливостей для подальшої розробки засобiв попередження
та захисту вiд атак.

Об’єктом дослiдження є процес iнiцiалiзацiї комп’ютерної системи.
Предметом дослiдження є методи атак на компоненти комп’ютерної си-

стеми, якi використовуються при її iнiцiалiзацiї, та методи захисту вiд них.
Методи дослiдження: аналiз та синтез. Для кожного етапу iнiцiалiзацiї

комп’ютерної системи розглядаються наступнi критерiї:

• Поверхня атаки.
• Вiдомi вразливостi.
• Засоби протидiї.

На основi них шляхом порiвняльного аналiзу цi критерiї узагальнюються на
весь процес iнiцiалiзацiї.

2. Змiст дослiдження. Архiтектура x86-64 обрана через високий рiвень її
використання в державних та комерцiйних iнформацiйних та електронних ко-
мунiкацiйних системах. Вона досi лишається домiнантною та актуальною серед
десктопних та ноутбучних систем. Це вiдрiзняє її вiд ARM64, яка має фрагмен-
товану екосистему, що включає рiзнi вендорськi реалiзацiї без єдиного стандар-
ту прошивки та механiзмiв безпеки. Точних даних про поширенiсть архiтектур
немає через комерцiйну таємницю, однак згiдно [1] поширенiсть Windows стано-
вить 70%, а це в основному x86 + x86-64 платформа, системи Windows-on-ARM
з достатньою продуктивнiстю почали випускатись лише у 2024 роцi.

На рис. 1 зображений процес запуску x86-64 системи. Злiва блоки TPM
(Trusted Platform Module) та TEE (Trusted Execution Environment) є компонен-
тами, що можуть бути використанi будь-яким iншим компонентом, що розмiще-
ний нижче на дiаграмi, стрiлки до них не зображенi задля кращого сприйняття
дiаграми. Зеленим кружечком позначено умовне «кiльце привiлеїв процесора»
вiд -3 до 3. Це розширення принципу кiлець привiлеїв, сформульованого в [2],
де рiвень привiлеїв мiг бути вiд 0 до 3, однак практично архiтектура x86-64
передбачає рiвнi привiлеїв, нижчi за рiвень ядра ОС, для прикладу на -1 рiвнi
виконується гiпервiзор, який має повний контроль над ядром (рiвень 0).

Завантаження системи на базi x86-64 починається з запуску Intel ME / AMD
Secure Technology (колись PSP). Це мiнi операцiйна система, яка керує проце-
сором. Зокрема, вона перевiряє цiлiснiсть UEFI. Водночас, вона має небезпечнi
аспекти функцiонування, а саме: має необмежений доступ до пам’ятi та пери-
ферiйних пристроїв, i працює, коли комп’ютер вимкнений, але має живлення.
З однiєї сторони це дозволяє адмiнiстратору керувати всiма комп’ютерами ме-
режi (ME), з iншої є потенцiйною точкою атаки. Зокрема, згiдно дослiдження
[3], у процесорiв Intel 2017 року ME базувалась на пропрiєтарнiй версiї Minix iз
численними вразливостями та вiдкритими мережевими портами. Особливо не-
безпечним є те, що експлойти можуть записатись у Flash-пам’ять, таким чином
уникаючи стирання при перезапуску. Єдиним дiєвим розв’язанням цiєї пробле-
ми автори вважають застосування апаратних компонентiв, якi мають повнiстю
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Рис. 1. Процес запуску операцiйної системи.

вiдкритий вихiдний код прошивок для всiєї системи, включно з процесором i
чипсетом.

У статтi [4], Intel стверджує, що використовує лише порти 623, 664, 5900
та 16992-16995 — їх можна заблокувати зовнiшнiм файрволом. В системах ви-
робництва AMD мережевi порти не вiдкритi, тому вразливостi обмежуються
передачею спецiальних команд через SPI [5], [6], зокрема через драйвер чипсе-
та amdpsp.sys [7], що реєструє пристрiй \Device\amdpsp.

TPM — це апаратний криптографiчний модуль, iнтегрований у платформу
(материнську плату чи процесорний модуль), який забезпечує основнi довiренi
функцiї, пов’язанi з безпекою обчислювальної системи. Серед ключових завдань
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TPM виокремлюють зберiгання та захист криптографiчних ключiв, виконання
операцiй шифрування/розшифрування та верифiкацiю цiлiсностi апаратних i
програмних компонентiв.

Згiдно зi специфiкацiєю Trusted Computing Group (2003), TPM має незале-
жну апаратну реалiзацiю, що включає криптографiчнi спiвпроцесори, механiзм
генерацiї випадкових чисел (RNG) та захищену пам’ять для зберiгання ключiв.
Завдяки цьому TPM може: генерувати криптографiчнi ключi у захищеному се-
редовищi, недоступному для решти процесiв системи; зберiгати їх та використо-
вувати для шифрування i пiдпису. Також TPM дозволяє перевiряти цiлiснiсть
операцiйної системи шляхом перевiрки контрольних сум.

Хоча є кiлька дослiджень, де ключ з TPM можна дiстати апаратно, прослу-
ховуючи шини SPI, I2C, LPC [8] [9], та Moghimi et al. [10] знайшли вразливостi
в fTPM та STMicroelectronics TPM, що дозволяють добути приватнi ключi елi-
птичних алгоритмiв ECDSA, та ECSchnorr шляхом аналiзу побiчного каналу (а
саме, часу обробки), причому вiддалено, без безпосереднього доступу до при-
строю.

Пiсля ME/PSP починає iнiцiалiзацiю System Management Mode (SMM) —
спецiальний режим роботи процесора, який використовується для управлiння
енергоспоживанням, апаратного монiторингу, оновлення мiкрокоду процесора,
емуляцiї апаратури та початкової iнiцiалiзацiї UEFI, зокрема захищає секцiю
коду UEFI вiд запису. Код SMM виконується в iзольованiй областi пам’ятi
(SMRAM), що робить його недоступним для операцiйної системи та iнших при-
вiлейованих компонентiв. Пiсля запуску системи, SMM зупиняється i продов-
жується лише у випадку генерацiї System Management Interrupt (SMI) — ви-
сокопрiоритетного немаскованого апаратного переривання. Згенерувати його
можна:

• Апаратно: подати сигнал на пiн SMI [11].
• Читання або запис в спецiальний I/O порт (залежить вiд материнської
плати, деколи 0xB2) [12].

• Через APIC (Advanced Programmable Interrupt Controller) [13].
• Спецiальна команда, доступна з UEFI/BIOS.

Коли вiдбувається подiя, що генерує SMI, процесор зберiгає свiй поточний
стан i переходить у SMM, виконуючи код, розташований у SMRAM. Пiсля за-
вершення обробки процесор вiдновлює свiй попереднiй стан i повертається до
нормальної роботи.

Пiсля перевiрки цiлiсностi i захисту вiд запису, починає виконуватись Unified
Extensible Firmware Interface. UEFI виконує початкову iнiцiалiзацiю апаратно-
го забезпечення та драйверiв критично важливих пристроїв (мережа, NVME,
AHCI), перевiряє його справнiсть та знаходить завантажувальнi пристрої. Стан-
дарт не прив’язаний до архiтектури, тому може бути реалiзований на ARM
пристроях, однак для економiї виробники обходяться мiнiмальною нестандар-
тизованою реалiзацiєю.

Згiдно дослiдження [14], кiлькiсть атак на UEFI рiзко зросла у 2016-2017 i
продовжує зростати. Детальнiше вразливостi UEFI узагальненi в [15], де описанi
механiзми атак i засоби протидiї, а також додатково пiдкреслюється важливiсть
регулярного оновлення прошивки та контролю її цiлiсностi.
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Оскiльки виробники випускають оновлення лише кiлька рокiв пiсля випуску
материнської плати, вразливостi у UEFI часто залишаються назавжди. Однi-
єю з таких вразливостей є група LogoFAIL, знайдена Binarly Research Team
[16]. Суть в тому, що користувач може завантажити будь-який рисунок екрану
завантаження (наприклад, в EFI:\EFI\OEM\Logo.jpg). Для простоти користу-
вання, його цифровий пiдпис не перевiряється, адже вiн може бути згенерова-
ний користувачем. Це створює лазiвку для завантаження непiдписаного коду в
чип SPI. Таким чином, достатньо лише знайти вразливiсть модуля, що зчитує
зображення, i не думати як завантажити непiдписаний код.

UEFI має механiзм Secure Boot, який забезпечує перевiрку цифрового пiдпи-
су всiх завантажувальних компонентiв ядра ОС (включаючи драйвери та мо-
дулiв), тим самим обмежує виконання несанкцiонованого коду на раннiх етапах
завантаження.

Secure Boot також може створювати труднощi для користувачiв операцiйних
систем, вiдмiнних вiд Windows. В своїй презентацiї Intel [17] розглядає виклики,
з якими стикаються користувачi Linux при використаннi Secure Boot. Зокрема,
обговорюється проблема сумiсностi, коли Secure Boot може блокувати заванта-
ження непiдписаних або самостiйно пiдписаних завантажувачiв, що ускладнює
встановлення та використання Linux-дистрибутивiв. Для вирiшення цiєї пробле-
ми було запропоновано використання завантажувача "shim який пiдписується
довiреним сертифiкатом i дозволяє завантажувати пiдписанi ядра Linux. Крiм
того, у звiтi обговорюється концепцiя Machine Owner Key (MOK), яка надає
користувачам можливiсть додавати власнi ключi для пiдпису завантажувачiв
та модулiв ядра, забезпечуючи бiльшу гнучкiсть та контроль над процесом за-
вантаження. Хоча деякi дистрибутиви Linux отримали пiдписанi завантажувачi
для сумiсностi з Secure Boot, процес налаштування все ще може бути складним
для пересiчних користувачiв. А деякi виробники апаратного забезпечення вза-
галi не надають зручних iнтерфейсiв для керування налаштуваннями Secure
Boot, що ускладнює процес його вимкнення або налаштування для пiдтримки
альтернативних операцiйних систем.

UEFI вважається довiреним середовищем, оскiльки код є пiдписаним. Ком-
поненти, що завантажуються пiсля нього, вважаються не довiреними, однак є
випадки, коли користувацький код мусить обробити конфiденцiйнi данi. Без
спецiальної апаратної пiдтримки, будь-якi данi, доступнi користувацькому ре-
жиму, доступнi i ядру системи. Для iзоляцiї таких даних i обчислень iснує
середовище захищеного виконання (Trusted Execution Environment, TEE), або
захищений анклав – це апаратно-програмна концепцiя, яка створює «острiвок
довiри» всерединi загальної обчислювальної платформи. Завдяки iзоляцiї, ши-
фруванню та механiзмам вiддаленої атестацiї, анклав гарантує безпечне вико-
нання коду та збереження конфiденцiйностi критичних даних навiть тодi, коли
сама операцiйна система частково скомпрометована. Це спецiалiзоване обчи-
слювальне середовище, у якому код i данi можуть бути iзольованi вiд решти
системи й оброблятися у безпечнiй зонi. Основна iдея полягає в тому, щоб ва-
жлива логiка та конфiденцiйна iнформацiя (наприклад, криптографiчнi ключi,
паролi тощо) були недоступнi для решти операцiйної системи або потенцiйно
скомпрометованих процесiв. Анклави мають власну адресу пам’ятi, захищену
шифруванням на апаратному рiвнi. Це унеможливлює прочитання або втру-
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чання у вмiст анклаву навiть з боку операцiйної системи чи гiпервiзора. Код
i данi, якi необхiдно захистити, завантажуються у пам’ять анклаву у заши-
фрованому виглядi, i апаратнi засоби процесора розшифровують данi лише пiд
час виконання, зберiгаючи їх iзольованими вiд решти пам’ятi. У випадку ви-
току пам’ятi або фiзичного доступу до неї, зловмисник не зможе прочитати
iнформацiю анклаву, оскiльки ключi шифрування зберiгаються на рiвнi проце-
сора, недоступному назовнi. Пiд час виконання iнструкцiї анклаву, доступ до
пам’ятi за межами анклаву обмежений, а самiй операцiйнiй системi заборонено
втручатися у процеси всерединi анклаву. Результати обчислень або службова
iнформацiя, якi виходять за межi анклаву, можуть бути додатково перевiренi
або зашифрованi. Доступна також можливiсть верифiкацiї цiлiсностi коду, для
унеможливлення модифiкацiї коду зловмисником [18].

TEE досi обмеженi в використаннi через складнiсть. Paju et al. [19] дослiдили
анклави i дiйшли висновку, що усi доступнi фреймворки для реалiзацiї довiре-
них контейнерiв (“tcon”) потребують суттєвого переписування наявного коду,
а практична їхня iмплементацiя є складнiшою, нiж задекларовано виробника-
ми SDK. Крiм того, у бiльшостi публiкацiй основна увага зосереджена на Intel
SGX та Arm TrustZone, унаслiдок чого програмного забезпечення для менш по-
ширених платформ AMD SEV, RISC-V та графiчних ТЕЕ значно менше. Zhao
et al. [20] запропонували мiнiмалiстичну архiтектуру ядра ОС, орiєнтовану на
середовище довiреного виконання. Їх реалiзацiя повнiстю вмiщається в TEE, за-
ймаючи всього 100кБ. Ця архiтектура спрямована на протидiю атакам на рiвнi
фiзичного доступу до плати (board-level physical attacks). Зокрема, вони демон-
струють, як можна iстотно скоротити поверхню атаки за рахунок зменшення
коду та кiлькостi компонентiв усерединi довiреного середовища. Такий пiдхiд
дає змогу ускладнити несанкцiоноване втручання в роботу TEE та пiдвищити
загальний рiвень безпеки системи, водночас зберiгаючи основнi функцiональнi
можливостi для захищеного виконання.

Зворотною стороною TEE є те, що анклав є чудовим середовищем для вико-
нання самих шкiдливих програм: вiн невидимий для антивiрусiв i не дозволяє
приєднання вiдлагоджувальника, таким чином унеможливлюючи аналiз [21]. З
огляду на це, провайдери хмарних сервiсiв можуть цiлком вимикати SGX на
рiвнi UEFI для уникнення позовiв щодо розкриття приватних даних.

Самi анклави теж можуть бути скомпрометованi, як показано в [22]: Schwarz
et al. розробили програмне забезпечення, здатне непомiтно проникнути у захи-
щений SGX анклав iншої програми. Поки що не iснує засобiв протидiяти таким
атакам, оскiльки це доволi нова технологiя, плюс антивiруси не мають можли-
востi аналiзувати вмiст анклавiв.

Пiсля успiшної iнiцiалiзацiї апаратного забезпечення керування передається
завантажувачу (bootloader): UEFI шукає на жорсткому диску спецiальний роз-
дiл i починає виконання завантажувача. Якщо увiмкнений CSM, UEFI емулює
BIOS i пробує завантажитись зi спецiального Boot роздiлу жорсткого диску.
Якщо увiмкнений Secure Boot (чи аналог), спершу перевiряється пiдпис заван-
тажувача, щоб впевнитись в цiлiсностi. Проте, якщо Secure Boot вимкнено або
неправильно налаштовано, зловмисник може замiнити завантажувач на шкi-
дливий, отримавши повний контроль над системою. А оскiльки роздiлом UEFI
на диску є незашифрований FAT32, записати туди може будь-хто з фiзичним
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доступом.
Найпоширенiшими завантажувачами є Bootmgr (Windows), GRUB (Linux),

systemd-boot (Linux) та U-Boot (ARM).
Реальним прикладом застосування вразливостi Bootmgr є BlackLotus, до-

слiджений ESET Research [23]. Це UEFI-bootkit, який експлуатує вразливiсть
CVE-2022-21894 [24], що дає змогу пiдписаному, але вразливому завантажувачу
Windows обходити Secure Boot, що в свою чергу робить можливим виконання
довiльного коду на раннiх етапах завантаження системи. Це досягається зав-
дяки параметру “truncatememory” у конфiгурацiї завантаження (BCD): вiн до-
зволяє видалити з карти пам’ятi областi, що мiстять полiтику Secure Boot. Це
призводить до того, дозволяється активацiя небезпечних параметрiв, таких як
“bootdebug”, “testsigning” та “nointegritychecks”, якi порушують цiлiснiсть проце-
су завантаження, але кориснi для вiдлагодження ядра. Пiсля успiшного впро-
вадження BlackLotus модифiкує завантажувальний процес, уникаючи засобiв
виявлення, а також розгортає постiйний бекдор, що забезпечує подальше вико-
нання шкiдливого коду навiть пiсля перезавантаження.

Завантажувач завантажує ядро операцiйної системи в оперативну пам’ять
та передає йому керування. Ядро iнiцiалiзує необхiднi драйвери, налаштовує
апаратнi ресурси та запускає системнi процеси, завершуючи процес завантаже-
ння. Використання пiдписаних модулiв ядра та механiзмiв контролю цiлiсностi
допомагає запобiгти виконанню несанкцiонованого коду. Основною небезпекою
монолiтних ядер є повний доступ всiх до всiх, будь-який драйвер може прочи-
тати будь-яку область пам’ятi. На помилках коду модулiв ядра якраз i ґрунту-
ються вразливостi.

Щоб дотримуватись принципу мiнiмального доступу, McKee et al. [25] розро-
били засiб Hardware-Assisted Kernel Compartmentalization (HAKC): код та данi
модулiв у ядрi операцiйної системи роздiляються в окремi секцiї, кожна з яких
має власну полiтику доступу, що унеможливлює несанкцiоноване зчитування
або модифiкацiю з боку iнших складових системи. У разi, коли потрiбно пере-
дати керування за межi секцiї, право «власностi» на цi данi тимчасово перехо-
дить до цiльової секцiї, а пiсля повернення виклику вiдновлюється початковий
власник. Така схема дає змогу iзолювати код i данi всерединi ядра без залуче-
ння додаткових елементiв довiри (Trusted Computing Base) пiд час виконання
iзольованого коду. Для мiнiмiзацiї надлишкових обчислень, система HAKC по-
кладається на апаратнi механiзми безпеки для дотримання визначених полiтик
доступу. Це дозволяє посилити загальну безпеку системи, дотримуючись прин-
ципiв найменших привiлеїв та сегментування, за якого кожна партицiя має ли-
ше тi права, якi необхiднi їй для реалiзацiї покладених на неї функцiй. Автори
вимiряли, що програми з активним HAKC сповiльнюються на 1.6%–24%, при
цьому захищаючи вiд багатьох CVE, пов’язаних з модулями ядра, або роблячи
завдання зловмисника тяжче, оскiльки зона доступної пам’ятi значно менша.

3. Пiдсумок. У табл. 1 наведено визначенi поверхнi атак для кожного
етапу iнiцiалiзацiї комп’ютерної системи на основi архiтектури x86-64.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Таблиця 1.
Поверхнi атаки компонентiв комп’ютерної системи на основi x86-64
Компонент Поверхня атаки

Intel ME Вiдкритi Ethernet порти: 623, 664, 5900 та 16992-16995 [4].
Шина SPI, MMIO (memory-mapped I/O).

AMD PSP Шина SPI, MMIO [5], зокрема через драйвер \Device\amdpsp
[7].

TPM Фiзичне прослуховування шин SPI, I2C, LPC [8, 9],
Атаки шляхом аналiзу часу обробки [10] (timing attack).

SMM

Апаратний SMI пiн [11].
Спецiальний порт I/O (часто 0xB2) [12].
APIC [13].
Команда UEFI/BIOS.

UEFI

Запис модифiкованої прошивки в SPI чип [15], часто з драй-
вером.
Пiдмiна завантажувача [15].
Пiдмiна ресурсiв завантажувача [16].

TEE Може бути середовищем неконтрольованого виконання [21].
Можливе проникнення в чужi анклави.

Завантажувач Пiдмiна завантажувача [23, 24].

Ядро ОС
Системнi виклики (syscall).
Пiдмiна ядра.
Пiдмiна модулiв чи драйверiв [25].

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У процесi ана-
лiзу поверхонь атаки на рiзнi компоненти, визначено наступнi методи захисту:

• налаштування зовнiшнього файрволу для заборони портiв 623, 664, 5900
та 16992-16995;

• фiльтрацiя запитiв до шин SPI, I2C, LPC;
• фiльтрацiя запитiв до I/O портiв та APIC;
• визначення критичних областей вiддзеркаленої пам’ятi MMIO та фiльтра-
цiя доступу до неї;

• рандомiзацiя часу доступу до функцiй TPM шляхом додавання випадко-
вих затримок;

• заборона запису в роздiл EFI;
• заборона або вимкнення TEE, або вимога явного дозволу на використання
кожного конкретного випадку.

Такi методи захисту, як фiльтрацiя, є досить складними для реалiзацiї, на
сьогоднi єдиних пiдходiв не сформовано, тому їх ефективна реалiзацiя є пре-
дметом подальших наукових дослiджень.
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Bogdiuk M. O. Analysis of the Boot Process of Computer Systems Based on the
x86-64 Architecture for Vulnerabilities and Identification of Measures to Protect
Against Them.

The article presents a systematic analysis of the boot process of modern x86-64 computer
systems, with a focus on identifying potential vulnerabilities that may emerge during its
initialization. It explores methods of firmware modification, low-level execution modes,
and weaknesses in integrity verification procedures. Particularly, most attention is devoted
to attack vectors designed to circumvent built-in security. Based on a comprehensive
review of recent scientific literature, the study identifies potential vulnerabilities of the
components of the boot sequence and suggests ways to isolate them from potential threats
(e.g. dangerous applications). The study outlines directions for future research in the
domain of secure system boot processes.

Keywords: boot process, firmware modification, vulnerability, bypass built-in security,
isolation.
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ГРАФОВI АЛГОРИТМИ КЛАСТЕРИЗАЦIЇ: ВИДIЛЕННЯ
ЗВ’ЯЗКОВИХ КОМПОНЕНТ ТА ОПТИМIЗАЦIЯ МЕТОДIВ

ГРУПУВАННЯ

У данiй роботi дослiджено методи кластеризацiї даних, зокрема алгоритм BFS
(обхiд у ширину) та його оптимiзацiю для пiдвищення ефективностi. Кластеризацiя є
важливим етапом аналiзу великих обсягiв iнформацiї, що використовується у рiзних
сферах, зокрема у медичних дослiдженнях, аналiзi ринкових тенденцiй та машинному
навчаннi. Метою дослiдження було виявлення сильних i слабких сторiн BFS у зада-
чах групування даних, а також розробка методiв його покращення. Для цього було
проаналiзовано особливостi рiзних пiдходiв до кластеризацiї, визначено їхнi перева-
ги та недолiки, а також проведено порiвняння BFS iз iншими методами, такими як
KNN (метод k найближчих сусiдiв). Результати дослiдження показали, що BFS є ефе-
ктивним для групування даних, особливо у випадках, коли об’єкти мають природну
кластерну структуру. Основними перевагами алгоритму є його здатнiсть працювати з
розрiдженими даними, обробляти аномальнi значення (викиди) та легко адаптуватися
до рiзних порогових значень. Однак основним недолiком залишається його обмеже-
на масштабованiсть при обробцi великих наборiв даних. Проаналiзовано що BFS у
модифiкованiй формi є потужним iнструментом для кластеризацiї, який може бути
застосований у рiзних сферах аналiзу даних. Однак подальшi дослiдження необхiднi
для розширення його можливостей, зокрема шляхом впровадження механiзмiв ав-
томатичного налаштування параметрiв, а також адаптацiї алгоритму для роботи з
великими даними за допомогою розподiлених обчислень.

Ключовi слова: кластеризацiя, BFS, машинне навчання, оптимiзацiя алгоритму,
аналiз даних, викиди, порогове значення.

1. Вступ. У сучасну епоху цифрових технологiй автоматизацiя процесiв вiдi-
грає ключову роль у рiзних сферах дiяльностi. Вiд найпростiших математичних
обчислень у калькуляторах до складних алгоритмiв, що iмiтують людське ми-
слення, кожне завдання вимагає чiткої програмної реалiзацiї. Людина приймає
рiшення, спираючись на багаторiчний досвiд та сформованi нейроннi зв’язки.
Для того щоб навчити машину виконувати подiбнi дiї, необхiдно розробляти
алгоритми, якi дозволяють розбивати складнi завдання на пiдзадачi [1, 4].

Один iз поширених пiдходiв до автоматизацiї — це класифiкацiя та класте-
ризацiя даних. Цi методи широко застосовуються у рiзних галузях, зокрема в
медицинi, де необхiдно групувати препарати, аналiзи та дослiдження. Особли-
во актуальним є аналiз даних, пов’язаних iз пандемiєю COVID-19, що охопила
весь свiт i спричинила серйознi соцiальнi та медичнi наслiдки.

У данiй роботi розглядається можливiсть застосування алгоритмiв класте-
ризацiї для аналiзу даних про перебiг хвороби. Дослiдження ґрунтується на
наборi даних, що мiстить iнформацiю про ускладнення, якi перенесли пацiєнти
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з COVID-19. Основне завдання – здiйснити кластеризацiю пацiєнтiв за ступе-
нем тяжкостi перебiгу захворювання з використанням графових алгоритмiв.
Особливу увагу буде придiлено алгоритму пошуку в ширину (BFS) та його
ефективностi для даного типу задач [1, 14].

Метою роботи є експериментальне визначення ефективностi використання
алгоритму BFS для кластеризацiї записiв у датасетi, що мiстить данi про перебiг
COVID-19.

Для досягнення поставленої цiлi в роботi розглядаються певнi завдання до-
слiдження:

1. Ознайомитися з iснуючими методами кластеризацiї та їх застосуванням у
медичнiй сферi.

2. Дослiдити графовi алгоритми кластеризацiї та оцiнити їх переваги.
3. Проаналiзувати можливостi використання алгоритму BFS для групування

даних.
4. Виконати експериментальне дослiдження кластеризацiї пацiєнтiв за скла-

днiстю перебiгу COVID-19.
5. Оцiнити результати кластеризацiї та зробити висновки щодо доцiльностi

використання BFS у таких задачах.
2. Аналiз лiтературних джерел. Основнi концепцiї кластеризацiї розгля-

нутi Володимиром Естiвiлл-Кастро у своїх дослiдженнях. Автор зазначає, що
рiзноманiтнiсть алгоритмiв кластеризацiї пояснюється неоднозначнiстю самого
поняття «кластер». Оскiльки очiкуваний результат кластеризацiї залежить вiд
конкретної задачi, iснує багато моделей i пiдходiв, якi можуть бути ефективни-
ми для одних випадкiв, але не працювати в iнших [4, 6].

Енiл Джейн сформулював загальноприйнятi вимоги до кластеризацiї, згiдно
з якими:

1. Об’єкти всерединi одного кластера повиннi бути максимально схожими.
2. Об’єкти рiзних кластерiв повиннi суттєво вiдрiзнятися.
3. Вимiрювання подiбностi має бути чiтким i практично обґрунтованим.
Дослiдники Руй Ксу та Дональд Вунш описують стандартний процес кла-

стеризацiї, який складається з наступних етапiв [5]:
1. Витяг i вибiр найбiльш репрезентативних ознак.
2. Розробка алгоритму кластеризацiї вiдповiдно до специфiки задачi.
3. Оцiнка отриманих результатiв i перевiрка коректностi алгоритму.
4. Iнтерпретацiя кластеризацiї для отримання практичних висновкiв.
Окремий напрям у кластеризацiї становлять графовi алгоритми. Вперше

iдея випадкових графiв була запропонована Гiлбертом у 1959 роцi. Вiн розгля-
дав процес генерацiї рiвномiрного випадкового графа з n вершинами, у якому
кожне можливе ребро додається з iмовiрнiстю p. У таких графах розподiл ступе-
нiв пiдпорядковується пуассонiвському закону, а утворення щiльних кластерiв
малоймовiрне через рiвномiрний розподiл зв’язкiв [2, 3].

У подальших дослiдженнях з’явилися узагальнення моделi Гiлберта, такi як
𝑙-розподiл. У цiй моделi граф формується з 𝑛 = 𝑙 * 𝑘 вершинами, розбитими на
𝑙 груп по 𝑘 елементiв. Iмовiрнiсть iснування зв’язку мiж вершинами в межах
однiєї групи є вищою (𝑝), нiж мiж вершинами з рiзних груп (𝑞). Такi моделi
використовуються для знаходження природних кластерiв у графах [7].

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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МакШеррi розглядає графову кластеризацiю також у контекстi розфарбо-
вування графiв, що є важливим для вирiшення проблеми розподiлу ресурсiв
[8].

За словами Калулапатi, головною перевагою графових алгоритмiв класте-
ризацiї є можливiсть ефективного моделювання взаємозв’язкiв мiж об’єктами.
Графовi методи кластеризацiї належать до методiв навчання без учителя, оскiль-
ки вони не потребують заздалегiдь вiдомих мiток класiв. Вони дозволяють ви-
являти природнi структури в даних на основi певних мiри подiбностi [9, 11].

Таким чином, лiтературний аналiз показує, що графовi методи кластериза-
цiї є ефективними для групування даних у рiзних сферах, включаючи медици-
ну. Вони можуть бути застосованi для аналiзу перебiгу захворювань, зокрема
COVID-19, що робить їх перспективним iнструментом для медичної аналiтики.

3. Методи та засоби дослiдження. Основний принцип кластеризацiї по-
лягає в тому, що об’єкти всерединi одного кластера мають бути максимально
схожими мiж собою, тодi як об’єкти з рiзних кластерiв повиннi суттєво вiдрi-
знятися. Головною вiдмiннiстю цього методу вiд класифiкацiї є те, що кiлькiсть
груп не задається наперед, а формується в ходi виконання алгоритму [12].

Процес кластеризацiї передбачає кiлька ключових етапiв:

– Вибiр вибiрки — визначення набору об’єктiв, якi пiдлягають кластеризацiї.
– Визначення характеристик — встановлення змiнних, за якими оцiнюються
об’єкти, а за потреби — нормалiзацiя їх значень.

– Обчислення схожостi — визначення мiри подiбностi мiж об’єктами.
– Застосування методу кластеризацiї — подiл об’єктiв на групи вiдповiдно
до обраного алгоритму.

– Iнтерпретацiя результатiв — аналiз отриманих кластерiв та їх вiзуалiзацiя.

Пiсля проведення первинного аналiзу результати можуть бути уточненi шля-
хом змiни метрики або методу кластеризацiї для досягнення оптимального ре-
зультату.

Щоб об’єднати об’єкти в групи, необхiдно спочатку оцiнити ступiнь їх подi-
бностi. Для цього кожному об’єкту задається вектор характеристик, який може
мiстити як числовi, так i категорiйнi ознаки. У багатьох випадках перед обчи-
сленням вiдстаней проводиться нормалiзацiя значень, що дозволяє всi характе-
ристики мати однаковий вплив на результати кластеризацiї [13].

Окремий напрямок у кластеризацiї базується на теорiї графiв. У таких ме-
тодах множина об’єктiв представляється у виглядi графа, де вершини вiдпо-
вiдають об’єктам, а ребра – зв’язкам мiж ними, вага яких вiдповiдає мiрам
подiбностi. Графовi методи дозволяють зручно вiзуалiзувати структуру даних
та мають високу гнучкiсть для роботи з рiзними типами об’єктiв.

Суть таких алгоритмiв у тому, що вибiрка об’єктiв представляється як гра-
фа 𝐺 = (𝑉,𝐸), вершинам якого вiдповiдають об’єкти, а ребра мають вагу,
рiвний «вiдстанню» мiж об’єктами. Перевагою графових алгоритмiв класте-
ризацiї є наочнiсть, вiдносна простота реалiзацiї та можливiсть внесення рiзних
удосконалень, що ґрунтуються на геометричних мiркуваннях. Основними ал-
горитмами є алгоритм видiлення зв’язкових компонентiв, алгоритм побудови
мiнiмального покриваючого (остовного) дерева та алгоритм пошарової класте-
ризацiї [14].
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Серед основних графових алгоритмiв видiляють метод видiлення зв’язкових
компонентiв — видаляє ребра, якi перевищують певний порiг вiдстанi, залишаю-
чи тiльки найближчi зв’язки. Внаслiдок цього утворюються окремi компоненти,
якi й визначають кластери. Вибiр вiдповiдного порогу здiйснюється на основi
аналiзу розподiлу вiдстаней мiж об’єктами [15].

В алгоритмi видiлення зв’язкових компонент задається вхiдний параметр
𝑅 i в графi видаляються всi ребра, для яких вiдстань бiльше 𝑅. Сполученими
залишаються лише найближчi пари об’єктiв. “Сенс алгоритму у тому, щоб пi-
дiбрати таке значення 𝑅, яке буде у дiапазонi всiх «вiдстаней», при яких граф
«розвалиться» на кiлька зв’язкових компонент“. Отриманi компоненти є кла-
стери.

Для вибору параметра 𝑅 зазвичай будується гiстограма розподiлiв попарних
вiдстаней. У завданнях з добре вираженою кластерною структурою даних на
гiстограмi буде два пiки – один вiдповiдає внутрiшньо кластерним вiдстаням,
другий — мiжкластерним вiдстанi. Параметр 𝑅 пiдбирається iз зони мiнiмуму
мiж цими пiками. У цьому керувати кiлькiстю кластерiв з допомогою порога
вiдстанi досить складно [10, 16].

Метод мiнiмального покриваючого дерева — на початковому етапi створю-
ється мiнiмальне дерево, що охоплює всi вершини, пiсля чого поступово вида-
ляються найбiльш довгi зв’язки, що дозволяє виокремити окремi групи. На-
приклад, на графi, що мiстить дев’ять об’єктiв, пiсля побудови мiнiмального
покриваючого дерева можна видалити зв’язок мiж двома найбiльш вiддалени-
ми вершинами, що приведе до розбиття графа на два окремих кластери. Надалi
цей процес можна продовжувати, подiляючи отриманi групи на дрiбнiшi.

Нехай задано множину об’єктiв 𝑋, що складається з 𝑛 елементiв: 𝑋 =
= {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}, де кожен об’єкт 𝑥𝑖 описується множиною характеристик,
представлених у виглядi вектора у 𝑑-вимiрному просторi: 𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, . . . , 𝑥𝑖𝑑) ∈
∈ 𝑅𝑑.

Завдання кластеризацiї полягає у знаходженнi такого розбиття множини 𝑋
на 𝑘 пiдмножин (кластерiв) 𝐶: 𝐶 = {𝐶1, 𝐶2, . . . 𝐶𝑘}, де 𝐶𝑖 ⊂ 𝑋 та виконуються
наступнi умови:

1. Повне покриття:
⋃︀𝑘

𝑖=1𝐶𝑖 = 𝑋, тобто кожен об’єкт має бути вiднесений до
якогось кластера.

2. Взаємна виключнiсть (для чiткої кластеризацiї): 𝐶𝑖 ∩ 𝐶𝑗 = ∅, ∀𝑖 ̸= 𝑗,
тобто кожен об’єкт належить лише одному кластеру (у випадку нечiткої
кластеризацiї ця умова не виконується).

3. Оптимальнiсть кластеризацiї: необхiдно мiнiмiзувати певну функцiю вар-
тостi (критерiй кластеризацiї), яка залежить вiд вiдстаней мiж об’єктами
всерединi кластерiв.

У випадку використання графового пiдходу кластеризацiї, множину об’єктiв
𝑋 можна представити у виглядi неорiєнтованого зваженого графа: 𝐺 = (𝑉,𝐸,
𝑊 ), де: 𝑉 = 𝑋 — множина вершин (об’єкти), 𝐸 — множина ребер мiж об’єктами,
𝑊 : 𝐸 → 𝑅+ — функцiя ваги, яка визначає мiру подiбностi мiж об’єктами.

Завдання кластеризацiї у цьому випадку полягає у розбиттi графа на пiд-
графи 𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺𝑘, такi що:

1. Об’єкти всерединi одного кластера мають бути тiсно зв’язанi (мiнiмальна

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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внутрiшньокластерна вiдстань):
∑︀

𝑒∈𝐸(𝐶𝑖)
𝑊 (𝑒) — максимальна, де 𝐸(𝐶𝑖) —

множина ребер всерединi кластера 𝐶𝑖.
2. Об’єкти з рiзних кластерiв мають бути слабко зв’язанi (максимальна мiж-

кластерна вiдстань):
∑︀

𝑒∈𝐸(𝐶𝑖,𝐶𝑗)
𝑊 (𝑒) — мiнiмальна, для 𝑖 ̸= 𝑗, де 𝐸(𝐶𝑖, 𝐶𝑗)

— множина ребер мiж кластерами 𝐶𝑖 та 𝐶𝑗.

Одним з варiантiв алгоритму є кластеризацiя за допомогою мiнiмального
остовного дерева (MST), яка передбачає:

1. Побудову мiнiмального покриваючого дерева 𝑇 для графа 𝐺.
2. Видалення найбiльш довгих ребер у MST, що призводить до утворення

пiдграфiв, якi стають кластерами.

Iншим пiдходом є кластеризацiя на основi зв’язностi компонентiв, де:

– вибирається порiг 𝑅,
– видаляються всi ребра з вагою 𝑊 (𝑒) > 𝑅,
– отриманi зв’язнi компоненти визначають кластери.

Таким чином, задача кластеризацiї може бути сформульована як оптимiза-
цiйна задача розбиття множини об’єктiв на пiдмножини з урахуванням мiри
подiбностi та обраного критерiю якостi. Використання графових методiв до-
зволяє ефективно враховувати структуру даних, що є особливо корисним для
аналiзу складних взаємопов’язаних об’єктiв.

Реалiзацiя графового алгоритму для вирiшення задачi передбачає побудову
окремих компонент зв’язностi за таким алгоритмом, що наступний об’єкт потра-
плятиме в iнший кластер, якщо деяка вiдстань до усiх об’єктiв поточного кла-
стеру переходить межу порогу. Тож задачу можна сформулювати наступним
чином: побудуємо повний зв’язний граф для усiх вершин, а далi видалимо усi
ребра, чия вага перевищує порогове значення. Таким чином наш повний граф
розколеться на окремi компоненти зв’язностi та кожна компонента являтиме
собою окремий кластер.

Задача проста у реалiзацiї, доки не постає питання ресурсозатратностi. Такi
операцiї потребують значних витрат як часу, так i пам’ятi. Тому варто розгля-
нути можливi варiанти оптимiзацiї.

Перший крок — вiдмова вiд побудови повного графа, замiнивши цей процес
динамiчним пiдходом. Замiсть створення всiєї структури наперед, ми будемо
працювати безпосередньо з датасетом, оновлюючи лише списки переглянутих
i непереглянутих об’єктiв. Це дозволить суттєво зменшити витрати ресурсiв
[9, 13].

Розглянемо, як працює цей алгоритм на прикладi вибiрки даних 𝐴:

– Обираємо будь-який елемент 𝑎 з 𝐴[0] для перевiрки.
– Визначаємо множину його сусiдiв i перевiряємо, чи вiдповiдають вони за-
даному пороговому значенню.

– Додаємо знайдених сусiдiв у список для подальшої перевiрки.
– Позначаємо поточний об’єкт як перевiрений.
– Оновлюємо список iдентифiкаторiв, видаляючи всi елементи, якi вже були
вiдвiданi або поставленi в чергу на перевiрку.

– Обираємо наступний елемент для аналiзу i повторюємо кроки 1–4.
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Такий пiдхiд реалiзує алгоритм обходу графа в ширину, але без явного фор-
мування графової структури з визначеним набором ребер.

Попри те, що алгоритм уже виглядає оптимiзованим, вiн усе ще має недо-
лiки, якi впливають на швидкiсть роботи. Основнi проблеми виникають у двох
випадках:

1. Коли спостерiгається велике скупчення об’єктiв у невеликiй областi.
2. Коли в датасетi є поодинокi викиди — значення, що значно вiдрiзняються

вiд iнших.

Для подальшої оптимiзацiї алгоритму впровадимо два додатковi кроки:

– Нормалiзацiя даних — приведення значень до єдиної шкали для коректно-
го аналiзу.

– Фiльтрацiя за процентилем — вибiр тiльки тих значень, якi перевищують
певний порiг.

Запускаючи алгоритм на модифiкованому наборi даних, вiдфiльтруємо два
типи об’єктiв: тi, що вже належать до кластеризованих груп та викиди, якi
значно вiдрiзняються вiд загальної вибiрки. У кожному з цих випадкiв алгоритм
вiдноситиме об’єкт до найближчого кластера.

Для перевiрки коректностi роботи алгоритму використаємо вiзуалiзацiю ре-
зультатiв на графiку.

Процес тестування складався з таких етапiв:

– Вiзуалiзацiя початкового набору даних (було використано кiлька груп еле-
ментiв, щоб оцiнити, чи алгоритм правильно вiдтворить їхнє групування).

– Об’єднання всiх даних у єдиний датасет.
– Вiдображення сформованого датасету.
– Запуск основного алгоритму.
– Вiзуалiзацiя отриманого результату.

Розглянемо три приклади тестування.
У першому з них створимо чотири набори точок у тривимiрному просторi,

якi утворюватимуть сферичнi групи.

Рис. 1. Вiзуалiзацiя вхiдного датасету.
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Кожна сфера налiчує близько 10 000 тис точок. Тож величина цiлого да-
тасету становить ∼ 40 000 тис. елементiв, що не є малим числом. У випадку
формування повного графу, було отримано 𝑛(𝑛−1)

2
=∼ 799 980 000 =∼ 109 ребер.

Тож тепер проробенi кроки оптимiзацiї доводять необхiднiсть своєї присутностi.

a) b) c)
Рис. 2. а) Вiзуалiзацiя всього датасету; b) Вiзуалiзацiя результату

кластеризацiї датасету: з пороговим значенням рiвним 1; c) — з пороговим
значенням рiвним 10.

На Рис. 2 можна спостерiгати вплив заданого порогового значення на ре-
зультат кластеризацiї. Можна стверджувати наступне, що зi зменшенням поро-
гового значення кiлькiсть кластерiв зростатиме.

У другому прикладi спробуємо протестувати цiкавiший приклад, вiзьмемо
тi ж сфери, проте помiстимо одну всередину iншої.

a) b) c)
Рис. 3. а) Вiзуалiзацiя вхiдного датасету; b) Вiзуалiзацiя цiльного датасету;

c) Вiзуалiзацiя результату кластеризацiї датасету.

Як можна побачити, алгоритм успiшно виконує поставлену задачу. Оскiль-
ки основним критерiєм групування є вiдстань мiж точками, вибране порогове
значення вiдiграє ключову роль. У нашому випадку воно достатньо мале, щоб
сформувати суцiльну поверхню сфери як єдиний кластер, але водночас недо-
статньо велике, щоб об’єднати внутрiшню i зовнiшню сфери в один загальний
кластер.

Останнiм прикладом розглянемо випадок з кiлькома нетиповими елемента-
ми для датасету.
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a) b) c)
Рис. 4. а) Вiзуалiзацiя вхiдного датасету; b) Вiзуалiзацiя цiльного датасету;

c) Вiзуалiзацiя результату кластеризацiї датасету.

Можна стверджувати, що алгоритм виправдав очiкування.
4. Експерименти. Приступимо до покрокового виконання завдання, де

для виконання задачi, було обрано датасет “Covid_19.xlsx” з онлайн ресурсу
kaggle.com. Дослiдимо даний набiр даних на Рис. 5.

Рис. 5. Iнформацiя про датасет.

Як видно на Рис. 5 в наборi даних наявнi поля, що мiстять iнформацiю про
стать людини, її вiк, максимальну температуру тiла, результат тесту на ковiд
антигени тощо. Бiльшiсть даних збереженi у типi «object».

Рис. 6. Вiзуалiзацiя перших рядкiв датасету.
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Для того аби перейти до етапу кластеризацiї, для кожного пацiєнта потрi-
бно обчислити деяку величину, що визначатиме числове значення складностi
протiкання коронавiрусу. Реалiзуємо алгоритм перетворення значень рядкiв в
числовi еквiваленти та виведемо першi декiлька екземплярiв на Рис. 7:

Рис. 7. Вiзуалiзацiя опрацьованих записiв датасету.

Тепер, маючи датасет iз визначеними числовими рiвнями захворюваностi,
можемо перейти до процесу кластеризацiї. На Рис. 7 представлено результати
програмного аналiзу записiв датасету. Усi поля отримують певне числове зна-
чення, яке використовується у формулi для розрахунку SEQUEL’s LEVEL —
змiнної, що визначає рiвень тяжкостi захворювання.

На початковому етапi всiм екземплярам присвоюється кластер (−1), а в про-
цесi кластеризацiї цей показник оновлюється вiдповiдно до актуального кла-
стерного номера. Запустимо алгоритм, представлений вище, на наборi даних
для кластеризацiї записiв (Рис. 8).

Рис. 8. Вiзуалiзацiя консольного виводу результату кластеризацiї.

Як зображено на Рис. 8 з поточними вхiдними параметрами порогового зна-
чення отримали 13 кластерiв. Пiсля виконання кластеризацiї формується новий
датасет з двома додатковими колонками: рiвнем складностi захворювання та
номером кластера приналежностi. Виведемо оновлений датасет для огляду ре-
зультату (Рис. 9).

Для дослiдження роботи алгоритму використаємо рiзнi вхiднi пороговi зна-
чення. При вхiдних параметрах D, tolerance, threshold = 1000, 3, 1 в результатi
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Рис. 9. Вiзуалiзацiя перших рядкiв кластеризованого датасету.

одержали 14 кластерiв. Спробуємо змiнити їх на D, tolerance, threshold = 100,
3, 1.

Рис. 10. Вiзуалiзацiя консольного виводу результату кластеризацiї.

Тепер змiнимо наступним чином: D, tolerance,threshold = 1000, 3, 3.

Рис. 11. Вiзуалiзацiя консольного виводу результату кластеризацiї.

При першiй змiнi отримали 3 кластери, при наступнiй 9. Як видно на Рис. 11,
кластеризацiя вiдбувається поступово. Вiдсоток опрацьованих записiв датасету
збiльшується, охоплюючи все бiльшу кiлькiсть рядкiв. Також прослiдковується
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наступна тенденцiя подiлу: при збiльшеннi порогового значення, кiлькiсть кла-
стерiв зменшується.

Проаналiзуємо результати прискорення, яких вдалося досягти за допомогою
оптимiзацiї, описаної в частинi програмної реалiзацiї. На етапi графової кла-
стеризацiї будуть брати участь лише та частина записiв, якi пiсля нормалiзацiї
даних є представниками скупчення максимально подiбних екземплярiв.

Даний алгоритм графової кластеризацiї має оцiнку таку ж як i алгоритм
BFS. Складнiсть стандартного обходу в ширину — 𝑂(𝑛 +𝑚), де 𝑛 — кiлькiсть
вершин (еквiвалент кiлькостi записiв), 𝑚 — кiлькiсть ребер у графi. З урахува-
нням того що звичайний датасет на початку формує повний граф, то 𝑚 можна
прирiвняти до 𝑛(𝑛−1)

2
. А отже загальну складнiсть графової кластеризацiї до-

цiльно представити у виглядi — 𝑂(𝑛2).
Тож, давайте виведемо наступну iнформацiю у термiнал: кiлькiсть вхiдних

записiв, кiлькiсть записiв, що братимуть участь в етапi графової кластеризацiї.

Рис. 12. Скрiн-фiксацiя кiлькостi записiв для опрацювання/кластеризацiї.

Як видно на Рис. 12 на вхiд було отримано набiр даних розмiрнiстю в 3308
рядкiв, проте на етап кластеризацiї потрапило лише 66. Порiвняємо обчислю-
вальну складнiсть, передбачалось 𝑂(𝑛2) = 33082 ∼ 10 942 864 ∼ 107, а в резуль-
татi оптимiзацiї отримали 𝑂(𝑛2) = 662 ∼ 4 356 ∼ 103.

Ефективнiсть пророблених крокiв є очевидною i при таких даних, проте для
бiльш об’єктивної оцiнки згенеруємо штучний датасет розмiрнiстю 100 000 та
зафiксуємо результати (Рис. 13).

Рис. 13. Вiзуалiзацiя консольного виводу результату кластеризацiї.

Як зображено на Рис. 13 наведену кiлькiсть даних кластеризувало на 20
окремих кластерiв. Перейдемо до складностi:

Рис. 14. Скрiн-фiксацiя кiлькостi записiв для опрацювання/кластеризацiї.

Тож як зафiксовано на Рис. 14 з 100000 записiв до алгоритму перейшло лиш
187. Оцiнимо складнiсть, передбачалось 𝑂(𝑛2) = 100 0002 ∼ 1010, а в результатi
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оптимiзацiї було отримали 𝑂(𝑛2) = 1872 ∼ 34 969 ∼ 105. Отриманi результати
явно свiдчать про доцiльнiсть застосування реалiзованої оптимiзацiї.

5. Результати. Проаналiзуємо результати експериментiв загальних методiв
кластеризацiї наведених вище.

a) b) c)
Рис. 15. а) Вiзуалiзацiя вхiдних даних, конкатенованих в суцiльний датасет; b)

Результат кластеризацiї Affinity Propagation; c) Результат кластеризацiї на
BFS.

На Рис. 15 представлено вхiднi данi для застосування алгоритму, як приклад
один з методiв кластеризацiї та безпосередньо кластеризацiя на BFS.

Усi застосованi алгоритми дали рiзнi результати, це цiлком пояснюється тим,
що кожен з них при створеннi був спрямований на вирiшення якоїсь конкре-
тної моделi. Деякi алгоритми застосовуються для посереднього групування, на
вхiд потребують початковi данi наповнення кластерiв та використовують їх для
подальших крокiв, деяким потрiбно задати вхiдну кiлькiсть кластерiв тощо.

Можна зробити висновок, що в ходi постановки конкретної задачi, можна
визначити тип очiкуваного результату, та, вiдштовхуючись вiд нього, пiдбирати
алгоритм.

У даному випадку, коли задачею є групування в окремi кластера екземпля-
рiв з мiнiмальною вiдстанню мiж собою та вiдсутнiстю будь-якого вхiдного роз-
подiлу, iдеально вписується використання алгоритму графової кластеризацiї.
Так як саме цей алгоритм надає можливiсть оптимально розподiлити об’єкти
на групи по наближенню їх числового значення.

Аналiзуючи результати отриманi при проведеннi експериментiв, в першу
чергу хочеться зазначити, що алгоритм таки справився з поставленою задачею.
Проаналiзуємо вплив вхiдних параметрiв на результат (Табл. 1).

Як можна спостерiгати в Табл. 1, в залежностi вiд вхiдних параметрiв, а саме
величини порогового значення, одержували рiзнi результати. Чим менше поро-
гове значення надавалось, тим дрiбнiший подiл на кластера був отриманний.
Можна стверджувати, що параметр порогового значення є прямим об’єктом
впливу на подрiбнення результату кластеризацiї.

Якщо говорити про ефективнiсть проведеної оптимiзацiї, щодо даного алго-
ритму, то було досягнуто високої швидкодiї виконання (Табл. 2).

Тож за отриманими результатами в Табл. 2, можна вiдстежити значне при-
швидшення роботи алгоритму, а при опрацюваннi наборiв даних великих мас-
штабiв — це є важливим критерiєм.

Варто зазначити й те, що даний алгоритм пiдлягає удосконаленню. А саме,
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Таблиця 1.
Таблиця залежностi результату вiд вхiдних параметрiв

К-ть записiв Вхiднi параметри Отриманий
результат

N D Tolerance threshold Кiлькiсть кластерiв
3308 1000 3 1 14
3308 1000 3 4 3
3308 1000 3 3 9

100 000 1000 3 3 20
100 000 1000 3 1 34

Таблиця 2.
Порiвняння алгоритмiв по складностi по часу виконання

К-ть записiв Очiкувана складнiсть
звичайної BFS кластеризацiї

Складнiсть
оптимiзованого алгоритму

3308 107 103

100 000 1010 105

100 000 000 1016 108

його можна iмплементувати до алгоритму оптимального пiдбору порогового
значення, що зробить цей алгоритм абсолютно самостiйним. Тобто на вхiд да-
ватиметься лише набiр деяких екземплярiв для кластеризацiї, а вже алгоритм
групуватиме їх за рiзними пороговими значеннями та оцiнювати результат по-
точного значення. В залежностi вiд того, порогове значення змiнюватиметься,
та буде вiдбуватися його оцiнка, i так до моменту отримання оптимального
результату.

Обговорення результатiв. У процесi дослiдження було проведено деталь-
ний аналiз алгоритмiв кластеризацiї та їх застосування в задачах групування
даних. Основний акцент був зроблений на використаннi BFS як базового алго-
ритму кластеризацiї, зокрема його модифiкацiї для пiдвищення ефективностi.
Однiєю з ключових знахiдок стало застосування додаткової оптимiзацiї за до-
помогою алгоритму KNN, що дозволило покращити точнiсть i швидкодiю.

Отриманi результати пiдтвердили, що BFS добре справляється iз завдання-
ми групування, особливо у випадках, коли данi мають чiтко вираженi кластери.
Водночас, алгоритм демонструє певнi обмеження при роботi з високорозмiрни-
ми даними або з нерiвномiрним розподiлом кластерiв.

Важливою перевагою представленого пiдходу є його здатнiсть ефективно
працювати з поодинокими точками-викидами, що є суттєвою проблемою для
багатьох методiв кластеризацiї. Використання додаткового етапу нормалiзацiї
та фiльтрацiї даних сприяло точнiшiй iдентифiкацiї таких об’єктiв та їх коре-
ктнiй класифiкацiї.

Оптимiзацiя BFS дозволила зменшити часовi витрати на виконання класте-
ризацiї, однак залишаються випадки, коли алгоритм може втрачати ефектив-
нiсть, зокрема при роботi з великими наборами даних. Використання адаптив-
ного порогового значення могло б додатково покращити продуктивнiсть.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 46, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



162 Н. БОЙКО

Результати дослiдження вiдкривають кiлька напрямiв для подальшого вдо-
сконалення методу:

1. Розширення алгоритму для роботи з великими обсягами даних. Незважа-
ючи на оптимiзацiю, BFS все ще має певнi обмеження в масштабованостi.
Дослiдження можливостей паралельної обробки або використання розподi-
лених обчислень може значно пiдвищити продуктивнiсть.

2. Iнтеграцiя з iншими методами машинного навчання. Поєднання алгори-
тмiв кластеризацiї з нейронними мережами або методами глибокого навчан-
ня може покращити якiсть аналiзу даних та їхню адаптивнiсть до складних
структур.

3. Автоматичний пiдбiр порогового значення. Наразi вибiр порогового значе-
ння залишається евристичним. Розробка методу для автоматичного визна-
чення оптимального порогу дозволила б значно покращити точнiсть кла-
стеризацiї та її унiверсальнiсть.

4. Аналiз ефективностi на реальних даних. Використання алгоритму для кла-
стеризацiї медичних або соцiальних даних може допомогти оцiнити його
практичну цiннiсть та адаптувати методику до реальних сценарiїв.

Загалом, дослiдження пiдтвердило ефективнiсть модифiкованого алгоритму
BFS у задачах кластеризацiї. Оптимiзацiя дозволила покращити швидкiсть ро-
боти та якiсть кластеризацiї, проте залишаються вiдкритi питання щодо його
масштабованостi та автоматичного налаштування параметрiв. Подальшi дослi-
дження у цьому напрямi можуть зробити метод ще бiльш гнучким та ефектив-
ним у широкому спектрi застосувань.

6. Висновки. В ходi дослiдження обраної теми було проаналiзовано рiзнi
алгоритми кластеризацiї. На основi даних дослiджень можна зробити наступнi
висновки.

По-перше, в жодному випадку не можна видiлити один найкращий алго-
ритм. Кожен з iснуючих вартий уваги i знаходить своє застосування виходячи
з поставлених вимог та обмежень.

Для детального розбору та аналiзу був обраний алгоритм кластеризацiї BFS.
Як було описано детально в програмнiй реалiзацiї самого алгоритму, було час-
тково модифiковано основний алгоритм, в першу чергу для загальної оптимi-
зацiї швидкодiї кластеризацiї. До того ж друга частина оптимiзацiї звертається
до алгоритму кластеризацiї KNN. Це доводить про тiсний взаємозв’язок мiж
алгоритмами.

Якщо ж аналiзувати даний спосiб реалiзацiї, то було отримано швидкий та
якiсний алгоритм, який знає як справлятися з викидами та легко абстрагується
до рiзних порогових значень. Тож якщо коротко, то:

– Графовий алгоритм кластеризацiї оптимально справляється з групуван-
ням записiв в наборi даних.

– З використанням оптимiзацiї методу, можна досягти високої швидкодiї ал-
горитму.

– Можлива оптимiзацiя кластеризацiї на BFS — iмплементацiя алгоритму
для оптимального пiдбору вхiдного порогового значення.

Отже, проведене дослiдження пiдтверджує ефективнiсть запропонованого
методу, а також демонструє можливостi його адаптацiї до рiзних типiв задач
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кластеризацiї. Отже, проведене дослiдження пiдтверджує ефективнiсть запро-
понованого методу, а також демонструє можливостi його адаптацiї до рiзних
типiв задач кластеризацiї.

Подяка. Дослiдження створено в рамках проекту, що фiнансується Нацiо-
нальним фондом дослiджень України, зареєстрованим № 2021.01/0103 «Методи
та засоби дослiдження маркерiв старiння та їх впливу на постковiднi ефекти
для подовження працездатного перiоду», який виконується на кафедрi систем
штучного iнтелекту Iнституту комп’ютерних наук та iнформацiйних технологiй
Нацiонального унiверситету «Львiвська полiтехнiка».
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ADAPTIVE LEARNING RATE FOR CNNMVN

Adaptive learning rate techniques are widely used to enhance the training efficiency of
neural networks by improving convergence speed and accuracy while decreasing the risk of
getting stuck in local minima or saddle points. In this paper, we introduce adaptive learning
rate approaches for the Complex-Valued Convolutional Neural Network with Multi-Valued
Neurons (CNNMVN), a fully complex-valued neural network that procesoses complex in-
puts using complex weights and complex-valued activation functions. Unlike traditional
real-valued neural networks, CNNMVN employs an error-sharing principle rather than
gradient-based optimization, eliminating the local minima problem and allowing for more
flexible adjustments in the learning rate.

We propose two adaptive learning rate (ALR) strategies tailored for CNNMVN. The
first approach modifies the learning rate coefficients in the error-correction formulas, while
the second one adjusts the normalization parameters in the error-backpropagation and
error-correction processes. Both methods dynamically adapt the learning rate based on
validation accuracy.

Results indicate that adaptive learning rate significantly improves convergence speed
and accuracy, particularly when combined with a self-adaptive learning rate. Furthermore,
our study highlights the impact of normalization factors on learning dynamics and explores
training scenarios where normalization is minimized or removed entirely.

Our findings demonstrate that ALR methods enhance CNNMVN training performance,
providing a robust framework for optimizing learning rates in complex-valued neural net-
works.

Keywords: convolutional neural networks, complex-valued networks, multivalued neu-
rons, CNNMVN, MLMVN, image recognition, frequency domain.

1. Introduction. Deep learning has experienced significant progress with the
development of advanced neural network architectures and training methodologies.
One of such architectures is the Convolutional Neural Network with Multi-Valued
Neuron (CNNMVN). It was first introduced in [1], its modified learning algorithm
was presented in [2] and its further deep analysis was presented in [3]. CNNMVN
retains the traditional CNN topology while being capable of directly processing
complex-valued data, making it particularly useful for applications requiring the
handling of magnitude and phase relationships, such as signal processing, radar
imaging, and medical diagnostics.

An essential factor influencing the performance of CNNMVN is the choice of
the learning rate, which directly impacts convergence speed and generalization ca-
pability. In real-valued neural networks various adaptive learning rate techniques
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have been proposed to improve training efficiency, such as AdaGrad [4], RMSprop
[5], Adam [6], and AdaBelief [7]. These algorithms dynamically adjust the learn-
ing rate based on past gradient information. There also is adaptive learning rate
techniques based on model complexity [8] and training loss [9]. Similarly, in the
domain of complex-valued neural networks, adaptive learning rate techniques have
been explored, including complex-valued extensions of Adam

Recent advancements in adaptive learning rate techniques for complex-valued
neural networks have introduced several novel approaches aimed at improving con-
vergence efficiency and stability. One such approach is the complex-valued extension
of the Adam optimization algorithm [10], which adapts the well-established Adam
method to the complex domain, allowing for more effective gradient-based learning
in complex-valued neural networks. Another significant contribution is the Adap-
tive Orthogonal Gradient Descent (AOGD) algorithm [11], specifically designed for
fully complex-valued neural networks. The Complex-Valued Adaptive Learning Rate
Tuning (CALRT) algorithm [12] has also been proposed to dynamically determine
the optimal complex-valued step size (or learning rate) at each iteration of the train-
ing process. Additionally, a training algorithm with a selectable search direction for
complex-valued feedforward neural networks has been introduced [13]. This method
allows for adaptive modifications in the search direction, improving learning effi-
ciency and reducing the risk of stagnation during training.

CNNMVN is a fully complex-valued neural network: its inputs, weights, and ac-
tivation functions are all complex-valued. Unlike traditional gradient-based meth-
ods, CNNMVN learning algorithm is based on the error-sharing principle. This
fundamental distinction allows CNNMVN to avoid issues related to local minima,
which are commonly encountered in traditional complex-valued gradient descent
approaches. As a result, adaptive learning rate algorithms designed for real-valued
neural networks (RVNNs) are not suitable for CNNMVN. In this paper, we present
several approaches for adaptive learning rates that enhance accuracy and improve
convergence speed.

This paper is structured as follows. In Section 2 and 3, we recall some fundamen-
tals related to the error-backpropagation and error-correction algorithms adapted
for CNNMVN. Section 4 explores various adaptive learning rate approaches for CN-
NMVN. In Section 5, we evaluate the effectiveness of these approaches through
experimental results on benchmark datasets, demonstrating improvements in con-
vergence speed and model performance. Finally, Section 6 provides conclusions and
outlines potential directions for future research in adaptive learning strategies for
CNNMVN.

2. CNNMVN error backpropagation process. As it was said before,
the learning algorithm in CNNMVN is based on the error-sharing principle [14]. It
means that the error produced by each neuron should be proportionally distributed
among the neurons connected to it.

Let us briefly recall some fundamentals about CNNMVN error backpropagation
[2].

Let us have CNNMVN with 𝐺 convolutional layers, 𝑀 − 1 hidden layers and
one output layer. Let each convolutional layer consists of 𝐻𝑔 kernels 𝑔 = 1, 𝐺. Let
the input image 𝑥 (or a feature map in the case of convolutional layers from the 2𝑛𝑑

one to the 𝐺𝑡ℎ one) be of size 𝑎𝑔 × 𝑏𝑔 × 𝑑𝑔. Then the kernel size in 𝑔𝑡ℎ convolutional
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layer is of size 𝑟𝑔 × 𝑟𝑔 × 𝑑𝑔 (𝑟𝑔 < min (𝑎𝑔, 𝑏𝑔) ). The 𝑚𝑡ℎ hidden layer in the fully
connected part contains 𝑁𝑚 neurons (𝑚 = 1,𝑀 − 1), and the output layer contains
𝑁𝑀 neurons.

Now the global errors of the network 𝛿*𝑛𝑀 should be calculated as

𝛿*𝑛𝑀 = 𝐷𝑛𝑀 − 𝑌𝑛𝑀 , 𝑛 = 1, 𝑁𝑀 . (1)

The global error then should be shared among all neurons that participate in its
formation. Thus, the errors of the output layer neurons are

𝛿𝑛𝑀 =
1

𝑁𝑀−1 + 1
𝛿*𝑛𝑀 , 𝑛 = 1, 𝑁𝑀 . (2)

To backpropagate the output neurons errors for the neurons in hidden layers we
should use the following rule:

𝛿𝑖𝑚 =
1

𝑞𝑚−1

𝑁𝑚+1∑︁
𝑛=1

𝛿𝑛,𝑚+1

(︀
𝑤𝑛,𝑚+1

𝑖

)︀−1
, 𝑖 = 1, 𝑁𝑚, 𝑚 = 1,𝑀 − 1, (3)

where 𝛿𝑖𝑚 is the error of the 𝑖𝑡ℎ neuron in the 𝑚𝑡ℎ layer and the normalization factor
𝑞𝑚−1 = 𝑁𝑚−1 + 1 (𝑚 = 2,𝑀 − 1) is the number of all neurons in the 𝑚− 1𝑠𝑡 layer
plus one (note that for the first layer (𝑚 = 1) we use 𝑞1 = 1 because there are no
preceding layers and no neurons to share the error with). The errors of the first
hidden layer neurons are

𝛿𝑖1 =
1

𝐹

𝑁2∑︁
𝑛=1

𝛿𝑛,2
(︀
𝑤𝑛,2

𝑖

)︀−1
, 𝑖 = 1, 𝑁1, (4)

where 𝐹 stands for the number of inputs which is equal to the length of flattened
feature maps.

Then the errors of the neurons in the first hidden layer should be backpropagated
to the last convolutional layer kernels as

𝛿ℎ𝐺𝑖𝑗 =
1

𝑄𝐺

𝑁1∑︁
𝑛=1

𝛿𝑛,1
(︀
𝑤𝑛,1

𝑖𝑗ℎ

)︀−1
,

𝑖 = 1, . . . , 𝑎𝐺 − 𝑟𝐺 + 1,
𝑗 = 1, . . . , 𝑏𝐺 − 𝑟𝐺 + 1,
𝑄𝐺 = 𝑟𝐺 · 𝑟𝐺 · 𝑐𝐺,

(5)

where 𝛿ℎ𝐺𝑖𝑗 is the error of the feature map pixel with coordinates 𝑖, 𝑗, produced by
the ℎ𝑡ℎ kernel of the last (𝐺𝑡ℎ) convolutional layer; 𝛿𝑛,1 are the errors of the first
hidden layer neurons and 𝑤𝑛,1

𝑖𝑗ℎ are these neurons’ weights that are responsible for
processing the 𝑖𝑗ℎ𝑡ℎ input; 𝑄𝐺 is the normalization factor which should be equal to
the size of the kernel in the last convolutional layer.

Now the errors of the kernels in the 𝑔 − 1𝑠𝑡 convolutional layer are:

𝛿𝑙,𝑔−1
𝑖𝑗 =

1

𝑄𝑔−1

𝐻𝑔∑︁
ℎ=1

𝑇𝑔∑︁
𝑡=1

𝛿ℎ,𝑔,𝑡
(︁
𝑤ℎ,𝑔

𝑡

)︁−1

,
𝑖 = 1, . . . , 𝑎𝑔 − 𝑟𝑔 + 1,
𝑗 = 1, . . . , 𝑏𝑔 − 𝑟𝑔 + 1,

𝑄𝑔 = 𝑟𝑔 · 𝑟𝑔 · 𝑐𝑔,
(6)

where 𝛿𝑙,𝑔−1 are the errors of the feature map obtained by the 𝑙𝑡ℎ kernel in the 𝑔−1𝑠𝑡

convolutional layer (𝑙 = 1, 𝐻𝑔−1); 𝛿ℎ,𝑔,𝑡 and 𝑤ℎ,𝑔
𝑡 are the errors of the output and the
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weights of the ℎ𝑡ℎ kernel in the 𝑔𝑡ℎ convolutional layer that process the 𝑖𝑗𝑡ℎ pixel in
the 𝑡𝑡ℎ convolution respectively; 𝑄𝑔−1 is a normalization factor which is equal to the
size of the kernel in the 𝑔 − 1𝑡ℎ layer (note that 𝑄2 = 1 as there is no further error
backpropagation from the first convolutional layer).

In [3] were also introduced the error backpropagation rules for convolutional
layers with self-adaptive learning rate. Hence, the feature map errors of the last
convolutional layer (5) with additional normalization can be found as follows:

𝛿ℎ𝐺𝑖𝑗 =
1

𝑄𝐺

⃒⃒⃒
𝑐ℎ,𝐺𝑖𝑗

⃒⃒⃒ 𝑁1∑︁
𝑛=1

𝛿𝑛,1
(︀
𝑤𝑛,1

𝑖𝑗ℎ

)︀−1
,

𝑖 = 1, . . . , 𝑎𝑔 − 𝑟𝑔 + 1,
𝑗 = 1, . . . , 𝑏𝑔 − 𝑟𝑔 + 1,
𝑄𝐺 = 𝑟𝐺 · 𝑟𝐺 · 𝑐𝐺,

(7)

and the errors of the feature maps in preceding convolutional layers (6) with addi-
tional normalization factor are

𝛿𝑙,𝑔−1
𝑖𝑗 =

1

𝑄𝑔−1

⃒⃒⃒
𝑐ℎ,𝑔−1
𝑖𝑗

⃒⃒⃒ 𝐻𝑔∑︁
ℎ=1

𝑇𝑔∑︁
𝑡=1

𝛿ℎ,𝑔,𝑡
(︁
𝑤ℎ,𝑔

𝑡

)︁−1

,
𝑖 = 1, . . . , 𝑎𝑔 − 𝑟𝑔 + 1,
𝑗 = 1, . . . , 𝑏𝑔 − 𝑟𝑔 + 1,

𝑄𝑔 = 𝑟𝑔 · 𝑟𝑔 · 𝑐𝑔,
(8)

where
⃒⃒⃒
𝑐ℎ,𝑔𝑖𝑗

⃒⃒⃒
is the absolute value of the convolved pixel with coordinates 𝑖, 𝑗 in the

ℎ𝑡ℎ kernel in the 𝑔𝑡ℎ convolutional layer (ℎ = 1, 𝐻𝑔, 𝑔 = 2, 𝐺).
3. CNNMVN Error correction. The error correction in CNNMVN should

be done in the same manner as suggested in [1] and [3]. The error correction for
convolutional layer kernels implies the same idea of the batch LLS-based learning
algorithm [15] for MLMVN and the error correction for fully-connected layers is
identical to the error correction rule in MLMVN.

Let us have an 𝑎 × 𝑏 × 𝑑 input image and a kernel whose size is 𝑟 × 𝑟 × 𝑑
(𝑟 < min (𝑎, 𝑏) ). Let 𝐾 be the number of the convolutional windows in an image
through which a convolutional kernel is sliding. Thus 𝐾 = (𝑎− 𝑟 + 1)× (𝑏− 𝑟 + 1).
Each convolutional window can be flattened and represented as an input vector to
a kernel. Then, using a matrix-vector notation the convolutional operation can be
represented as ⎡⎢⎣𝑥1...

𝑥𝐾

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣𝑤1,1,1

...
𝑤𝑟,𝑟,𝑑

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ 𝑧1...
𝑧𝐾

⎤⎥⎦ (9)

where 𝑥𝑖 is the flattened input vector (𝑖 = 1, 𝐾); 𝑤 are the kernel weights and 𝑧𝑖
are the convolved pixels. According to a batch algorithm and as it was shown in [1],
after calculating the errors for all 𝑧𝑖 we can represent adjustments, which should be
added to the weights to correct them and obtain the following⎡⎢⎣𝑥1...

𝑥𝐾

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣∆𝑤1,1,1

...
∆𝑤𝑟,𝑟,𝑑

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ 𝛿1...
𝛿𝐾

⎤⎥⎦ (10)

where ∆𝑤𝑢,𝑣,𝑗 are the adjustments terms for kernel weights (𝑢, 𝑣 = 1, 𝑟 and 𝑗 = 1, 𝑑)
and 𝛿𝑖 are the respective errors to be corrected (𝑖 = 1, 𝐾). We can rewrite (8) as

𝑋 ·∆𝑤 = 𝛿, (11)
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where 𝑋 consists of 𝐾 flattened inputs. Thus, system of equations (8) (or (9), which
is the same) for unknowns (∆𝑤1,1,1, . . . ,∆𝑤𝑟,𝑟,𝑑) which is typically overdetermined
(𝐾 ≫ 𝑟 · 𝑟 · 𝑑) can be solved in a similar way

∆𝑤 = 𝑋† · 𝛿, (12)

where 𝑋† is the Moore-Penrose inversion of 𝑋, that is a pseudoinverse matrix of 𝑋.
Finally, the adjusted weights of the kernel are

�̃� = 𝑊 + 𝐶 ·∆𝑤, (13)

where 𝑊 and �̃� are the weighting vectors before and after correction, «+» is a
component-wise addition, and 𝐶 stands for learning rate.

When the wights of the kernels in convolutional layers are adjusted, we should
to adjust the errors in the fully-connected layers. It should be done as follows:

�̃� = 𝑊 +
𝐶

𝑝+ 1
𝛿𝑋*. (14)

And the rule with a self-adaptive learning rate is

�̃� = 𝑊 +
𝐶

(𝑝+ 1) |𝑧|
𝛿𝑋*, (15)

where 𝑊 and �̃� are the weighting vectors before and after correction, «+» denotes
component-wise addition, 𝐶 is the learning rate (in general it should be a complex
number, but in all practical applications it is usually equal to 1), 𝑋* is the vector
of reciprocal inputs, 𝑝 is the number of inputs, and |𝑧| stands for the absolute value
of the weighted sum before adjustment (this is a self-adaptive part of the learning
rate, and it is significant in MLMVN learning [14, 16]).

4. Adaptive learning rate. Adaptive learning rate (ALR) techniques play
a crucial role in real-valued neural networks (RVNNs) by dynamically adjusting the
learning rate during training. The primary objectives of ALR in RVNNs include
increasing the learning rate to accelerate convergence, reducing training time, and
mitigating issues related to local minima and saddle points. By optimizing the learn-
ing rate, these networks enhance their training efficiency and overall performance.

However, unlike RVNNs, the learning rule in CNNMVN is not formulated as an
optimization problem. Instead, it follows a unique "error-sharing principle," which
distributes the error among connected neurons rather than relying on gradient-based
updates. As a result, CNNMVN does not depend on traditional gradient descent
methods for weight adjustments, making standard ALR techniques designed for
RVNNs unsuitable.

A key advantage of CNNMVN’s learning rule is that it inherently avoids the
problems of local minima and saddle points. Since the learning process does not
involve an optimization-based approach, there are no constraints on increasing the
learning rate because there is no risk of overshooting or jumping over the minima
of an optimization function. This flexibility allows CNNMVN to achieve faster
convergence without the risk of getting trapped in undesirable minima, a common
issue in gradient-based learning frameworks.
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Despite this advantage, the error-sharing principle introduces a challenge when
backpropagating through layers with a large number of neurons or inputs. In such
cases, the distributed errors become significantly smaller as they propagate through
the network. This reduction in error magnitude leads to very small weight adjust-
ment terms, ultimately slowing down the learning process in deeper or more complex
network structures.

To address this issue, an adaptive learning rate mechanism can be incorporated
into CNNMVN to accelerate training in layers where error values are particularly
small. By dynamically increasing the learning rate in these layers, the network can
counteract the decreasing weight updates and maintain a more efficient training
process. This approach ensures that CNNMVN benefits from faster convergence
while preserving the advantages of its non-gradient-based learning rule.

We have designed two adaptive learning rate rules for CNNMVN to enhance
training efficiency. The algorithm for both ALR approaches follows these steps.
Initially, the learning rate is set to 1. After every 𝐾 learning samples, we perform
a model validation step. Based on the validation accuracy, the learning rate is
adjusted accordingly.

The first ALR rule focuses on reducing the normalization factors in the error-
backpropagation (2)–(6) and the error-correction formulas (11)–(13). Similar to the
first approach, this method maintains a uniform learning rate across all layers but
specifically targets the normalization factors as an additional multiplier 𝐶 in the
denominator. In such a case decreasing the learning rate 𝐶 leads to decrease of the
normalization factors. Hence, the network effectively amplifies weight adjustments in
layers where the error values are significantly small, thereby accelerating the learning
process. The adaptive learning rate coefficients for this approach are determined as

𝐶 = 44·(
# 𝑜𝑓 𝑀𝑖𝑠𝑚𝑎𝑡𝑐ℎ𝑒𝑑 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒𝑠

# 𝑜𝑓 𝐴𝑙𝑙 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒𝑠
− 1). (16)

The second approach involves adjusting the learning rate coefficient within the
error-correction formulas (12), (13), and (14). In this method, the learning rate re-
mains consistent across all layers, ensuring a uniform update mechanism throughout
the network. The learning rate coefficient can vary within a pre-determined range
[1, 𝐴] and can be adjusted as follows

𝐶 = 𝐴+1−𝐴 · 44·(
# 𝑜𝑓 𝑀𝑖𝑠𝑚𝑎𝑡𝑐ℎ𝑒𝑑 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒𝑠

# 𝑜𝑓 𝐴𝑙𝑙 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒𝑠
− 1). (17)

Both approaches aim to reduce the slowdown caused by the error-sharing prin-
ciple, ensuring that CNNMVN achieves faster convergence while maintaining its
unique learning framework.

5. Simulation results. To evaluate the effectiveness of the proposed adap-
tive learning rate methods, we performed experiments using the MNIST dataset of
handwritten digits [17]. The dataset consists of 60 000 training and 10 000 testing
samples 28×28 pixels each. The network architecture consisted of a simple topology
with one convolutional layer containing 16 kernels of size 5×5, followed by a hidden
layer with 256 neurons and an output layer with 10 neurons. The soft margins bor-
der was equal to 𝜋/8. The training process lasted for 10 epochs. All experiments
were performed with the same random seed to compare the dynamic of the learning
process.
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During training, validation was performed every 1 000 training samples, and the
learning rate was adjusted accordingly based on validation accuracy. This ensured
that the learning rate dynamically adapted to improve training efficiency.

We provide graphical results demonstrating the testing accuracy for different
configurations. Figure 1 presents the learning process with default learning rates
and normalization factors as defined by (1)–(6), alongside the same learning process
with the self-adaptive (ABS) normalization in the convolutional layers determined
by (7) and (8). The results indicate that ABS normalization for the convolutional
layer does not significantly impact learning accuracy or convergence time.

To evaluate the first type of adaptive learning rate, we analyzed the default
normalization factors of the neural network and identified two key normalization
factors that influence the learning process. Based on the model topology and input
image size, the convolutional layer produces 16 feature maps of size 24× 24, which
are subsequently flattened into a vector of size 1 × 9216 and passed to the fully
connected part of the network. During error backpropagation, the error of the first
fully connected layer neurons is distributed among all inputs and, consequently,
divided by 9216. Additionally, in the error-correction process, the obtained error is
further divided by 9216 to distribute it among all weights. This process leads to
a significant reduction in the adjustment terms, thereby slowing down the overall
learning speed.

To resolve this issue, we applied ALR (15) to the error-backpropagation process
while setting the normalization factor in the error-correction process in (13) to 1.
Figure 2 illustrates the learning rates for the first type of normalization compared to
the default learning process. This approach was tested with and without ABS nor-
malization. The results demonstrate that learning accuracy increases significantly
from the beginning of the first epoch in both cases. However, while the model with-
out ABS normalization experiences instability and divergence, the model with ABS
normalization maintains stable learning throughout the training process.

Figure 1. Accuracy of the model with default normalization factors and learning
rates.
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Figure 2. Accuracy of the model with the first ALR type.

Figure 3 presents the second ALR approach in comparison to the default learning
process. This approach was also tested with and without ABS normalization. The
results indicate that the second type of ALR also improves learning accuracy and
accelerates model convergence. Furthermore, the figure illustrates different ALR
rates and their respective impacts on model performance.

Based on the findings above, we were also interested in testing the model without
normalization factors entirely. Two types of tests were conducted: one where the
normalization factors in the first hidden layer were set to 1 and another where
all normalization factors were set to 1. Both configurations were tested with and
without ABS normalization. Figure 4 presents the accuracy rates of these models in
comparison to the default learning process, providing further insights into the role
of normalization in CNNMVN training.

It is important to highlight that, as observed in both ALR rules and the models
without normalization, the application of ABS normalization played a crucial role
in ensuring the convergence of the learning algorithm.
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Figure 3. Accuracy of the model with the second ALR type.

Figure 4. Accuracy of the model with only hidden fully-connected layer
normalization set to 1 and model with all normalization factors set to 1.

6. Conclusion. In this paper we introduced adaptive learning rate (ALR)
techniques for CNNMVN to improve training efficiency and convergence speed. Un-
like traditional real-valued neural networks, CNNMVN follows an error-sharing prin-
ciple instead of an optimization-based learning rule, allowing an unrestricted learning
rate adjustments without the risk of overshooting local minima.

We developed two ALR strategies: one modifying learning rate coefficients in the
error-correction formulas and another adjusting normalization factors in the error-
backpropagation and error-correction formulas. Our experimental results on the
MNIST dataset demonstrate that both approaches effectively accelerate learning
and enhance model performance. Furthermore, our investigation of self-adaptive
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normalization revealed that it plays a crucial role in stabilizing the learning process,
particularly in preventing divergence when applying ALR techniques.

Overall, our findings highlight the potential of ALR in CNNMVN, offering a
significant improvement in training efficiency while maintaining model stability. Fu-
ture work may explore further refinements to ALR strategies, including adaptive
adjustments tailored to specific network layers or tasks.
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Васько О. Ю., Брила А. Ю. Адаптивна нормалiзацiя CNNMVN.
Адаптивнi методи змiни швидкостi навчання широко використовуються для пiд-

вищення ефективностi навчання нейронних мереж, оскiльки вони покращують швид-
кiсть та точнiсть збiжностi та зменшують ризик застрягання в локальних мiнiму-
мах або сiдлоподiбних точках. У цiй статтi ми представляємо пiдходи до адаптивної
швидкостi навчання для згорткової нейронної мережi з багатозначними нейронами
(CNNMVN), яка є повнiстю комплекснозначною нейронною мережею, що оперує ком-
плексними вхiдними даними, комплексними вагами та комплекснозначними актива-
цiйними функцiями.

На вiдмiну вiд традицiйних дiйснозначних нейронних мереж, CNNMVN викори-
стовує принцип подiлу помилки замiсть градiєнтної оптимiзацiї, що усуває проблему
локальних мiнiмумiв i дозволяє бiльш гнучко коригувати швидкiсть навчання. Ми
пропонуємо двi стратегiї адаптивної швидкостi навчання (ALR), спецiально розро-
бленi для CNNMVN. Перша стратегiя модифiкує коефiцiєнти швидкостi навчання у
формулах корекцiї похибки, тодi як друга регулює параметри нормалiзацiї у процесах
зворотного поширення похибки та її корекцiї. Обидва методи динамiчно адаптують
швидкiсть навчання на основi точностi на валiдацiйнiй вибiрцi.

Результати показують, що адаптивна швидкiсть навчання суттєво покращує швид-
кiсть збiжностi та точнiсть, особливо при поєднаннi з самоналаштовуваною швидкiстю
навчання. Крiм того, наше дослiдження пiдкреслює вплив нормалiзацiї на динамiку
навчання та розглядає сценарiї, у яких нормалiзацiю мiнiмiзовано або повнiстю ви-
ключено.

Нашi результати демонструють, що методи ALR покращують ефективнiсть навча-
ння CNNMVN, забезпечуючи надiйну основу для оптимiзацiї швидкостi навчання в
комплекснозначних нейронних мережах.

Ключовi слова: згортковi нейромережi, комплекснозначнi мережi, багатозначнi ней-
рони, CNNMVN, MLMVN, розпiзнавання зображень, частотна область.
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМIКИ МУЗЕЙНОЇ
АКТИВНОСТI

У статтi розглядаються аспекти математичного моделювання динамiки музейної
активностi. Музейна активнiсть є важливим показником культурного та соцiального
розвитку мiста, її ефективнiсть може бути оцiнена за допомогою кiлькiсних методiв,
зокрема iнтегральної оцiнки. Метою дослiдження є аналiз тенденцiй музейної дiяль-
ностi та розробка математичної моделi для прогнозування її динамiки.

У роботi побудовано кiлькiснi моделi для оцiнки ефективностi музейної дiяльностi.
Для цього застосованi математичнi пiдходи, включаючи елементи теорiї ймовiрностей
i статистичного аналiзу, апарат лiнiйної алгебри, методику комплексного iнтеграль-
ного оцiнювання.

Авторами визначено iнтегральну оцiнку музейної активностi на прикладi мiста
Львова. Для знаходження коефiцiєнтiв даної оцiнки застосовано метод, заснований
на використаннi коварiацiйної матрицi, її власних значень та власних векторiв. Пе-
ревагами цього методу є його об’єктивнiсть та врахування в оцiнцi реально iснуючих
зв’язкiв мiж використаними статистичними показниками.

Авторами розроблено методику для iнтегрального оцiнювання музейної активно-
стi, що дозволяє здiйснити комплексний аналiз i сформулювати прогнози щодо її
подальшого розвитку. Прогнозування ефективностi музейної дiяльностi на основi кiль-
кiсних оцiнок є важливим для планування та оптимiзацiї ресурсiв, зокрема для визна-
чення найбiльш ефективних стратегiй роботи музеїв у рiзнi перiоди року, прийняття
та реалiзацiї науково-обґрунтованих управлiнських рiшень у данiй галузi.

Результати дослiдження можуть бути використанi для подальших розробок в обла-
стi математичного моделювання культурних процесiв, що сприятиме точнiшiй оцiнцi
музейної дiяльностi. Дана методика може бути використана для вдосконалення стра-
тегiй розвитку музеїв та їх адаптацiї до змiн у соцiально-економiчному середовищi.

Ключовi слова: моделювання, музейна активнiсть, оцiнка, показники, прогнозуван-
ня.

1. Вступ. Музеї, як основнi осередки культурної спадщини, вiдiграють важли-
ву роль у розвитку суспiльства, зокрема в аспектах освiти, збереження iсторiї
та культурної пам’ятi. Сучаснi музеї є не лише сховищами культурної спадщи-
ни, але й активними учасниками соцiального та освiтнього життя суспiльства.
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Визначення ефективностi їхньої роботи є актуальною задачею, яка дозволяє
оцiнити внесок музеїв у культурний розвиток мiста. Кiлькiснi методи аналiзу,
зокрема iнтегральна оцiнка, дають можливiсть об’єктивно порiвняти дiяльнiсть
музеїв за низкою критерiїв.

Музейна активнiсть є значущим показником культурного та соцiального роз-
витку мiста, тому дослiдження її динамiки має особливе значення для розумi-
ння еволюцiї мiсцевої iдентичностi та традицiй.

Музейна активнiсть — це комплекс заходiв i процесiв, пов’язаних з фун-
кцiонуванням музеїв, що включає вiдвiдуванiсть музеїв, проведення виставок,
екскурсiй, освiтнiх програм, культурних подiй, а також соцiальну взаємодiю,
яка вiдбувається мiж музеєм i його вiдвiдувачами.

Метою цiєї роботи є застосування математичних методiв для моделювання
динамiки музейної активностi, аналiзу тенденцiй i розробки iнтегральної оцiнки
ефективностi роботи музеїв, на прикладi мiста Львова.

Актуальнiсть теми обумовлена необхiднiстю бiльш точного розумiння та
оцiнки факторiв, що впливають на розвиток музейної дiяльностi, а також по-
шуком шляхiв для ефективного використання ресурсiв музеїв i покращення їх
соцiальної та культурної функцiї.

2. Огляд лiтератури. Застосування математичних моделей для аналiзу
музейної активностi є перспективним напрямом сучасних дослiджень у галузi
культурної аналiтики. Одним iз ключових iнструментiв є моделi прогнозування
вiдвiдуваностi культурних установ, що базуються на регресiйному аналiзi та
аналiзi часових рядiв.

У роботi [8] автори наголошують на важливостi використання технологiй
вiдстеження й аналiзу поведiнки вiдвiдувачiв у туристичному та культурному
секторах. Це дозволяє отримувати точнi данi для подальшого моделювання та
прогнозування.

У [10] запропоновано методологiю для оцiнки внеску туризму в економiчне
зростання, що корисно для аналiзу впливу культурних заходiв на розвиток мi-
ста.

Iнтеграцiя цифрових технологiй у музейну сферу детально розглядається
у монографiї [2], де автори акцентують увагу на нових формах представлен-
ня культурної спадщини через мультимедiйнi й вiртуальнi засоби. Це значно
змiнює динамiку взаємодiї музеїв з аудиторiєю.

У дослiдженнi [15] використано методи багатовимiрного аналiзу для вивче-
ння мотивацiй i частоти вiдвiдування музеїв у Китаї, що дозволяє глибше зро-
зумiти поведiнковi аспекти культурної участi.

У роботi [7] проаналiзовано ефективнiсть культурних установ в Iспанiї з ре-
гiональної точки зору, використовуючи моделi Data Envelopment Analysis (DEA)
та усiченi регресiї для оцiнки зовнiшнiх впливiв. Авторами показано, що ефе-
ктивнiсть культурних установ залежить бiльше вiд рiвня освiти та демографi-
чної структури регiону, нiж вiд економiчного добробуту.

Значну увагу в сучасних дослiдженнях придiляється управлiнню потоками
вiдвiдувачiв у музеях, що є важливою складовою ефективної органiзацiї музей-
ної дiяльностi так у роботi [13] розглянуто математичнi моделi вимiрювання та
оптимiзацiї потокiв вiдвiдувачiв, зокрема використання методiв обчислювальної
науки для аналiзу руху в музеях. Авторами запропоновано пiдходи до збору та
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обробки даних про перемiщення людей у просторi музею, моделювання щiль-
ностi натовпу та виявлення вузьких мiсць.

Ключовим чинником розвитку музейної активностi є ефективнi маркетин-
говi стратегiї. У роботi [12] авторами доведено, що впровадження цiлiсної мар-
кетингової стратегiї може iстотно змiнити рiвень вiдвiдуваностi та фiнансову
стiйкiсть музею.

Документи OECD (2009) та UNESCO Institute for Statistics (2012) [14] є клю-
човими в розвитку стандартизованих пiдходiв до кiлькiсного вимiрювання куль-
турної активностi. OECD у звiтi пiдкреслює важливiсть впровадження унiфi-
кованих методiв збору та аналiзу даних, що дають змогу оцiнити соцiально-
економiчний вплив культури. Цi методи включають кiлькiснi показники участi
населення у культурному життi, якi є основою для математичного моделюва-
ння музейної активностi. Аналогiчно, UNESCO Institute for Statistics пропонує
системний пiдхiд до класифiкацiї та оцiнки культурної участi, що охоплює як
традицiйнi, так i сучаснi форми культурних практик.

Використання таких стандартизованих даних вiдкриває можливостi для за-
стосування математичних методiв, зокрема багатофакторного аналiзу, регре-
сiйного моделювання та аналiзу часових рядiв. Це сприяє бiльш точнiй оцiнцi
ефективностi культурної полiтики, виявленню ключових факторiв, що вплива-
ють на динамiку музейної активностi, та прогнозуванню її розвитку в рiзних
соцiально-економiчних умовах. Таким чином, стандарти OECD та UNESCO
створюють фундамент для наукового пiдходу до дослiдження та моделюван-
ня культурних процесiв, що є важливим для сучасної музейної справи.

3. Методи математичного моделювання динамiки музейної актив-
ностi. Математичне моделювання є перспективним напрямком сучасних до-
слiджень, яке знаходить широке застосування в рiзних галузях: наука, технiка,
економiка, соцiологiя та iншi (див., наприклад, [9], [11]).

Для моделювання динамiки музейної активностi можна застосовувати рiзнi
математичнi методи, що дозволяють оцiнити вплив рiзноманiтних факторiв на
вiдвiдуванiсть музеїв та iншi аспекти їх дiяльностi.

Лiнiйна регресiя є найпростiшим методом для встановлення залежностей
мiж вiдвiдуванiстю музеїв i окремими змiнними, такими як кiлькiсть проведе-
них виставок або екскурсiй. Цей метод дозволяє визначити, якi фактори мають
найбiльший вплив на вiдвiдуванiсть [1], [9].

Множинна регресiя дозволяє враховувати кiлька факторiв одночасно, що
особливо корисно для оцiнки взаємодiї мiж рiзними аспектами музейної актив-
ностi. Наприклад, можна вивчити, як поєднання сезонних змiн i проведених
заходiв впливає на вiдвiдуванiсть [3], [6].

Аналiз часових рядiв дозволяє вивчати змiну музейної активностi за часом,
виявляти циклiчнi та трендовi компоненти. Це дозволяє виявити сезоннi ко-
ливання або довгостроковi тенденцiї, що характернi для музейної дiяльностi в
конкретному мiстi [2], [5].

Статистичнi моделi використовуються для обробки великих обсягiв даних,
що дає можливiсть прогнозувати музейну активнiсть з високою точнiстю. Вони
можуть включати моделi на основi варiацiй, коефiцiєнтiв кореляцiї, тестування
гiпотез [7–8].

Для кращого аналiзу i бiльш складних взаємозв’язкiв мiж факторними змiн-
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ними також використовуються методи машинного навчання, такi як нейроннi
мережi, якi дозволяють обробляти великий обсяг даних та шукати складнiшi
закономiрностi в музейнiй дiяльностi.

4. Аналiз тенденцiй музейної активностi. Аналiз тенденцiй вiдвiдува-
ностi музеїв є ключовим етапом у дослiдженнi динамiки музейної активностi.

Ключовими факторами, що впливають на музейну активнiсть, є:

Сезоннiсть: певнi перiоди року можуть залучати бiльше вiдвiдувачiв, особливо
в туристичнi сезони. Наприклад, лiтнi мiсяцi або святковi перiоди, такi як
новорiчнi свята чи день мiста, можуть збiльшувати кiлькiсть вiдвiдувань.

Культурнi подiї: спецiальнi подiї, такi як вiдкриття нових виставок, фестива-
лi, науковi конференцiї та майстер-класи, значно пiдвищують iнтерес до
музеїв. Крiм того, змiна культурних тенденцiй може створювати новi мо-
жливостi для музеїв.

Економiчнi чинники: рiвень доходiв населення, економiчна стабiльнiсть або кри-
за можуть впливати на можливостi вiдвiдування музеїв. У перiоди економi-
чного спаду деякi категорiї населення можуть зменшити витрати на куль-
турнi заходи.

Туризм: активнiсть туристiв також є важливим чинником. Музеї, якi розташо-
ванi в туристичних зонах, можуть зазнавати значного зростання вiдвiдува-
ностi, пов’язаного з мiжнародними або внутрiшнiми туристами.

Порiвняння цих тенденцiй дозволяє зрозумiти, як рiзнi пiдходи до органiзацiї
музейної дiяльностi можуть впливати на їхню популярнiсть серед населення.

5. Iнтегральна оцiнка музейної активностi. Iнтегральна оцiнка музей-
ної активностi передбачає комплексний пiдхiд, що дозволяє оцiнити не тiльки
кiлькiсть вiдвiдувачiв, але й iншi важливi аспекти дiяльностi музеїв. Для цього
використовуються рiзноманiтнi показники, якi зводяться в єдиний iнтегральний
показник.

Основнi компоненти iнтегральної оцiнки включають:

Вiдвiдуванiсть музеїв: кiлькiсть вiдвiдувачiв за певний перiод. Це може бути
розрахунок за мiсяць, квартал або рiк, залежно вiд наявних даних.

Кiлькiсть виставок: виявлення кiлькостi та рiзноманiтностi виставок, про-
ведених музеєм. Чим бiльше виставок, тим бiльша ймовiрнiсть залучення
вiдвiдувачiв.

Екскурсiї та освiтнi програми: кiлькiсть проведених екскурсiй, лекцiй та
iнших освiтнiх заходiв, що сприяють пiдвищенню iнтересу до музею.

Методика iнтегральної оцiнки передбачає створення спецiальної формули,
яка об’єднує цi показники в єдину метрику. Для цього кожен з цих показникiв
може бути оцiнений за допомогою спецiальних вагових коефiцiєнтiв, що вiд-
ображають їх важливiсть для загальної активностi музею. Це дозволяє створи-
ти комплексну картину стану музейної дiяльностi.

Для оцiнювання роботи музеїв обираємо наступнi показники:

1) 𝑥1 — кiлькiсть виставок в музеях протягом року;
2) 𝑥2 — кiлькiсть вiдвiдувачiв музеїв за рiк;
3) 𝑥3 — кiлькiсть проведених екскурсiй в музеї протягом року.
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Для дослiдження динамiки даних показникiв вибираємо ретроспективний
перiод тривалiстю 𝑇 . Значення показника 𝑥𝑖 в 𝑡-тий рiк ретроспективного пе-
рiоду позначимо через 𝑥𝑖(𝑡). Iнтегральна оцiнка ефективностi роботи музеїв ви-
значається рiвнiстю

𝑊 (𝑡) =
3∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖
𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥min

𝑖

𝑥max
𝑖 − 𝑥min

𝑖

,

де 𝑥max
𝑖 та 𝑥min

𝑖 — вiдповiдно, максимальне та мiнiмальне значення показника
𝑥𝑖, а 𝛼𝑖 — ваговi коефiцiєнти показникiв.

Коефiцiєнти 𝛼𝑖 повиннi вiдображати iснуючi статистичнi взаємозв’язки мiж
показниками 𝑥𝑖. Для цього визначимо коефiцiєнти коварiацiї

𝑟𝑖𝑗 = cov

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥min

𝑖

𝑥max
𝑖 − 𝑥min

𝑖

,
𝑥𝑗 − 𝑥min

𝑗

𝑥max
𝑗 − 𝑥min

𝑗

)︂
.

Цi коефiцiєнти утворюють коварiацiйну матрицю 𝑅 = (𝑟𝑖𝑗)
3
𝑖,𝑗=1

Якщо вибрати ваговi коефiцiєнти 𝛼𝑖 пропорцiйними квадратам компонент
власного вектора цiєї матрицi, який вiдповiдає її максимальному власному зна-
ченню, то одержана iнтегральна оцiнка найкраще вiдображатиме динамiку по-
казникiв 𝑥𝑖.

На основi описаної методики визначимо iнтегральну оцiнку ефективностi
роботи музеїв мiста Львова. В мiстi дiють 4 музеї: музично-меморiальний му-
зей Соломiї Крушельницької, музей народної архiтектури та побуту iм. К. Ше-
птицького, меморiальний музей тоталiтарних режимiв «Територiя Терору» та
меморiальний музей Гiдностi.

Таблиця 1.
Данi про дiяльнiсть музеїв мiста Львова

Роки Кiлькiсть
виставок

Кiлькiсть
вiдвiдувачiв

Кiлькiсть
екскурсiй

2010 37 362100 1642
2011 39 376600 1677
2012 38 382000 1586
2013 45 392100 1498
2014 36 413200 1354
2015 43 413500 1398
2016 24 235000 1057
2017 29 236900 1279
2018 39 251366 1152
2019 55 219486 930
2020 32 55035 238
2021 32 93107 534
2022 23 117831 487
2023 32 140143 600
2024 39 166088 647

Загальнi данi про кiлькiсть виставок, екскурсiй та вiдвiдувачiв цих музеїв
протягом ретроспективного перiоду 2010–2024 рр. наведено в таблицi 1 [4].
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Коварiацiйна матриця 𝑅 = (𝑟𝑖𝑗)
3
𝑖,𝑗=1 має такий вигляд

𝑅 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦0.0626 0.0344 0.0302
0.0344 0.1068 0.0953
0.0302 0.0953 0.0966

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Для визначення власних значень даної матрицi розв’яжемо рiвняння⃒⃒⃒⃒
⃒⃒0.0626− 𝜆 0.0344 0.0302

0.0344 0.1068− 𝜆 0.0953
0.0302 0.0953 0.0966− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Коренi цього рiвняння 𝜆1 = 0.2112, 𝜆2 = 0.0486, 𝜆3 = 0.0062
Отже, максимальне власне значення коварiацiйної матрицi є 0.2112. Цьому

значенню вiдповiдає власний вектор {0.294, 0.6955, 0.6556}. Вибираючи ваго-
вi коефiцiєнти 𝛼𝑖 в iнтегральнiй оцiнцi рiвними квадратам компонент даного
вектора, одержимо таку формулу для iнтегрального оцiнювання ефективностi
дiяльностi музеїв

𝑊 (𝑡) = 0.0864
𝑥1(𝑡)− 𝑥min

1

𝑥max
1 − 𝑥min

1

+ 0.4837
𝑥2(𝑡)− 𝑥min

2

𝑥max
2 − 𝑥min

2

+ 0.4298
𝑥3(𝑡)− 𝑥min

3

𝑥max
3 − 𝑥min

3

.

Визначенi за допомогою даної формули iнтегральнi оцiнки ефективностi дi-
яльностi музеїв Львова за 2010–2024 рр. наведено в таблицi 2.

Таблиця 2.
Iнтегральнi оцiнки ефективностi дiяльностi музеїв Львова

Роки Iнтегральна
оцiнка

2010 0.871533
2011 0.906956
2012 0.884361
2013 0.890614
2014 0.851765
2015 0.884220
2016 0.490175
2017 0.572553
2018 0.581152
2019 0.515041
2020 0.024310
2021 0.164097
2022 0.159111
2023 0.247282
2024 0.315238

Для одержання прогнозiв динамiки даної оцiнки використаємо метод екс-
поненцiйного вирiвнювання. Апроксимацiя iнтегральної оцiнки виконується за
допомогою квадратичної функцiї 𝑄 (𝑡) = 𝛼0 + 𝛼1𝑡 + 𝛼2

𝑡2

2!
. Коефiцiєнти 𝛼0, 𝛼1,
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𝛼2 вибираємо такими, щоб сума квадратiв вiдхилень фактичних значень 𝑊 (𝑡)
iнтегральної оцiнки вiд апроксимованих значень 𝑄(𝑡) стала мiнiмальною. На
основi цих коефiцiєнтiв визначаємо вирiвнянi значення iнтегральної оцiнки

𝑊1 (1) = 𝛼0 −
1− 𝛾
𝛾

𝛼1 +
(1− 𝛾)(2− 𝛾)

2𝛾2
𝛼2,

𝑊2 (1) = 𝛼0 −
2(1− 𝛾)

𝛾
𝛼1 +

2(1− 𝛾)(3− 2𝛾)

2𝛾2
𝛼2,

𝑊3 (1) = 𝛼0 −
3(1− 𝛾)

𝛾
𝛼1 +

3(1− 𝛾)(4− 3𝛾)

2𝛾2
𝛼2,

де 𝛾 — коефiцiєнт, який вiдображає перевагу, що надається в процесi прогнозу-
вання недавнiм значенням оцiнки.

Для кожного року ретроспективного перiоду, починаючи iз другого, визна-
чаємо величини 𝑊1 (𝑡), 𝑊2 (𝑡), 𝑊3(𝑡) за формулами⎧⎪⎨⎪⎩

𝑊1 (𝑡) = (1− 𝛾)𝑊1 (𝑡− 1) + 𝛾𝑊 (𝑡),

𝑊2 (𝑡) = (1− 𝛾)𝑊2 (𝑡− 1) + 𝛾𝑊1(𝑡),

𝑊3 (𝑡) = (1− 𝛾)𝑊3 (𝑡− 1) + 𝛾𝑊2(𝑡).

Коефiцiєнти 𝛼0, 𝛼1, 𝛼2 теж змiнюються при переходi до кожного наступного
року i визначаються за допомогою рiвностей:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝛼0(𝑡) = 3𝑊1 (𝑡)− 3𝑊2 (𝑡) +𝑊3(𝑡),

𝛼1(𝑡) =
𝛾

2(1−𝛾)2
[(6− 5𝛾)𝑊1 (𝑡)− 2(5− 4𝛾)𝑊2 (𝑡) + (4− 3𝛾)𝑊3(𝑡)] ,

𝛼2(𝑡) =
𝛾2

(1−𝛾)2
(𝑊1 (𝑡)− 2𝑊2 (𝑡) +𝑊3(𝑡)) .

Отриманi для 2024 року коефiцiєнти 𝛼0, 𝛼1, 𝛼2, використовуються для про-
гнозування iнтегральної оцiнки ефективностi дiяльностi музеїв на 2025 рiк. Для
цього скористаємося рiвнiстю

𝑊 (𝑇 + 𝜃) = 𝛼0 + 𝛼1𝜃 + 𝛼2
𝜃2

2!
.

Для оцiнювання точностi прогнозу для кожного року ретроспективного перi-
оду, починаючи iз другого, визначаємо абсолютне вiдхилення прогнозу на один
перiод за формулою

Δ (𝑡) = 𝑊 (𝑡)− 𝛼0(𝑡)− 𝛼1(𝑡)−
𝛼2(𝑡)

2
,

та вiдповiдне вiдносне вiдхилення, яка є вiдношенням квадрату абсолютного
вiдхилення до квадрату одержаного на цей перiод прогнозного значення

𝛿 (𝑡) =
Δ2(𝑡)

(𝛼0 + 𝛼1 +
𝛼2

2
)2
.
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Середнє вiдхилення за весь ретроспективний перiод визначається як середнє
геометричне вiдносних вiдхилень за всi роки ретроспективного перiоду, почи-
наючи iз другого:

𝛿 =

(︃
𝑇∏︁
𝑡=2

𝛿(𝑡)

)︃ 1
𝑇−1

.

Точнiсть прогнозу вважається рiвною 1−𝛿. Ця точнiсть iстотно залежить вiд
вибраного коефiцiєнта 𝛾. Величина цього коефiцiєнта визначається емпiрично
таким чином, щоб точнiсть 1 − 𝛿 стала найвищою. Для прогнозування iнте-
гральної оцiнки ефективностi дiяльностi музеїв Львова нами вибрано значення
𝛾 = 0.6, що забезпечить точнiсть 1− 𝛿 = 97.9%.

В результатi одержано прогнозоване значення iнтегральної оцiнки на 2025
рiк 𝑊 = 0.399, тобто очiкується певне зростання даної оцiнки порiвняно iз 2024
роком.

6. Висновки. Математичне моделювання динамiки музейної активностi
має значний потенцiал для оптимiзацiї роботи музеїв. Використання таких мо-
делей дозволяє: здiйснювати планування ресурсiв музеїв, зокрема персоналу
та матерiалiв для виставок i екскурсiй; пiдвищувати ефективнiсть проведен-
ня культурних подiй, прогнозуючи їхнiй вплив на вiдвiдуванiсть; оптимiзувати
маркетинговi стратегiї, орiєнтуючи їх на прогнозованi пiк вiдвiдуваностi; розро-
бляти новi стратегiї залучення вiдвiдувачiв, враховуючи всi значущi фактори.

Математичне моделювання є потужним iнструментом для аналiзу та опти-
мiзацiї роботи музеїв, допомагаючи їм ефективно реагувати на змiнюванi умови
та забезпечувати сталий розвиток в майбутньому.
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Ichanska N. V., Lysenko M. V., Churikova V. O. Mathematical Modeling of
Museum Activity Dynamics.

The article examines the theoretical and practical aspects of mathematical modeling
of the dynamics of museum activity. Museum activity is a significant indicator of a city’s
cultural and social development, and its effectiveness can be evaluated using quantitative
methods, particularly through integral assessment. The purpose of this study is to analyze
trends in museum operations and to develop a mathematical model for forecasting their
dynamics.

The paper presents quantitative models for assessing the effectiveness of museum perfor-
mance. Various mathematical approaches were applied, including elements of probability
theory, statistical analysis, linear algebra, and a methodology for comprehensive integral
evaluation.

The authors propose an integral assessment of museum activity, using the case of the
city of Lviv as an example. To determine the coefficients for this assessment, a method
based on the use of the covariance matrix, its eigenvalues, and eigenvectors was applied.
The advantages of this approach lie in its objectivity and its ability to reflect the actual
interdependencies between the statistical indicators involved in the evaluation process.

Furthermore, the authors developed a methodology for integral assessment that enables
comprehensive analysis and the formulation of forecasts regarding the further development
of museum activity. Forecasting the effectiveness of museum operations based on quanti-
tative evaluations is crucial for resource planning and optimization. In particular, it allows
for the identification of the most effective strategies for museum management across dif-
ferent seasons and supports the adoption and implementation of scientifically grounded
managerial decisions in the field of cultural development.

The results of this study may serve as a foundation for further research in the field
of mathematical modeling of cultural processes, facilitating more accurate evaluation of
museum activities. The proposed methodology can be applied to enhance museum devel-
opment strategies and to adapt their operations to changes in the socio-economic environ-
ment.

Keywords: modeling, museum activity, evaluation, indicators, forecasting.
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МОДЕЛЮВАННЯ БАГАТОКРИТЕРIАЛЬНОГО ВИБОРУ В
ЗАДАЧI ПIДБОРУ ПЕРСОНАЛУ МЕТОДОМ АНАЛIЗУ

IЄРАРХIЙ

Розглянуто застосування методу аналiзу iєрархiй (AHP) до задачi багатокритерi-
ального пiдбору персоналу адаптованої для мережi роздрiбної торгiвлi регiонального
рiвня. Побудовано трирiвневу iєрархiчну модель, що включає цiль, сiм критерiїв оцi-
нювання кандидатiв та три альтернативи. У межах моделювання враховано як кiль-
кiснi, так i якiснi показники. Застосовано програмне забезпечення SuperDecisions, за
допомогою якого виконано обчислення локальних i глобальних прiоритетiв альтерна-
тив та проведено сенситивний аналiз. Результати дослiдження показали, що найбiль-
ший вплив на прийняття рiшення мають iнвертнi критерiї вiку, частости змiни роботи,
тодi як соцiальнi характеристики мають дещо обмежений вплив. Визначено найопти-
мальнiшого кандидата на посаду на основi сукупної iнтегральної оцiнки. Отриманi
результати можуть бути використанi для автоматизацiї та обґрунтування рiшень у
сферi управлiння персоналом.

Ключовi слова: метод аналiзу iєрархiй, AHP, пiдбiр персоналу, багатокритерiальний
вибiр, прийняття рiшень, сенситивний аналiз.

1. Вступ. В умовах сучасного ринку працi ефективнiсть кадрової полiтики
значною мiрою залежить вiд здатностi органiзацiй приймати швидкi й обґрун-
тованi рiшення щодо пiдбору персоналу. Зростання вимог до квалiфiкацiйно-
го, психологiчного та соцiального профiлю кандидатiв ускладнює процедуру
прийняття рiшень, перетворюючи її на багатокритерiальну задачу. Традицiй-
нi методи оцiнювання персоналу часто є суб’єктивними та не враховують усiх
аспектiв складного вибору. У зв’язку з цим особливої актуальностi набуває за-
стосування математичних методiв пiдтримки прийняття рiшень. Впроваджен-
ня таких моделей у практику HR-департаментiв сприяє пiдвищенню якостi та
об’єктивностi вiдбору кандидатiв.

Одним iз найбiльш ефективних iнструментiв багатокритерiального аналiзу
є метод аналiзу iєрархiй (AHP), розроблений Т. Саатi. Вiн дозволяє структуру-
вати складнi задачi, здiйснювати попарне порiвняння альтернатив i критерiїв,
розраховувати ваги на основi експертних оцiнок i визначати найбiльш прiори-
тетну альтернативу. Метод AHP успiшно застосовується в рiзних сферах управ-
лiнської дiяльностi, включаючи логiстику, проєктний менеджмент, енергетику
та медицину. Однак, саме в галузi управлiння людськими ресурсами застосува-
ння цього пiдходу набуває особливого значення, оскiльки забезпечує прозорiсть,
системнiсть та вiдтворюванiсть прийняття рiшень.
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Метою дослiдження є розроблення математичної моделi багатокритерiаль-
ного вiдбору персоналу адаптованої для мережi роздрiбної торгiвлi на основi
методу AHP, що забезпечує формалiзацiю процесу прийняття рiшень, врахува-
ння рiзнотипних (якiсних i кiлькiсних) критерiїв та оцiнювання альтернатив iз
подальшим визначенням найпрiоритетнiшого кандидата та проведенням сенси-
тивного аналiзу для оцiнки стiйкостi моделi до змiн вагових коефiцiєнтiв кри-
терiїв.

2. Огляд лiтератури. Фундаментальна праця Саатi [1] вводить концепцiю
AHP, засновану на парному порiвняннi критерiїв i альтернатив для визначен-
ня їхньої вiдносної ваги, пропонуючи математичну основу для структуруван-
ня складних рiшень. Подальший розвиток методологiї, представлений Саатi та
Варгасом [2], розширює AHP через iнтеграцiю з аналiтичним мережевим про-
цесом (ANP) i демонструє його застосування в управлiннi та iнженерiї. Для
практичного використання автори [3] надають спрощенi iнструкцiї, акцентую-
чи на доступностi AHP для вирiшення управлiнських завдань.

Iнтеграцiя AHP з нечiткою логiкою, розглянута в [4], дозволяє враховувати
невизначенiсть у суб’єктивних оцiнках, зокрема при вiдборi персоналу. Огляд
[5] систематизує застосування AHP у логiстицi, освiтi та охоронi здоров’я, пiд-
креслюючи його унiверсальнiсть i обмеження. В [6] аналiзують еволюцiю AHP
i ANP за 2000–2019 роки, порiвнюючи їх з iншими методами та вiдзначаючи
адаптацiю до сучасних викликiв.

Сучаснi дослiдження демонструють iнновацiйнi пiдходи до AHP. В [7] по-
єднано AHP з машинним навчанням для оцiнки екологiчно стiйких тракторiв,
демонструючи потенцiал гiбридних методiв. В [8] застосовано AHP для оцiн-
ки психологiчного розширення прав i можливостей працiвникiв, пiдкреслюючи
його роль у соцiальних дослiдженнях. У сферi розумних медичних систем в [9]
використовують AHP для ранжування критерiїв управлiння здоров’ям, а в [10]
адаптують метод для оцiнки компетенцiй у секторi освiтнiх технологiй.

Отже, аналiз лiтературних джерел свiдчить про високу релевантнiсть та
унiверсальнiсть методу AHP у сферi управлiння персоналом. Iснуючi пiдходи
демонструють як класичнi, так i гiбриднi форми реалiзацiї цього методу, що
дозволяє адаптувати його до специфiки конкретного пiдприємства, умов ринку
та профiлю вакансiй.

На вiдмiну вiд загальних пiдходiв до застосування AHP, дане дослiдження
iнтегрує кiлькiснi та якiснi показники у модель пiдбору персоналу для мере-
жi магазинiв роздрiбної торгiвлi регiонального рiвня, що дозволить отримати
модель бiльш адаптивну до реальних умов ринку працi та детальнiшу картину
компетентностi кандидатiв.

3. Моделi i методи.
3.1. Формалiзацiя задачi. Iєрархiчна модель прийняття рiшення побудова-

на на основi вiдомостей отриманих вiд особи, що приймає рiшення (ОПР) та
включає три рiвнi.

Рiвень 1 (Мета). Вибiр найкращого кандидата.
Рiвень 2 (Критерiї):
– зовнiшнiй вигляд (Physical Appearance);
– мовлення (Verbal Communication Skills);
– локацiя проживання (Place of Residence);

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 46, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



190 Н. Е. КОНДРУК, О. В. ТИРПАК

– обмеженiсть з релiгiйних причин (Religious Constraints);
– вiк кандидата (Age);
– наявнiсть дiтей до 12 рокiв (Presence of Young Children);
– частота змiни мiсця роботи (Job Turnover Rate).

Рiвень 3 (Альтернативи): три кандидати на посаду.
3.2. Побудова матрицi попарних порiвнянь. Для визначення ваг критерiїв бу-

ло сформовано матрицю попарних порiвнянь з урахуванням шкали Саатi [1, 2],
яка передбачає оцiнювання вiдносної важливостi кожного критерiю по вiдно-
шенню до iнших. Значення елементiв матрицi можуть набувати величин вiд 1
до 9 або обернених до них (1/2, 1/3, . . . , 1/9), що вiдображає перевагу одного
критерiю над iншим.

Таблиця 1.
Матриця попарних порiвнянь критерiїв за методом аналiзу iєрархiй

Критерiї PA VCS PR RC Age PYC JTR
PA 1 3 1/7 6 1/5 1/4 1/9
VCS 1/3 1 1/9 6 1/9 1/5 1/7
PR 7 9 1 1/2 2 1/3 1/3
RC 1/6 1/6 2 1 1/9 1/9 1/9
Age 5 9 1/2 9 1 3 1
PYC 4 5 3 9 1/3 1 1/4
JTR 9 7 3 9 1 4 1

Отриману матрицю було використано для обчислення локальних ваг
𝑤 = [𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛]

𝑇 критерiїв за допомогою методу нормалiзацiї або обчисле-
ння власного вектора.

3.3. Перевiрка узгодженостi [1, 2]. Для визначення рiвня узгодженостi екс-
пертних оцiнок розраховується iндекс узгодженостi (CI) та коефiцiєнт узгодже-
ностi (CR):

𝐶𝐼 =
𝜆max − 𝑛
𝑛− 1

,

де 𝜆max — найбiльше власне значення матрицi попарних порiвнянь, яке можна
наближено обчислити за формулою:

𝜆max =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑤
*
𝑗

)︃
/𝑤*

𝑖 ,

де 𝑎𝑖𝑗 — елемент матрицi попарного порiвняння (вiдношення важливостi крите-
рiю i до критерiю 𝑗), 𝑛 — кiлькiсть критерiїв, 𝑤*

𝑖 — нормалiзована вага критерiю
𝑖 у векторi 𝑤*.

Коефiцiєнт узгодженостi:

𝐶𝑅 =
𝐶𝐼

𝑅𝐼
,

де 𝑅𝐼 — середнє значення iндексу випадкової узгодженостi для матрицi порядку
𝑛. Так як, 𝐶𝑅 = 0.094 < 0.1, то матриця вважається узгодженою, а мiркування
ОПР непротирiчивими.
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4. Експерименти. Для перевiрки ефективностi запропонованого пiдходу
було проведено експериментальне дослiдження з використанням програмного
забезпечення SuperDecisions [11], яке реалiзує метод аналiзу iєрархiй (AHP).

4.1. Побудова моделi у SuperDecisions. Iєрархiчна структура задачi, яка вклю-
чає цiль, сiм критерiїв i три альтернативи (Person 1, Person 2, Person 3), була
повнiстю реалiзована у середовищi SuperDecisions. Iнтерфейс програми дозво-
лив вiзуально представити модель, створити необхiднi вузли та кластери цiлi,
критерiїв та альтернатив, реалiзувати зв’язки мiж ними вiдповiдно до заданої
структури.

4.2. Порiвняння альтернатив. На основi експертних суджень були проведенi
попарнi порiвняння альтернатив за кожним критерiєм. Для суб’єктивних кри-
терiїв (зовнiшнiй вигляд, мовлення, локацiя проживання) використовувалась
шкала Саатi та думка ОПР. Для кiлькiсних показникiв (вiк, кiлькiсть дiтей,
частота змiни мiсця роботи) порiвняння здiйснювалося прямим способом вве-
дення фактичних значень. Оцiнювання виконувалося наступним чином:

∙ за критерiєм зовнiшнього вигляду експертнi оцiнки засвiдчили перевагу
кандидата 1 над iншими;
∙ за мовленням найвищу оцiнку отримав кандидат 2;
∙ за локацiєю проживання перевага була вiддана кандидатам 1 i 2;
∙ за кiлькiсними критерiями (вiк, дiти, змiна роботи) значення було введено
безпосередньо у вiдповiднi порiвняльнi таблицi та автоматично нормалiзо-
вано системою.

Усi оцiнки вводилися до вiдповiдних локальних матриць у SuperDecisions,
пiсля чого система виконувала обчислення локальних прiоритетiв для кожної
альтернативи.

5. Результати. На завершальному етапi моделювання було отримано гло-
бальнi прiоритети кандидатiв, що базуються на об’єднаннi локальних прiорите-
тiв альтернатив за кожним критерiєм з вiдповiдними вагами критерiїв. Резуль-
тати розрахунку були згенерованi у виглядi матрицi обмежень (Limit Matrix),
яка вiдображає остаточнi впливи всiх критерiїв на альтернативи з урахуванням
iєрархiчної структури моделi.

5.1. Ваги критерiїв. Iнтегральнi ваги критерiїв визначено за допомогою пар-
них порiвнянь та представлено у таблицi 2.

Таблиця 2.
Ваги критерiїв

Критерiй PA VCS PR RC Age PYC JTR
Вага 0.0268 0.0177 0.0997 0.0084 0.1323 0.0518 0.1640

Вiдсоткова
вага 5% 4% 19% 2% 26% 11% 32%

5.2. Глобальнi прiоритети кандидатiв. Глобальнi ваги альтернатив сформо-
вано у результатi автоматичної агрегацiї у SuperDecisions. Пiдсумковi значення
прiоритетiв наведено у таблицi 3.

6. Обговорення. Використання програмного забезпечення SuperDecisions
дало змогу не лише отримати iнтегральнi оцiнки кандидатiв, але й провести
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Таблиця 3.
Глобальнi прiоритети кандидатiв

Альтернатива Person
1

Person
2

Person
3

Глобальний
прiоритет 28% 31% 41%

повноцiнний сенситивний аналiз для оцiнки впливу ваг окремих критерiїв на
остаточне ранжування альтернатив.

6.1. Iнтерпретацiя глобальних оцiнок. Аналiз показав, що найвищу глобаль-
ну оцiнку отримала альтернатива «Person 3» (41%), що зумовлено його перева-
гами за такими «впливовими» критерiями, як вiк, частота змiни мiсця роботи та
наявнiсть дiтей. Значення прiоритетiв кандидатiв вiдображає не лише їхнi абсо-
лютнi характеристики, а й вiдносну важливiсть кожного критерiю в контекстi
ухвалення рiшення (табл. 2).

6.2. Сенситивний аналiз. Сенситивний аналiз, дозволив оцiнити, наскiльки
стабiльною є модель щодо змiни ваг окремих критерiїв. На рис.1 представлено
графiки залежностi нормалiзованих прiоритетiв кандидатiв вiд ваг критерiїв.
Основнi висновки з аналiзу наступнi.

∙ Критерiї зовнiшнього вигляду та наявностi малолiтнiх дiтей є найчутливi-
шими, вони мають по три точки змiни рангiв. Також кожен з них має точки
змiни прiоритетiв для обраної альтернативи 3. З iншого боку цi точки ле-
жать не в околi ваги критерiю (пунктирної лiнiї).
∙ Критерiй частоти змiни роботи також має точки змiни рангiв, але не для
фаворитної альтернативи.
∙ Iншi критерiї мають обмежений вплив: їх змiна не призводить до перети-
ну лiнiй прiоритетiв, отже, не змiнює ранжування. Це вказує на стiйкiсть
моделi до змiни ваг другорядних характеристик, що демонструє слабку ди-
ференцiюючу здатнiсть цих критерiїв у контекстi даної вибiрки кандидатiв.

Рис. 1. Фрагмент сенситивного аналiзу критерiїв а) PA, b) PYC, c) JTR.

6.3. Узагальнений аналiз. Отриманi результати дозволяють стверджувати,
що модель є загалом стiйкою, однак її чутливiсть до змiн ваг критерiїв, пов’яза-
них iз зовнiшнiм виглядом та наявнiстю малолiтнiх дiтей, вимагає особливої

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



МОДЕЛЮВАННЯ БАГАТОКРИТЕРIАЛЬНОГО ВИБОРУ В ЗАДАЧI . . . 193

уваги пiд час прийняття остаточного рiшення. Таким чином, сенситивний ана-
лiз виступає важливим етапом перевiрки надiйностi моделi та виявлення кри-
тичних факторiв, якi найбiльше впливають на результат.

7. Висновки. У рамках дослiдження запропоновано i реалiзовано мо-
дель багатокритерiального пiдбору персоналу на основi методу аналiзу iєрархiй
(AHP), адаптовану до умов мережi магазинiв роздрiбної торгiвлi на регiональ-
ному рiвнi. Розроблена iєрархiчна структура, яка охоплює як об’єктивнi кiль-
кiснi, так i суб’єктивнi якiснi критерiї, дозволила здiйснити комплексну оцiнку
кандидатiв з урахуванням реалiй сучасного ринку працi.

Наукова новизна дослiдження полягає у: розробцi моделi, що поєднує кiль-
кiснi та якiснi показники у контекстi пiдбору персоналу для галузi роздрiбної
торгiвлi; проведеннi сенситивного аналiзу, який дозволив оцiнити високу ста-
бiльнiсть прийнятого рiшення.

Практична значущiсть дослiдження полягає в тому, шо: модель може бути
використана у вiддiлах кадрiв роздрiбних компанiй для систематизацiї процесу
найму; результат моделювання дозволяє зменшити суб’єктивнiсть у процесi до-
бору та зробити вибiр максимально прозорим i логiчно обґрунтованим; пiдхiд
може бути масштабований або адаптований до iнших галузей та типiв вакансiй.

Подальшi дослiдження можуть бути спрямованi на автоматизацiю введення
даних, iнтеграцiю з CRM-системами або використання гiбридних моделей, що
поєднують AHP iз методами машинного навчання.
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ОПТИМIЗАЦIЯ ОБЧИСЛЕНЬ В АЛГОРИТМАХ
МУЛЬТИПЛЕКСНОГО РОЗБИТТЯ КОНТИНУАЛЬНИХ

МНОЖИН

У роботi представлено розробку та оптимiзацiю алгоритмiв для розв’язання задач
мультиплексного розбиття множин iз використанням методiв векторизацiї обчислень.
Здiйснено порiвняння базового iтеративного пiдходу iз векторизованим методом, що
також передбачає попереднє обчислення тензора вiдстаней мiж точками та центрами.
Використання одиночних потокiв команд з множинними потоками даних дозволило
значно скоротити час виконання обчислень та пiдвищити продуктивнiсть алгоритму.
Результати пiдтверджують ефективнiсть застосованих методiв для задач iз великими
обсягами даних.

Ключовi слова: мультиплексне розбиття, оптимiзацiя, мемоiзацiя, векторизацiя, SIMD-
iнструкцiї.

1. Вступ. Проблеми ефективного зонування територiй, розмiщення сервiсних
центрiв i рацiонального розподiлу мiж ними ресурсiв є об’єктом дослiджень
сучасної оптимiзацiйної теорiї i набувають особливої актуальностi у контекстi
гуманiтарної логiстики, де необхiдно швидко та ефективно реагувати на над-
звичайнi ситуацiї.

У статтi [1] представлено моделi та методи оптимального розбиття територiї
на зони обслуговування сервiсними центрами, що враховують можливiсть за-
безпечення послугою будь-яким з кiлькох найближчих центрiв. У цих моделях
передбачається мiнiмiзацiя вiдстанi або часу надання послуг. Їх узагальненням
є задачi оптимального мультиплексного розбиття множин з обмеженнями на
потужностi (ємностi) центрiв, описанi в [2].

У роботах [1, 2] автори акцентують увагу на чисельнiй реалiзацiї i коректно-
стi роботи запропонованих алгоритмiв оптимального мультиплексного розби-
ття множин. По-перше, порiвнюють з вiдомими результати розв’язання задач
розбиття на монополiї, якi є окремим випадком задач оптимального мультипле-
ксного розбиття множин (ОМРМ) при 𝑘 = 1. По-друге, модельнi приклади ав-
тори складають за таких вихiдних даних, аби результати розмiщення-розбиття
були заздалегiдь передбачуваними. Питання оптимiзацiї самої програмної реа-
лiзацiї розроблених алгоритмiв мультиплексного розбиття задля прискорення
їх роботи не розглядалися. Зменшення обсягу задiяних обчислювальних ресур-
сiв i часу виконання алгоритмiв ОМРМ є суттєвим аспектом при подальшiй їх
iнтеграцiї з сучасними ГIС, що робить актуальним дане дослiдження.

Взагалi, задачi оптимального мультиплексного розбиття мають широкий
спектр застосувань, зокрема побудову дiаграм Вороного вищого порядку, ви-
значення зон впливу центрiв iз врахуванням їхньої потужностi. Результати чи-
сельних експериментiв, наведених в роботах [2, 3] демонструють ефективнiсть
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запропонованих методiв, зокрема в задачах розподiлу ресурсiв у реальних умо-
вах. Останнi розв’язуються iз залученням геоiнформацiйних систем. При цьому
важливим є використання сучасних алгоритмiв, якi дозволяють швидко отри-
мувати оптимальнi розв’язки навiть для великих множин.

Метою роботи є скорочення часу виконання алгоритму мультиплексного роз-
биття континуальних множин шляхом використання сучасного програмного iн-
струментарiю, зокрема, методiв векторизацiї обчислень, бiблiотек для числових
розрахункiв (наприклад, NumPy), а також апаратних можливостей, таких як
пiдтримка SIMD-iнструкцiй (Single Instruction Multiple Data) i оптимiзацiя пiд
сучасну архiтектуру процесорiв.

2. Огляд лiтератури. Задачi розмiщення-розподiлу є фундаментальними
в аналiзi логiстичних процесiв i зонуваннi територiй, зокрема в умовах гуманi-
тарної логiстики та кризових ситуацiй. У дослiдженнi [4] подано систематичний
огляд лiтератури зi 105 статей, пов’язаних з математичним моделюванням роз-
подiльчих процесiв, розробкою пiдходiв щодо планування та виконання заходiв
з матерiально-технiчного забезпечення гуманiтарної допомоги. У контекстi кон-
курентного середовища задачi розмiщення сервiсних об’єктiв вимагають враху-
вання багатьох факторiв, таких як частка ринку, яку можуть зайняти об’єкти,
їхня привабливiсть для клiєнтiв та реакцiї конкурентiв.

Для вирiшення проблеми розмiщення-розподiлу в роботi [5] використано
стратегiю, пов’язану з кластеризацiєю, визначаючи мiсця для об’єктiв парку
за допомогою C-Means i нечiткого алгоритму кластеризацiї.

У роботi [6] представлено огляд моделей конкурентного розташування для
оцiнювання ринкової частки об’єктiв залежно вiд вiдстанi до них та рiвня їхньої
привабливостi. Значний внесок у розвиток цих пiдходiв зробила Tammy Drezner,
запропонувавши iнновацiйнi методи для визначення найкращих локацiй конку-
рентних об’єктiв [6, 7].

У дискретних та неперервних моделях розташування об’єктiв важливим є
врахування варiативностi потенцiйних мiсць розмiщення. У роботi [7] розгляну-
то неперервнi задачi оптимального розмiщення об’єктiв, де розташування може
бути визначене в будь-якiй точцi площини або обмеженому регiонi. Це вiдрi-
зняє такi моделi вiд дискретних, де набiр мiсць розташування є фiксованим. У
завданнях, пов’язаних iз розмiщенням складiв чи медичних центрiв, основною
метою є мiнiмiзацiя сукупних витрат на доставку, що включає вiдстань та об-
сяги поставок. Такi моделi забезпечують вищу гнучкiсть у прийняттi рiшень i
дозволяють враховувати безлiч можливих конфiгурацiй мережi.

Iснує низка наукових робiт, у яких вивчаються проблеми розмiщення роз-
подiлу з урахуванням динамiки змiни певних параметрiв. Так, дослiдження [8]
зосереджено на оптимiзацiї розмiщення динамiчного об’єкта мережi технiчного
обслуговування сiльськогосподарської технiки з метою швидкої та надiйної ре-
акцiї на її несправнiсть пiд час збору врожаю. Проблема полягає у визначеннi
мiсця розмiщення тимчасових станцiй технiчного обслуговування та кiлькостi
мiстких сервiсних об’єктiв для кожної з них, аби задовольнити потреби в технi-
чному обслуговуваннi. Математичною моделлю є змiшана цiлочисельна задачi
лiнiйного програмування.

Особливої уваги заслуговують багатоетапнi моделi, що поєднують елементи
дискретної та неперервної оптимiзацiї. У роботi [9] запропоновано математи-
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чну модель для задачi двоетапного розмiщення-активацiї об’єктiв, яка врахо-
вує три рiвнi центрiв: регiональний, субрегiональний та розподiльчий. Автори
пропонують два пiдходи: перший передбачає подiл процесу на два окремi етапи
(визначення координат розподiльчих центрiв та подальше розмiщення субрегiо-
нальних), другий використовує комбiнований пiдхiд, iнтегруючи обидва етапи.
Обидва методи враховують витрати на операцiї, доставку, розмiщення та акти-
вацiю об’єктiв, дозволяючи мiнiмiзувати сукупнi витрати.

У роботах [10, 11] розглянуто частково-двоетапнi процеси розподiлу мате-
рiальних потокiв, що включають моделювання зв’язкiв мiж виробничими пiд-
приємствами, розподiльчими центрами та кiнцевими споживачами. Автори про-
понують математичнi моделi, якi дозволяють визначати кiлькiсть, мiсткiсть i
координати розподiльчих центрiв, оптимiзуючи транспортнi витрати та рацiо-
налiзуючи логiстичнi процеси. Високий рiвень деталiзацiї моделей забезпечує
їхню застосовнiсть до стратегiчного планування в соцiальних, економiчних та
виробничих сферах.

Задачi розмiщення-розподiлу в умовах невизначеностi також є важливим на-
прямком сучасних дослiджень. У роботi [12] розглядається розподiльно-робастна
модель для задачi багатоперiодного розмiщення-розподiлу з урахуванням мно-
жинних ресурсiв i рiвнiв потужностi. Автори акцентують увагу на врахуваннi
невизначеного попиту та часу виконання логiстичних операцiй. Представлений
алгоритм розгалужень та вiдсiкань iз додатковими удосконаленнями, такими
як нормалiзацiя двоїстих змiнних та генерування вiдсiкань Benders, демонструє
високу ефективнiсть у вирiшеннi задач великих розмiрiв.

У задачах медичної логiстики одним iз ключових аспектiв є забезпечення
якостi постачання та задоволення потреб споживачiв. У [13] представлено три-
рiвневу модель постачання кровi, яка включає якiснi критерiї, такi як свiжiсть
продукту, спiввiдношення “попит-пропозицiя” та надiйнiсть обладнання. Вра-
ховуючи невизначенiсть попиту на кров, модель iнтегрує методологiю Interval
Evidential Reasoning (IER), що дозволяє оптимiзувати розподiл у реальних умо-
вах.

Реалiзацiя розроблених методiв ОМРМ передбачає виконання численних
однакових операцiй над масивами даних. Для пiдвищення обчислювальної ефе-
ктивностi таких алгоритмiв доцiльним є використання технiки векторизацiї
[14, 15]. Як показано в [14], така оптимiзацiя суттєво зменшує час виконання
при обробцi просторових множин великого обсягу. Аналогiчнi висновки наведе-
но в [15], де векторизованi процедури продемонстрували вищу продуктивнiсть
порiвняно з класичними iтерацiйними пiдходами.

Отже, сучаснi дослiдження в галузi розмiщення-розподiлу акцентують увагу
на iнтеграцiї дискретної та неперервної оптимiзацiї, врахуваннi невизначеностей
та використаннi професiйного програмного забезпечення. Це дозволяє вирiшу-
вати широкий спектр задач, вiд стратегiчного планування логiстичних мереж
до управлiння ресурсами в кризових ситуацiях.

3. Постановка завдання. Основною задачею є оптимiзацiя процесу муль-
типлексного розбиття множин з урахуванням обмежених потужностей сервi-
сних центрiв. При цьому передбачається, що попит на певну послугу неперервно
розподiлений у заданому регiонi. Необхiдно розподiлити клiєнтiв (споживачiв
послуги) таким чином, щоб мiнiмiзувати витрати на їх обслуговування, врахо-
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вуючи кiлькiсть i мiсця розташування сервiсних центрiв, а також їх потужностi.
Iтеративний пiдхiд реалiзацiї алгоритму розв’язання задачi оптимального

мультиплексного розбиття множин, який розроблено в [1, 2] i застосовано, зокре-
ма, в [3, 10], характеризується високими обчислювальними витратами.

Потрiбно розробити та впровадити в алгоритми мультиплексного розбиття
множин оптимiзованi методи обчислення, зокрема векторизацiю та процедуру
попереднього розрахунку вiдстаней мiж точками. Це дозволить значно скороти-
ти час виконання алгоритмiв i пiдвищити ефективнiсть розв’язання задач для
великих множин i для будь-якого числа центрiв, що розмiщуються.

4. Матерiали i методи. Представимо математичну модель задачi. Для
цього введемо наступнi позначення: Ω — обмежена, замкнена множина у про-
сторi 𝐸2, 𝜏𝑖 ∈ Ω, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 , — центри обслуговування (можуть бути зафiксо-
ваними або такими, розташування яких необхiдно визначити в рамках моделi).
Функцiя 𝜌(𝑥) є невiд’ємною, описує попит на послугу в точцi 𝑥 ∈ Ω. Вартiсть
обслуговування клiєнта в точцi 𝑥 центром 𝜏𝑖 задається виразом 𝑐 (𝑥, 𝜏𝑖) /𝑤𝑖, де
𝑐 (𝑥, 𝜏𝑖) — це функцiя витрат, а 𝑤𝑖 — ваговий коефiцiєнт. Значення 𝑎𝑖 вiдпо-
вiдає вартостi створення нового центру або модернiзацiї iснуючого 𝜏𝑖, а також
враховує фiксованi органiзацiйнi витрати, розрахованi на одиницю попиту. Па-
раметри 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑁 визначають максимальну кiлькiсть послуг, яку може за-
безпечити кожен центр.

Необхiдно роздiлити регiон Ω на пiдмножини Ω𝜎𝑙
, 𝑙 = 1, 𝐿, кожна з яких

охоплює клiєнтiв, якi обслуговуються однаковим набором iз 𝑘-найближчих сер-
вiсних центрiв

{︁
𝜏𝑗𝑙1 , 𝜏𝑗𝑙2 , . . . , 𝜏𝑗𝑙𝑘

}︁
, де 𝜎𝑙 =

{︀
𝑗𝑙1, 𝑗

𝑙
2, . . . , 𝑗

𝑙
𝑘

}︀
— набiр iндексiв центрiв,

якi асоцiюються з пiдмножиною Ω𝜎𝑙
. При цьому розподiл потрiбно виконати з

урахуванням обмежень потужностi кожного 𝑗-го центру.
Для опису задачi також вводяться такi позначення: N = {1, 2, . . . , 𝑁} — мно-

жина iндексiв усiх центрiв; M(N, 𝑘) — множина всiх можливих 𝑘-елементних
пiдмножин множини N, де |M(N, 𝑘)| = 𝐶𝑘

𝑁 = 𝐿; 𝜎𝑙 =
{︀
𝑗𝑙1, 𝑗

𝑙
2, . . . , 𝑗

𝑙
𝑘

}︀
, 𝑙 = 1, 𝐿 —

елементи множини M(N, 𝑘).

Означення 1. Система пiдмножин {Ω𝜎1 ,Ω𝜎2 , . . . ,Ω𝜎𝐿
}, яка утворює Ω ⊂

𝐸2 називається розбиттям 𝑘-го порядку множини Ω на її пiдмножини Ω𝜎1 ,
Ω𝜎2, . . . , Ω𝜎𝐿

, якщо виконуються такi умови
𝐿⋃︁
𝑙=1

Ω𝜎𝑙
= Ω,

mes
(︁
Ω𝜎𝑖

⋂︁
Ω𝜎𝑗

)︁
= 0; 𝜎𝑖, 𝜎𝑗 ∈ M(N, 𝑘) , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝐿,

де mes (·) — мiра множини. Пiдмножини Ω𝜎𝑗
називаються пiдмножинами 𝑘-

го порядку множини Ω.

Позначимо через Σ𝑁,𝑘
Ω — множину всiх можливих розбиттiв 𝑘-го порядку

множини Ω на пiдмножини Ω𝜎1 , . . . ,Ω𝜎𝐿
, тобто:

Σ𝑁,𝑘
Ω =

{︃
𝜔 = {Ω𝜎1 , . . . ,Ω𝜎𝐿

} :
𝐿⋃︁
𝑙=1

Ω𝜎𝑙
= Ω,

mes
(︁
Ω𝜎𝑖

⋂︁
Ω𝜎𝑗

)︁
= 0, 𝜎𝑙, 𝜎𝑗 ∈ M(N, 𝑘) , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝐿

}︁
.
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Задача А. Задача знаходження оптимального розбиття континуальної мно-
жини Ω порядку k за умови врахування розмiщення центрiв при обмеженнях:

𝐹
(︀
𝜔, 𝜏𝑁

)︀
→ min

𝜔∈Σ𝑁,𝑘
Ω ; 𝜏𝑁∈Ω̂𝑁

,

де функцiонал 𝐹 визначається як:

𝐹
(︀
𝜔, 𝜏𝑁

)︀
=

𝐿∑︁
𝑙=1

∫︁
Ω𝜎𝑙

∑︁
𝑖∈𝜎𝑙

(𝑐 (𝑥, 𝜏𝑖) /𝑤𝑖 + 𝑎𝑖) 𝛾
𝑙
𝑖𝜌 (𝑥) 𝑑𝑥.

Умови задачi (обмеження на потужностi центрiв):

𝐿∑︁
𝑙=1

𝑙: 𝑖∈𝜎𝑙

∫︁
Ω𝜎𝑙

𝛾𝑙𝑖𝜌(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝, (1)

𝐿∑︁
𝑙=1

𝑙: 𝑖∈𝜎𝑙

∫︁
Ω𝜎𝑙

𝛾𝑙𝑖𝜌(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 𝑝+ 1, 𝑁. (2)

Тут 𝑥 =
(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
∈ Ω; 𝑐 (𝑥, 𝜏𝑖), — функцiя вартостi, визначена на Ω × Ω.

Функцiя 𝜌(𝑥) — обмежена та невiд’ємна на Ω; 𝑤𝑖 > 0, 𝑎𝑖 ≥ 0, 𝑏𝑖 ≥ 0, 𝑖 =
1, 𝑁 , — заданi числа. Коефiцiєнти 𝛾𝑙𝑖 визначають частку обслуговування, яку
центр 𝜏𝑖 надає зонi Ω𝜎𝑙

, враховуючи, що 𝜎𝑙 =
{︀
𝑗𝑙1, 𝑗

𝑙
2, . . . , 𝑗

𝑙
𝑘

}︀
. Цi коефiцiєнти

задовольняють умови:
0 ≤ 𝛾𝑙𝑗 ≤ 1,

∑︁
𝑖∈𝜎𝑙

𝛾𝑙𝑖 = 1. (3)

Попит на послуги у межах областi Ω може розподiлятися пропорцiйно або
рiвномiрно. У першому випадку для кожного 𝑙 = 1, . . . , 𝐿 та 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , де
𝑗 ∈ 𝜎𝑙: 𝛾𝑙𝑗 = 𝑏𝑗/

∑︀
𝑞: 𝑞∈𝜎𝑙

𝑏𝑞; у другому — 𝛾𝑙𝑗 =
1
𝑘
, для всiх 𝑗 та 𝑙.

Умовою розв’язностi сформульованої задачi є наступне твердження (див. [2]):
нехай в задачi А величина 𝑆 =

∫︀
Ω
𝜌(𝑥)𝑑𝑥, i виконуються наступнi умови:

0 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝑆, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 ;

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖 ≤ 𝑆 ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖.

Тодi для будь-якого фiксованого вектора 𝜏𝑁 ∈ Ω𝑁 iснує хоча б одне допу-
стиме розбиття, яке задовольняє обмеження (1) та (2).

Метод вирiшення задачi А ґрунтується на поданнi її в термiнах характери-
стичних вектор-функцiй, якi описують розбиття Ω порядку 𝑘.

Означення 2. Характеристична вектор-функцiя розбиття 𝜔 = {Ω𝜎1 , . . . ,
Ω𝜎𝑙

, . . . ,Ω𝜎𝐿
} множини Ω порядку 𝑘 — це вектор-функцiя 𝜒(·) = (𝜒1(·), . . . , 𝜒𝑙(·),

. . . , 𝜒𝐿(·)), визначена на Ω, де кожна компонента є характеристичною фун-
кцiєю пiдмножини Ω𝜎𝑙

. Вона задається формулою: м. в. для 𝑥 ∈ Ω

𝜒𝑙 (𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ∈ Ω𝜎𝑙

,

0, 𝑥 ∈ Ω∖Ω𝜎𝑙
,

𝑙 = 1, 𝐿.
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Це визначення дає можливiсть однозначно асоцiювати кожну точку множи-
ни Ω iз вiдповiдною пiдмножиною Ω𝜎𝑙

. Для кожного 𝑙 = 1, 𝐿 введемо вектор
𝜆𝑙 =

(︀
𝜆𝑙1, . . . , 𝜆

𝑙
𝑁

)︀
iндикаторiв iндексiв центрiв, якi входять до набору 𝜎𝑙 ⊂ 𝑁 :

𝜆𝑙𝑖 =

{︃
1, 𝑖 ∈ 𝜎𝑙,
0, 𝑖 ∈ N∖𝜎𝑙,

𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

Задача А може бути переписана у наступному еквiвалентному виглядi.
Задача В.

min
(𝜒(·),𝜏𝑁 )∈Γ𝑘×Ω̂𝑁

𝐼
(︀
𝜒(·), 𝜏𝑁

)︀
,

де функцiонал 𝐼
(︀
𝜒(·), 𝜏𝑁

)︀
має вигляд:

𝐼
(︀
𝜒(·), 𝜏𝑁

)︀
=

∫︁
Ω

𝐿∑︁
𝑙=1

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑐 (𝑥, 𝜏𝑖) /𝑤𝑖 + 𝑎𝑖) 𝛾
𝑙
𝑖𝜆

𝑙
𝑖

)︃
𝜌 (𝑥)𝜒𝑙 (𝑥) 𝑑𝑥,

Обмеження:

Γ𝑘 =
{︀
𝜒 (·) : 𝜒 (·) ∈𝑘0 ,

∫︁
Ω

𝐿∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙𝑖𝜆
𝑙
𝑖𝜌(𝑥)𝜒𝑙(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝,

∫︁
Ω

𝐿∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙𝑖𝜆
𝑙
𝑖𝜌(𝑥)𝜒𝑙(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 𝑝+ 1, . . . , 𝑁} ;

Γ𝑘
0 =

{︃
𝜒(·) = (𝜒1(·), . . . , 𝜒𝐿(·)) : 𝜒𝑙(𝑥) = {0, 1} , 𝑙 = 1, . . . , 𝐿,

𝐿∑︁
𝑙=1

𝜒𝑙(𝑥) = 1, ∀𝑥 ∈ Ω

}︃
.

Оптимальне розв’язання задачi B визначається за такими формулами [1, 2]:
для усiх 𝑙 = 1, . . . , 𝐿, майже всюди для 𝑥 ∈ Ω

�̂�𝑙 (𝑥) =

⎧⎨⎩1, якщо
𝑁∑︀
𝑖=1

(︁
𝑐(𝑥,𝜏𝑖)
𝑤𝑖

+ 𝑎𝑖 + 𝜓𝑖

)︁
𝛾𝑙𝑖𝜆

𝑙
𝑖 = min

𝑠=1,𝐿

𝑁∑︀
𝑖=1

(︁
𝑐(𝑥,𝜏𝑖)
𝑤𝑖

+ 𝑎𝑖 + 𝜓𝑖

)︁
𝛾𝑠𝑖 𝜆

𝑠
𝑖 ,

0, в iншому випадку ∀𝑙 = 1, 𝐿;

(4)
де 𝜏1, . . . , 𝜏𝑁 , 𝜓1, . . . , 𝜓𝑁 є розв’язком задачi скiнченновимiрної умовної оптимi-
зацiї:

𝐺 (𝜓) = min
𝜏𝑁∈Ω̂𝑁

𝐺1 (𝜏 ,𝜓)→ max (5)

за умов
𝜓𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 𝑝+ 1, . . . , 𝑁, (6)

де

𝐺1(𝜏
𝑁 ,𝜓) =

∫︁
Ω

min
𝜎𝑙∈M(𝑁𝑠,𝑘)
𝑙=1,...,𝐿

∑︁
𝑖∈𝜎𝑙

[𝑐(𝑥, 𝜏𝑖)/𝑤𝑖 + 𝑎𝑖 + 𝜓𝑖] 𝛾
𝑙
𝑖𝜌(𝑥)𝑑𝑥−

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜓𝑖𝑏𝑖.
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Отже, задача B зводиться до задачi скiнченновимiрної умовної оптимiзацiї
(4)–(6).

5. Базовий iтеративний пiдхiд. Урахування умов невiд’ємностi на дода-
тковi змiннi (6) в отриманiй задачi (4)–(6) вiдбувається шляхом введення фун-
кцiї зовнiшнього штрафу. Якщо множина Ω̂𝑁 є замкненою, опуклою, то для
задоволення умов належностi 𝜏𝑁 ∈ Ω̂𝑁 (у випадку розв’язання задачi опти-
мального мультиплексного розбиття множин з розмiщенням центрiв) введено
оператор проєктування точки на множину Ω̂𝑁 . Якщо остання має складну фор-
му, то для її опису використовуються R-функцiї Рвачова i тодi вiдстеження
умов належностi розташовуваних центрiв множинi здiйснюється за допомогою
функцiй штрафу. Розв’язання задачi оптимального мультиплексного розбиття
множини Ω виконується шляхом пошуку одночасно мiнiмуму за 𝜏𝑁 та макси-
муму за 𝜓 цiльової функцiї 𝐺1(𝜏

𝑁 ,𝜓).
Оптимiзацiя цiльової функцiї, розширеної функцiями штрафу, досягається

за допомогою iтерацiйного процесу, який реалiзує r-алгоритм Шора, що має
перевагу над градiєнтним спуском завдяки своїй здатностi ефективнiше пра-
цювати з негладкими функцiями, якi мiстять багато локальних мiнiмумiв або
мають складний рельєф. Градiєнтний спуск, хоча й широко використовується,
може демонструвати уповiльнення або застрягати в локальних екстремумах, то-
дi як r-алгоритм Шора забезпечує бiльш стiйкий пошук глобального мiнiмуму
завдяки адаптивному вибору крокiв i додатковим механiзмам стабiлiзацiї.

На кожному кроцi обчислюється (аналiтично або за допомогою апарату скiн-
ченних рiзниць) псевдоградiєнт функцiї 𝐺1(𝜏

𝑁 ,𝜓), що дозволяє оновлювати
значення параметрiв 𝜓 в напрямку збiльшення, а вектор 𝜏 — в напрямку змен-
шення цiльової функцiї. Процес завершується, коли виконуються критерiї зу-
пинки, такi як мала норма псевдоградiєнта або незначна змiна значень цiльової
функцiї мiж iтерацiями.

Якщо центри є фiксованими, то в задачi (5)–(6) немає потреби мiнiмiзувати
функцiю 𝐺1(𝜏

𝑁 ,𝜓) за змiнною 𝜏𝑁 . Тобто розмiрнiсть задачi (5)–(6) у цьому ви-
падку скорочується на 2𝑁 одиниць. В бiльшостi практичних задач 𝜏 фiксованi,
або вибираються з набору доступних. Тому оптимiзацiю алгоритмiв розбиття
будемо проводити на прикладi задач ОМРМ без розмiщення центрiв. До того
ж збiльшення вимiрностi простору змiнних не впливає суттєво на основну мету
даного дослiдження.

Розглянемо основнi етапи (5)–(6) за умови фiксованих центрiв.
Етапи реалiзацiї:

1. Iнiцiалiзацiя. Визначаються розмiри областi Ω та масштаб обчислень. За-
даються початковi координати центрiв, початковi значення 𝜓, а також по-
тужностi центрiв. Формуються початковi умови для запуску r-алгоритму.

2. Обчислення градiєнта. Для кожної точки 𝑥 ∈ Ω обчислюються вiдстанi до
всiх центрiв. Визначається оптимальний розподiл точок мiж центрами за
формулами (4). Обчислюється градiєнт, який показує, як змiнити значення
𝜓, щоб збiльшити цiльову функцiю.

3. Оновлення параметрiв. На основi обчисленого градiєнта та правил r-алго-
ритму визначаються новi значення параметрiв 𝜓.

4. Критерiї завершення. Процес завершується, коли норма градiєнта стає
меншою за встановлений порiг, або змiни в значеннях цiльової функцiї мiж
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iтерацiями стають незначними.
5. Фiнальний розподiл. Пiсля завершення iтерацiйного процесу визначається,

до якого центру належить кожна точка областi Ω, i обчислюється макси-
мальне значення цiльової функцiї.

Для вiзуалiзацiї роботи алгоритму було виконано розбиття областi Ω на зони
обслуговування при кратностi розбиття 𝑘 = 2 для випадкiв без обмежень на
потужностi центрiв та з обмеженнями потужностi (по 5 одиниць для 1-го i 9-го
центрiв). Загальний попит у регiонi складає 100 одиниць ресурсу, рiвномiрно
розподiленого по всiй областi.

У випадку необмежених потужностей кожна точка регiону асоцiюється iз
двома найближчими центрами, тодi як випадку з обмеженнями розподiл точок
мiж центрами враховує як вiдстанi, так i заданi обмеження.

На рисунку 1 видно, що у випадку з обмеженнями потужностi 1-й та 9-й
центри обслуговують меншу кiлькiсть точок, що збiльшує вiдстанi до iнших
центрiв та, вiдповiдно, загальнi витрати.

Описаний алгоритм потребує значних обчислювальних ресурсiв, оскiльки на
кожнiй iтерацiї r -алгоритму для кожної точки областi Ω обчислюються вiдстанi
до кожного центру, а також аналiзуються можливi розподiли. Цей процес є об-
числювально iнтенсивним, особливо для великих областей та великої кiлькостi
центрiв.

6. Оптимiзований пiдхiд з векторизацiєю. Цей пiдхiд вiдрiзняється вiд
базового шляхом наступних удосконалень. По-перше, всi обчислення евклiдових
вiдстаней вiд точок 𝑥 областi Ω до центрiв 𝜏 виконуються до початку основного
циклу r-алгоритма.

Рис. 1. Розподiл ресурсу мiж центрами.

Це є можливим завдяки тому, що всi центри є статичними, тобто їх координа-
ти не змiнюються у процесi iтерацiй. Замiсть повторного обчислення вiдстаней
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на кожному кроцi r-алгоритма, створюється попередньо розрахований тензор
вiдстаней. Це значно скорочує обчислювальнi витрати, майже в чотири рази.

По-друге, використовується векторизацiя з пiдтримкою сучасних процесор-
них SIMD-iнструкцiй, таких як AVX (Advanced Vector Extensions), якi дозво-
ляють паралельно обробляти великi масиви даних. Завдяки цьому досягається
висока продуктивнiсть i значно скорочується час виконання алгоритму (десятки
разiв).

Опис запропонованих модифiкацiй:

1. Перед виконанням основного алгоритму обчислюється тензор вiдстаней
мiж усiма точками 𝑥 областi Ω i центрами 𝜏 , та зберiгається у пам’ятi для
подальшого використання у функцiї градiєнта.

2. Обчислення градiєнта. Використовуючи векторизованi операцiї з тензора-
ми, до попередньо обчисленого тензора вiдстаней додаються поточнi зна-
чення 𝜓, потiм для кожної точки областi виконується пошук найменшої
вартостi обслуговування. Всi операцiї з масивами реалiзованi у виглядi ма-
тричних множень i трансформацiй, що дозволяє використовувати апаратну
пiдтримку сучасних процесорiв. Iнструкцiї SIMD забезпечують паралельну
обробку даних, що знижує кiлькiсть iтерацiйних обчислень у циклах.

Фрагменти програмної реалiзацiї алгоритму обчислення вiдстаней вiд ко-
жної точки до найближчого центру з використанням iтеративного (базового)
та векторизованого пiдходiв представленi на рисунках 2 та 3 вiдповiдно. Iтера-
тивний пiдхiд базується на використаннi вкладених циклiв, в яких вираховує-
ться вiдстань вiд кожної точки сiтки до кожного центру, що є обчислювально
затратним, особливо для великих Ω i значної кiлькостi центрiв.

Рис. 2. Пошук мiнiмальних вiдстаней iтеративним пiдходом.
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Рис. 3. Пошук мiнiмальних вiдстаней з використанням векторизацiї.

Натомiсть векторизований пiдхiд замiнює цi цикли масовими операцiями з
використанням бiблiотеки NumPy. Основною перевагою оптимiзованого пiдходу
є швидкiсть обчислень за рахунок векторизацiї, яка значно скорочує кiлькiсть
iтерацiй у функцiї обчислення градiєнта. Одночасно обробляється велика кiль-
кiсть даних, що дозволяє максимально ефективно використовувати апаратне
забезпечення. Також за рахунок попереднього обчислення тензора вiдстаней
зменшується обчислювальна складнiсть, позаяк немає необхiдностi виконувати
повторюванi обчислення вiдстаней на кожнiй iтерацiї.

7. Експеримент. Експеримент проводився для порiвняння продуктивностi
двох пiдходiв до обчислення градiєнта: циклiчного та векторизованого. Область
дослiдження розмiром 10× 10, крок дискретизацiї 0.04, що генерує 62,500 дис-
кретних точок. Для кожної з цих точок у функцiї обчислення градiєнта потрiбно
визначити евклiдовi вiдстанi до заданих центрiв, провести обчислення для всiх
можливих комбiнацiй цих центрiв, аби знайти найменше значення узагальнених
витрат (див. формулу (4)).

Експеримент виконувався на обладнаннi, оснащеному процесором Apple M3
Max з 10 ядрами CPU та 16 ядрами GPU, а також 32 ГБ унiфiкованої пам’ятi.
Використовувалася операцiйна система macOS Sequoia 15.2, Python версiї 3.12.8
та бiблiотека NumPy з пiдтримкою SIMD-iнструкцiй, зокрема NEON, ASIMD
та iнших.

В таблицi 1 наведений час обчислення градiєнта для обох пiдходiв за рiзних
кiлькостi центрiв (N) i значень порядку розбиття (k). Результати демонструють
значне скорочення часу обчислень при використаннi векторизованого пiдходу у
порiвняннi з базовим. Для всiх протестованих конфiгурацiй N i k час виконання
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Таблиця 1.
Результати експерименту

Кiлькiсть
центрiв 𝜏

Порядок
розбиття

(𝑘)

Час при
базовому
пiдходi, с

Час при ве-
кторизованому

пiдходi, с

Прискорення,
разiв

4 2 2.953 0.013 227
4 3 2.032 0.009 225
5 2 5.503 0.021 262
5 3 5.355 0.021 255
6 2 9.078 0.032 284
6 3 12.128 0.041 296
7 2 14.031 0.046 305
7 3 23.416 0.073 321
8 2 20.745 0.051 407
8 3 40.349 0.095 425
9 2 28.588 0.071 403
9 3 67.145 0.173 388

векторизованого пiдходу був у сотнi разiв меншим. Зокрема, максимальне при-
скорення склало 425 разiв для конфiгурацiї з 8 центрами та порядком розбиття
3. Отже, використання векторизацiї та SIMD-iнструкцiй для задач iз великими
обсягами даних є ефективним.

У випадку розв’язання задач ОМРМ з розмiщенням центрiв прискорення
алгоритму здiйснюється лише за рахунок векторизацiї. Цей спосiб оптимiза-
цiї обчислень компенсує i збiльшення розмiрностi задачi (5)–(6), i необхiднiсть
розрахунку вiдстаней мiж точками сiтки та центрами на кожнiй iтерацiї.

8. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй робо-
тi було дослiджено ефективнiсть оптимiзацiї алгоритмiв для задач мультипле-
ксного розбиття множин шляхом впровадження векторизацiї та попереднього
обчислення тензора вiдстаней. Представлено порiвняння результатiв роботи ал-
горитмiв ОМРМ без та з використанням технiк векторизацiї. Векторизований
пiдхiд дозволив суттєво зменшити час виконання алгоритму за рахунок викори-
стання сучасних SIMD-iнструкцiй, таких як AVX та NEON, а також уникнення
повторних розрахункiв вiдстаней. Отриманi результати пiдтвердили, що запро-
понованi процедури оптимiзацiї є особливо ефективними для великих множин
точок та великої кiлькостi сервiсних центрiв. Подальшi дослiдження пов’язанi
з адаптацiєю цих методiв для їх використання в геоiнформацiйних системах
(GIS). Крiм того, перспективним є застосування оптимiзованих алгоритмiв для
багатоетапних задач, якi потребують комплексного пiдходу до зонування тери-
торiй i управлiння ресурсами.

Роботу виконано в рамках держбюджетної теми «Математичне i комп’ютерне
моделювання рацiонального розподiлу матерiальних ресурсiв у багаторiвневих
транспортно-логiстичних системах» (державний реєстрацiйний номер 0125U00
0080).
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Lubenets D. Y. Optimization of computations in multiplex partitioning algorithms
for continuous sets.

The paper presents the development and optimization of algorithms for solving multi-
plex allocation problems using computation vectorization methods. A comparison is made
between the basic iterative approach and a new optimized method that incorporates the
pre-computation of a distance tensor between points and centers. The use of SIMD in-
structions significantly reduced computation time and improved algorithm performance.
The results confirm the effectiveness of the proposed methods for problems involving large
datasets.

Keywords: multiplex allocation, optimization, memoization, vectorization, SIMD instruc-
tions.
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ОБСЛУГОВУВАННЯ ЗАПИТIВ ОДНИМ ПРИЛАДОМ

Розглядається один клас детермiнованих задач теорiї розкладiв, а саме, задача
впорядкування процесу обслуговування запитiв, якi не одночасно надходять в систе-
му. Структура системи обслуговування дозволяє сформулювати допомiжну симетри-
чну задачу. Доведено теореми, на основi яких побудовано iтеративний алгоритм, що
почергово аналiзує пару симетричних задач та дозволяє зафiксувати послiдовнiсть
обслуговування частини вимог i зменшити розмiрнiсть початкової задачi.

Ключовi слова: теорiя розкладiв, оптимiзацiя обслуговування, симетричнi задачi,
запит(вимога), активний розклад, перестановочний розклад, список прiоритетiв.

1. Вступ. Розглянемо багато стадiйну задачу обслуговування, яка мiстить
«вузьке мiсце», органiзацiя обслуговування на якому i визначає ефективнiсть
всiєї системи. В такому випадку процес виконання запитiв (вимог) в системi
обслуговування умовно можна роздiлити на три етапи: пiдготовчий, основний i
заключний, причому на пiдготовчому i заключному етапах виконуються певнi
фiксованi операцiї, якi мають фiксовану тривалiсть, не пов’язанi з залученням
до їх виконання основних виконавцiв i тому не можуть бути використанi для
оптимiзацiї обслуговування. Прикладом таких систем можуть бути системи, де
запити на обслуговування надходять не одночасно, а пiсля обслуговування необ-
хiдна певна затримка до моменту, коли замовлення вважатиметься виконаним
остаточно (тестування якостi роботи, висихання пiсля фарбування, доставка
замовнику тощо).

В лiтературi по теорiї розкладiв задачi оптимiзацiї обслуговування в одно-
стадiйних системах дослiджуються, як правило, при одночасному надходженнi
запитiв [1–7], а при неодночасному надходженнi запитiв вивченi недостатньо.
Критерiї оптимiзацiї пов’язанi з директивними строками чи їх порушенням [3,7],
або мiнiмiзують час завершення роботи основних приладiв i, в основному, не
враховують затримку пiсля завершення основного етапу [3–6].

2. Модель задачi. Будемо вважати, що в розглядуванiй тут задачi запити
незалежнi мiж собою i вiдомi всi часовi параметри пов’язанi з обслуговуванням
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запитiв, на основному етапi («вузьке мiсце» системи) обслуговування здiйснює-
ться одним приладом 𝑆. Отже розглядається детермiнована задача оптимiзацiї
обслуговування скiнченної кiлькостi незалежних запитiв одним приладом 𝑆.

Запити повнiстю характеризуються наступними параметрами:
𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 — час надходження 𝑖-го запиту до пристрою 𝑆 (далi вважа-

ємо, що запити пронумерованi за порядком, а 𝑛 — загальна кiлькiсть запитiв);
𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 — час обробки 𝑖-го запиту приладом 𝑆;
𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 — час додаткового обслуговування 𝑖-го запиту в системi

пiсля обслуговування приладом 𝑆.
В системi одночасно може обслуговуватися довiльна кiлькiсть запитiв, але

тiльки один запит може обслуговуватися пристроєм 𝑆 в кожен момент часу.
При цьому перерви в обслуговуваннi будь-якого запиту пристроєм 𝑆 не допу-
скаються. Вважається, що пристрої системи обслуговування не виходять з ладу,
а перехiд вiд обслуговування одного запиту до iншого вiдбувається миттєво.

При складаннi розкладу обслуговування запитiв необхiдно мiнiмiзувати час
завершення обслуговування всiх запитiв у системi, тобто мiнiмiзувати функцiю:

𝐹 (𝑋) = max
{︁
𝑥𝑖 + 𝑡𝑖 + 𝑞𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︁
, (1)

де 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), а 𝑥𝑖 — час початку обробки 𝑖-го запиту приладом 𝑆.
Вектор 𝑋 надалi називатимемо розкладом обслуговування запитiв.

Означення 1. Активним називається розклад, в якому неможливо при-
скорити виконання жодного запиту i не збiльшити, при цьому, час заверше-
ння обслуговування iнших запитiв.

Зауваження 1. Очевидно, що оптимальнi по критерiю (1) розклади мо-
жна шукати на множинi активних розкладiв.

Означення 2. Перестановочним називається розклад, в якому послiдов-
нiсть обслуговування запитiв визначається перестановкою iндексiв робiт.

Зауваження 2. ([1–3]) Iснує оптимальний по критерiю (1) розклад, який
належить до класу активних перестановочних розкладiв.

Таким чином, для кожної перестановки 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛) час початку об-
слуговування запитiв пристроєм 𝑆 визначається вiдповiдним активним переста-
новочним розкладом 𝑋𝜏 = (𝑥𝜏1, 𝑥

𝜏
2, . . . , 𝑥

𝜏
𝑛) [3], де

𝑥𝜏𝜏𝑖 =

{︃
𝑝𝜏1 , 𝑖 = 1

max
(︀
𝑝𝜏𝑖 , 𝑝𝜏𝑖−1

+ 𝑡𝜏𝑖−1

)︀
, 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑛.

(2)

Визначимо моменти завершення обслуговування запитiв пристроєм 𝑆:

𝑥𝜏𝑖 = 𝑥𝜏𝑖 + 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (3)

i в системi:
𝑥
𝜏
𝑖 = 𝑥𝜏𝑖 + 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. (4)

Врахувавши рекурсивнiсть формул (2), час завершення обслуговування за-
питiв у системi можна записати у виглядi:

𝑥
𝜏
𝜏𝑖
= max

{︃
𝑝𝜏𝑗 +

𝑖∑︁
𝑘=𝑗

𝑡𝜏𝑘 + 𝑞𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑖

}︃
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. (5)
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3. Симетричнi задачi. Сформульовану вище задачу позначимо як 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡,
𝑞). Поряд з задачею 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) розглянемо задачу 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝) тобто задачу, в якiй
запити надходять у моменти часу 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, а час додаткового обслуго-
вування 𝑖-го запиту в системi пiсля обслуговування приладом 𝑆 визначається
величинами 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Задачi 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) i 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝) будемо називати си-
метричними.

Теорема 1. Нехай 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛), а 𝜃 = (𝜏𝑛, 𝜏𝑛−1, . . . , 𝜏1). Якщо 𝑋𝜏 та 𝑌 𝜃

— розклади обслуговування запитiв симетричних задач 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) та 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝)
вiдповiдно, то моменти часу завершення обслуговування запитiв (1) у розкла-
дах 𝑋𝜏 та 𝑌 𝜃 спiвпадають.

Доведення. Розглянемо розклад 𝑋𝜏 обслуговування запитiв для задачi
𝑍𝑛 (𝑝, 𝑡, 𝑞), де 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛) .

Визначимо значення критерiю (1) для розкладу 𝑋𝜏 з врахуванням (2)–(5):

𝐹 (𝑋𝜏 ) = max
{︁
𝑥𝜏𝑖 + 𝑡𝜏𝑖 + 𝑞𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︁
= max

{︁
𝑥𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︁
=

= max

{︃
𝑝𝜏𝑗 +

𝑖∑︁
𝑘=𝑗

𝑡𝜏𝑘 + 𝑞𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑗 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︃
. (6)

Розглянемо розклад 𝑌 𝜃 обслуговування запитiв у задачi 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝) та обчи-
слимо

𝐹 (𝑌 𝜃) = max

{︃
𝑞𝜏𝑗 +

𝑗∑︁
𝑘=𝑖

𝑡𝜏𝑘 + 𝑝𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑗 ≥ 𝑖, 𝑗, 𝑖 = 𝑛, 𝑛− 1, . . . , 1

}︃
. (7)

Очевидно, що значення критерiїв (6) та (7) спiвпадають, тобто для будь
якого розкладу 𝑋𝜏 (в тому числi i оптимального) задачi 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) iснує розклад
обслуговування запитiв 𝑌 𝜃 для симетричної задачi 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝) такий, що 𝐹 (𝑋𝜏 ) =
= 𝐹 (𝑌 𝜃). Теорему доведено.

Наслiдок 1. Якщо розклад 𝑋𝜏 , 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛), є оптимальним для
задачi 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) то розклад 𝑌 𝜃, 𝜃 = (𝜏𝑛, 𝜏𝑛−1, . . . , 𝜏1) буде оптимальним для
задачi 𝑍𝑛 (𝑞, 𝑡, 𝑝) .

4. Розклад, побудований за допомогою списку прiоритетiв [3]. Не-
хай для вимог певним чином визначенi прiоритети. Побудуємо перестановку
iндексiв вимог 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) в порядку не зростання прiоритетiв, яку на-
далi будемо називати списком прiоритетiв 𝜎.

Розклад 𝑋𝜏 , 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛) за допомогою списку 𝜎 будується наступним
чином:

1. Готуємо впорядкований список прiоритетiв 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) та множину
не обслужених вимог 𝑁1 = {1, 2, . . . , 𝑛}. Покладаємо 𝑘 = 1;

2. Визначаємо момент часу початку обслуговування 𝑘-ої по порядку вимоги
𝜏𝑘 приладом 𝑆: 𝜌𝑘 = min

{︁
𝑝𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 ∈ 𝑁𝑘

}︁
;

3. Обираємо для обслуговування зi списку 𝜎 першу (найбiльш прiоритетну)
не обслужену вимогу 𝜈, для якої 𝑝𝜈 ≤ 𝜌𝑘, тобто, готову до обслуговування;
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4. Включаємо 𝜈 наступним елементом в перестановку 𝜏 , тобто 𝜏𝑘 = 𝜈, визна-
чаємо моменти часу:

– 𝑥𝜈 = 𝜌𝑘 — початку обслуговування вимоги 𝜈 приладом 𝑆;

– 𝑥𝜈 = 𝑥𝜈 + 𝑡𝜈 — завершення обслуговування вимоги 𝜈 приладом 𝑆;

та 𝑁𝑘+1 = 𝑁𝑘∖ {𝜈}— виключаємо вимогу 𝜈 з множини не обслужених вимог
приладом 𝑆;

5. Якщо 𝑁𝑘+1 = ∅ то побудова розкладу 𝑋𝜏 завершена, iнакше визначаємо
𝜌𝑘+1 = max(𝑥𝜈 , min

{︁
𝑝𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 ∈ 𝑁𝑘+1

}︁
) — момент часу початку обслуговува-

ння наступної вимоги приладом 𝑆, збiльшуємо 𝑘 на 1 та переходимо до
виконання пункту 3 для продовження побудови розкладу 𝑋𝜏 .

Нехай прiоритет вимоги з iндексом 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} спiвпадає з вiдповiдним
значенням 𝑞𝑖. Тодi список прiоритетiв 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) задовiльняє умову

𝑞𝜎𝑖
≥ 𝑞𝜎𝑖+1

, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (8)

Теорема 2. Якщо для перестановки 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) виконуються умови
(8) i

𝑝𝜎𝑖
≤ 𝑝𝜎𝑖+1

, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, (9)

то розклад, побудований за допомогою списку 𝜎 — оптимальний по критерiю
(1).

Доведення. Якщо виконується (9), то для розкладу 𝑋𝜏 , побудованого за
допомогою списку 𝜎 виконується 𝜏 = 𝜎, тобто 𝑋𝜏 = 𝑋𝜎. Нехай 𝑋𝜋 — опти-
мальний розклад i 𝜋 ̸= 𝜎. Визначимо найменше 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛− 1} , для якого
𝜋𝑖 ̸= 𝜎𝑖, та 𝑗 ∈ {𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . , 𝑛} , для якого 𝜋𝑗 = 𝜎𝑖. Розглянемо перестановку

𝜇 =
(︀
𝜋1, 𝜋2, . . . , 𝜋𝑖−1, 𝜋𝑗, 𝜋𝑖, 𝜋𝑖+1, . . . , 𝜋𝑗−1, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛

)︀
,

в якiй, на вiдмiну вiд 𝜋 прискорено обслуговування вимоги 𝜋𝑗, а взаємна послi-
довнiсть iнших вимог не змiнюється. Тодi, якщо мають мiсце (8) i (9), то

𝑞𝜋𝑗
= max

{︁
𝑞𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . , 𝑛

}︁
, (10)

𝑝𝜋𝑗
= min

{︁
𝑝𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . , 𝑛

}︁
. (11)

З (1), (3), (4) для перестановочних розкладiв маємо

𝐹 (𝑋𝜏 ) = max
(︁
𝐹 𝜏
1 , 𝐹

𝜏
2 , 𝑥

𝜏
𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

, 𝐹 𝜏
3

)︁
, (12)

де
𝐹 𝜏
1 = max

{︁
𝑥
𝜏
𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑖− 1

}︁
,

𝐹 𝜏
2 = max

{︁
𝑥𝜏𝜋𝑘

+ 𝑞𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑖, 𝑖+ 1, . . . , 𝑗 − 1

}︁
,

𝐹 𝜏
3 = max

{︁
𝑥𝜏𝜋𝑘

+ 𝑞𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑗 + 1, 𝑗 + 2, . . . , 𝑛

}︁
.
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Порiвняємо значення критерiю (1) для 𝑋𝜋 i 𝑋𝜇. З (12) отримаємо

𝐹 (𝑋𝜋) = max
(︁
𝐹 𝜋
1 , 𝐹

𝜋
2 , 𝑥

𝜋
𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

, 𝐹 𝜋
3

)︁
,

𝐹 (𝑋𝜇) = max
(︁
𝐹 𝜇
1 , 𝑥

𝜇
𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

, 𝐹 𝜇
2 , 𝐹

𝜇
3

)︁
,

(13)

при чому 𝐹 𝜋
1 = 𝐹 𝜇

1 , 𝑥
𝜋
𝜋𝑗
> 𝑥𝜇𝜋𝑗

. З (11) видно, що обслуговування вимог 𝜋𝑖, 𝜋𝑖+1, . . .,
𝜋𝑗−1 в розкладi 𝑋𝜇 сповiльниться вiдносно часу їх обслуговування в розкладi
𝑋𝜋 на величину 𝑡𝜋𝑗

, якщо прилад 𝑆 в розкладi 𝑋𝜋 на промiжку
[︁
𝑥𝜋𝜋𝑖−1

, 𝑥𝜋𝜋𝑗

]︁
працює без простоїв. Якщо ж на цьому промiжку мають мiсце простої при-
ладу 𝑆 в розкладi 𝑋𝜋, то сповiльнення часу обслуговування деяких вимог з{︀
𝜋𝑖, 𝜋𝑖+1, . . . , 𝜋𝑗−1

}︀
в розкладi 𝑋𝜇 буде меншим величини 𝑡𝜋𝑗

вiдносно розкладу
𝑋𝜋 (або взагалi вiдсутнiм), а обслуговування вимог 𝜋𝑗, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛 в розкладi
𝑋𝜇, для яких 𝑥𝜋𝜋𝑘

> 𝑝𝜋𝑘
, 𝑘 = 𝑗 + 1, 𝑗 + 2, . . . , 𝑛, буде прискорено. Отже

𝑥𝜋𝜋𝑗
= 𝑥𝜋𝜋𝑗

+ 𝑡𝜋𝑗
≥ 𝑥𝜋𝜋𝑘

+ 𝑡𝜋𝑗
≥ 𝑥𝜇𝜋𝑘

, 𝑘 = 𝑖, 𝑖+ 1, . . . , 𝑗 − 1, (14)

i 𝐹 𝜋
3 ≥ 𝐹 𝜇

3 . З (10), (12)–(14) отримаємо

𝑥𝜋𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

≥ 𝐹 𝜋
2 + 𝑡𝜋𝑗

= max
{︁
𝑥𝜋𝜋𝑘

+ 𝑞𝜋𝑘

⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑖, 𝑖+ 1, . . . , 𝑗 − 1

}︁
+ 𝑡𝜋𝑗

≥ 𝐹 𝜇
2 .

Тодi

𝐹 (𝑋𝜋) = max
(︁
𝐹 𝜋
1 , 𝐹

𝜋
2 , 𝑥

𝜋
𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

, 𝐹 𝜋
3

)︁
≥ max

(︁
𝐹 𝜇
1 , 𝑥

𝜇
𝜋𝑗
+ 𝑞𝜋𝑗

, 𝐹 𝜇
2 , 𝐹

𝜇
3

)︁
= 𝐹 (𝑋𝜇) ,

а так як 𝑋𝜋 оптимальний розклад, то 𝐹 (𝑋𝜋) = 𝐹 (𝑋𝜇) i розклад 𝑋𝜇 теж опти-
мальний. Якщо 𝜇 ̸= 𝜎, то змiну порядку обслуговування можна повторити не-
обхiдну кiлькiсть разiв, поки не буде отримано розклад 𝑋𝜎, який теж буде
оптимальним. Теорема доведена.

Зауваження 3. Якщо запити на обслуговування надходять одночасно (𝑝𝑖 =
= 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛), то оптимальною за критерiєм (1) буде послiдовнiсть 𝜎,
яка визначається умовою (8).

5. Зменшення розмiрностi задачi. Нехай 𝐹н — нижня межа значень
цiльової функцiї (1).

Теорема 3. Якщо iснує розклад 𝑋𝜏 , 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛), в якому для деякого
𝑗 > 1 виконуються умови:

𝑥𝜏𝜏𝑗 = 𝑝𝜏𝑗 ≥ 𝑥𝜏𝑗−1, (15)

𝑝𝜏𝑙 ≥ 𝑝𝜏𝑗 , 𝑙 = 𝑗 + 1, 𝑗 + 2, . . . , 𝑛, (16)

max
{︁
𝑥𝜏𝑖 + 𝑡𝜏𝑖 + 𝑞𝜏𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑗 − 1

}︁
≤ 𝐹н, (17)

то iснує оптимальний розклад 𝑋𝜋, 𝜋 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑗−1,𝜋𝑗, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛) , для яко-
го послiдовнiсть обслуговування перших 𝑗 − 1 запитiв приладом 𝑆 спiвпадає з
розкладом 𝑋𝜏 .
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Доведення. Нехай 𝑋𝜇, 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛), оптимальний розклад. Якщо
виконується:

𝜇𝑖 = 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑗 − 1, (18)

то теорема справедлива. Якщо (18) не виконується, то розглянемо розклад,
𝑋𝜋, 𝜋 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑗−1,𝜋𝑗, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛) , де перестановка (𝜋𝑗, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛) така,
що для всiх 𝑙 = 𝑗 + 1, 𝑗 + 2, . . . , 𝑛, елемент 𝜋𝑙−1 в перестановцi 𝜇 розташований
лiвiше елемента 𝜋𝑙.

З (2), (15), (16) слiдує, що

𝑥𝜋𝜋𝑗
= 𝑝𝜋𝑗

≤ 𝑥𝜇𝜋𝑗
, (19)

а з (2), (17), (19) i з того, що вiдносна послiдовнiсть обслуговування запитiв
(𝜋𝑗, 𝜋𝑗+1, . . . , 𝜋𝑛) в розкладах 𝑋𝜇 та 𝑋𝜋 спiвпадають, слiдує, що

𝐹 (𝑋𝜇) = max
{︁
𝑥𝜇𝜇𝑖

+ 𝑡𝜇𝑖
+ 𝑞𝜇𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︁
=

= max
{︁
𝑥𝜇𝜇𝑖

+ 𝑡𝜇𝑖
+ 𝑞𝜇𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 𝑗, 𝑗 + 1, . . . , 𝑛

}︁
≥

≥ max
{︁
𝑥𝜋𝜇𝑖

+ 𝑡𝜇𝑖
+ 𝑞𝜇𝑖

⃒⃒⃒
𝑖 = 𝑗, 𝑗 + 1, . . . , 𝑛

}︁
= 𝐹 (𝑋𝜋) . (20)

Але 𝑋𝜇 — оптимальний розклад, тому з (20) слiдує, що 𝐹 (𝑋𝜇) = 𝐹 (𝑋𝜋) ,
тобто 𝑋𝜋 — оптимальний розклад. Теорема доведена.

Наслiдок 2. Якщо в розкладi 𝑋𝜏 , побудованому за допомогою списку 𝜏 ,
пiсля обслуговування запитiв 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑗−1, 𝑗 ≤ 𝑛, iснує простiй пристрою 𝑆
(виконується (15)) i час завершення обслуговування запитiв 𝑥

𝜏
𝜏𝑖
, 𝑖 = 1, 2, . . .,

𝑗 − 1 не перевищує 𝐹н, то виконується (16), а отже iснує оптимальний роз-
клад 𝑋*, такий що 𝑥*𝜏𝑖 = 𝑥𝜏𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑗 − 1.

Примiтка. Якщо виконуються умови 𝑥𝜏𝜏𝑗 = 𝑝𝜏𝑗 = 𝑥𝜏𝑗−1 та (16), то маємо
простiй пристрою 𝑆 нульової довжини.

Якщо для розкладу 𝑋𝜏 , 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛), виконуються мови (15)–(17), то
час обслуговування вимог 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑗−1 можна зафiксувати i розмiрнiсть задачi
зменшується на 𝑗 − 1. Отже для розв’язання задачi необхiдно впорядкувати
обслуговування 𝑛− 𝑗 + 1 вимог 𝜏𝑗, 𝜏𝑗+1, . . . , 𝜏𝑛.

6. Застосування властивостi симетричностi задач 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) i 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝)
для зменшення розмiрностi задачi. Як було показано вище, застосування
теореми 3 дозволяє зафiксувати термiни обслуговування частини вимог. Наве-
дений нижче алгоритм, за рахунок симетричностi задач 𝑍𝑛(𝑝, 𝑡, 𝑞) i 𝑍𝑛(𝑞, 𝑡, 𝑝),
може збiльшити кiлькiсть зафiксованих вимог оптимальної перестановки.

Алгоритм. Початковий етап. Нехай

∙ 𝐹н — нижня межа значень цiльової функцiї (1);
∙ 𝑚𝑘 — кiлькiсть вимог, якi необхiдно обслужити на 𝑘-му кроцi (𝑚1 = 𝑛);
∙ 𝐼𝑘 — множина не обслужених вимог на 𝑘-му кроцi(𝐼1 = {1, 2, . . . , 𝑛}). По-
значимо елементи множини 𝐼1 через 𝑖11, 𝑖12, . . . , 𝑖1𝑚1 ;
∙ 𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘 — часовi параметри вимог, впорядкування яких розглядається на
𝑘-му кроцi в задачi 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
.
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Покладемо:
𝑝1 =

(︀
𝑝11, 𝑝

1
2, . . . , 𝑝

1
𝑚1

)︀
=
(︁
𝑝𝑖11 , 𝑝𝑖12 , . . . , 𝑝𝑖1𝑛

)︁
,

𝑡1 =
(︀
𝑡11, 𝑡

1
2, . . . , 𝑡

1
𝑚1

)︀
=
(︁
𝑡𝑖11 , 𝑡𝑖12 , . . . , 𝑡𝑖1𝑛

)︁
,

𝑞1 =
(︀
𝑞11, 𝑞

1
2, . . . , 𝑞

1
𝑚1

)︀
=
(︁
𝑞𝑖11 , 𝑞𝑖12 , . . . , 𝑞𝑖1𝑛

)︁
.

Перейдемо до виконання 1-го кроку алгоритму.
𝑘-й крок (𝑘 = 1, 2, . . .). Розглянемо задачу: 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
.

1. Нехай 𝜎
(︀
𝐼𝑘
)︀

список елементiв множини 𝐼𝑘, розташованих в порядку не
зростання величин 𝑞𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑘. За допомогою списку прiоритетiв
𝜎
(︀
𝐼𝑘
)︀

побудуємо розклад 𝑋𝜋𝑘 , 𝜋𝑘 =
(︀
𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑚𝑘

)︀
.

2. Якщо 𝐹
(︁
𝑋𝜋𝑘

)︁
= 𝐹н, то розклад 𝑋𝜋𝑘 — оптимальний для задачi 𝑍𝑚𝑘(𝑝𝑘, 𝑡𝑘,

𝑞𝑘). Покладемо: 𝑗𝑘 = 𝑚𝑘. Визначимо перестановку

𝜃𝑘 =

⎧⎨⎩
(︁
𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑗𝑘

)︁
, якщо 𝑘 — не парне,(︁

𝜋𝑘
𝑗𝑘
, 𝜋𝑘

𝑗𝑘−1
, . . . , 𝜋𝑘

1

)︁
, якщо 𝑘 — парне,

(21)

i перейдемо до виконання заключного кроку.
3. Визначимо 𝑗𝑘 як максимальне з таких 𝑗 ∈

{︀
𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑚𝑘

}︀
, що для 𝑋𝜋𝑘

виконуються умови (15)–(17) або 0, якщо такого 𝑗 не iснує.
4. Якщо 𝑗𝑘 = 0 та 𝑘 = 1, то покладемо 𝐼𝑘+1 = 𝐼𝑘 i перейдемо до пункту 7
𝑘-го кроку алгоритму.

5. Якщо 𝑗𝑘 = 0 та 𝑘 > 1, то перейдемо до виконання заключного етапу
алгоритму.

6. Якщо 𝑗𝑘 > 0, то виконуються умови наслiдку 2 теореми 2, а значить iснує
оптимальний розклад 𝑋𝑘 задачi 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
, для якого послiдовнiсть об-

слуговування перших 𝑗𝑘 вимог спiвпадає з послiдовнiстю
(︁
𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑗𝑘

)︁
.

Тому визначимо 𝜃𝑘 з (21), а з множини 𝐼𝑘 не обслужених вимог видалимо
iндекси вимог послiдовностi 𝜃𝑘 , тобто 𝐼𝑘+1 = 𝐼𝑘∖

{︁
𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑗𝑘

}︁
.

7. Позначимо елементи множини 𝐼𝑘+1 через 𝑖𝑘+1
1 , 𝑖𝑘+1

2 , . . . , 𝑖𝑘+1
𝑚𝑘+1 , де 𝑚𝑘+1 =

= 𝑚𝑘 − 𝑗𝑘, та визначимо

𝑝𝑘+1 =
(︀
𝑝𝑘+1
1 , 𝑝𝑘+1

2 , . . . , 𝑝𝑘+1
𝑚𝑘+1

)︀
=

(︂
𝑞𝑘
𝑖𝑘+1
1
, 𝑞𝑘

𝑖𝑘+1
2
, . . . , 𝑞𝑘

𝑖𝑘+1

𝑚𝑘+1

)︂
,

𝑡𝑘+1 =
(︀
𝑡𝑘+1
1 , 𝑡𝑘+1

2 , . . . , 𝑡𝑘+1
𝑚𝑘+1

)︀
=

(︂
𝑡𝑘
𝑖𝑘+1
1
, 𝑡𝑘

𝑖𝑘+1
2
, . . . , 𝑡𝑘

𝑖𝑘+1

𝑚𝑘+1

)︂
,

𝑞𝑘+1 =
(︀
𝑞𝑘+1
1 , 𝑞𝑘+1

2 , . . . , 𝑞𝑘+1
𝑚𝑘+1

)︀
=

(︂
𝑝𝑘
𝑖𝑘+1
1
, 𝑝𝑘

𝑖𝑘+1
2
, . . . , 𝑝𝑘

𝑖𝑘+1

𝑚𝑘+1

)︂
.

Очевидно, що значення цiльової функцiї (1) для оптимальних розв’язкiв за-
дач 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
та 𝑍𝑚𝑘+1

(︀
𝑝𝑘+1, 𝑡𝑘+1, 𝑞𝑘+1

)︀
спiвпадають.

Дiйсно, якщо 𝑗𝑘 > 0, то запити 𝜋𝑘
1 , 𝜋

𝑘
2 , . . . , 𝜋

𝑘
𝑗𝑘

у задачi 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
можуть

обслуговуватися пристроєм 𝑆 до надходження iнших запитiв на цей пристрiй,
не впливаючи на обслуговування останнiх та на значення цiльової функцiї.
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Якщо ж 𝑗𝑘 = 0, то задачi 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
та 𝑍𝑚𝑘+1

(︀
𝑞𝑘+1, 𝑡𝑘+1, 𝑝𝑘+1

)︀
спiвпада-

ють з точнiстю до нумерацiї запитiв.
Враховуючи теорему 1 та її наслiдок, задачу 𝑍𝑚𝑘+1

(︀
𝑞𝑘+1, 𝑡𝑘+1, 𝑝𝑘+1

)︀
можна

замiнити задачею 𝑍𝑚𝑘+1

(︀
𝑝𝑘+1, 𝑡𝑘+1, 𝑞𝑘+1

)︀
.

Перейдемо до виконання 𝑘 + 1-го кроку алгоритму.
Заключний етап. Зауважимо, що при не парному 𝑘 дослiджується зада-

ча 𝑍𝑛 (𝑝, 𝑡, 𝑞) , i фiксується послiдовнiсть 𝜃 обслуговування перших 𝑛 вимог, а
при парному 𝑘 — симетрична їй задача 𝑍𝑛 (𝑞, 𝑡, 𝑝) , i фiксується послiдовнiсть 𝜃
обслуговування останнiх 𝑛 вимог, де

𝜃 =
(︀
𝜃1, 𝜃3, . . . , 𝜃𝑚

)︀
=
(︀
𝜋1
1, 𝜋

1
2, . . . , 𝜋

1
𝑗1 , 𝜋

3
1, 𝜋

3
2, . . . , 𝜋

3
𝑗3 , . . . , 𝜋

𝑚
1 , 𝜋

𝑚
2 , . . . , 𝜋

𝑚
𝑗𝑚

)︀
,

𝜃 =
(︁
𝜃𝑚, 𝜃𝑚−2, . . . , 𝜃2

)︁
=

=
(︁
𝜋𝑚
𝑗𝑚
, 𝜋𝑚

𝑗𝑚−1 , . . . , 𝜋
𝑚
1 , 𝜋

𝑚−2

𝑗𝑚−2
, 𝜋𝑚−2

𝑗𝑚−2−1
, . . . , 𝜋𝑚−2

1 , . . . , 𝜋2
𝑗2 , 𝜋

2
𝑗2−1, . . . , 𝜋

2
1

)︁
,

𝑚 =

{︃
𝑘 − 1, якщо 𝑘 — парне,
𝑘, якщо 𝑘 — непарне,

𝑚 =

{︃
𝑘 − 1, якщо 𝑘 — непарне,

𝑘, якщо 𝑘 — парне,

𝑛 = 𝑗1 + 𝑗3 + . . .+ 𝑗𝑚,

𝑛 = 𝑗𝑚 + 𝑗𝑚−2 + . . .+ 𝑗2.

Як випливає з теореми 1, її наслiдку та побудови векторiв 𝜃 та 𝜃, iснує опти-
мальний розв’язок задачi 𝑍𝑛 (𝑝, 𝑡, 𝑞) , в якому першими обслуговуються 𝑛 запи-
тiв послiдовностi 𝜃, а останнiми 𝑛 запитiв послiдовностi 𝜃 у вказаному порядку.
Кiнець алгоритму.

Таким чином, наведений алгоритм дозволяє знайти оптимальну послiдов-
нiсть обслуговування запитiв пристроєм 𝑆 (якщо 𝑛 = 𝑛 + 𝑛, то оптимальною
послiдовнiстю обслуговування буде послiдовнiсть

(︁
𝜃, 𝜃
)︁
), або зменшити роз-

мiрнiсть задачi (якщо 𝑛 > 𝑛 + 𝑛, то для побудови оптимальної послiдовностi
достатньо упорядкувати 𝑚𝑘 = 𝑛− 𝑛− 𝑛 запитiв множини 𝐼𝑘, тобто розв’язати
задачу 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑝𝑘, 𝑡𝑘, 𝑞𝑘

)︀
або 𝑍𝑚𝑘

(︀
𝑞𝑘, 𝑡𝑘, 𝑝𝑘

)︀
).

7. Висновки. У роботi розглянуто одну детермiновану задачу теорiї роз-
кладiв. Запити надходять на обслуговування в рiзнi моменти часу, а пiсля об-
слуговування вимагають виконання певних завершальних операцiй, що впли-
вають на ефективнiсть розкладу. Для знаходження розв’язкiв таких задач, як
правило, застосовуються комбiнаторнi алгоритми, що мають експоненцiальну
складнiсть. Тому важливим є попереднiй аналiз, який часто дозволяє зменшити
розмiрнiсть задачi. Запропоновано пiдхiд, заснований на використаннi власти-
востi симетричностi та аналiзi початкових даних, який дає можливiсть зафi-
ксувати послiдовнiсть обслуговування частини вимог, що i дозволяє зменшити
розмiрнiсть задачi.
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Kuzka O. I., Kornyk I. V., Duran V. M. Service requests with one device.
One class of deterministic problems of scheduling theory is considered, namely, the

problem of ordering the process of servicing requests that do not arrive at the system
simultaneously. The structure of the service system allows us to formulate an auxiliary
symmetric problem. Theorems are proved, on the basis of which an iterative algorithm is
built that analyzes a pair of symmetric problems in turn and allows us to fix the sequence
of servicing part of the requirements and reduce the dimensionality of the initial problem.
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ПРОГНОЗУВАННЯ ЗАЛУЧЕНОСТI КОРИСТУВАЧIВ
ОСВIТНIХ ВЕБПЛАТФОРМ ЗА ДОПОМОГОЮ АЛГОРИТМIВ

МАШИННОГО НАВЧАННЯ

У статтi розглянуто технологiчнi пiдходи до реалiзацiї навчальних онлайн-плат-
форм iз елементами геймiфiкацiї. Сучасний розвиток цифрових технологiй висуває
новi вимоги до вебзастосункiв, зокрема в контекстi iнтерактивного вiдображення скла-
дних даних i статистичних результатiв у режимi реального часу. Це стає особливо
важливим у сферi освiти, де актуальними є платформи для дистанцiйного навчання,
якi потребують не лише зручного iнтерфейсу, а й ефективних iнструментiв для ана-
лiзу та вiзуалiзацiї навчальних результатiв. У статтi було розглянуто використання
рiзноманiтних методiв i алгоритмiв для обробки даних, зокрема для прогнозування
та аналiзу поведiнки користувачiв онлайн-платформ.

У процесi дослiдження проведено аналiз доступних iнструментiв для iнтеграцiї
моделей машинного навчання та аналiтичних iнструментiв у вебзастосунки. Проведе-
но порiвняння кiлькох алгоритмiв машинного навчання, зокрема таких як: Random
Forest, KNN-регресiї, гребеневої регресiї та еластичної мережi, для аналiзу залучено-
стi користувачiв на платформi Prometheus. Для прогнозування активностi користу-
вачiв використовувались реальнi аналiтичнi данi, що дозволило побудувати моделi,
якi здатнi враховувати змiннi залежностi та обробляти аномальнi данi, пов’язанi з
пандемiєю COVID-19 та iншими соцiально-економiчними чинниками. Результати по-
казують, що використання рiзних методiв машинного навчання дозволяє здiйснити то-
чний прогноз щодо залученостi користувачiв, зокрема з урахуванням змiн у соцiально-
демографiчному контекстi.

Дослiдження показало, що iнтеграцiя таких iнструментiв дозволяє значно покра-
щити ефективнiсть взаємодiї користувачiв з онлайн-платформами, а також створює
умови для подальшої оптимiзацiї навчальних процесiв, зокрема через персоналiзацiю
контенту та методiв взаємодiї.

Ключовi слова: онлайн-платформи, машинне навчання, регресiя, прогнозування,
користувацька активнiсть, цифровi технологiї.
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1. Вступ. З розвитком цифрових технологiй постає потреба не лише в створен-
нi iнтерактивних вебзастосункiв, а й у забезпеченнi їхньої здатностi до обробки
та вiзуального подання даних у режимi реального часу. Вiдображення складних
статистичних залежностей, аналiтичних висновкiв та поведiнкових моделей у
зручнiй формi є критичним для прийняття рiшень як на рiвнi користувача, так
i на рiвнi розробника.

У роботi особливу увагу придiлено практичному аналiзу даних за допомо-
гою побудови iнтерактивних графiкiв. Аналiз охоплював класифiкацiю даних,
виявлення закономiрностей i розглядалися iнструменти для iнтеграцiї аналi-
тичних моделей у вебiнтерфейси, що дозволяють користувачам без технiчного
бекґраунду отримувати доступ до складної iнформацiї у зручному форматi.

Практичний аспект включає реалiзацiю вебзастосунку, який надає можли-
вiсть iнтерактивної роботи з результатами класифiкацiї, аналiзу поведiнки ко-
ристувачiв, а також динамiчної побудови графiкiв вiдповiдно до введених па-
раметрiв. Такий пiдхiд дозволяє поєднати автоматизовану обробку даних iз
високим рiвнем користувацької вiзуалiзацiї.

2. Аналiз останнiх дослiджень та публiкацiй. Дослiдженням даного
питання займалися вiтчизнянi дослiдники, такi як: Савенко О. I., Божок К. Ю.
[1, 2], а також зарубiжнi дослiдники, такi як: Б. Потер, Б. Божкая та iншi [3].

Сучаснi дослiдження акцентують на важливостi багаторiвневої трансформа-
цiї освiтнього середовища, що включає iнфраструктурнi, органiзацiйнi, програ-
мно-методичнi та особистiснi компоненти.

У дослiдженнях також вiдзначено, що залучення користувача значною мi-
рою залежить вiд якостi iнтерфейсу платформи, її доступностi, зручностi та
рiвня iнтерактивностi. Зокрема, наявнiсть чату, форуму, вiкторин, модулiв для
обговорення та iнтерактивних вправ корелює з пiдвищенням частоти повернень
до платформи, а також зi збiльшенням середньої тривалостi навчальної сесiї.
Статистично пiдтверджено, що рiвень повторного входу користувачiв на пла-
тформи з активними елементами взаємодiї є на понад 30% вищим, а показники
завершення курсiв збiльшуються при наявностi персоналiзованих навчальних
маршрутiв.

У низцi публiкацiй подано порiвняльний аналiз функцiональностей популяр-
них освiтнiх платформ, таких як: Khan Academy, Duolingo, Coursera, Edmodo.
Виявлено, що найбiльше позитивний ефект демонструють системи, якi поєдну-
ють зовнiшню мотивацiю (наприклад, винагороди) iз внутрiшньою (наприклад,
iнтерес, саморозвиток), а також надають користувачевi свободу у виборi на-
вчального маршруту.

Окрему увагу придiлено вiковим характеристикам користувачiв: елементи
мають найвищу ефективнiсть серед користувачiв вiком 15–35 рокiв, у той час
як для старших вiкових груп важливiшими виявились простота iнтерфейсу,
стабiльнiсть платформи та наявнiсть пiдтримки.

Вивчення механiзмiв залученостi користувачiв на онлайн-платформах є не-
можливим без урахування соцiально-демографiчного контексту, в якому фун-
кцiонує цифрове середовище. Одним iз ключових чинникiв, що впливає як на
ефективнiсть комунiкацiї з користувачем, так i на вибiр iнструментiв є вiкова
структура населення. Адже саме вiк часто визначає цифрову компетентнiсть,
уподобання щодо форм подачi контенту та рiвень адаптивностi до нових техно-
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логiчних рiшень.
З огляду на це, доцiльним є звернення до актуальних демографiчних да-

них, що дають змогу оцiнити вiковi особливостi населення країни в динамiцi.
Статистичнi данi останнiх рокiв дозволяють простежити стiйкi тенденцiї до
старiння населення, зменшення питомої ваги молодших вiкових груп та скоро-
чення загальної чисельностi. Такий аналiз виступає пiдґрунтям для подальшого
дослiдження потенцiалу iнтерактивних вебзастосункiв у контекстi конкретних
цiльових аудиторiй [4–6].

Для розгляду даних рiшень цiльової аудиторiї, буде використано наступнi
методи, такi як:
∙ Random Forest.
∙ KNN-регресiя.
∙ Гребенева регресiя.
∙ “Еластична мережа”.
Random Forest є одним з найбiльш гнучких та потужних ансамблевих мето-

дiв машинного навчання, що демонструє високу ефективнiсть у задачах регре-
сiї. Його суть полягає у побудовi множини дерев рiшень на випадкових пiдвибiр-
ках з навчальної вибiрки, де для кожного дерева випадковим чином вiдбирає-
ться пiдмножина ознак для розбиття. Пiдсумковий прогноз формується шляхом
усереднення результатiв усiх дерев, що забезпечує пiдвищену стiйкiсть моделi
до шумiв та перенавчання. Метод об’єднує кiлька дерев рiшень (ансамбль), де
результат — це середнє всiх передбачень:

𝑓 =
1

𝐵

1∑︁
𝑏=1

𝑓𝑏(𝑥
′), (1)

де 𝑓𝑏(𝑥′) — передбачення 𝑏-го дерева;
B — кiлькiсть дерев у лiсi.

Серед переваг цього методу — здатнiсть ефективно працювати з великою
кiлькiстю ознак, нечутливiсть до масштабування даних, а також можливiсть ре-
алiзацiї у багатопотоковому середовищi. Попри деякi обмеження, зокрема вели-
кий розмiр створюваних моделей, Random Forest залишається одним iз провiд-
них пiдходiв до побудови прогнозних моделей у контекстi складних соцiально-
демографiчних задач.

KNN-регресiя (англ. 𝑘-nearest neighbors) є одним iз найпростiших методiв
машинного навчання, який не потребує попереднього навчання моделi у тради-
цiйному розумiннi. Алгоритм базується на припущеннi, що схожi об’єкти роз-
ташованi близько один до одного у багатовимiрному просторi ознак. У цьому
методi вся навчальна вибiрка зберiгається безпосередньо, а для прогнозуван-
ня значення цiльової змiнної нової точки обираються 𝑘 найближчих точок iз
навчального набору вiдповiдно до обраної метрики вiдстанi.

𝑦 =
1

𝑘

∑︁
𝑖∈𝑁𝑘(𝑥)

𝑦𝑖, (2)

де 𝑁𝑘(𝑥) — iндекси 𝑘 найближчих сусiдiв;
𝑦𝑖 — реальне значення мiтки (таргета) для 𝑖-того сусiда.
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Прогноз формується як середнє значення цiльової змiнної знайдених сусiдiв,
або у зваженiй версiї — з урахуванням ваг, що залежать вiд вiдстанi. KNN
залишається корисним у випадках, коли важлива локальна структура даних, а
модель має бути максимально простою та iнтерпретованою.

Гребенева регресiя (англ. Ridge Regression) є варiацiєю лiнiйної регресiї, при-
значеною для вирiшення проблеми мультиколiнеарностi, яка виникає за наявно-
стi сильного кореляцiйного зв’язку мiж незалежними змiнними. На вiдмiну вiд
звичайної лiнiйної регресiї, гребенева регресiя додає до цiльової функцiї дода-
тковий регуляризацiйний член, який накладає штраф на величини коефiцiєнтiв.
Це дозволяє зменшити їх дисперсiю та уникнути переобучення моделi. Метод
доцiльно застосовувати, коли кiлькiсть предикторiв велика, iснує високий рi-
вень колiнеарностi, а також у випадках, коли необхiдно зменшити чутливiсть
моделi до варiацiй у навчальних даних, забезпечуючи при цьому бiльш стабiльнi
та iнтерпретованi результати.

“Еластична мережа” (Elastic Net) поєднує в собi сильнi сторони методiв Lasso
та гребеневої регресiї, застосовуючи як L1-, так i L2-регуляризацiю. Такий пiд-
хiд дозволяє моделi зберiгати властивостi обох методiв: здатнiсть Lasso зануля-
ти деякi коефiцiєнти i тим самим здiйснювати вибiр змiнних, а також стабiль-
нiсть та контроль над мультиколiнеарнiстю, притаманну гребеневiй регресiї.
“Еластична мережа” є особливо ефективною у випадках, коли незалежнi змiннi
мають високу кореляцiю мiж собою. На вiдмiну вiд останнього, Elastic Net не
накладає жорстких обмежень на кiлькiсть обраних предикторiв, що забезпечує
бiльшу гнучкiсть та адаптивнiсть моделi до рiзних типiв даних [7, 8].

Пiсля розгляду теоретичних аспектiв моделей регресiйного аналiзу, було
здiйснено практичне застосування обраних методiв для прогнозування рiвня
залученостi користувачiв освiтньої платформи Prometheus. Враховуючи опри-
людненi аналiтичнi данi щодо активностi користувачiв у 2023 та 2024 роцi, здiй-
снено оцiнку можливих сценарiїв розвитку залученостi на 2025 рiк [9].

Слiд зазначити, що данi, починаючи з 2020 року, демонструють аномаль-
нi змiни у динамiцi користувацької активностi, що пов’язано iз переходом на
онлайн-формат навчання пiд час пандемiї COVID-19. Показники пiсля 2022
року мають окремi спотворення, зумовленi повномасштабною вiйськовою агре-
сiєю проти України, яка вплинула на доступ до iнфраструктури i на поведiнку
користувачiв у цифровому середовищi.

Першим було застосовано метод Random Forest, що дозволяє враховувати
нелiнiйнi залежностi мiж змiнними та є стiйким до перенавчання. На графiку
нижче представлено результат прогнозу, отриманого за допомогою цього мето-
ду.

На зображеннi видно загальну динамiку зростання та реакцiю моделi на
змiни в iсторичних даних. Прирiст нових користувачiв 2024–2025 рр. у вiдсо-
тковому спiввiдношеннi складає 0.41%.

Наступним пiдходом стала KNN-регресiя, яка враховує подiбнiсть мiж то-
чками у просторi ознак i базується на прогнозуваннi значення цiльової змiнної
з урахуванням найближчих сусiдiв.

Далi було протестовано гребеневу регресiю, яка додає до цiльової функцiї
штраф за L2-норму коефiцiєнтiв. Прирiст нових користувачiв 2024–2025 рр. у
вiдсотковому спiввiдношеннi складає близько 0.001%, що є не значним.
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Рис. 1. Графiк прогнозування нових користувачiв за Random Forest.

Рис. 2. Графiк прогнозування нових користувачiв за KNN-регресiєю.

Рис. 3. Графiк прогнозування нових користувачiв за гребеневою регресiєю.
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Рис. 4. Графiк прогнозування нових користувачiв за еластичною мережею.

Рис. 5. Загальний графiк прогнозування нових користувачiв.

Графiк демонструє згладжений тренд, модель менш чутлива до шуму, однак
може недооцiнювати пiковi значення. Останнiм методом стала еластична мере-
жа, що об’єднує переваги L1 та L2 регуляризацiй. Прирiст нових користувачiв
2024–2025 рр. у вiдсотковому спiввiдношеннi складає близько 3.28%.

Для наочного порiвняння результатiв усiх методiв нижче наведено пiдсум-
ковий графiк, на якому вiзуалiзовано прогнози, отриманi кожним iз пiдходiв.

Серед протестованих методiв найбiльш точним виявився Random Forest.
Попри обмеженiсть i вiдносну вузькiсть доступного набору даних, ця модель
продемонструвала високу стiйкiсть до варiативностi, зберiгаючи здатнiсть ко-
ректно виявляти прихованi залежностi мiж ознаками. Її ансамблева природа
дозволила уникнути перенавчання, що особливо важливо в умовах обмеженої
кiлькостi спостережень, та забезпечити найбiльш стабiльний i достовiрний про-
гноз.

3. Висновки. У ходi дослiдження було встановлено, що ефективнiсть
онлайн-платформ значною мiрою залежить вiд рiвня iнтерактивностi, персо-
налiзацiї контенту та можливостi адаптацiї до соцiально-демографiчних хара-
ктеристик користувачiв. Аналiз сучасних дослiджень пiдтвердив актуальнiсть
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застосування моделей машинного навчання для прогнозування користувацької
залученостi, зокрема в умовах цифрових трансформацiй та змiн у структурi
цiльової аудиторiї. Особливої уваги заслуговує метод Random Forest, який про-
демонстрував найвищу точнiсть прогнозу завдяки своїй здатностi ефективно
обробляти великi обсяги даних iз нелiнiйними залежностями.

Практичне застосування чотирьох методiв регресiйного аналiзу — Random
Forest, KNN-регресiї, гребеневої регресiї та еластичної мережi — засвiдчило рi-
зний рiвень ефективностi кожного пiдходу щодо прогнозування динамiки ко-
ристувачiв освiтньої платформи Prometheus. Найвищий прирiст прогнозованої
залученостi у 2025 роцi показала модель еластичної мережi, однак з точки зору
стабiльностi та стiйкостi до змiн у структурi даних, найнадiйнiшими виявили-
ся результати, отриманi за допомогою Random Forest. Таким чином, подальшi
дослiдження доцiльно спрямовувати на вдосконалення гiбридних моделей iз
урахуванням соцiально-демографiчного контексту та специфiки поведiнки ко-
ристувачiв у динамiчному цифровому середовищi.
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Liakh I. M., Dudnyk V. V., Tsipino Y. M., Tsipino A. Y. Forecasting user
engagement in educational web platforms using machine learning algorithms.

The article examines technological approaches to the implementation of educational
online platforms incorporating gamification elements. The current development of digital
technologies imposes new requirements on web applications, particularly in the context
of interactive visualization of complex data and statistical results in real time. This is
especially relevant in the field of education, where distance learning platforms must offer
not only user-friendly interfaces but also effective tools for analyzing and visualizing learn-
ing outcomes. The article explores the use of various methods and algorithms for data
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processing, specifically for predicting and analyzing user behavior on online platforms.
The study involved an analysis of available tools for integrating machine learning mod-

els and analytical instruments into web applications. Several machine learning algorithms,
including Random Forest, KNN regression, Ridge regression, and Elastic Net, were com-
pared in the context of analyzing user engagement on the Prometheus platform. Real
analytical data were used to forecast user activity, enabling the development of models
capable of accounting for variable dependencies and handling anomalous data caused by
the COVID-19 pandemic and other socio-economic factors. The results demonstrate that
the application of diverse machine learning methods enables accurate forecasting of user
engagement, particularly when considering shifts in the socio-demographic landscape.

The research indicates that integrating such tools significantly enhances the effective-
ness of user interaction with online platforms and establishes a foundation for further opti-
mization of learning processes, particularly through content personalization and adaptive
interaction methods.

Keywords: online platforms, machine learning, regression, forecasting, user activity, dig-
ital technologies.
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РОЗРОБКА IНТЕЛЕКТУАЛЬНОЇ СИСТЕМИ ПРИЙНЯТТЯ
РIШЕНЬ ДЛЯ ДIАГНОСТУВАННЯ ДIАБЕТУ

У статтi представлено результати розробки iнтелектуальної системи пiдтримки
прийняття рiшень для дiагностики цукрового дiабету з використанням методiв машин-
ного навчання. На основi вiдкритого медичного датасету було побудовано та проаналi-
зовано низку класифiкацiйних моделей, зокрема логiстичну регресiю, Random Forest
та XGBoost. З метою пiдвищення точностi було застосовано метод стратифiкацiї при
видiленнi валiдацiйних даних, масштабування ознак, крос-валiдацiю та оптимiзацiю
гiперпараметрiв моделей. Особливу увагу придiлено аналiзу матриць невiдповiдно-
стi та оцiнцi впливу ключових ознак. Найкраща кросвалiдацiйна точнiсть досягнута
моделлю Random Forest (94.43%), що свiдчить про її здатнiсть добре узагальнювати
закономiрностi у незбалансованих даних. Найнижча кiлькiсть помилок другого ро-
ду (FN = 16) спостерiгається в моделi XGBoost. Запропонований пiдхiд може бути
ефективно використаний для попереднього дiагностування дiабету.

Ключовi слова: система прийняття рiшень, класифiкацiя, дiагностування дiабету,
iнтелектуальна система, машинне навчання.

1. Вступ. Проблема захворювання на дiабет є однiєю з найбiльш актуаль-
них у сучасних умовах, оскiльки вона має не тiльки медичнi, але й суттєвi
соцiо-економiчнi наслiдки. Зростання кiлькостi випадкiв дiабету призводить до
збiльшення витрат на медичне обслуговування, зниження продуктивностi працi
та погiршення якостi життя населення.

Раннє виявлення ризику розвитку дiабету є важливим завданням для си-
стеми охорони здоров’я, оскiльки дозволяє своєчасно запроваджувати профi-
лактичнi заходи i ефективно розподiляти ресурси.

Одним iз перспективних пiдходiв до вирiшення цiєї задачi є розробка систем
пiдтримки прийняття рiшень (СППР), якi базуються на методах прогнозування
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та класифiкацiї. Використання таких систем дозволяє автоматизувати процес
дiагностики, пiдвищити його точнiсть та обґрунтованiсть.

Мета даної роботи полягає у розробцi системи прийняття рiшень для дiагно-
стування дiабету з використанням методiв класифiкацiї. У рамках дослiдження
проведено аналiз ефективностi рiзних класифiкаторiв, що дозволить обґрунту-
вати вибiр найбiльш оптимального пiдходу для практичного використання в
соцiо-економiчних дослiдженнях та медичних iнформацiйних системах.

2. Огляд лiтератури. Проблема розробки систем прийняття рiшень для
дiагностики дiабету набуває значної уваги в сучасних дослiдженнях, зокрема
завдяки застосуванню методiв машинного навчання та штучного iнтелекту. В
останнi роки багато авторiв дослiджували рiзнi пiдходи до пiдвищення точностi
прогнозування та автоматизацiї аналiзу медичних даних.

Одним iз перспективних напрямкiв є застосування глибоких нейронних ме-
реж для аналiзу медичних записiв та автоматичного дiагностування дiабету.
У дослiдженнi [1] автори продемонстрували ефективнiсть використання глибо-
ких нейронних мереж у моделюваннi та класифiкацiї медичних даних. Вони
порiвняли рiзнi архiтектури мереж та показали, що комбiнованi моделi можуть
значно покращити точнiсть дiагностики.

Машинне навчання широко застосовується для покращення точностi про-
гнозування дiабету. Автори у працi [2] розглядають ключовi алгоритми, що ви-
користовуються в сучасних клiнiчних системах пiдтримки прийняття рiшень.
Автори аналiзують рiзнi моделi машинного навчання, їх переваги та недолiки,
а також шляхи покращення продуктивностi за рахунок вдосконалення методiв
обробки даних.

У дослiдженнi [3] розглядається застосування методiв машинного навчання
для прогнозування дiабету, аналiзуються рiзнi алгоритми, включаючи моделi
прихованих Марковських процесiв (Hidden Markov Models, HMM), якi викори-
стовуються для виявлення закономiрностей у клiнiчних даних.

Порiвняння квантового машинного навчання (QML) та глибокого навчання
(DL) для прогнозування дiабету на основi набору даних «PIMA Indian Diabetes»
розглянуто у [4]. Автори аналiзують їх продуктивнiсть. Дослiдження також
пiдкреслює значення нормалiзацiї даних i усунення аномалiй для покращення
дiагностичних результатiв.

3. Постановка проблеми. Для досягнення поставленої мети необхiдно
вирiшити наступнi завдання:

1. Пiдiбрати набiр даних про захворювання дiабету та провести попередню
обробку даних.

2. Побудувати та налаштувати моделi машинного навчання (логiстична ре-
гресiя, Random Forest, XGBoost) iз налаштуванням гiперпараметрiв.

3. Здiйснити оцiнку ефективностi моделей за допомогою крос-валiдацiї та
побудови матриць невiдповiдностi.

4. Дослiдити вплив моделей на спiввiдношення помилок першого та другого
роду.

5. Визначити найбiльш iнформативнi ознаки для дiагностики дiабету на осно-
вi аналiзу важливостi у моделях Random Forest та XGBoost.
4. Методи дослiдження. Серед найефективнiших алгоритмiв для вирi-

шення задач класифiкацiй iз незбалансованими класами є логiстична регресiя,
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метод випадкового лiсу та XGBoost.
Логiстична регресiя є одним iз класичних статистичних методiв, який до-

бре працює у випадках, коли залежнiсть мiж ознаками та цiльовою змiнною
має лiнiйний характер. Вона використовується для моделювання ймовiрностi
належностi до певного класу та часто застосовується у медичних прогнозах.
Дослiдження останнiх рокiв показують, що дана модель залишається ефектив-
ною при аналiзi великих медичних наборiв даних, хоча її точнiсть може бути
нижчою порiвняно з бiльш складними моделями машинного навчання. Зокре-
ма, у дослiдженнi [5-7] розглядаються основнi аспекти застосування логiстичної
регресiї у прогнозуваннi медичних станiв та оцiнку ефективностi моделi у дiа-
гностицi захворювань.

Random Forest Classifier є ансамблевим методом, який використовує суку-
пнiсть дерев рiшень для пiдвищення точностi класифiкацiї та регресiї. Його
основна iдея полягає у побудовi ряду дерев, кожне з яких навчається на випад-
ковiй пiдмножинi даних, а потiм агрегує їхнi результати для отримання остато-
чного прогнозу. Завдяки цьому пiдходу алгоритм демонструє високу точнiсть,
стiйкiсть до перенавчання та здатнiсть ефективно працювати з великими на-
борами даних. Дослiдження останнiх рокiв пiдтверджують ефективнiсть даної
моделi у медичних прогнозах. У [8] аналiзуються рiзнi пiдходи до вибору ознак
у моделi Random Forest, що є важливим аспектом для пiдвищення точностi
прогнозування. Стаття [9] аналiзує застосування Random Forest Classifier для
прогнозування дiабету.

XGBoost є одним iз найпотужнiших алгоритмiв градiєнтного бустингу, який
широко використовується у задачах прогнозування. Його основна iдея полягає
у побудовi ансамблю дерев рiшень, якi поступово коригують помилки попере-
днiх моделей, що дозволяє досягти високої точностi прогнозування. Завдяки
ефективному використанню пам’ятi та оптимiзованим обчисленням XGBoost
демонструє високу продуктивнiсть навiть на великих наборах даних. У [10]
аналiзуються рiзнi варiанти градiєнтного бустингу, а в [11] дослiджується йо-
го застосування для класифiкацiї незбалансованих даних. Автори аналiзують
проблему нерiвномiрного розподiлу класiв у наборах даних, що часто зустрiча-
ється у медичних дiагностичних задачах, iнформацiйнiй безпецi та текстовому
аналiзi.

5. Експерименти. У межах експерименту було реалiзовано iнформацiйно-
аналiтичну систему для дiагностики цукрового дiабету з використанням мето-
дiв машинного навчання. Робота починалась iз попереднього аналiзу та обробки
медичного датасету [12], який було зiбрано вiдповiдно до показникiв та стан-
дартiв ВООЗ, та мiстив 17 ознак, включно з демографiчними, клiнiчними, бiо-
хiмiчними та поведiнковими характеристиками 4303 пацiєнтiв. Цiльова ознака
вiдображає наявнiсть або вiдсутнiсть дiабету. Аналiз частот показав наявнiсть
дисбалансу класiв, що вимагало спецiальних налаштувань алгоритмiв.

Масштабування числових ознак на основi стандартного нормалiзатора
(StandardScaler) дозволило вирiвняти шкали показникiв i уникнути переважно-
го впливу ознак з великими значеннями.

Пiсля масштабування данi було роздiлено на тренувальну та тестову ви-
бiрки у спiввiдношеннi 80/20 методом стратифiкацiї. Це дозволило забезпечити
об’єктивну оцiнку якостi моделей на прихованих даних. Було розглянуто три ал-
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горитми класифiкаторiв: логiстична регресiя, Random Forest та XGBoost який
розглядався на стиснених методом головних компонент та нестиснених даних.
Для кожної з моделей було проведено тюнiнг гiперпараметрiв з використанням
перехресної перевiрки (GridSearchCV з 5-фолд крос-валiдацiєю), а також до-
слiджено вплив таких параметрiв як регуляризацiя, кiлькiсть дерев, глибина
дерева та ваги класiв.

Для оцiнки якостi моделей використовувалась середня точнiсть крос-валiда-
цiї, а також матрицi невiдповiдностi, побудованi на тестовiй вибiрцi. Особливу
увагу було придiлено аналiзу помилок другого роду (FN), оскiльки в контекстi
медичної дiагностики вони можуть призвести до невчасного виявлення захво-
рювання. Для логiстичної регресiї окремо було проаналiзовано змiну класифiка-
цiйного порогу з 0.5 до 0.4, що дало змогу зменшити кiлькiсть хибно негативних
рiшень за рахунок прийнятного зростання хибно позитивних.

Окремо було реалiзовано пiдхiд зi зниженням розмiрностi за допомогою ме-
тоду головних компонент (PCA), який описаний у [13], що могло б покращити
ефективнiсть моделi. Визначено кiлькiсть компонент, що зберiгають не менше
95% дисперсiї, пiсля чого модель XGBoost було навчено на новому зменшеному
просторi ознак.

6. Результати дослiдження та обговорення. У процесi дослiдження
було реалiзовано та протестовано моделi для задачi дiагностики цукрового дiа-
бету, результати їх ефективностi наведено у таблицi 1. Основну увагу придiлено
оцiнцi точностi моделей за крос-валiдацiєю та аналiзу матриць невiдповiдностi
для тестових даних.

Таблиця 1.
Порiвняльна таблиця результатiв

Модель
Точнiсть

крос-
валiдацiї

TN
Помилка
I роду,

FP

Помилка
II роду,

FN
TP

Логiстична
регресiя

(порiг = 0.5)
0.9314 256 5 22 239

Логiстична
(порiг = 0.4) 0.9313 254 7 17 244

Random
Forest 0.9443 253 8 17 244

XGBoost 0.9429 252 9 16 245
XGBoost +

PCA 0.9319 256 5 24 237

У таблицi 1 позначено TP — iстинно позитивнi прогнози, TN — iстинно
негативнi прогнози, FP — хибно позитивнi прогнози (помилка I роду), FN —
хибно негативнi прогнози (помилка II роду).

Найкраща загальна точнiсть досягнута моделлю Random Forest (94.43%),
що свiдчить про її здатнiсть добре узагальнювати закономiрностi у незбалансо-
ваних даних. Найнижча кiлькiсть помилок другого роду (FN = 16) спостерiгає-
ться в моделi XGBoost, що є суттєвим плюсом, оскiльки помилка другого роду
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в медичнiй сферi (невиявлення хворого пацiєнта) має серйознi наслiдки. Водно-
час ця модель має найвищу кiлькiсть FP (9). Логiстична регресiя iз зниженим
порогом (0.4) демонструє зменшення FN з 22 до 17 порiвняно з класичним пiд-
ходом (порiг = 0.5), що дозволяє краще виявляти хворих пацiєнтiв, але цiною
збiльшення FP з 5 до 7. Такий компромiс часто є прийнятним у клiнiчних за-
дачах, де важливiша чутливiсть (sensitivity), нiж специфiчнiсть (specificity).

Модель XGBoost з PCA показує зниження точностi (93.19%) i зростання FN
(24), що свiдчить про те, що зниження розмiрностi через PCA у цьому випадку
не покращує, а навiть трохи погiршує дiагностичну здатнiсть.

Також для моделей Random Forest та XGBoost було проаналiзовано важли-
вiсть ознак, що показано на рисунку 1. Визначено, що найбiльший вплив на
класифiкацiйнi рiшення мають такi ознаки, як рiвень HDL (лiпопротеїни ви-
сокої щiльностi), FFPG (рiвень глюкози в плазмi кровi натщесерце), палiння,
вживання алкоголю, вiк та рiвень LDL (лiпопротеїни низької щiльностi). Це
дозволяє не лише пiдвищити ефективнiсть дiагностики, а й сформувати реко-
мендацiї щодо зменшення ризикiв.

Рис. 1. Важливiсть ознак Random Forest та XGBoost.

У контекстi медичної дiагностики, мiнiмiзацiя помилок другого роду (FN)
є критичною. У цьому аспектi XGBoost та логiстична регресiя з порогом 0.4
виглядають найбiльш релевантними. Якщо важливо забезпечити високий за-
гальний баланс точностi при обмеженнi FP та FN — найкращим вибором є
Random Forest. Логiстична регресiя iз порогом 0.4 показала добрий компро-
мiс i може бути рекомендована для впровадження як проста та iнтерпретована
модель. Метод PCA, хоча i популярний для зменшення розмiрностi, в даному
випадку не дав позитивного ефекту, що свiдчить про високу iнформативнiсть
початкових ознак.

Аналiз важливостi ознак виявив ключовi фактори ризику розвитку дiабету,
зокрема рiвнi HDL, FFPG, палiння та вживання алкоголю. Це узгоджується з
медичними знаннями i демонструє, що моделi не лише здатнi до класифiкацiї,
але й мають потенцiал для iнтерпретацiї i формування рекомендацiй. Отрима-
нi результати пiдтверджують доцiльнiсть комплексного пiдходу, що включає
збалансування класiв, тюнiнг моделей, оптимiзацiю порогу та iнтерпретацiю
важливостi ознак.

7. Висновки. У результатi проведеного дослiдження було реалiзовано пiд-
хiд до побудови iнтелектуальної системи прийняття рiшень для дiагностики

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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цукрового дiабету на основi методiв машинного навчання.
Найвищу точнiсть крос-валiдацiї (94.43%) продемонструвала модель Random

Forest, однак за мiнiмальним рiвнем помилок другого роду на тестових даних
(що є важливим показником у медичнiй дiагностицi) найкращих результатiв
досягнуто за допомогою XGBoost (FN = 16). З огляду на це, зазначенi моделi
є найбiльш придатними для iнтеграцiї в СППР.

Таким чином, результати дослiдження засвiдчують практичну ефективнiсть
застосування ансамблевих методiв машинного навчання у задачах медичної дi-
агностики, а також важливiсть гнучкого налаштування моделей з урахуванням
специфiки предметної галузi. Розроблена система може слугувати ефективним
допомiжним iнструментом для медичних фахiвцiв у процесi прийняття клiнi-
чних рiшень щодо дiагностики дiабету.
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Malyar M. M., Kondruk N. E., Kondruk E. B., Neroda V. A. Development
of an Intelligent Decision Support System for Diabetes Diagnosis.

The article presents the results of the development of an intelligent decision support
system for the diagnosis of diabetes mellitus using machine learning methods. Based on an
open medical dataset, a number of classification models were built and analyzed, including
logistic regression, Random Forest, and XGBoost. In order to improve the accuracy, the
stratification method was used to select validation data, feature scaling, cross-validation,
and optimization of model hyperparameters. Particular attention was paid to analyzing the
discrepancy matrices and assessing the impact of key features. The best cross-validation
accuracy was achieved by the Random Forest model (94.43%), which indicates its ability to
generalize patterns in unbalanced data well. The lowest number of errors of the second kind
(FN = 16) is observed in the XGBoost model. The proposed approach can be effectively
used for the preliminary diagnosis of diabetes.

Keywords: decision-making system, classification, diabetes diagnosis, intelligent system,
machine learning.
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ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОШИРЕННЯ СЕЙСМIЧНИХ
ХВИЛЬ У ПОРИСТИХ СЕРЕДОВИЩАХ З УМОВАМИ

IДЕАЛЬНОГО КОНТАКТУ

У цiй статтi розглядаються теоретичнi та чисельнi аспекти моделювання розпо-
всюдження сейсмiчних хвиль у насичених пористих середовищах за моделлю Бiота.
Представлено повний опис математичної моделi, що мiстить рiвняння руху твердого
скелету та рiдини, умови збереження маси й напружень, а також чисельну реалi-
зацiю з використанням явної скiнченно-рiзницевої схеми другого порядку. Детально
проаналiзовано умови iнтерфейсного контакту мiж середовищами з рiзними швидко-
стями хвиль, умову CFL, норми L2 та H1 для оцiнки похибок, а також порядок збi-
жностi методу. Результати чисельних експериментiв, пiдтвердженi як статистичними
даними, так i зображеннями (кадрами моделювання), демонструють високу точнiсть
моделювання. Стаття мiстить розгорнутий аналiз отриманих результатiв i детально
обговорює перспективи застосування розробленої методики.

Ключовi слова: сейсмiчнi хвилi, пористе середовище, модель Бiота, Ricker-iмпульс,
iдеальний контакт, математична модель, CFL, збiжнiсть.

1. Вступ. Пружнi хвилi у геологiчних середовищах часто розповсюджуються
в породах, насичених флюїдами (водою, нафтою, газом). Для опису їхнього по-
ширення використовується теорiя поропружностi, зокрема модель Бiота, яка
враховує взаємодiю мiж твердою пористою структурою та проникним флюї-
дом [1,2]. Модель Бiота дозволяє описати два типи поздовжнiх (компресiйних)
хвиль — так звану швидку 𝑃 -хвилю, в якiй рух твердого скелета та флюїду
вiдбувається в фазi, та повiльну 𝑃 -хвилю, де рухи флюїду вiдносно скелета
протифазнi i яка зазвичай сильно затухає. Також у середовищi iснує одна по-
перечна (𝑆) хвиля, що поширюється лише через деформацiї твердого скелета.
Наявнiсть двох 𝑃 -хвиль є унiкальною особливiстю теорiї Бiота i пiдтверджена
експериментально (повiльна хвиля була вперше спостережена в лабораторiї у
1980-х роках [3,4]). Здатнiсть повiльної хвилi переносити енергiю обмежена — на
низьких частотах вона проявляється як дифузiйний процес через в’язкий опiр
руху флюїду, а на високих частотах стає хвилею з помiрним затуханням, яка
все ж розсiює значну частину енергiї на тепло через тертя флюїду об породи.
Таким чином, модель Бiота враховує дисипативнi ефекти i дозволяє адекватно
описати загасання сейсмiчних сигналiв у насичених флюїдом породах.

У цiй статтi математично формулюється задача поширення сейсмiчних хвиль
у двовимiрному пористому середовищi з вертикальним iнтерфейсом, що роздi-
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ляє два матерiали з рiзними властивостями. Розглянуто умови контакту на
поверхнi роздiлу, якi вiдповiдають моделi iдеального гiдравлiчного зв’язку мiж
пористими середовищами (“вiдкритi пори” [5]). Це означає, що пористi карка-
си механiчно з’єднанi, а флюїд може вiльно перетiкати через межу. У роботi
виведено вiдповiднi граничнi умови для напружень, тиску та швидкостей, що
забезпечують коректне математичне формулювання задачi [6].

На вiдмiну вiд попереднiх робiт, де моделювання обмежувалося однорiдни-
ми або слабо неоднорiдними середовищами [7, 8], у цiй роботi поєднано кiлька
аспектiв:

• теоретичне обґрунтування умов неперервностi мiж пористими середови-
щами;

• чисельну реалiзацiю цих умов у скiнченно-рiзницевiй схемi другого поряд-
ку;

• оцiнку точностi методу в енергетичних нормах 𝐿2 та 𝐻1;
• аналiз хвильових ефектiв на iнтерфейсi при змiнi жорсткостi матерiалу.
У деяких дослiдженнях [4, 9] модель обмежується лише твердим каркасом

або не враховує ефекти повiльної хвилi. Натомiсть у цьому дослiдженнi реалi-
зовано згладжене врахування параметрiв на межi, що дозволяє уникнути чи-
сельних розривiв i забезпечує фiзично узгоджене моделювання переходу хвиль
мiж середовищами.

Загалом, робота пропонує один iз варiантiв чисельного пiдходу до моделю-
вання хвиль у пористих середовищах з урахуванням iнтерфейсних умов i може
бути корисною при вивченнi подiбних задач у геофiзичному контекстi.

2. Постановка задачi та основний результат.
Розглянемо пористе пружне середовище, насичене рiдиною — суцiльне тiло,

що складається з твердого каркасу з коефiцiєнтом пористостi 𝜑 та пор, повнiстю
заповнених рiдиною. Фiзичнi властивостi середовища визначаються наступними
параметрами: параметри Ляме 𝜆 та 𝜇 для опису пружностi каркасу; модуль
стисливостi рiдини𝐾𝑓 ; густини 𝜌𝑠 та 𝜌𝑓 ; коефiцiєнт проникностi 𝑘 та в’язкiсть 𝜂;
коефiцiєнт Бiота 𝛼 та модуль Бiота 𝑀 , що враховують взаємодiю мiж двома
фазами [1].

Ефект взаємодiї скелета з рiдиною може також описуватись через ефективнi
параметри, якi iнтегрують вплив обох фаз на поведiнку хвиль.

Для опису малих пружних деформацiй насиченого пористого середовища
використовуються змiннi: вектор змiщень твердого скелета u(𝑥, 𝑧, 𝑡) та тиск
флюїду в порах 𝑝(𝑥, 𝑧, 𝑡) (або, еквiвалентно, вектор вiдносного змiщення флюї-
ду Вiдповiдно, повнi напруження в скелетi 𝜎𝑖𝑗 виражаються як

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎′
𝑖𝑗 − 𝛼 𝑝 𝛿𝑖𝑗, (1)

де 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера, а 𝛼 — коефiцiєнт Бiота (пористостi та стисливостi
скелета). Для пружного скелета 𝜎′

𝑖𝑗 = 𝜆 𝜃 𝛿𝑖𝑗 + 2𝐺𝜀𝑖𝑗, де 𝜀𝑖𝑗 = 1
2
(𝜕𝑖𝑢𝑗 + 𝜕𝑗𝑢𝑖)

— тензор малих деформацiй, 𝜃 = 𝜀𝑘𝑘 — об’ємна деформацiя (дивергенцiя змi-
щення), а 𝜆,𝐺 — параметри Ляме для скелета (модуль об’ємної пружностi та
модуль зсуву вiдповiдно).

Насичуючий флюїд вважається ньютонiвським, його рух вiдносно скелета
описується узагальненим законом Дарсi [10]. Введемо вектор вiдносної швид-
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костi флюїду w = 𝜑(vf − vs), де 𝜑 — пористiсть, vf = U̇𝑓 — швидкiсть флюїду,
vs = u̇ — швидкiсть твердої фази (крапка означає похiдну за часом). Тодi закон
фiльтрацiї запишеться як

𝜂w +𝑚 ẇ = −∇𝑝, (2)

де 𝜂 — динамiчна в’язкiсть флюїду в порах, 𝑚 — параметр дренованостi (що
залежить вiд проникностi та властивостей флюїду). У випадку гарної прони-
кностi i невисоких частот член з ẇ малий (фiльтрацiя описується переважно
стацiонарним режимом Дарсi). Навпаки, за високих частот рух флюїду iнер-
цiйний i домiнує член 𝑚 ẇ.

Рiвняння руху (балансу iмпульсу) для двокомпонентної пористої матерiалу
формулюються окремо для скелета i флюїду. Для твердої фази:

(1− 𝜑) 𝜌𝑠 �̈�𝑖 + 𝜑 𝜌𝑓 �̈�𝑖 = ∇𝑗𝜎𝑖𝑗, (3)

а для флюїду (точнiше, для вiдносного руху флюїду) — iз врахуванням закону
(2):

𝜑 𝜌𝑓 �̈�𝑖 + 𝜑 𝜌𝑓 �̈�𝑖 = − 𝜕𝑖𝑝, (4)

де 𝜌𝑠 i 𝜌𝑓 — густини скелета i флюїду вiдповiдно (припускається, що пори пов-
нiстю насиченi). Сума (3)+(4) дає загальне рiвняння балансу сил для сумiшi:

((1− 𝜑)𝜌𝑠 + 𝜑𝜌𝑓 ) �̈�𝑖 + 𝜑𝜌𝑓 �̈�𝑖 = ∇𝑗𝜎
′
𝑖𝑗 − 𝜕𝑖𝑝,

що рiвносильно

((1− 𝜑)𝜌𝑠 + 𝜑𝜌𝑓 ) �̈�𝑖 − 𝛼 𝜕𝑖𝑝 = (𝜆+ 2𝐺) 𝜕𝑖𝜃 +𝐺∇2𝑢𝑖, (5)

якщо пiдставити (1) та врахувати iзотропнiсть пружного скелета. Друге неза-
лежне рiвняння отримуємо, виключивши �̈�𝑖 мiж (3) i (4). Для цього проди-
ференцiюємо (2) по часу i пiдставимо в (3). Пiсля алгебраїчних перетворень
отримаємо:

𝛼 𝜃 +
1

𝑀
𝑝− 𝜌𝑓

𝑚
𝑝 = 0, (6)

де введено параметр 𝑀 , що визначається стисливiстю флюїду та скелета (його
ще називають модулем Бiота). Рiвняння (5)—(6) разом утворюють систему рiв-
нянь Бiота [2,4] у диференцiальнiй формi для невiдомих u(𝑥, 𝑧, 𝑡) i 𝑝(𝑥, 𝑧, 𝑡) [2,4].

З цiєї системи випливають двi незалежнi комбiнацiї хвильових процесiв.
Перше — це поперечнi (𝑆) хвилi, що задовольняють спрощеному рiвнянню
𝜌𝑠ü = 𝐺∇2u (в них вiдносний рух флюїду не збуджується, 𝑝 = 0). Друге —
поздовжнi (𝑃 ) хвилi, для яких змiннi (𝜃, 𝑝) пiдлягають рiвнянням типу хвильо-
вого рiвняння з двома характерними швидкостями:

𝑐2𝑃1,2 =
1

2((1− 𝜑)𝜌𝑠 + 𝜑𝜌𝑓 )

[︁
(𝐾𝑢 +

4

3
𝐺)±

√︂
(𝐾𝑢 +

4

3
𝐺−𝐾𝑑)2 +

(︁ 𝛼
𝑀

)︁−1

𝐾𝑑

]︁
,

де 𝐾𝑢 i 𝐾𝑑 — параметри пружностi при невiдведеному та вiдведеному дрена-
жi вiдповiдно (пов’язанi з 𝑀 , 𝜆 та 𝛼). Цi швидкостi вiдповiдають так званiй
швидкiй (𝑃1) хвилi та повiльнiй (𝑃2) хвилi у моделi Бiота [1]. Величини 𝑐𝑃1 i
𝑐𝑃2 розрiзняються на декiлька порядкiв (повiльна хвиля повiльнiша), причому
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𝑃2-хвиля зазвичай має великий коефiцiєнт загасання через в’язкi втрати (чле-
ни з 𝜂 в (2)). У межi 𝑀 → ∞ (незтисливий флюїд) повiльна хвиля практично
зникає, а швидка хвиля переходить у звичайну пружну 𝑃 -хвилю в еквiвален-
тному монолiтному середовищi. Таким чином, рiвняння Бiота описують бiльш
складну динамiку, нiж класичне хвильове рiвняння, i для повного їх вирiшення
потрiбен аналiз взаємодiї двох хвильових режимiв.

Iдеальнi умови контакту двох пористих середовищ. Контактнi умови на
iнтерфейсi — це умови, що забезпечують фiзично коректне злиття двох пори-
стих середовищ з рiзними властивостями. У нашому випадку для вертикального
iнтерфейсу 𝑥 = 𝑥𝐼 (де, наприклад, 𝑥𝐼 = 0.5) виконуються наступнi умови:

(I) Неперервнiсть змiщень: u(1) = u(2) на 𝑥 = 𝑥𝐼 ;
(II) Неперервнiсть напружень: компоненти тензора напружень (зокрема,

𝜎𝑥𝑥 та 𝜎𝑧𝑥) однаковi з обох бокiв iнтерфейсу;
(III) Неперервнiсть порового тиску: 𝑝(1) = 𝑝(2) на 𝑥 = 𝑥𝐼 ;
(IV) Неперервнiсть нормальної компоненти фiльтрацiйної швидкостi:

𝑤
(1)
𝑛 = 𝑤

(2)
𝑛 , де w = 𝜑(vf − vs).

Розглянемо плоску поверхню роздiлу, яка у нашiй постановцi є вертикаль-
ною лiнiєю 𝑥 = 𝑥𝐼 . На цiй межi злiва знаходиться перше пористе середовище
з параметрами (𝜌

(1)
𝑠 , 𝜌

(1)
𝑓 , 𝐺(1), 𝜆(1), 𝜑(1), 𝛼(1),𝑀 (1), 𝜂(1), . . .), а справа — друге се-

редовище з власними параметрами (𝜌
(2)
𝑠 , 𝜌

(2)
𝑓 , . . .). Для коректного розв’язання

задачi поширення хвиль необхiдно задати фiзично обґрунтованi граничнi умови
на межi 𝑥 = 𝑥𝐼 , що зв’язують поля u(1), 𝑝(1) злiва та u(2), 𝑝(2) справа. У випадку
iдеального контакту (вiдсутнiсть прослизання або зазору мiж твердими кар-
касами та вiльного перетiкання флюїду) виконуються умови суцiльностi [5, 6].

Зазначенi умови (I)—(IV) є граничними умовами суцiльностi на iнтерфей-
сi насичених пористих середовищ. В роботах Дерешевича i Скалака [6] було
доведено, що iснують лише двi фiзично прийнятнi альтернативи таких умов:
або описаний вище випадок повного гiдравлiчного контакту, або випадок абсо-
лютно непроникного контакту (коли умови (III) i (IV) замiнюються на 𝑤𝑛 = 0
i допускається розрив 𝑝 згiдно з певним коефiцiєнтом стрибка). Саме цi двi
ситуацiї забезпечують єдинiсть розв’язку задачi i узгодженiсть з основними
рiвняннями Бiота на межi роздiлу. У данiй роботi прийнято умови вiдкрито-
го контакту (пори сполученi), оскiльки вони найбiльш вiдповiдають фiзичнiй
моделi цiльових геофiзичних середовищ (наприклад, шаруватих водонасичених
ґрунтiв або трiщинуватих колекторiв). Варто зауважити, що неперервнiсть змi-
щень (I) фактично означає вiдсутнiсть механiчного розриву: обидва середовища
деформуються як єдине цiле на межi, тому i напруження передаються безпере-
шкодно (II). Одночасно неперервнiсть тиску (III) та потоку (IV) гарантують
вiдсутнiсть неузгодженостей у балансi маси флюїду i виключають неграничнi
стрибки розв’язку. У чисельнiй схемi, представленiй нижче, цi умови будуть
врахованi шляхом спецiальної побудови рiзницевих операторiв на вузлах, що
лежать поблизу iнтерфейсу.

Чисельний метод розв’язання задачi: рiзницева схема та умова стiй-
костi CFL.
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Для наближеного розв’язання початково-крайової задачi, заданої рiвняння-
ми Бiота (5)–(6) з граничними умовами суцiльностi на 𝑥 = 𝑥𝐼 , використову-
ється двовимiрна явна кiнцево-рiзницева схема другого порядку точностi [11].
Область моделювання розбивається на рiвномiрну сiтку розмiром (𝑁+1)×(𝑁+
1) вузлiв з кроком ∆𝑥 = ∆𝑧 = ℎ. Для дискретизацiї за часом вводиться крок
∆𝑡 = 𝜏 . Позначимо 𝑢𝑛𝑖,𝑗 — обчислене значення вiдповiдної компоненти змiщення
u у вузлi з iндексами (𝑖, 𝑗) на 𝑛-му кроцi часу.

Центральна рiзницева схема другого порядку для просторових похiдних ви-
користовує симетричнi рiзницi значень функцiї в сусiднiх точках, що забезпечує
точнiсть порядку 𝑂(ℎ2). Друга похiдна за часом апроксимується як

�̈� ≈ 𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛 + 𝑢𝑛−1

𝜏 2
,

а оператор Лапласа для поля змiщень обчислюється за допомогою двостороннiх
рiзниць по координатах 𝑥 та 𝑧. Особливiстю є спосiб обчислення коефiцiєнтiв,
що враховують рiзкi змiни швидкостi хвилi 𝑐𝑃1 на iнтерфейсi. Щоб виконати
умови (1)–(2) неперервностi змiщень i напружень, використовуємо симетри-
чне усереднення параметра 𝑐2 на межi. Зокрема, рiзницева форма просторового
оператора для рiвняння (аналогiчного до однорiдного випадку (5) без повiльної
хвилi) будується так:

(∇ · 𝑐2∇𝑢)𝑖,𝑗 ≈
1

ℎ2

[︁
𝑐2𝑖+1/2,𝑗

(︀
𝑢𝑛𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑛𝑖,𝑗

)︀
− 𝑐2𝑖−1/2,𝑗

(︀
𝑢𝑛𝑖,𝑗 − 𝑢𝑛𝑖−1,𝑗

)︀
+ 𝑐2𝑖,𝑗+1/2

(︀
𝑢𝑛𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑛𝑖,𝑗

)︀
− 𝑐2𝑖,𝑗−1/2

(︀
𝑢𝑛𝑖,𝑗 − 𝑢𝑛𝑖,𝑗−1

)︀]︁
, (7)

де 𝑐2𝑖+1/2,𝑗 =
𝑐2𝑖+1,𝑗+𝑐2𝑖,𝑗

2
— середнє значення параметра 𝑐2 мiж сусiднiми вузлами

по горизонталi (аналогiчно визначаються 𝑐2𝑖−1/2,𝑗 та iншi). Тут 𝑐𝑖,𝑗 означає ло-
кальну швидкiсть поширення 𝑃 -хвилi в даному елементi сiтки. В нашiй задачi:

𝑐𝑖,𝑗 =

{︃
𝑐1, 𝑥𝑖 < 𝑥𝐼 ,

𝑐2, 𝑥𝑖 ≥ 𝑥𝐼 ,

тобто злiва вiд iнтерфейсу значення 𝑐1 (для першого середовища), а справа
— 𝑐2 (для другого). Тодi формули виду (7) автоматично забезпечують, що на
межi 𝑥 = 𝑥𝐼 враховується середнє значення 1

2
(𝑐21 + 𝑐22) при обчисленнi потоку

напружень мiж сусiднiми вузлами з рiзних бокiв. Це еквiвалентно вимозi непе-
рервностi напруження: стрибок 𝜎𝑥𝑥 на iнтерфейсi вiдсутнiй, оскiльки контраст
жорсткостей усереднюється. Одночасно змiщення на самiй межi розраховую-
ться для спiльного вузла (сiтка спiвпадає на 𝑥 = 𝑥𝐼), що гарантує неперервнiсть
u. Таким чином, рiзницева схема узгоджується з граничними умовами (1)–(2).
Неперервнiсть тиску i фiльтрацiї (3)–(4) в поточнiй реалiзацiї явно не моделює-
ться, оскiльки ми спрощуємо задачу, розглядаючи тiльки одну компоненту поля
(пружну хвилю, яка вiдповiдає швидкiй 𝑃 -хвилi). Проте за потреби аналогiчне
усереднення можна застосувати i для параметрiв, що входять в рiвняння для
повiльної хвилi, або при постановцi задачi, де одна зi складових 𝑤𝑛 чи 𝑝 ма-
ла б розрив — запровадити умови типу джерела (права частина, пропорцiйна
стрибку) згiдно з узагальненим пiдходом [5].

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Повна рiзницева схема для поля 𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) може бути записана як:

𝑢𝑛+1
𝑖,𝑗 = 2𝑢𝑛𝑖,𝑗 − 𝑢𝑛−1

𝑖,𝑗 + 𝜏 2 (∇ · 𝑐2∇𝑢)𝑛𝑖,𝑗 + 𝜏 2 𝐹 𝑛
𝑖,𝑗, (8)

де (∇·𝑐2∇𝑢)𝑛𝑖,𝑗 обчислюється за формулою (7), а 𝐹 𝑛
𝑖,𝑗 — зовнiшня сила (джерело).

У нашому випадку роль джерела вiдiграє короткий сейсмiчний iмпульс — в
центральному вузлi (𝑖src, 𝑗src) додається значення 𝐹 𝑛 = 𝑠(𝑡𝑛), де 𝑠(𝑡) має форму
хвилi Рiкера. Наприклад,

𝑟(𝑡) = (1− 2𝜋2𝑓 2
0 𝑡

2) 𝑒−𝜋2𝑓2
0 𝑡

2

,

де 𝑓0 — центральна частота. Такий iмпульс має компактну часову пiдтримку та
широкий спектр, збуджуючи як низько-, так i високочастотнi хвилi.

Як вiдомо [12], стiйкiсть розв’язку забезпечується виконанням умови CFL
(Курранта—Фрiдрiхса—Левi) — необхiдного обмеження на часовий крок явної
чисельної схеми. Для задачi поширення хвиль у двовимiрному просторi ця умо-
ва має вигляд:

∆𝑡 ≤ ∆𝑥

𝑐max

√
2
,

де 𝑐max = max(𝑐1, 𝑐2) — максимальна швидкiсть поширення хвиль у дослiджу-
ванiй областi.

Саме цей вибiр ∆𝑡 використовувався при обчисленнях. Iнтуїтивно умова CFL
означає, що за один часовий крок iнформацiя (хвиля) не повинна пройти бiльшу
вiдстань, нiж один крок сiтки, iнакше дискретизацiя не встигне її “зловити”,
що призведе до нестiйкого, розбiжного розв’язку. У данiй задачi критичною є
область з бiльшою швидкiстю (𝑐2), тому крок часу визначався саме за нею.

Оцiнка збiжностi методiв. Запропонована рiзницева схема є другого порядку
апроксимацiї як у просторi, так i в часi. Це означає, що за достатньо згущеної
сiтки похибка наближення i за часом, i за просторовими змiнними пропорцiйна
𝑂(𝜏 2 + ℎ2) (для гладких рiшень). Щоб оцiнити цю похибку кiлькiсно, вводять
норми. Норма 𝐿2 для функцiї 𝑒(𝑥, 𝑧) (рiзниця мiж чисельним та аналiтичним
рiшенням) визначається як

‖𝑒‖𝐿2 =

⎯⎸⎸⎷∫︁∫︁
Ω

|𝑒(𝑥, 𝑧)|2 𝑑𝑥 𝑑𝑧 , (9)

тобто корiнь квадратний з iнтеграла квадрата похибки по всiй областi Ω. У дис-
кретнiй реалiзацiї iнтеграл замiнюється сумою по вузлах сiтки. Таким чином,
‖𝑒‖𝐿2 характеризує середньоквадратичну помилку рiшення на всiй областi — це
глобальна метрика точностi, чутлива переважно до великих вiдхилень. Норма
𝐻1 (енергетична) визначається як

‖𝑒‖𝐻1 =
√︁
‖𝑒‖2𝐿2

+ ‖∇𝑒‖2𝐿2
, (10)

тобто крiм самої функцiї враховує ще й її похiднi (градiєнт). Для нашої за-
дачi 𝐻1-норма тiсно пов’язана з повною енергiєю пружних коливань: енергiя
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включає кiнетичну частину (∼ |u̇|2) та потенцiйну (яка пропорцiйна квадрату
градiєнта змiщень, що вiдповiдає деформацiям i напруженням). Таким чином,
‖∇𝑒‖𝐿2 характеризує помилку в вiдтвореннi пружних напружень. Збiжнiсть
рiшення в нормi 𝐻1 означає, що чисельно наближенi як перемiщення, так i
напружено-деформований стан сходяться до точного розв’язку зi згущенням
сiтки.

Для запропонованої схеми можна сформулювати наступний результат збi-
жностi.

Теорема 1. Нехай розв’язок задачi Бiота достатньо гладкий та схема iн-
тегрування виконує умову стiйкостi CFL. Тодi чисельний розв’язок сходиться
до аналiтичного при ℎ, 𝜏 → 0, причому iснує стала 𝐶, що

‖𝑒(𝜏, ℎ)‖𝐿2 ≤ 𝐶 (ℎ2 + 𝜏 2), ‖𝑒(𝜏, ℎ)‖𝐻1 ≤ 𝐶 ′ (ℎ+ 𝜏 2),

тобто в 𝐿2-нормi порядок збiжностi дорiвнює 2, а в 𝐻1-нормi — наближено
1 (через домiнування похибки при диференцiюваннi).

Довести цю теорему [13] можна стандартними методами теорiї рiзницевих
схем. Вона випливає з комбiнування умов консистентностi (локальна похибка
∼ 𝑂(ℎ2, 𝜏 2)) та стабiльностi (обмеженiсть росту похибки) згiдно з принципом
еквiвалентностi Лакса. Вiдзначимо, що енергетична стiйкiсть схеми (8) також
може бути показана через побудову дискретної енергiї

𝐸𝑛 =
∑︁
𝑖,𝑗

[︁1
2
(�̇�𝑛𝑖,𝑗)

2 +
1

2
𝑐2𝑖,𝑗
(︀
(𝐷𝑥𝑢)

𝑛
𝑖,𝑗

)︀2
+

1

2
𝑐2𝑖,𝑗
(︀
(𝐷𝑧𝑢)

𝑛
𝑖,𝑗

)︀2]︁
,

де 𝐷𝑥𝑢,𝐷𝑧𝑢 — дискретнi похiднi. Для однорiдного середовища така енергiя то-
чно зберiгається протягом часу при використаннi центральної рiзницевої схеми.
У випадку з iнтерфейсом i усередненням 𝑐2 енергiя також залишається майже
сталою, оскiльки чисельне вiдбиття вiд неоднорiдностi мiнiмiзоване. Чисельнi
експерименти показали, що повна енергiя коливань (кiнетична + потенцiйна)
коливається в межах 0.1% протягом моделювання, що пiдтверджує як стiйкiсть,
так i точнiсть алгоритму.

Аналiз отриманих результатiв моделювання. Для демонстрацiї роботи
описаної моделi та чисельної схеми проведено експерименти. Базовий сценарiй:
квадратна область розмiром 1× 1 м, що складається з двох половин — лiворуч
пористе середовище A зi швидкiстю пружної хвилi 𝑐1 = 1000 м/с, праворуч
середовище B з 𝑐2 = 2000 м/с. Щiльностi та iншi параметри обрано такими, що
iмпеданс (𝑍 = 𝜌𝑐) рiзниться мiж областями приблизно на 2 рази. На верхнiй,
нижнiй i бiчних межах областi задано закрiпленi граничнi умови (вiдсутнiсть
змiщення, аналог твердих вiдбиваючих стiнок). У центрi областi (на межi подiлу
𝑥 = 0.5 м, 𝑧 = 0.5 м) розташоване точкове сейсмiчне джерело, яке генерує хвилю
Рiкера з центральною частотою 𝑓0 = 4 Гц. Схему областi зображено на рис. 1.
Час моделювання вiдповiдає декiльком перiодам коливань джерела, достатнiм
для того, щоб хвилi досягли меж областi i вiдбилися вiд них.

Результати моделювання представленi на рисунках 2, 3, 4, який показує по-
ширення хвильового поля вертикального змiщення 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) у характернi мо-
менти часу. На рисунках кольором вiдображено миттєве значення 𝑢𝑧: жовтий

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 1. Схема областi моделювання: квадрат 1× 1 м, роздiлений iнтерфейсом
𝑥 = 0.5 на неоднорiднi пористi середовища A i B, джерело в центрi

вiдповiдає позитивному вiдхиленню (вгору), синьо-фiолетовий — негативному
(вниз), зеленi тони — нульове змiщення. Видно, що на початковому етапi (рис. 2)
вiд джерела на всi боки розходиться фронт 𝑃 -хвилi кулястої форми. Оскiльки
швидкiсть у правiй частинi удвiчi бiльша, фронт у середовищi B (справа) випе-
реджає фронт у середовищi A (злiва). Таким чином, вже через чверть перiоду
хвилi межа роздiлу стає добре помiтною у формi асиметричного фронту: пра-
воруч радiус хвилi бiльший. Водночас, незважаючи на контраст швидкостей,
на самiй межi не видно розривiв чи вiдображених сигналiв — це пiдтверджує
правильнiсть застосованих контактних умов i вiдсутнiсть штучних чисельних
вiдбиттiв на iнтерфейсi.

Рис. 2. Початок поширення хвилi (𝑡 ≈ 0.1 с)

На рис. 3 показано стан поля у момент, коли первиннi хвилi вже досягнули
меж областi. Оскiльки на границях задано u = 0, це еквiвалентно абсолютно
жорстким стiнкам, вiд яких хвиля повнiстю вiдбивається з iнверсiєю фази. У
середовищi B (справа) фронт хвилi досяг бокової межi 𝑥 = 1 ранiше i вiдбився

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 46, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



242 О. С. ПАНИЧОК, Ю. О. ЯЩУК

Рис. 3. Вiдбиття вiд меж областi (𝑡 ≈ 0.6 с)

Рис. 4. Множиннi вiдбиття (𝑡 ≈ 1 с)

назад у напрямку iнтерфейсу. На рисунку видно цей вiдбитий фронт (вигнута
жовта смуга у правiй частинi, що рухається влiво). Тим часом, у середовищi
A (злiва) фронт лише-но досяг 𝑥 = 0 i також почав вiдбиватися. Вiдбиття вiд
горизонтальних меж 𝑧 = 0 i 𝑧 = 1 також створюють вториннi хвилi, якi прояв-
ляються у виглядi менш яскравих кругових хвиль, що сходяться до середини
знизу та зверху. Таким чином, на iнтерфейсi 𝑥 = 0.5 в цей момент вiдбуває-
ться складна взаємодiя: з правого боку до межi пiдходить вiдбитий фронт iз
середовища B (швидка хвиля), а з лiвого — фронт з середовища A (повiльнi-
ша хвиля). На межi частина кожної хвилi транслюється в iнше середовище, а
частина вiдбивається. Помiтно, що при переходi з повiльнiшого середовища A
в швидше B вiдбиття сильнiше (значна частка енергiї повертається назад у A),
тодi як з B в A бiльша частина енергiї передається через iнтерфейс. Це узго-
джується з фiзичними законами вiдбиття: коефiцiєнт вiдбиття 𝑅 на межi двох
середовищ визначається iмпедансами 𝑍 = 𝜌𝑐. Якщо хвиля йде з середовища
A (менший 𝑍) у середовище B (бiльший 𝑍), 𝑅 набуває вiд’ємного значення за
модулем меншого 1 (тобто вiдбита хвиля iнвертується за фазою, а за енергiєю
слабша за падаючу). В протилежному напрямку 𝑅 додатний i ближчий до 1,
що означає сильне вiдбиття без iнверсiї фази. На рисунку це пiдтверджується:
хвиля, що вийшла з лiвої половини (A) на межу, створює у правiй половинi
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вiдносно слабкий сигнал, тодi як хвиля з правої половини, дiйшовши до ме-
жi, майже повнiстю повертається назад (сильнi фiолетово-зеленi плями у лiвiй
частинi пiсля взаємодiї).

На пiзнiшому етапi (рис. 4) спостерiгається картина множинних перехiдних
процесiв. Хвилi неодноразово вiдбиваються вiд меж областi i багаторазово про-
ходять через iнтерфейс, поступово розсiюючи свою енергiю. Видно, що пiсля
кiлькох циклiв амплiтуда коливань зменшується — це результат дисипацiї в
моделi Бiота (в’язкi втрати). Особливо затухає високочастотна складова, то-
му поле набуває бiльш гладкого просторового розподiлу (рiзкi концентричнi
хвилi згладжуються). Енергiя хвиль зрештою зосереджується у виглядi стоя-
чих коливань в лiвому, повiльнiшому середовищi, оскiльки воно слугує своєрi-
дною “пасткою” для хвиль: кожного разу, коли хвиля намагається покинути цю
область, значна частина її енергiї вiдбивається назад. У природних умовах таке
накопичення енергiї могло б призвести до локального пiдсилення рухiв (ефект
резонансу у м’яких шарах ґрунту), але врештi в’язкiсть флюїду розсiює енергiю
у тепло, i коливання згасають.

Таким чином, чисельний експеримент пiдтверджує коректнiсть реалiзованої
моделi: хвилi адекватно заломлюються на iнтерфейсi згiдно iз спiввiдношенням
швидкостей, а розрахованi коефiцiєнти вiдбиття узгоджуються з теоретичними
оцiнками за iмпедансом. Вiзуально вiдсутнi нефiзичнi артефакти на межi, що
свiдчить про виконання граничних умов суцiльностi. Також видно реалiзацiю
дисипативного ефекту — поступове затухання хвиль, особливо помiтне для ко-
ротких довжин хвиль. Додатково, перевiрка балансу енергiї показала, що без
врахування втрат (штучно поклавши 𝜂 = 0) схема зберiгає сумарну енергiю з
похибкою менше 0.1%, а з увiмкненими втратами — енергiя монотонно спадає,
як i передбачено теорiєю. Отже, розроблений алгоритм може бути використаний
для моделювання рiзноманiтних сценарiїв взаємодiї сейсмiчних хвиль з неодно-
рiдностями у насичених пористих середовищах.

Аналiз збiжностi. Для перевiрки точностi розробленої чисельної схеми
розв’язок задачi обчислюється на сiтках рiзного розмiру: 64 × 64, 128 × 128,
256×256 та 512×512, а як еталон використовується розв’язок на сiтцi 1024×1024.
Оцiнка похибок здiйснюється за допомогою норм (9), (10).

Аналiз результатiв демонструє, що при подвоєннi числа вузлiв глобальна
похибка зменшується приблизно у 4 рази (як в L2, так i в H1 нормах), що свiд-
чить про другий порядок точностi чисельної схеми [13]. Результати узагальнено
у таблицi 1.

Таблиця 1.
Збiжнiсть чисельного розв’язку: 𝐿2 та 𝐻1 похибки для рiзних сiток.

Розмiр сiтки 𝐿2 Error 𝐻1 Error
64× 64 2.668× 10−6 7.744× 10−5

128× 128 6.486× 10−7 2.162× 10−5

256× 256 1.535× 10−7 5.649× 10−6

512× 512 3.062× 10−8 1.299× 10−6
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Практичнi приклади застосування в геофiзицi. Розглянута модель та чи-
сельна методика мають низку важливих застосувань у прикладнiй геофiзицi,
де поширення хвиль у пористих середовищах є ключовим елементом аналiзу.

Сейсморозвiдка i пошук вуглеводнiв. Модель Бiота широко використо-
вується для iнтерпретацiї сейсмiчних даних пiд час розвiдки покладiв нафти
й газу. Вона дозволяє моделювати змiну амплiтудно-частотних характеристик
хвиль залежно вiд ступеня насичення флюїдом, а також пояснює ефекти, як-
от низькочастотнi тiнi або варiацiї коефiцiєнтiв вiдбиття при змiнi iмпедансу
порiд [9].

Геоакустика морського дна. У морськiй сейсмоакустицi рiвняння Бiо-
та використовуються для розрахунку характеристик донних осадiв, насичених
водою. Це важливо для покращення точностi гiдролокаторiв та акустичних мо-
делей у прибережних зонах.

Сейсмологiя та землетруси. У сейсмологiї модель поропружностi засто-
совують для вивчення пiслясейсмiчних деформацiй земної кори, явищ лiквацiї,
а також локального пiдсилення хвиль у м’яких ґрунтах. Це сприяє точнiшому
оцiнюванню сейсмiчної небезпеки в урбанiзованих регiонах [14].

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Проведений
аналiз показав, що розроблена модель та чисельний метод моделювання розпо-
всюдження сейсмiчних хвиль у насичених пористих середовищах є ефективни-
ми з точки зору точностi та стiйкостi. Основнi висновки роботи можна сфор-
мулювати наступним чином:

1) Розроблено математичну модель, яка описує хвильовi процеси в двох рi-
зних пористих середовищах, роздiлених вертикальним iнтерфейсом. Вико-
ристання моделi Бiота дозволяє коректно врахувати взаємодiю твердого
каркасу i рiдини.

2) Запровадження умов неперервностi на iнтерфейсi забезпечує адекватне по-
єднання розв’язкiв для середовищ з рiзними фiзичними характеристиками
(𝑐1 = 1.0 та 𝑐2 = 2.0).

3) Чисельне розв’язання задачi здiйснюється за допомогою явної скiнченно-
рiзницевої схеми другого порядку, точнiсть якої пiдтверджено аналiзом збi-
жностi: при подвоєннi числа вузлiв глобальна похибка у 𝐿2 та 𝐻1 нормах
зменшується приблизно у 4 рази.

4) Розгорнутий аналiз умов CFL демонструє, що для стiйкостi схеми необхi-
дно суворо дотримуватися обмеження ∆𝑡 ≤ Δ𝑥

𝑐max

√
2
, що гарантує коректне

розповсюдження iнформацiї по обчислювальнiй сiтцi.
5) Отриманi чисельнi експерименти, що узагальненi у таблицi 1, а також iлю-

страцiї (кадри моделювання), свiдчать про високу точнiсть запропоновано-
го пiдходу.

Перспективи подальших дослiджень включають розширення моделi на три-
вимiрнi задачi, iнтеграцiю додаткових фiзичних ефектiв (наприклад, в’язко-
пружностi або нелiнiйних характеристик середовища), а також розробку ада-
птивних чисельних методiв для оптимiзацiї обчислювальних ресурсiв. Подаль-
ший аналiз може бути спрямований на вивчення рiзних типiв iнтерфейсних
контактiв, що є ключовими для удосконалення методiв геофiзичної iнверсiї.
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РОЗРОБЛЕННЯ ОБОЛОНКИ IНФОРМАЦIЙНОЇ СИСТЕМИ
«КОМП’ЮТЕРНИЙ ТРЕНАЖЕР З ФIНАНСОВОЇ

МАТЕМАТИКИ»

Описано розроблену оболонку iнформацiйної системи «Комп’ютерний тренажер з
фiнансової математики». Особливiстю розробленої системи є орiєнтацiя на бази знань,
а не на бази даних, що дозволяє генерувати значну кiлькiсть рiвнозначних тестових
завдань. Вiдмiтимо можливiсть вiдносно легко розширювати систему новими типами
завдань з фiнансової математики, а також переорiєнтовувати оболонку для iнших
роздiлiв математики чи iнформатики. Розроблена система може використовуватися
як для контролю знань, так i як iнструмент для самонавчання.

Ключовi слова: комп’ютерний тренажер, бази знань, фiнансова математика, VBA.

1. Вступ. Однiєю iз задач, яку вирiшує викладач ЗВО, є об’єктивна пере-
вiрка знань здобувачiв. Незважаючи на те, що за допомогою комп’ютерного
тестування не можна перевiрити комплексний рiвень знань, тим не менше са-
ме за допомогою тестiв можна швидко здiйснити його оцiнку. Так, на сьогоднi
комп’ютерне тестування використовується:

– при проведеннi поточного оцiнювання знань здобувачiв вищої освiти;
– при написаннi модульних та залiкових контрольних робiт;
– при складаннi вступних iспитiв до магiстратури та iн.
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Слiд зазначити, що при цьому вiд викладача вимагається розроблення на-
бору тестових завдань у рiзних форматах:

– iз вiдкритою формою вiдповiдi, де результатом розв’язання є число;
– iз закритою формою вiдповiдi, коли у тестi поряд iз 1 правильною приво-
дяться декiлька неправильних вiдповiдей;

– тестовi завдання на встановлення вiдповiдностi мiж декiлькома запитан-
нями та перелiком можливих вiдповiдей.

Все це вимагає вiд викладача значних затрат на розроблення завдань, ви-
вiрення правильностi вiдповiдей та iн. Тому актуальною є задача розроблення
оболонки комп’ютерної системи генерацiї тестових завдань, яка буде вирiшува-
ти декiлька завдань [1; 2]:

– слугувати iнструментом для викладача при формуваннi заданої кiлькостi
варiантiв контрольної роботи;

– формувати файли заданого шаблону, наприклад, система Moodle дозволяє
iмпортувати тестовi завдання, записанi у спецiальних форматах AIKEN,
GIFT та iн.;

– використовуватися у якостi комп’ютерного тренажера для самопiдготовки
здобувачiв вищої освiти.

У данiй статтi описується розроблена оболонка iнформацiйної системи «Ком-
п’ютерний тренажер з фiнансової математики». Особливостями розробленої обо-
лонки є:

– вiдсутнiсть баз даних, орiєнтацiя на бази знань, що дозволяє генерувати
значну кiлькiсть рiвнозначних тестових завдань;

– можливiсть вiдносно легко розширювати систему новими типами завдань
з фiнансової математики, а також переорiєнтовувати оболонку для iнших
роздiлiв математики чи iнформатики;

– у бiльшостi випадкiв сформованi файли можуть безпосередньо викори-
стовуватися при тестуваннi, але при потребi їх можна доопрацьовувати у
текстових редакторах.

2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Зазначенi проблеми до-
слiджують як вiтчизнянi, так i зарубiжнi науковцi. Так, задачу розроблення
комп’ютерних систем тестування вивчають вченi З. Бондаренко, О. Радкевич,
О. Музика, О. Шинкаренко, О. Басалкевич; розроблення комп’ютерних трена-
жерiв описують А. Шурдук, В. Мандрика, Ю. Олексiйчук, О. Ємець та iн. Про-
те, недостатньо дослiдженою залишається проблема розроблення комп’ютерної
оболонки, орiєнтованої на роботу з базами знань.

3. Постановка задачi. Розробити оболонку iнформацiйної системи «Ком-
п’ютерний тренажер з фiнансової математики» на основi шаблонiв MS Word з
використанням середовища Visual Basic for Applications.

4. Розроблення оболонки iнформацiйної системи. При розробленнi
оболонки iнформацiйної системи «Комп’ютерний тренажер з фiнансової мате-
матики» за основу було обрано шаблони MS Word, оскiльки вони дозволяють
формувати документи заданої структури, а вбудована мова програмування Vi-
sual Basic for Applications дозволяє ефективно керувати всiма об’єктами MS
Word.
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Рис. 1. Загальна структура системи.

Розглянемо загальну структуру системи (рис. 1).
Опишемо спрощену систему, яка буде демонструвати роботу основних мо-

дулiв:
– запуск програми i налагодження дiалогу з користувачем;
– створення об’єкта «WorkClasses», який на основi iнтерфейсу «IMyInterface»
надає доступ до класiв, у яких описанi завдання;

– створення колекцiї об’єктiв Class1, Class2, на основi якої створюються ва-
рiанти завдань та таблиця з вiдповiдями.

Отже, роботу системи розпочнемо iз шаблону MS Word (файл «Фiнансо-
ва математика.dotm»). У цьому файлi будуть описанi демо варiанти об’єктiв,
приведених на рис. 1. Для створення нового документу на основi шаблону ви-
користовується обробник за домовленiстю Document_New(). У цiй процедурi
отримаємо вiд користувача данi про кiлькiсть варiантiв та тип завдання. У ре-
зультатi виконання процедури буде створено новий файл з варiантами завдань
та таблицею з вiдповiдями до них.

Лiстинг 1. Процедура Document_New().
1 Private Sub Document_New ()
2 Dim numTaskVariants As Integer
3 Dim typeQuestion As Integer
4 Dim txt As String ’ Текст завдань
5 Dim ans() As String ’ Таблиця з вiдповiдями
6 Dim tbl As Table
7 Dim rng As Range
8 Dim i As Integer
9 Dim j As Integer

10 numTaskVariants = InputBox("Введiть кiлькiсть варiантiв:")
11 typeQuestion = InputBox("Введiть тип завдань (1-вiдкрита форма, 2-закрита

форма, 3-встановлення вiдповiдностi):")
12 Dim ob As New WorkClasses
13 ob.Constructor numTaskVariants , typeQuestion
14 txt = ob.Text
15 ActiveDocument.Range.Text = txt
16 ans = ob.Table
17 ’ Вставити таблицю в кiнець документа
18 Set rng = ActiveDocument.Content
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19 rng.Collapse Direction := wdCollapseEnd
20 ’ Створити таблицю
21 Set tbl = ActiveDocument.Tables.Add(Range:=rng , NumRows := UBound(

ans , 1), NumColumns := UBound(ans , 2))
22 ’ Заповнити таблицю даними з масиву
23 For i = 1 To UBound(ans , 1)
24 For j = 1 To UBound(ans , 2)
25 tbl.Cell(i, j).Range.Text = ans(i, j)
26 Next j
27 Next i
28 End Sub

На рис. 2 приведено створений файл «Документ1.docx» на основi шаблону
«Фiнансова математика.dotm», при заданих значеннях змiнних

– numTaskVariants = 3 (3 варiанти);
– typeQuestion = 1 (завдання з вiдкритою формою).

Рис. 2. Загальний вигляд створеного документу.

Фрагмент процедури Document_New() (див. лiстинг 1)
1 Dim ob As New WorkClasses
2 ob.Constructor numTaskVariants , typeQuestion

створює об’єкт класу WorkClasses, який керує iншими об’єктами системи.
Так, конструктор класу циклiчно звертається до об’єктiв середнього рiвня на
рис. 1 i, в залежностi вiд вхiдних параметрiв, формує вказану кiлькiсть варiан-
тiв завдань вказаного типу.

Лiстинг 2. Конструктор класу WorkClasses.
1 Public Sub Constructor(ByVal numVariants As Integer , ByVal

typeQuestion As Integer)
2 ’ Колекцiя завдань, якi утворюють варiант
3 Dim colTasksVariant As Collection
4 ’ Колекцiя однотипних завдань
5 Dim colTestTasks As Collection
6 Dim obj1 As IMyInterface
7 Dim obj2 As IMyInterface
8 Dim item As IMyInterface
9 Dim i As Integer
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10 Dim j As Integer
11 pNumVariants = numVariants
12 pTypeQuestion = typeQuestion
13 pText = ""
14 ReDim pTable (1 To pNumVariants , 1 To m) As String
15 For i = 1 To pNumVariants
16 pText = pText & "Варiант №" & CStr(i) & vbCrLf
17 Set colTasksVariant = New Collection
18 Set obj1 = New Class1
19 Set obj2 = New Class2
20 colTasksVariant.Add obj1
21 colTasksVariant.Add obj2
22 j = 0
23 For Each item In colTasksVariant
24 Set colTestTasks = item.TestTasks
25 j = j + 1
26 Select Case pTypeQuestion
27 Case 1 ’ Завдання вiдкритої форми
28 pText = pText & colTestTasks.item (1).QuestionPrompt &

vbCrLf ’ Умова першого завдання з
колекцiї

29 pTable(i, j) = CStr(colTestTasks.item (1).NumericalAnswer)
’ Вiдповiдь до першого завдання з

колекцiї
30 Case 2 ’ Завдання закритої форми
31 ’ Тут описується формування варiанту, якщо вибранi завдання закритої

форми
32 Case 3 ’ Завдання на встановлення вiдповiдностi
33 ’ Тут описується формування варiанту, якщо вибранi завдання на

встановлення вiдповiдностi
34 End Select
35 Next item
36 Next i
37 End Sub

Зауважимо, що для циклiчного звертання до властивостей об’єктiв необхiдно
створити один iнтерфейс для всiх класiв середнього рiвня (див. лiстинг 3).

Лiстинг 3. Створення iнтерфейсу для доступу до властивостей об’єктiв.
1 ’ Клас IMyInterface
2 Public Property Get TestTasks () As Collection
3 ’ Це опис, реалiзацiя буде в iнших класах
4 End Property

Залишилося цей iнтерфейс iмплементувати у класах, якi вiдповiдають за
формування конкретного завдання. На рис. 1 це класи Class1, Class2, . . . , ClassN.
У лiстингу 4 подано описання класу Class1, у якому iмплементовано iнтерфейс
IMyInterface, приведено демо конструктор по домовленостi Class_Initialize() та
властивiсть IMyInterface_TestTasks(), яка повертає колекцiю однотипних зав-
дань, яка власне i використовується у класi вищого рiвня WorkClasses (див.
лiстинг 2).

Лiстинг 4. Демо версiя класу Class1.
1 Implements IMyInterface
2 ’ У класi Class1 описано N тестових завдань
3 Private Const N = 4 ’ Кiлькiсть однотипних тестових завдань
4
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5 ’ Властивостi
6 Private pTestTasks As New Collection
7

8 ’ Конструктор класу
9 Private Sub Class_Initialize ()

10 ’ Тут сформується N завдань i N вiдповiдей до них
11 Dim i As Integer
12 Dim t As TestTask
13 For i = 1 To N
14 Set t = New TestTask
15 ’ Приклад завдання та вiдповiдi до нього
16 t.QuestionPrompt = "Умова завдання 1-го типу №" & i
17 t.NumericalAnswer = 10 + i
18 pTestTasks.Add t
19 Next i
20 End Sub
21

22 ’ Повернення колекцiї завдань
23 Private Property Get IMyInterface_TestTasks () As Collection
24 Set IMyInterface_TestTasks = pTestTasks
25 End Property

На кiнець зауважимо, що для забезпечення цiлiсностi умови завдання та
вiдповiдi до неї, а також можливостi наповнення описаної оболонки новими
методами та властивостями, кожний клас середнього рiвня на рис. 1 звертається
до класу найнижчого рiвня TestTask.

Лiстинг 5. Клас TestTask.
1 ’ Властивостi
2 Private pQuestionPrompt As String ’ Умова тестового завдання
3 Private pNumericalAnswer As Double ’ Числова вiдповiдь
4

5 ’ Методи встановлення значень
6 Public Property Let QuestionPrompt(Value As String)
7 pQuestionPrompt = Value
8 End Property
9 Public Property Get QuestionPrompt () As String

10 QuestionPrompt = pQuestionPrompt
11 End Property
12 Public Property Let NumericalAnswer(Value As Double)
13 pNumericalAnswer = Value
14 End Property
15 Public Property Get NumericalAnswer () As Double
16 NumericalAnswer = pNumericalAnswer
17 End Property

Власне колекцiя pTestTasks у лiстингу 4 мiстить об’єкти класу TestTask.
5. Наповнення розробленої оболонки завданнями з фiнансової ма-

тематики. Для практичного використання системи необхiдно розробити базу
знань для певної прикладної областi. Що стосується фiнансової математики, то
було розроблено алгоритми для таких тестових завдань:

1. За перший рiк банк нарахував 𝑝1, а за другий 𝑝2 складних вiдсоткiв. На
скiльки вiдсоткiв нарощена сума бiльша вiдносно початкової?

2. Суму 𝑎 грн. роздiлено на два вклади: 𝑥 грн. та 𝑦 грн. пiд 𝑝1 та 𝑝2 рiчних
вiдсоткiв вiдповiдно. Знайдiть 𝑥, якщо вiдомо, що за рiк початкова сума
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зросла на 𝑝3 вiдсоткiв.
3. Два платежi (векселi) номiналом 𝑎 грн. та 𝑏 грн., якi пiдлягають оплатi

через 𝑛1 та 𝑛2 днiв вiдповiдно, сторони домовилися об’єднати в один зi сто-
ком платежу через 𝑛3 днiв. Знайдiть суму консолiдованого платежу, якщо
застосовується проста рiчна ставка 𝑝% (365/365).

4. Платiж (вексель) номiналом 𝑎 грн. зi строком платежу через 𝑛1 рокiв сто-
рони домовилися замiнити таким чином: через 𝑛2 роки виплатити 𝑏 грн., а
ще через 𝑛3 роки погасити борг повнiстю. Знайдiть суму останнього плате-
жу, якщо застосовується складна рiчна ставка 𝑝%.

5. Наявнi двi альтернативи: вкласти 𝑎 євро пiд 𝑝1 простих рiчних вiдсоткiв
на 𝑛1 мiсяцiв (360/360), або конвертувати вказану суму у гривнi (𝑏1 грн. за
1 євро), вкласти її пiд 𝑝2 простих рiчних вiдсоткiв на той самий строк та
знову конвертувати у євро (𝑏2 грн. за 1 євро). Яка iз вказаних схем бiльш
прибуткова?

6. Знайдiть рiчний платiж скiнченної рiчної ренти (постнумерандо), у якої
сучасна величина складає 𝑎 грн., а накопичена — 𝑏 грн., якщо застосовує-
ться складна рiчна ставка 𝑝%.

7. «Вiчна» рента з рiчним платежем 𝑎 грн. замiнена на 𝑛-рiчну (постнуме-
рандо). Знайдiть рiчний платiж нової ренти, якщо застосовується складна
рiчна ставка 𝑝%.

8. Кредит у розмiрi 𝑎 грн. видано на 𝑛 рокiв пiд 𝑝 складних рiчних вiдсоткiв.
Знайдiть розмiр одного платежу, якщо за умовами договору погашення вiд-
бувається рiвними щорiчними виплатами.

9. Iнвестицiйний процес заданий потоком платежiв: {(𝑎1; 0), (𝑎2; 1), (𝑎3; 2),
(𝑎4; 3)}. Знайдiть термiн окупностi проєкту, якщо складна рiчна ставка
складає 𝑝%.

10. Проєкт характеризується початковими iнвестицiями 𝑎 грн. та наступним
щорiчним доходом 𝑏 грн. протягом 𝑛 рокiв. Визначити iндекс дохiдностi
(рентабельнiсть) iнвестицiйного процесу, якщо складна рiчна ставка скла-
дає 𝑝%.

Цi тестовi завдання реалiзуються у класах середнього рiвня на рис. 1. Власне
пiсля розроблення оболонки тiльки цi класи i потрiбно змiнювати пiд конкретну
прикладну область. Тут при розробленнi завдань закритого типу iз вибором
однiєї правильної вiдповiдi або при встановленнi вiдповiдностi мiж варiанта-
ми завдань та вiдповiдями до них виникає ще одна пiдзадача: як забезпечи-
ти унiкальнiсть варiантiв вiдповiдей? У нашiй системi це було реалiзовано на
основi таких пiдходiв. По-перше, ми можемо генерувати 𝑛 однотипних завдань,
розв’язки яких потрапляють у дiапазони, що не перетинаються. Тодi, напри-
клад, при виборi однiєї вiдповiдi будуть приведенi 1 правильна та 𝑛 − 1 не-
правильнi, якi не будуть спiвпадати. По-друге, можна об’єднувати у один клас
завдання, якi мають схожi умови, але їхнє розв’язання передбачає рiзнi обчи-
слювальнi процедури, що забезпечує рiзницю у вiдповiдях. Розглянемо другий
пiдхiд на прикладi обчислення характеристик ренти. Так, параметрами ренти є
рiчний платiж 𝑅, рiчна процентна ставка 𝑖 та її тривалiсть 𝑛 рокiв. Якщо плате-
жi здiйснюються у кiнцi року, то рента називається постнумерандо (звичайна),
на початку — пренумерандо (авансова). Розглядають майбутню та поточну вар-
тiсть ренти. Так, для звичайної ренти поточна вартiсть (𝑃𝑉 ) — це дисконтована

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 46, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



254 М. М. ПОВIДАЙЧИК, М. М. ШАРКАДI, Р. А. КАЦАЛА, Р. М. ГОДЯ, I. В. ЯНЧIЙ

сума всiх платежiв [3]:

𝑃𝑉 =
𝑅

1 + 𝑖
+

𝑅

(1 + 𝑖)2
+ . . .+

𝑅

(1 + 𝑖)𝑛
= 𝑅 ·

𝑛∑︁
𝑘=1

1

(1 + 𝑖)𝑘
= 𝑅 ·

𝑛∑︁
𝑘=1

1

(1 + 𝑖)𝑘
=

= 𝑅·
(1 + 𝑖)−1 ·

(︀
1− (1 + 𝑖)−𝑛)︀

1− (1 + 𝑖)−1 = 𝑅·
(1 + 𝑖)−1 ·

(︀
1− (1 + 𝑖)−𝑛)︀

1− (1 + 𝑖)−1 =
𝑅 ·
(︀
1− (1 + 𝑖)−𝑛)︀

𝑖
.

Майбутню вартiсть (𝐹𝑉 ) отримуємо з 𝑃𝑉 :

𝐹𝑉 = 𝑃𝑉 · (1 + 𝑖)𝑛 =
𝑅 · ((1 + 𝑖)𝑛 − 1)

𝑖
.

Аналогiчно отримуємо майбутню (𝐹𝑉 due) та поточну вартiсть (𝑃𝑉due) аван-
сової ренти, враховуючи змiщення платежiв на 1 рiк:

𝑃𝑉due = 𝑃𝑉 · (1 + 𝑖) ;

𝐹𝑉due = 𝐹𝑉 · (1 + 𝑖) .

Отже, для 𝑅 > 0, 𝑖 > 0 та 𝑛 > 1 у колекцiю pTestTasks (див. лiстинг 4)
записуємо 4 «однорiднi» тестовi завдання:

– знайти поточну вартiсть звичайної ренти;
– знайти майбутню вартiсть звичайної ренти;
– знайти поточну вартiсть авансової ренти;
– знайти майбутню вартiсть авансової ренти.
Зважаючи на обчислювальнi процедури, отримаємо рiзнi числовi вiдповiдi

для кожного завдання. Тому це використовуємо при формуваннi завдання з
вибором 1 правильної вiдповiдi — вибираємо один з 4 елементiв колекцiї, iншi
використовуються для формування набору неправильних вiдповiдей. Аналогi-
чний пiдхiд використовується при формуваннi тестових завдань на встановле-
ння вiдповiдностi.

6. Висновки. Описану оболонку iнформацiйної системи можна використо-
вувати при формуваннi обчислювальних задач iз довiльних предметних обла-
стей. На нашу думку, перевагою такого пiдходу є орiєнтацiя на бази знань, а
не на бази даних. Це дозволяє викладачу швидко формувати довiльну кiль-
кiсть варiантiв завдань як для поточного чи контрольного оцiнювання, так,
наприклад, i для потреб приймальних комiсiй та iн. Ще однiєю iз можливостей
використання системи є формування завдань для рiзноманiтних освiтнiх пла-
тформ, наприклад Moodle. Серед недолiкiв системи є певна обмеженiсть мови
VBA, що ускладнює використання, наприклад, бiблiотек.

У подальшому систему можна розвивати як iнструмент для самонавчання
студентiв — це i розробка методiв автоматичного розв’язування задач, побудова
довiдникової системи та iн.
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ВИКОРИСТАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ В
ЕКОЛОГIЧНИХ ДОСЛIДЖЕННЯХ

У цiй статтi представлено ґрунтовний огляд ключових типiв математичних моде-
лей, що застосовуються в екологiї для аналiзу, моделювання та прогнозування змiн
у природних i антропогенних системах. Розглянуто як традицiйнi аналiтичнi, так i
сучаснi комп’ютеризованi пiдходи до моделювання, включаючи стохастичнi, динамi-
чнi, просторово-часовi моделi, моделi на основi нечiткої логiки, машинного навчання
й штучного iнтелекту. Наведено численнi приклади використання моделей для вирi-
шення завдань управлiння водними ресурсами, контролю якостi повiтря, дослiдження
популяцiйних процесiв, оцiнки клiматичних змiн та розрахунку екосистемних послуг.
Пiдкреслено роль мiждисциплiнарного пiдходу та цифрових технологiй в удосконален-
нi iнструментiв екологiчного моделювання. Визначено перспективи iнтеграцiї моделей
у процеси планування природокористування, управлiння ризиками та формування
екологiчної полiтики.

Ключовi слова: математичне моделювання, екологiчнi системи, стохастичнi моде-
лi, динамiчнi моделi, просторово-часовi моделi, нечiтка логiка, машинне навчання,
прийняття рiшень.

1. Вступ. У сучасному свiтi екологiчнi виклики набувають усе бiльшої акту-
альностi та гостроти. Глобальнi змiни клiмату, iнтенсивне забруднення довкi-
лля, деградацiя земель, виснаження водних i бiологiчних ресурсiв потребують
впровадження комплексних рiшень для монiторингу, оцiнки та прогнозування
екологiчного стану навколишнього середовища. Одним iз ключових iнструмен-
тiв, що дає змогу системно та ефективно аналiзувати цi явища, є математичне
моделювання. Воно дозволяє не лише кiлькiсно описувати складнi природнi й
антропогеннi процеси, а й прогнозувати їх розвиток у рiзних сценарiях майбу-
тнього.

Математичнi моделi допомагають виявити прихованi зв’язки мiж чинни-
ками, оцiнити потенцiйнi наслiдки втручань, обґрунтувати прийняття управ-
лiнських рiшень на мiсцевому, регiональному та глобальному рiвнях. Завдяки
стрiмкому розвитку цифрових технологiй, збiльшенню обчислювальної поту-
жностi та розширенню доступу до вiдкритих даних, моделювання стало досту-
пним, гнучким та iнтегрованим методом наукового дослiдження в екологiї.

Метою математичного моделювання в проблемi охорони навколишнього се-
редовища є оцiнка впливу господарської дiяльностi людини на стан i змiни
природного середовища, зокрема, аналiз i прогноз якостi повiтря, поверхневих
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i пiдземних вод з точки зору вiдповiдностi концентрацiй шкiдливих речовин
iснуючим стандартам. Математичнi моделi застосовуються з метою оцiнки еко-
логiчного збитку в результатi забруднення навколишнього середовища i для
обґрунтування заходiв щодо запобiгання або зниження рiвня забруднення. Ма-
тематичнi моделi є складовою частиною монiторингу навколишнього середо-
вища, який являє собою систему спостережень, оцiнки i прогнозу. Монiторинг
ведеться в приземному i примежовому шарах атмосфери, в гiдросферi (у по-
верхневих i пiдземних водах), у ґрунтах. Вихiдними даними для моделей є умо-
ви поширення забруднюючих речовин (характеристики течiй у повiтряному i
водному середовищi), i параметри викидiв. Результати моделювання звичайно
представляються у виглядi розподiлу концентрацiї шкiдливих домiшок i їхнього
масопотоку на границях роздiлу рiзних середовищ (осадження на ґрунт, пiдзем-
ний стiк у рiки i т. iн.).

Основною характеристикою в таких моделях є концентрацiя шкiдливої до-
мiшки у водi (повiтрi). Звичайно використовується масова концентрацiя, що
виражається в кг/м3 (г/м3, мг/л i т. п.). Для газоподiбних забруднень може
застосовуватися також об’ємна концентрацiя.

2. Основний результат. Математичнi моделi в екологiї класифiкуються
за рiзними критерiями: детермiнованiсть/стохастичнiсть, динамiчнiсть, рiвень
просторової деталiзацiї, використання даних, логiка побудови тощо. Кожен тип
моделей має свою область ефективного застосування та особливостi реалiзацiї.

1. Детермiнованi моделi заснованi на суворо визначених математичних фор-
мулах, що описують процеси за умов вiдомих параметрiв. Вони є основою
для опису систем iз передбачуваною поведiнкою. Наприклад, моделi кру-
гообiгу води чи кругообiгу вуглецю в ґрунтах можуть будуватися на основi
детермiнованих диференцiальних рiвнянь. Вони зручнi для моделювання
процесiв у стабiльних умовах, наприклад у стацiонарних екосистемах.

2. Стохастичнi моделi використовуються тодi, коли важливо врахувати ймо-
вiрнiсну природу явищ або невизначенiсть у вхiдних параметрах. Такi мо-
делi дозволяють враховувати випадковiсть впливу клiматичних чинникiв,
флуктуацiї в розмiрах популяцiй або неочiкуванi змiни середовища. Часто
використовуються в моделюваннi мiграцiї видiв, прогнозах викидiв забру-
днювачiв, аналiзi екологiчних ризикiв.

3. Динамiчнi моделi дозволяють вiдстежувати змiну системи з часом i буду-
вати сценарiї розвитку. Вони є основними при оцiнцi впливу антропогенних
чинникiв на екосистеми, аналiзi змiн клiмату або динамiки популяцiй. Їхня
перевага — можливiсть тестування сценарiїв «що, якщо» при змiнi вхiдних
параметрiв або впровадженнi природоохоронних заходiв.

4. Просторово-часовi моделi. Поєднання просторової деталiзацiї з часовою
динамiкою забезпечує надзвичайно гнучкий iнструмент для аналiзу поши-
рення лiсових пожеж, iнвазiйних видiв, урбанiзацiї, ерозiї ґрунтiв тощо. За
допомогою ГIС та дистанцiйного зондування такi моделi дають змогу ство-
рювати точнi карти ризикiв, оцiнювати вплив забудови або змiн ландшафту
на довкiлля.

5. Нечiткi моделi на вiдмiну вiд класичних моделей, нечiткi дозволяють опе-
рувати суб’єктивними оцiнками й термiнами, що не мають чiтких границь.
Наприклад, «задовiльна якiсть води» або «високий рiвень загрози». Це ро-
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бить нечiткi моделi надзвичайно корисними в аналiзi даних громадського
монiторингу або при ухваленнi рiшень в умовах невизначеностi.

6. Моделi штучного iнтелекту. Методи машинного навчання (ML) та глибо-
кого навчання (DL) вiдкривають новi можливостi для роботи з великими
наборами даних. Нейроннi мережi, дерева рiшень, метод опорних векторiв
застосовуються для розпiзнавання патернiв, класифiкацiї станiв середови-
ща, прогнозування змiн клiмату, оцiнки ефективностi екологiчних програм.

Зазначимо математичнi основи моделей. Математичнi моделi в екологiї за-
звичай базуються на диференцiальних рiвняннях, якi описують змiну стану
екосистеми з часом. Наприклад, для моделювання зростання популяцiй засто-
совуються рiвняння логiстичного зростання:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁

(︂
1− 𝑁

𝐾

)︂
,

де 𝑁 — чисельнiсть популяцiї, 𝑟 — максимальна швидкiсть зростання, 𝐾 —
мiсткiсть середовища [1].

У дослiдженнi динамiки двох видiв часто використовують модель Лотки-
Вольтерри:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑁 (𝑎− 𝑏𝑃 ) , 𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝑃 (𝑐𝑁 − 𝑑),

де 𝑁(𝑡) — популяцiя жертв, 𝑃 (𝑡) — популяцiя хижакiв в момент часу 𝑡, де 𝑎, 𝑏,
𝑐, 𝑑 — додатнi константи [2].

Для оцiнки розповсюдження забруднювачiв у водi чи повiтрi використову-
ють рiвняння дифузiї:

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
,

де 𝐶 — концентрацiя речовини, 𝐷 — коефiцiєнт дифузiї [3].
Застосування таких математичних виразiв дозволяє формалiзувати еколо-

гiчнi процеси та забезпечити високу точнiсть прогнозування, особливо при ви-
користаннi чисельних методiв їх розв’язання.

Математичнi моделi в екологiї допомагають вивчати складнi природнi про-
цеси, передбачати змiни в навколишньому середовищi та приймати обґрунтова-
нi рiшення для його збереження. Наведемо приклади їх застосування.

Управлiння водними ресурсами. Математичнi моделi широко застосовую-
ться для оцiнки стану басейнiв рiчок, прогнозування паводкiв, аналiзу впливу
змiн клiмату на гiдрологiчнi цикли. Iнструменти типу SWAT, WEAP, MIKE
BASIN дозволяють враховувати рiзноманiтнi джерела забруднення, змiну во-
доспоживання та ефективнiсть захисних заходiв. У регiонах iз густою мережею
водних об’єктiв (наприклад, Закарпаття) це критично важливо для забезпече-
ння сталого водокористування.

Монiторинг i прогноз якостi повiтря. Моделi атмосферного розсiювання за-
бруднень (AERMOD, CALPUFF) дозволяють оцiнити вплив промислових ви-
кидiв i транспорту, з урахуванням метеорологiчних умов, рельєфу мiсцевостi,
рослинного покриву. Iз використанням штучного iнтелекту моделi здатнi на-
вчатися на iсторичних даних та генерувати сценарiї майбутнього, включаючи
аварiйнi ситуацiї.
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Моделювання популяцiйних процесiв. Багатоагентнi системи дозволяють мо-
делювати iндивiдуальну поведiнку особин у межах популяцiї з урахуванням
соцiальних, поведiнкових, середовищних чинникiв. Це особливо актуально для
оцiнки стiйкостi популяцiй до змiни середовища, впливу хижацтва, конкуренцiї,
паразитизму.

Клiматичне моделювання. Вiд глобальних моделей циркуляцiї атмосфери
(GCM) до регiональних клiматичних моделей (RCM), iнструменти дозволяють
оцiнити наслiдки змiни клiмату для бiорiзноманiття, сiльського господарства,
гiдроресурсiв. У Карпатах, зокрема, моделi допомагають передбачити ризики
селевих потокiв, паводкiв, ерозiї ґрунтiв.

Оцiнка екосистемних послуг. Моделi InVEST, ARIES, LUCI iнтегрують про-
сторовi, економiчнi й соцiальнi данi для оцiнки послуг, якi надають екосистеми:
регулювання клiмату, очищення води, запилення, рекреацiйнi функцiї. Вони ви-
користовуються для планування просторового розвитку та прийняття рiшень
на рiвнi громад.

Цi приклади свiдчать, що математичнi моделi є потужним iнструментом у
руках екологiв, науковцiв i фахiвцiв iз природоохоронної дiяльностi.

Процес моделювання складається з кiлькох етапiв: постановка завдання, збiр
даних, вибiр типу моделi, калiбрування, валiдацiя, аналiз результатiв. Для цьо-
го використовуються класичнi чисельнi методи (метод Ейлера, Рунге-Кутта),
статистичний аналiз (регресiя, кластеризацiя), а також iнструменти штучного
iнтелекту.

Програмне забезпечення охоплює широкий спектр: вiд унiверсальних мов
(R, Python, MATLAB) до спецiалiзованих середовищ (Simile, AnyLogic, GAMA,
NetLogo). ГIС-компоненти реалiзуються в ArcGIS, QGIS, Google Earth Engine,
що дозволяє iнтегрувати просторовi данi в моделi.

Для збору даних також можна використати нечiтку логiку та математику.
Якщо взяти до уваги воднi ресурси, то одним iз ключових завдань екологiчного
монiторингу є iдентифiкацiя найважливiших iндикаторiв якостi води, адже са-
ме вони найкраще вiдображають основнi джерела антропогенного забруднення.
Проте застосування класичних методiв аналiзу часто ускладнюється через ва-
рiативнiсть i нечiткiсть даних, що характернi для природних систем. У такому
контекстi особливо цiнними є iнструменти нечiткої логiки — зокрема, можемо
розглянути нечiтку ентропiю (Fuzzy Entropy) [4] та метод нечiткої кластеризацiї
(Fuzzy C-Means, FCM) [5]. Вони забезпечують гнучкий та надiйний пiдхiд до
оцiнки значущостi окремих екологiчних параметрiв.

Нечiтка ентропiя дає змогу кiлькiсно охарактеризувати рiвень невизначено-
стi в масивi екологiчних даних i виокремити найвагомiшi чинники, що впли-
вають на стан водного середовища. Чим вище значення ентропiї для певного
показника, тим бiльший його внесок у загальну оцiнку якостi води. Це дає мо-
жливiсть класифiкувати iндикатори за ступенем їх екологiчної значущостi та
впливу. Такий пiдхiд є особливо корисним для аналiзу складного i змiшаного
типу забруднення водних об’єктiв.

Поєднання нечiткої ентропiї та методу нечiткої кластеризацiї дозволяє не
лише виявити домiнантнi чинники, що визначають якiсть водного середовища,
але й упорядкувати їх за прiоритетнiстю. Застосування цих методiв пiдвищує
достовiрнiсть результатiв аналiзу, полегшує формування рекомендацiй для еко-
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логiчного управлiння та сприяє обґрунтованому прийняттю рiшень щодо захи-
сту водних ресурсiв.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Математичне
моделювання є невiд’ємною складовою сучасних екологiчних дослiджень, що
дає змогу системно аналiзувати складнi природнi та антропогеннi процеси, про-
гнозувати їх динамiку та обґрунтовувати управлiнськi рiшення. У статтi розгля-
нуто широкий спектр моделей — вiд детермiнованих i стохастичних до просторо-
во-часових, нечiтких i штучного iнтелекту — кожна з яких має свої переваги
залежно вiд контексту застосування. Аналiз практичних прикладiв показав ви-
соку ефективнiсть моделей у таких напрямках, як управлiння водними ресур-
сами, оцiнка якостi повiтря, монiторинг популяцiй, прогноз клiматичних змiн
та моделювання екосистемних послуг.

Основнi труднощi в екологiчному моделюваннi пов’язанi з обмеженим до-
ступом до якiсних даних, невизначенiстю параметрiв, складнiстю калiбрування
моделей i потребою в мультидисциплiнарному пiдходi. Однак розвиток вiдкри-
тих даних (Copernicus, GBIF, OpenStreetMap), зростання потужностей хмарних
обчислень (Google Cloud, AWS), розвиток систем iнтернету речей (IoT) вiдкри-
вають новi горизонти.

У майбутньому очiкується розширення гiбридних пiдходiв, поєднання мо-
делей процесiв i даних, створення цифрових двiйникiв екосистем, iнтеграцiя
моделей у прийняття рiшень через екологiчнi iнформацiйнi системи, а також
активiзацiя участi громадськостi в екологiчному моделюваннi через мобiльнi
застосунки й краудсорсинг даних.

Математичне моделювання є ключовим iнструментом у сучаснiй екологiї,
що дозволяє системно вивчати природнi процеси, прогнозувати наслiдки змiн i
формувати науково обґрунтовану екологiчну полiтику. Ефективне застосування
моделей сприяє рацiональному використанню природних ресурсiв, мiнiмiзацiї
ризикiв i збереженню довкiлля. Подальший розвиток екологiчного моделюван-
ня залежить вiд синергiї науки, технологiй i суспiльства на шляху до сталого
розвитку.
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Polovko I. I., Sharkadi M. M. Use of mathematical models in environmental
research.

This article provides a thorough overview of the key types of mathematical models used
in ecology to analyze, model, and predict changes in natural and anthropogenic systems.
Both traditional analytical and modern computerized modeling approaches are considered,
including stochastic, dynamic, spatio-temporal, fuzzy logic, machine learning, and artifi-
cial intelligence models. Numerous examples of the use of models for solving problems of
water resources management, air quality control, study of population processes, climate
change assessment, and calculation of ecosystem services are given. The role of an inter-
disciplinary approach and digital technologies in improving environmental modeling tools

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ВИКОРИСТАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ . . . 261

is emphasized. The prospects for integrating models into the processes of environmental
planning, risk management and environmental policy formation are determined.

Keywords: mathematical modeling, ecological systems, stochastic models, dynamic mod-
els, spatio-temporal models, fuzzy logic, machine learning, decision making.
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ФОРМАЛIЗАЦIЯ ОЗНАК ЕКГ-СИГНАЛIВ ДЛЯ ПОБУДОВИ
МОДЕЛЕЙ МАШИННОГО НАВЧАННЯ

ЕКГ, або електрокардiограма, — це метод неiнвазивного дослiдження, який дозво-
ляє зафiксувати електричну активнiсть серця за допомогою спецiальних електродiв,
розташованих на шкiрi. Цей метод використовується для оцiнки ритму серця, виявле-
ння порушень електричної провiдностi, а також для дiагностики рiзноманiтних серце-
вих патологiй, таких як iшемiя, iнфаркт мiокарда та аритмiї. Завдяки своїй простотi
та доступностi, ЕКГ є одним iз основних iнструментiв у кардiологiї для монiторингу
стану пацiєнта як у стацiонарних, так i в амбулаторних умовах.

Пiдготовка сигналу ЕКГ до машинного навчання — це комплекс процесiв, що вклю-
чає кiлька ключових етапiв для забезпечення високої якостi даних i їх оптимальної
придатностi для аналiзу. Спочатку проводиться попередня обробка сигналу, яка по-
лягає у фiльтрацiї для усунення шумiв та артефактiв, наприклад, базового дрейфу
чи високочастотних перешкод. Далi виконується нормалiзацiя, яка забезпечує одно-
рiднiсть даних, приводячи амплiтуди сигналу до спiльного масштабу та знижуючи
вплив зовнiшнiх факторiв.

Наступним етапом є сегментацiя, коли безперервний сигнал розбивається на окре-
мi фрагменти навколо пiкiв R, що дозволяє видiлити окремi комплекси серцевих ско-
рочень. Пiсля цього проводиться видiлення ознак: з кожного сегмента вилучаються
ключовi характеристики, такi як тривалiсть iнтервалiв, амплiтуди окремих хвиль,
а також часово-частотнi параметри. Цi ознаки допомагають моделi розрiзняти нор-
мальнi та патологiчнi стани серця. Завершальним кроком є перетворення обробленого
сигналу у формат, зручний для подачi в алгоритми машинного навчання. Такий ком-
плексний пiдхiд дозволяє ефективно навчати моделi розпiзнавати закономiрностi в
роботi серця, що є основою для дiагностики та прогнозування рiзних кардiологiчних
станiв.

Дана стаття присвячена побудовi алгоритмiв для пiдготовки даних цифрової кар-
дiограми до машинного навчання. Розроблений алгоритм дозволяє отримати стати-
стичнi характеристики цифрової кардiограми, що дає можливiсть використати їх в
подальшому аналiзi з використанням методiв машинного навчання.

Ключовi слова: електрична цифрова кардiограма, ектопiчнiсть, статистичнi хара-
ктеристики, машинне навчання, сегментацiя.

1. Вступ.

Постановка проблеми. Сигнал ЕКГ характеризується високим рiвнем шу-
мiв, артефактiв та природною варiабельнiстю мiж пацiєнтами, що ускладнює
його безпосереднє застосування в алгоритмах машинного навчання. Необхiдно
розробити комплексний пiдхiд, який включає попередню обробку сигналу з ме-
тою видалення небажаних компонентiв, нормалiзацiю для приведення даних до
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єдиного масштабу, а також сегментацiю сигналу на окремi комплекси для то-
чного визначення ключових елементiв, таких як пiки R, комплекси QRS, QS, P
та T хвилi.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Пошук матерiалiв для статтi
було здiйснено за термiнами «ECG», «ventricular», «supraventricular», «fibrilati-
on» та «machine learning» у перiод з сiчня 2010 року по лютий 2025 року. Обранi
дослiдження зосередженi на визначеннi та побудовi базових принципiв форму-
вання математичної моделi, що стосуються як окремих аспектiв електрокардiо-
графiчних сигналiв, так i можливостей застосування методiв машинного навча-
ння для їх аналiзу [2, 5, 7]. Бiльшiсть публiкацiй мають вузьку спецiалiзацiю,
розглядаючи частиннi випадки, що дозволяє виокремити окремi характеристи-
ки, якi можна iнтегрувати у загальну базову модель. Проте практичнi аспекти
реалiзацiї математичної моделi з використанням сучасних програмних засобiв,
зокрема при застосуваннi машинного навчання для автоматизованого аналiзу
сигналiв, залишаються вiдкритими i потребують подальшого дослiдження.

Мета статтi. Метою даної статтi є дослiдження практичних аспектiв пiдго-
товки даних електрокардiографiї (ЕКГ) для застосування алгоритмiв машин-
ного навчання. Особлива увага придiляється використанню вiдкритих наборiв
даних ЕКГ, якi забезпечують доступ до великої кiлькостi даних для тренування,
тестування та валiдацiї моделей.

2. Виклад основного матерiалу. З метою структурованого пiдходу до
аналiзу даних ЕКГ та побудови ефективних алгоритмiв необхiдно створити ма-
тематичну модель процесу. Для її реалiзацiї ми використовуватимемо мову про-
грамування Python, що вирiзняється широким спектром бiблiотек для обробки
даних, машинного навчання та аналiзу сигналiв. Крiм того, iнтеграцiя вiдкри-
тих датасетiв ЕКГ дозволить не лише розширити обсяг даних для тренування i
валiдацiї моделей, але й забезпечити бiльш глибокий аналiз та перевiрку отри-
маних результатiв.

В якостi джерела вiдкритих датасетiв було обрано набори MIT-BIH Database.
Цей набiр даних був розроблений у спiльнiй роботi Массачусетського техноло-
гiчного iнституту (MIT) та Beth Israel Deaconess Medical Center [9] i широко
використовується в медичних дослiдженнях завдяки високiй якостi записiв i
рiзноманiттю патологiчних випадкiв.

Для початку визначимо основнi моделi для даних.

1 class PhysioNetDataset(str , Enum):
2 MIT_BIH_ARRHYTHMIA = "mitdb" # Аритмiї
3 MIT_BIH_AFIB = "afdb" # Фiбриляцiя передсердь
4 MIT_BIH_SUPRAVENTRICULAR = "svdb" # Надшлуночковi аритмiї
5 MIT_BIH_NORMAL = "nsrdb" # Нормальний ритм
6 MIT_BIH_MALIGNANT_VENTRICULAR = "vfdb" # Шлуночковi аритмiї

Цей клас описує набiр датасетiв з PhysioNet, якi використовуються для ана-
лiзу екстрасистол. Наприклад, значення "mitdb" вiдповiдає аритмiям, "afdb"
— фiбриляцiї передсердь, "svdb" — надшлуночковим аритмiям, "nsrdb" — нор-
мальному ритму, а "vfdb" представляє набiр даних, пов’язаний iз шлуночковою
фiбриляцiєю. Використання такого пiдходу спрощує роботу з рiзними джерела-
ми даних, забезпечує однозначну iдентифiкацiю кожного набору.

Датасет органiзовано за допомогою формату WFDB i складається з декiль-

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 46, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



264 В. М. САМУСЬ, Є. I. САМУСЬ

кох типiв файлiв, що забезпечують як сам сигнал, так i супутню анотацiйну
iнформацiю. Основнi компоненти структури даних:

Файл заголовкiв (.hea): мiстить метаданi ЕКГ, зокрема кiлькiсть сигналiв,
частоту дискретизацiї, кiлькiсть семплiв, параметри перетворення аналогово-
го сигналу у цифровий (наприклад, коефiцiєнти масштабування, базову лiнiю
тощо).

Файл анотацiй (.atr або .ann): мiстить iнформацiю про кардiологiчнi подiї,
зокрема, позицiї (номери семплiв), де вiдбуваються окремi удари, а також їх
класифiкацiю (наприклад, нормальний ритм, рiзнi види аритмiй тощо). Анота-
цiї дозволяють пов’язати конкретнi фрагменти сигналу з подiями, що є ключо-
вим для розробки та валiдацiї алгоритмiв автоматичного аналiзу.

Файл даних (.dat): зберiгає необробленi цифровi значення сигналiв. Зазви-
чай данi представленi у виглядi 12- або 16-бiтових чисел, що вiдображають
амплiтуду електрокардiографiчного сигналу для кожного каналу. Як приклад,
наведемо частину ЕКГ з датасету svdb #821, що зображено на рисунку 1:

Рис. 1. Фрагмент ЕКГ.

На рисунку бачимо наявнiсть сигналу у двох вiдведеннях - позначених вiд-
повiдно ECG1 та ECG2[10]. Додатково нанесено анотацiю для кожного удару. В
даному випадку нормальний сегмент позначається крапкою, а вироджений вiд-
повiдною лiтерою(s - supraventricular). Для роботи з типами серцевих скорочень
створимо клас:

1 class BeatAnnotation(str , Enum):
2 # Normal & Bundle branch
3 NORMAL = "N" # Normal beat
4 LEFT_BBB = "L" # Left bundle branch block beat
5 RIGHT_BBB = "R" # Right bundle branch block beat
6 # Atrial
7 ATRIAL_PREMATURE = "A" # Atrial premature beat
8 ABERRATED_ATRIAL = "a" # Aberrated atrial premature beat
9 ATRIAL_ESCAPE = "e" # Atrial escape beat

10 # Supraventricular
11 SUPRAVENTRICULAR_PREMATURE = "S" # Supraventricular beat

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ФОРМАЛIЗАЦIЯ ОЗНАК ЕКГ-СИГНАЛIВ ДЛЯ ПОБУДОВИ . . . 265

12 # Ventricular
13 PVC = "V" # Premature ventricular contraction
14 V_ESCAPE = "E" # Ventricular escape beat
15 ...
16

17 @classmethod
18 def normal(cls):
19 return {cls.NORMAL , cls.LEFT_BBB , cls.RIGHT_BBB}
20

21 @classmethod
22 def atrial(cls):
23 return {cls.ATRIAL_PREMATURE , cls.ABERRATED_ATRIAL , cls.

ATRIAL_ESCAPE}
24

25 @classmethod
26 def supraventricular(cls):
27 return {cls.SUPRAVENTRICULAR_PREMATURE}
28

29 @classmethod
30 def ventricular(cls):
31 return {cls.PVC , cls.V_ESCAPE}
32 ...

Кожен елемент перелiку представляє конкретний тип удару, наприклад,
"N"для нормального ритму, "L"та "R"для блокад лiвої або правої гiлки, "V"для
шлуночкової екстрасистоли тощо. Крiм того, клас включає методи, що групу-
ють окремi типи ударiв за категорiями (normal, atrial, supraventricular, ventri-
cular).

На наступному етапi створимо клас для завантаження сигналiв iз вказаних
датасетiв та їх локального кешування.

1 class PhysioNetLoader:
2 def __init__(self , dataset: PhysioNetDataset):
3 self._dataset = dataset.value
4 os.makedirs(f"{DATA_DIR }/{ self._dataset}", exist_ok=True)
5

6 @property
7 def _data_path(self):
8 return os.path.join(DATA_DIR , self._dataset)
9

10 def get_local_record_list(self , only_dat=False):
11 dat_files = get_file_names_in_dir(self._data_path , ".dat")
12 if only_dat:
13 return dat_files
14 else:
15 atr_files = get_file_names_in_dir(self._data_path , ".atr

")
16 hea_files = get_file_names_in_dir(self._data_path , ".hea

")
17 return dat_files \& atr_files \& hea_files
18

19 def download_record(self , record_id):
20

21 try:
22 os.chdir(self._data_path)
23 wfdb.dl_files(
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24 self._dataset ,
25 dl_dir=".",
26 files=[
27 f"{record_id }.dat",
28 f"{record_id }.hea",
29 f"{record_id }.atr",
30 ], # noqa E501
31 )
32 print(f"Запис {record_id} завантажено!}
33 ")
34 except FileNotFoundError:
35 print(f"Запис {record_id} не знайдено")

Основними його можливостями є отримання запису або з локального кешу,
або завантаження безпосередньо з PhysioNet.

Отримання списку записiв: метод get_local_record_list дозволяє отримати
список записiв, що вже завантаженi локально, за умови наявностi файлiв з
розширеннями .dat, .atr i .hea. Метод get_record_list використовує функцiю з
бiблiотеки wfdb для отримання списку всiх записiв iз вибраного датасету без-
посередньо з PhysioNet.

Завантаження записiв: метод download_record завантажує окремий запис за
вказаним iдентифiкатором. Метод download_all_records автоматизує заванта-
ження всiх записiв iз датасету, перебираючи отриманий список записiв. Метод
load_out_record завантажує запис з PhysioNet, якщо його немає локально, а та-
кож зберiгає його локально за потребою. Метод load_record перевiряє наявнiсть
запису локально та, залежно вiд цього, викликає вiдповiдний метод завантаже-
ння.

Завантаження та збереження локальних записiв: load_local_record заванта-
жує запис, його анотацiї та заголовок iз локальної директорiї. check_record_exists
перевiряє, чи iснують у локальному сховищi всi необхiднi файли для запису.
Методи save_record_local, save_annotations_local та save_headers_local вiдпо-
вiдають за збереження вiдповiдних компонентiв запису у локальну директорiю.

Створивши iнструмент для отримання записiв, можна перейти до пiдготовки
даних до навчання. Для навчання потрiбно сформувати два масиви - матрицю
ознак та цiльову змiнну. Вони вiдповiдно позначаються X та у. X представля-
ється у виглядi матрицi, де кожен рядок вiдповiдає окремому зразку (спосте-
реженню), а кожен стовпець — конкретнiй ознацi. Вiдповiдно y є вектором, де
кожне значення вiдповiдає одному зразку в X. Цi позначення є стандартними,
оскiльки вони застосовуються як у випадку простих моделей, так i у бiльш
складних глибоких нейронних мережах. В процесi дослiдження розглядалися 3
способи побудови матрицi ознак. Першим способом є передача на вхiд цiлого
фрагменту ЕКГ, який вiдповiдає конкретному церцевому удару. В такому ви-
падку розмiрнiсть масиву X: X.shape = (n_samples, n_features), де n_features
залежить вiд частоти сигналу та тривалостi серцевого скорочення. Графiчно це
можна зобразити наступним чином (див. рисунок 2):
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Рис. 2. Нормальне та ектопiчне скорочення.

Визначимо клас, який буде описувати цю модель:
1 class PrepareECGToLearn:
2 def __init__(
3 self ,
4 dataset: PhysioNetDataset ,
5 beat_label_map: BeatAnnotationLabelMap ,
6 samples=1,
7 ):
8 self._dataset = dataset
9 self._beat_label_map = beat_label_map

10 self._loader = PhysioNetLoader(self._dataset)
11 self._samples = samples
12 self._records = {}
13 self._annotations = {}
14 self._headers = {}
15

16 def _load_signals(self , rec_name):
17 record = self._records.get(rec_name)
18 annotation = self._annotations.get(rec_name)
19 header = self._headers.get(rec_name)
20 if not (record and annotation and header):
21 record , annotation , header = self._loader.load_record(
22 rec_name , save_locally=True
23 ) # noqa 501
24 self._records[rec_name] = record
25 self._annotations[rec_name] = annotation
26 self._headers[rec_name] = header
27 return record , annotation , header
28

29 @staticmethod
30 def get_segment_label(segment , ann_samples , ann_symbols):
31 start = segment["Index"].min()
32 end = segment["Index"].max()
33 indices = np.where(( ann_samples >= start) \& (ann_samples

<= end))[0]
34 if len(indices) > 0:
35 center = (start + end) // 2
36 closest_idx = indices[
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37 np.argmin(np.abs(ann_samples[indices] - center))
38 ] # noqa 501
39 return ann_symbols[closest_idx]
40 else:
41 return None
42

43 def prepare_signal_to_learn(self , rec_name):
44 _segments = []
45 _labels = []
46 record , annotation , header = self._load_signals(rec_name)
47 signal = record.p_signal[:, 0] # одне вiдведення
48 sampling_rate = record.fs
49 ecg_signals , info = nk.ecg_process(signal , sampling_rate=

sampling_rate)
50 r_peaks = info["ECG_R_Peaks"]
51 epochs = nk.epochs_create(
52 signal ,
53 events=r_peaks ,
54 sampling_rate=sampling_rate ,
55 epochs_start =-0.3,
56 epochs_end =0.3,
57 )
58 annotation_samples = annotation.sample
59 annotation_symbols = annotation.symbol
60 for _, epoch in epochs.items ():
61 segment_symbol = self.get_segment_label(
62 epoch , annotation_samples , annotation_symbols
63 ) # noqa 501
64 if not segment_symbol:
65 continue
66 segment_label = self._beat_label_map.beat_to_label(

segment_symbol)
67 if segment_label < 0:
68 continue
69 _segments.append(epoch["Signal"])
70 _labels.append(segment_label)
71 return _segments , _labels
72

73 def prepare_epoch_data(self):
74 all_segments = []
75 all_labels = []
76 # Отримуємо список записiв
77 records = self._loader.get_local_record_list ()
78 for record in random.sample(list(records), self._samples):
79 segments_ , labels_ = self.prepare_signal_to_learn(

record)
80 all_segments.extend(segments_)
81 all_labels.extend(labels_)
82 _X = np.array(all_segments)
83 # Додавання вимiру для каналу: (n_samples, segment_length, 1)
84 _X = _X[..., np.newaxis]
85 _y = np.array(all_labels)
86 return _X, _y
87

88 def prepare_stats_data(self , rec_name):
89 record , _annotation , _header = self._load_signals(rec_name)
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90 signal = record.p_signal[:, 0] # одне вiдведення
91 ecg = ECG(signal)
92 ecg.analyze ()
93 return ecg

Розглянемо основнi компоненти.
1) Iнiцiалiзацiя та кешування даних;

При створеннi об’єкта класу передаються вибраний датасет (типу Physi-
oNetDataset), мапа мiток ударiв (BeatAnnotationLabelMap) та кiлькiсть за-
писiв, якi необхiдно обробити. У конструкторi iнiцiалiзується завантажувач
даних та створюються словники для зберiгання завантажених записiв, ано-
тацiй та заголовкiв.

2) Завантаження сигналiв;
Метод _load_signals перевiряє наявнiсть запису, анотацiй та заголовка в
кешi. Якщо якихось компонентiв немає, викликається завантаження запи-
су за допомогою PhysioNetLoader, пiсля чого отриманi данi зберiгаються в
словниках для подальшого використання.

3) Видiлення сегментiв та визначення мiтки;
Метод prepare_signal_to_learn отримує сигнал з одного вiдведення запи-
су та обчислює iнформацiю про обробку ЕКГ за допомогою бiблiотеки
NeuroKit2. Далi використовуючи nk.epochs_create сигнал розбивається на
сегменти (епохи) навколо кожного R-пiку. Для кожного сегмента викликає-
ться статичний метод get_segment_label, який знаходить вiдповiдну анота-
цiю всерединi сегмента i повертає вiдповiдний символ. Цей символ перетво-
рюється на числову мiтку через мапу мiток (beat_label_map), а сегмент та
його мiтка додаються до спискiв.

4) Пiдготовка кiнцевих даних для навчання;
Метод prepare_epoch_data вибирає випадковим чином задану кiлькiсть за-
писiв iз сховища, обробляє кожен з них, збираючи сегменти та вiдповiднi
мiтки, пiсля чого формує два масиви:
_X – масив сегментiв сигналу;
_y – масив мiток.

5) Обчислення статистичних характеристик;
Метод prepare_stats_data завантажує сигнал запису та передає його об’єкту

класу ECG, пiсля чого викликає аналiз сигналу через метод analyze(). Це до-
зволяє отримати статистичну iнформацiю, що буде використана для додаткової
оцiнки сигналу.

Згiдно дослiджень [1], [4], [6] нейромережа Long Short-Term Memory (LSTM)
є хорошим вибором для навчання на даних у виглядi часових рядiв. На насту-
пному прикладi коду покажемо, як можна навчити модель розрiзняти надшлу-
ночковi екстрасистоли:

1 supraventricular_bynary_map = BeatAnnotationLabelMap(
2 {0: BeatAnnotation.normal (), 1: BeatAnnotation.supraventricular

()}
3 )
4

5 mit_db_preparation = PrepareECGToLearn(
6 dataset=PhysioNetDataset.MIT_BIH_SUPRAVENTRICULAR ,
7 beat_label_map=supraventricular_bynary_map ,
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8 samples=2,
9 )

10 X, y = mit_db_preparation.prepare_epoch_data ()
11 X_train , X_test , y_train , y_test = train_test_split(
12 X, y, test_size =0.2, random_state =42, stratify=y
13 )
14 # Побудова моделi LSTM
15 model = Sequential ()
16 model.add(LSTM(64, input_shape =(X.shape [1], 1)))
17 model.add(Dropout (0.2))
18 model.add(Dense(1, activation="sigmoid"))
19 model.compile(
20 optimizer=Adam(learning_rate =0.001) ,
21 loss="binary_crossentropy",
22 metrics =["accuracy"],
23 )
24 model.summary(print_fn=logging.info)
25 history = model.fit(
26 X_train ,
27 y_train ,
28 epochs =10,
29 batch_size =32,
30 validation_split =0.2,
31 callbacks =[ LoggingCallback ()],
32 ) # noqa 501
33 loss , accuracy = model.evaluate(X_test , y_test)

Результати навчання та модель зберiгаються у файл в директорiю
./data/saved_models. Наведемо приклад виводу: INFO - Форма даних X: (4830,
77, 1)

1 INFO - Форма мiток y: (4830 ,)
2 INFO - Model: "sequential"

Layer (type) Output Sh Param
lstm (LSTM) (None, 64) 16896
dropout (Dropout (None, 64) 0
dense (Dense) (None, 1) 65

1 Total params: 16 ,961 (66.25 KB)
2 Trainable params: 16,961 (66.25 KB)
3 Non -trainabl
4 e params: 0 (0.00 B)
5 Епоха 10: {’accuracy ’: 0.932 , ’loss’: 0.251 , ’val\_accuracy ’: 0.932 ,

’val\_loss ’: 0.246}

3. Висновки. Розроблена процедура автоматизує отримання, попередню
обробку та зберiгання ключових параметрiв ЕКГ-сигналу. Це дає можливiсть
швидко формувати готовi вибiрки для навчання моделей машинного навчання.
За рахунок автоматизацiї рутинних процесiв, можна здiйснювати серiї експе-
риментiв з рiзними наборами ознак, проводити їх порiвняння та вивчати вплив
на результат. Програмна реалiзацiя вiдповiдає основним принципам ООП, що
забезпечує модульнiсть та гнучкiсть у розширеннi функцiональностi. Це до-
зволяє легко масштабувати рiшення для роботи з рiзними наборами даних та
адаптувати його пiд новi данi.
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Samus V. M., Samus Ye. I. Formalization of ECG-Signal Features for Building
Machine-Learning Models.

An ECG, or electrocardiogram, is a non-invasive method that records the heart’s elec-
trical activity via electrodes placed on the skin. It is used to assess heart rhythm, detect
conduction disorders, and diagnose a variety of cardiac pathologies such as ischemia, my-
ocardial infarction, and arrhythmias. Because of its simplicity and availability, the ECG is
one of the primary tools in cardiology for monitoring a patient’s condition in both inpatient
and outpatient settings.

Preparing an ECG signal for machine-learning analysis involves several key stages to
ensure high-quality data and optimal suitability for modelling. The process starts with
pre-processing, where filtering is applied to remove noise and artefacts, such as baseline
wander or high-frequency interference. Normalization then brings signal amplitudes to a
common scale, reducing the influence of external factors.

The next stage is segmentation, in which the continuous signal is divided into individ-
ual segments around the R peaks, allowing isolation of separate cardiac-cycle complexes.
Feature extraction follows: each segment is analyzed to obtain key characteristics such as
interval durations, wave amplitudes, and time-frequency parameters. These features en-
able the model to distinguish between normal and pathological heart conditions. The final
step is to convert the processed signal into a format suitable for input to machine-learning
algorithms.

This comprehensive approach facilitates effective model training to recognize cardiac
patterns, forming the basis for diagnosis and prognosis of various cardiological conditions.
The present article focuses on designing algorithms that prepare digital ECG data for
machine learning. The proposed algorithm yields statistical characteristics of the digital
ECG, which can subsequently be used in further analysis with machine-learning methods.

Keywords: digital electrocardiogram, ectopy, statistical features, machine learning, seg-
mentation.
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IДЕНТИФIКАЦIЯ ТА КОНТРОЛЬ ХАОТИЧНИХ ПРОЦЕСIВ У
СКЛАДНИХ ТЕХНIЧНИХ СИСТЕМАХ

У статтi представлено узагальнений математичний пiдхiд до iдентифiкацiї та ада-
птивного контролю хаотичних процесiв у нелiнiйних технiчних системах з випадкови-
ми параметрами. Дослiджується проблема стабiлiзацiї систем, що характеризуються
високою чутливiстю до початкових умов i стохастичними впливами, яка є актуаль-
ною для сучасної прикладної математики та iнженерiї. Побудовано нелiнiйну стоха-
стичну модель хаотичної динамiки, формалiзовано вплив хаосу на показники надiй-
ностi технiчних систем i розроблено адаптивний метод контролю на основi зворотного
зв’язку. Представлено алгоритмiчну реалiзацiю запропонованого методу та виконано
його апробацiю на реальних даних газових сенсорних систем. Отриманi результати
свiдчать про суттєве пiдвищення стабiльностi, прогнозованостi та надiйностi роботи
систем за умов складних динамiчних режимiв. Запропонований метод може бути ефе-
ктивно застосований у робототехнiцi, сенсорних мережах, енергетицi та автоматизова-
них системах керування, забезпечуючи стабiлiзацiю та контроль нелiнiйних режимiв
функцiонування в умовах параметричних i стохастичних невизначеностей.

Ключовi слова: хаотичнi процеси, нелiнiйнi системи, надiйнiсть систем, контроль
хаосу, адаптивний закон керування.

1. Вступ. Проблема стабiлiзацiї хаотичних режимiв у нелiнiйних динамiчних
системах є однiєю з ключових задач сучасної прикладної математики, фiзики
та iнженерiї [1]. Особливої актуальностi вона набуває у випадку систем, пове-
дiнка яких визначається не тiльки складною нелiнiйною динамiкою, але й впли-
вом стохастичних факторiв на функцiонування цих систем [2]. Хаос, що хара-
ктеризується високою чутливiстю до початкових умов, експоненцiйним розхо-
дженням траєкторiй i складнiстю фазових просторiв, призводить до суттєвого
зниження прогнозованостi, керованостi та надiйностi технiчних систем [3]. Тра-
дицiйнi методи стабiлiзацiї та контролю здебiльшого не враховують нелiнiйних
та адаптивних особливостей таких систем, що робить їх малоефективними для
боротьби з хаотичними режимами. Саме тому розвиток узагальнених матема-
тичних пiдходiв до стабiлiзацiї хаосу в стохастичних нелiнiйних системах є ва-
жливим теоретичним i практичним завданням. Особливий iнтерес становлять
адаптивнi методи, здатнi компенсувати невизначенiсть параметрiв та забезпе-
чувати асимптотичну стабiлiзацiю станiв системи [4,5].

У цiй статтi запропоновано узагальнений пiдхiд до аналiзу та стабiлiзацiї
хаосу в нелiнiйних системах з випадковими параметрами. Послiдовно викладе-
но математичнi основи нелiнiйних стохастичних систем, розглянуто фундамен-
тальнi взаємозв’язки мiж хаосом i стохастичними процесами, описано основнi
методи стабiлiзацiї хаотичних режимiв, а також наведено математичну форма-
лiзацiю узагальнених пiдходiв до керування стохастичними параметрами.
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Представленi у статтi результати мають не тiльки теоретичне значення, але
й безпосередню практичну цiннiсть, оскiльки дозволяють створювати ефектив-
нi алгоритми керування нелiнiйними динамiчними системами, якi функцiону-
ють в умовах невизначеностi та стохастичних впливiв. Викладений у роботi
матерiал може бути основою для подальших теоретичних дослiджень та пра-
ктичних впроваджень у рiзноманiтних галузях, де важливим є забезпечення
стабiльностi, прогнозованостi та надiйностi функцiонування складних динамi-
чних об’єктiв i систем.

2. Мета та завдання роботи. Метою роботи є розробка математичного
методу адаптивного контролю хаотичної динамiки для пiдвищення надiйностi
технiчних систем, що функцiонують у нелiнiйних нестiйких режимах.

Для досягнення поставленої мети планується розв’язати такi завдання:

• побудувати математичну модель технiчної системи з елементами хаотичної
динамiки;

• формалiзувати вплив хаосу на показники надiйностi;
• формалiзувати задачу стабiлiзацiї та розробити адаптивний закон керува-
ння;

• провести тестування методу на реальному наборi даних та проаналiзувати
ефективнiсть запропонованого пiдходу.

3. Математичне моделювання технiчної системи з елементами хао-
тичної динамiки. Для аналiзу технiчних систем, що демонструють елементи
хаотичної поведiнки, необхiдно побудувати математичну модель, яка адекватно
вiдображає складнi нелiнiйнi процеси, що визначають динамiку їх поведiнки.

Розглянемо загальний пiдхiд до побудови такої моделi. Нехай розглядається
технiчна система, яка описується нелiнiйною системою диференцiальних рiв-
нянь наступного типу:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑥, 𝜇) , 𝑥 ∈ R𝑛, 𝜇 ∈ R𝑚, (1)

де 𝑥 (𝑡) = (𝑥𝑖 (𝑡))
𝑇
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛 – вектор стану системи; 𝜇 (𝑡) = (𝜇𝑗 (𝑡))

𝑇
𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚 –

вектор параметрiв системи; 𝐹 : R𝑛×R𝑚 → R𝑛 – нелiнiйне гладке вiдображення,
що визначає динамiку системи.

У системах з характерною ознакою хаотичної динамiки є чутливiсть до по-
чаткових умов. Для аналiзу характеру поведiнки розглянемо лiнiаризацiю си-
стеми поблизу деякої точки фазового простору 𝑥*, яка вiдповiдає стацiонарному
стану або рiвновазi системи, що визначається умовою:

𝐹 (𝑥*, 𝜇) = 0. (2)

Використовуючи лiнiйне наближення, ми отримуємо наступну систему лiне-
аризованих рiвнянь:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐽 (𝑥*, 𝜇) 𝑦, 𝑦 = 𝑥− 𝑥*, (3)

де 𝐽 (𝑥*, 𝜇) – матриця Якобi вiдображення F, що визначається спiввiдношенням:

𝐽 (𝑥*, 𝜇) =
𝑑𝐹

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥*,𝜇

.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Суттєву iнформацiю про динамiку системи [6, 7] в околi точки рiвноваги
системи 𝑥* несе спектр матрицi Якобi. Якщо хоча б одне власне число матрицi
𝐽 (𝑥*, 𝜇) має додатну дiйсну частину, то система може демонструвати складнi
динамiчнi режими.

Розглянемо далi приклад побудови математичної моделi, типової для класу
технiчних систем, що характеризуються складною, потенцiйно хаотичною ди-
намiкою. Особливої актуальностi проблема набуває в системах, що працюють з
малими сигналами або в умовах низької концентрацiї iнформацiйного чи фiзи-
чного впливу, як-от у масивах газових сенсорiв [8]. Для аналiзу використаємо
вiдкритий набiр даних «Gas Sensor Array: Low-Concentration» з репозиторiю
UCI Machine Learning Repository, який мiстить данi щодо реакцiї сенсорних
елементiв на нелiнiйнi, складнi та чутливi до малих змiн концентрацiї газовi
середовища [9].

Реакцiї сенсорiв на низькi концентрацiї газiв мають виражений нелiнiйний
характер, що може бути описаний динамiчною моделлю у виглядi нелiнiйної
системи диференцiальних рiвнянь, подiбних до системи Лоренца:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜎 (𝑦 − 𝑥) ,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥− 𝑦 − 𝑥𝑧,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧,

(4)

де 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡) – змiннi, що вiдповiдають узагальненим станам газочутливих
елементiв, що характеризують внутрiшню динамiку реакцiї на змiну концентра-
цiї газiв; 𝜎 ∈ R+ – параметр системи, що визначає iнтенсивнiсть перенесення
сигналу мiж сусiднiми компонентами сенсорної системи, пов’язану iз швидкi-
стю реакцiї та тепловим або концентрацiйним переносом; 𝑟 ∈ R+ – параметр
системи, що описує зовнiшнi умови експерименту, такi як концентрацiя газу
та потенцiал активацiї сенсорiв (зi зростанням 𝑟 система сенсорiв переходить
вiд простих, передбачуваних режимiв до складних, нелiнiйних та потенцiйно
хаотичних реакцiй); 𝑏 ∈ R+ – параметр системи, що характеризує геометри-
чнi чи конструктивнi параметри самих сенсорiв та їх взаєморозташування, що
впливають на просторово-часову динамiку процесу.

Система (4) характерна для прикладних задачах, якi включають елементи
нестабiльностi та нелiнiйних взаємодiй. Для оцiнки наявностi хаотичних елемен-
тiв у динамiцi сенсорних реакцiй, представлених у наборi даних, ефективним
iнструментом є аналiз показникiв Ляпунова [10,11]. Обчислення цих показникiв
дозволяє кiлькiсно оцiнити чутливiсть реакцiї сенсорiв до початкових умов та
визначити можливiсть iснування режимiв хаотичної динамiки:

|𝛿𝑥 (𝑡)| ≈ |𝛿𝑥 (0)| 𝑒𝜆𝑡.

Вiдповiдно, формула, яка враховує чутливiсть сенсорної системи до поча-
ткових умов (реакцiї газових сенсорiв), для визначення найбiльшого показника
Ляпунова 𝜆 має вигляд:

𝜆 = lim
𝑡→∞

1

𝑡
ln
‖𝛿𝑥 (𝑡)‖
‖𝛿𝑥 (0)‖

, (5)
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де 𝛿𝑥 (0) – початкове, мале збурення сенсорної системи в момент часу 𝑡0; 𝛿𝑥 (𝑡)
– еволюцiя цього збурення з плином часу 𝑡; ‖·‖ – норма вектору у фазовому
просторi станiв системи.

Якщо 𝜆 > 0, то це свiдчить про наявнiсть хаотичної поведiнки, що проявля-
ється у високiй чутливостi сенсорної системи до мiнiмальних змiн початкових
умов.

4. Надiйнiсть технiчних систем. Надiйнiсть технiчних систем, у яких
проявляється хаотична динамiка, визначається здатнiстю системи пiдтримува-
ти заданi функцiональнi характеристики в умовах нелiнiйних та потенцiйно
нестiйких режимiв роботи [12, 13]. Хаотична динамiка безпосередньо впливає
на надiйнiсть системи, спричиняючи непередбачуванi змiни станiв та суттєве
погiршення прогнозованостi поведiнки.

Позначимо через𝑅 (𝑡) функцiю надiйностi технiчної системи, визначену ймо-
вiрнiстю того, що система не покине допустиму множину станiв 𝐷 ⊂ R𝑛 протя-
гом промiжку часу 𝜏 ∈ [0, 𝑛]:

𝑅 (𝑡) = 𝑃 {𝑥 (𝜏) ∈ 𝐷, ∀𝜏 ∈ [0, 𝑛]} . (6)

Зважаючи на чутливiсть хаотичних систем до початкових умов та параме-
трiв, аналiз надiйностi таких систем потребує використання iмовiрнiсних хара-
ктеристик їх поведiнки. Для формального опису впливу хаотичних явищ до-
цiльно розглянути стохастичну модель, що враховує можливi невизначеностi
або випадковi збурення в початкових умовах чи параметрах.

Нехай початковий стан системи 𝑥 (0) є випадковим вектором iз щiльнiстю
розподiлу 𝑓𝑥(0) (𝑥). Тодi функцiю надiйностi можна записати як:

𝑅 (𝑡) =

∫︁
𝐷

𝑓𝑥(𝑡) (𝑥)𝑑𝑥, (7)

де 𝑓𝑥(𝑡) (𝑥) – щiльнiсть розподiлу стану системи у момент часу 𝑡, яка визна-
чається еволюцiєю початкового розподiлу згiдно iз нелiнiйним вiдображенням
𝐹 :

𝑓𝑥(𝑡) (𝑥) =

∫︁
R𝑛

𝑓𝑥(0) (𝑦)𝛿 (𝑥− Φ𝑡 (𝑦)) 𝑑𝑦, (8)

де Φ𝑡 (·) – фазовий потiк, що описує еволюцiю стану системи у часi; 𝛿 (·) – дельта-
функцiя Дiрака.

З математичної точки зору, ймовiрнiсть виходу стану системи за межi допу-
стимої областi 𝐷 у хаотичних умовах швидко зростає зi збiльшенням часу 𝑡, що
можна приблизно описати як:

1−𝑅 (𝑡) ∼ 1− 𝑒−𝛾𝑒𝜆𝑡 , (9)

де 𝛾 – параметр, що визначає масштаб початкових збурень.
Формула (9) пiдкреслює стрiмке погiршення надiйностi через вплив хаосу,

навiть за незначних початкових невизначеностей. Враховуючи наведенi мате-
матичнi формулювання, необхiдно розробляти спецiальнi методи контролю та
стабiлiзацiї нелiнiйних режимiв роботи для забезпечення високого рiвня надiй-
ностi технiчних систем.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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5. Постановка задачi контролю хаотичної поведiнки. Задача контро-
лю хаотичної поведiнки полягає в розробцi керуючого впливу 𝑢(𝑡), що дозволяє
стабiлiзувати систему навколо рiвноважного стану 𝑥*, перiодичного циклу чи
iншого регулярного режиму роботи, який задовольняє рiвняння (2).

Враховуючи вплив керуючого сигналу 𝑢(𝑡) ∈ R𝑘, система набуває наступно-
го вигляду:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑥, 𝜇) +𝐵𝑢 (𝑡) , (10)

де 𝐵 ∈ R𝑛×𝑘 – матриця, яка описує розподiл керуючих впливiв у фазовому
просторi системи.

Формально задача контролю формулюється таким чином:
1) Знайти керуючий сигнал 𝑢(𝑡), який мiнiмiзує критерiй:

𝐽 (𝑢) =

𝑇∫︁
0

[︁
(𝑥 (𝑡)− 𝑥*)𝑇𝑄 (𝑥 (𝑡)− 𝑥*) + 𝑢𝑇 (𝑡)𝑅𝑢 (𝑡)

]︁
𝑑𝑡→ min

𝑢(𝑡)
; (11)

2) При заданих матрицях вагових коефiцiєнтiв 𝑄 = 𝑄𝑇 ⩾ 0, 𝑅 = 𝑅𝑇 > 0,
забезпечити умову стабiлiзацiї:

lim
𝑡→∞
‖𝑥(𝑡)− 𝑥*‖ = 0. (12)

Таким чином, задача контролю хаотичної поведiнки зводиться до вибору
оптимального керуючого сигналу 𝑢(𝑡), що забезпечує асимптотичну стабiлiза-
цiю стану системи в околi бажаної траєкторiї, що, своєю чергою, дозволяє iсто-
тно пiдвищити надiйнiсть функцiонування технiчної системи.

6. Огляд методiв контролю хаосу. Для розв’язання задачi контролю ха-
отичної поведiнки, описаної у роздiлi 3, можуть використовуватися рiзноманiтнi
математичнi пiдходи та алгоритми стабiлiзацiї нелiнiйних динамiчних систем.
Нижче наведено основнi математичнi методи контролю хаосу з їх формальним
описом.

Метод Отта–Гребоджi–Йорка (OGY) базується на застосуваннi малих
коригувальних впливiв на параметри системи в моменти перетину фазовою тра-
єкторiєю перерiзу Пуанкаре з метою стабiлiзацiї нестiйкої перiодичної орбiти.
Нехай задано систему в дискретному виглядi:

𝑥𝑛+1 = 𝐹 (𝑥𝑛, 𝜇𝑛) , 𝑥𝑛 ∈ R𝑛, 𝜇𝑛 ∈ R𝑚.

Тодi метод OGY формулюється через наступний закон керування параме-
тром:

𝜇𝑛 = 𝜇* +𝐾 (𝑥𝑛 − 𝑥′) , (13)

де 𝜇* – номiнальне значення параметра, вiдповiдне «оптимальнiй» перiодичнiй
орбiтi; 𝑥′ – точка нестiйкої перiодичної орбiти в перерiзi Пуанкаре, 𝑥′ = 𝑃 (𝑥);
𝑃 (·) – оператор вiдображення Пуанкаре; 𝐾 – матриця, що обчислюється на
основi лiнiйного наближення системи поблизу точки 𝑥′.

Метод зворотного зв’язку за станом (State Feedback Control) Ме-
тод заснований на лiнiйнiй стабiлiзацiї навколо бажаного стану за допомогою
керуючого сигналу вигляду:

𝑢𝑠(𝑡) = −𝐿 (𝑥(𝑡)− 𝑥′) , (14)
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де 𝐿 – матриця зворотного зв’язку, що визначається з умов стабiльностi вiдпо-
вiдної лiнеаризованої системи:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= [𝐽 (𝑥′, 𝜇)−𝐵𝐿] 𝑦, 𝑦 = 𝑥− 𝑥′,

та має забезпечувати виконання умови:

Re𝜆𝑖 [𝐽 (𝑥′, 𝜇)−𝐵𝐿] < 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛.

Метод керування за допомогою затриманого зворотного зв’язку
(Pyragas Time-Delayed Feedback) використовує затриманий сигнал для ста-
бiлiзацiї перiодичних орбiт. Керуючий сигнал у цьому випадку має вигляд:

𝑢𝑠(𝑡) = 𝜙 [𝑥(𝑡− 𝜏)− 𝑥(𝑡)] ,

де 𝜏 – перiод стабiлiзованої орбiти; 𝜙 – коефiцiєнт пiдсилення, який визначає
ступiнь впливу затриманого сигналу.

Метод адаптивного керування (Adaptive Control) передбачає дина-
мiчну адаптацiю параметрiв керування з метою компенсацiї невизначеностей
моделi та збурень. Закон адаптацiї параметрiв описується рiвнянням:

𝑑𝜃(𝑡)

𝑑𝑡
= −Γ(𝑥(𝑡)− 𝑥′)𝑇𝑃𝐵,

де 𝜃(𝑡) – адаптивно змiнюваний параметр керування; 𝑃 > 0 – матриця, що ви-
значається з розв’язку матричного рiвняння Ляпунова (5); Γ(·) > 0 – швидкiсть
адаптацiї.

Перелiченi методи дають можливiсть математично обґрунтовано здiйснюва-
ти контроль хаотичної поведiнки та стабiлiзувати динамiку технiчних систем,
тим самим суттєво пiдвищуючи їхню надiйнiсть.

7. Модифiкований процес контролю на основi адаптивного зворо-
тного зв’язку. Розглянемо подальше узагальнення методу контролю хаоти-
чної динамiки з використанням адаптивного зворотного зв’язку, що враховує
не лише поточне значення стану системи, а й динамiку змiни параметрiв са-
мої системи. Це дозволяє суттєво пiдвищити ефективнiсть контролю за умов
невизначеностi початкових умов та параметричних збурень.

Припустимо, що система функцiонує за умов (10) для якої визначимо керу-
ючий сигнал, що складається з двох компонент (14) та адаптивний додатковий
член контролю, який враховує змiну параметрiв та динамiку їх адаптацiї:

𝑢𝑎(𝑡) = −𝐺 (�̂�(𝑡)− 𝜇*) ,

де �̂�(𝑡) ∈ R𝑚 – вектор адаптивних оцiнок параметрiв системи; 𝜇* – бажане
(еталонне) значення параметрiв; 𝐺 ∈ R𝑘×𝑚 – матриця коефiцiєнтiв адаптивного
впливу.

Вiдповiдно, повний керуючий сигнал має вигляд:

𝑢(𝑡) = −𝐿 (𝑥(𝑡)− 𝑥′)−𝐺 (�̂�(𝑡)− 𝜇*) .

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Закон адаптацiї параметрiв �̂�(𝑡) вводиться у виглядi наступного диференцi-
ального рiвняння:

𝑑�̂�(𝑡)

𝑑𝑡
= −Γ𝐵𝑃 (𝑥(𝑡)− 𝑥′)𝑇 .

Тодi динамiка замкненої адаптивно-керованої системи набуває вигляду:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑥, 𝜇)−𝐵 (𝐿 (𝑥(𝑡)− 𝑥′) +𝐺 (�̂�(𝑡)− 𝜇*)) .

Застосування такого модифiкованого адаптивного керування дозволяє не
лише стабiлiзувати систему навколо бажаної точки рiвноваги, а й ефективно
компенсувати змiни параметрiв, збурення та невизначеностi, якi є типовими
для хаотичних режимiв.

Для доведення стабiльностi та збiжностi системи за таким алгоритмом мо-
жна використати функцiю Ляпунова виду:

𝑉 (𝑥, �̂�) = (𝑥− 𝑥′)𝑇𝑃 (𝑥− 𝑥′) + (�̂�− 𝜇*)𝑇Γ−1 (�̂�− 𝜇*) ,

яка задовольняє умови додатної визначеностi та обмеженостi.
Вибiр матриць 𝐿,𝐺,Γ, 𝑃,𝑄 дозволяє гарантувати виконання умови стабiль-

ностi, тобто 𝑑𝑉 (𝑥,�̂�,𝑡)
𝑑𝑡

< 0 , що забезпечує асимптотичну стiйкiсть та збiжнiсть
траєкторiй до заданого стану рiвноваги та параметрiв до еталонних значень:

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝑥′, lim
𝑡→∞

�̂�(𝑡) = 𝜇*.

Таким чином, модифiкований контроль на основi адаптивного зворотного
зв’язку є математично обґрунтованим методом, що дозволяє iстотно покращити
надiйнiсть технiчних систем в умовах хаотичної динамiки.

8. Алгоритмiчна реалiзацiя контролю хаотичної динамiки. Нижче
наведено псевдокод алгоритму контролю хаотичної динамiки системи з ада-
птивним зворотним зв’язком, який реалiзує математичнi принципи, описанi у
попереднiх роздiлах статтi.

Algorithm 1

Рис. 0. Chaos Control Adaptive Feedback

1: Input: 𝑥(0) = 𝑥0 ∈ R𝑛, �̂�(0) = �̂�0 ∈ R𝑚, 𝐿, 𝐺, 𝐵, Γ, 𝑃 , 𝑄, 𝑥′, 𝜇*, ∆𝑡, 𝜀
2: Output: 𝑥(𝑡), �̂�(𝑡), 𝑢(𝑡)
3: 𝑥← 𝑥0, �̂�← �̂�0

4: 𝑡← 0
5: 𝑢← 𝑢0
6: while ‖𝑥− 𝑥′‖ ≥ 𝜀 do
7: 𝑢← −𝐿(𝑥− 𝑥′)−𝐺(�̂�− 𝜇*)
8: 𝑥← 𝑥+ Integrate

(︀
𝐹 (𝑥, 𝜇) +𝐵𝑢, ∆𝑡

)︀
9: �̂�← �̂�− Γ𝐵𝑇𝑃 (𝑥− 𝑥′)∆𝑡

10: 𝑡← 𝑡+∆𝑡
11: end while
12: Return 𝑥, �̂�, 𝑢
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Представлений алгоритм, де 𝜀 – заданий малий порiг, дозволяє систематично
реалiзувати чисельне рiшення задачi контролю, забезпечуючи ефективну стабi-
лiзацiю технiчних систем в умовах хаотичної поведiнки. Запропонований пiдхiд
характеризується чiткою структурою, високою обчислювальною ефективнiстю
та адаптивною здатнiстю враховувати можливi невизначеностi початкових умов
i параметричнi збурення. Це робить його придатним для широкого кола задач
iз забезпечення надiйностi складних технiчних систем.

9. Приклад застосування в технiчних системах. Для практичного пiд-
твердження ефективностi запропонованого алгоритму контролю хаотичної ди-
намiки необхiдно провести його тестування на реальних даних, що демонстру-
ють нелiнiйнi та потенцiйно хаотичнi властивостi. Таким об’єктом дослiдження
є вiдкритий набiр даних «Gas Sensor Array: Low-Concentration» з репозиторiю
UCI Machine Learning Repository, який мiстить часовi ряди вимiрювань масиву
газових сенсорiв у вiдповiдь на низькi концентрацiї летких органiчних сполук.
Данi характеризуються суттєвою нелiнiйнiстю, чутливiстю до початкових умов
i параметричних змiн, що робить їх оптимальним кейсом для валiдацiї в умовах
складної динамiки.

Рис. 1. Динамiка сигналiв до (a) i пiсля (b) застосування адаптивного методу
контролю

Результати, представленi на рисунках 1(а) i 1(b), демонструють чiтке пiд-
твердження ефективностi запропонованого адаптивного методу контролю ха-
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отичної динамiки. На рисунку 1(а) спостерiгається значна варiабельнiсть та
нестабiльнiсть сигналiв сенсорних елементiв, що характерно для хаотичної по-
ведiнки технiчних систем. Пiсля застосування розробленого методу, на рисунку
1(b), помiтне зменшення коливань, стабiлiзацiя показникiв сенсорiв та суттєве
зниження амплiтуди нестiйких флуктуацiй. Це пiдтверджує, що метод адаптив-
ного контролю забезпечує пiдвищення прогнозованостi, стабiльностi та надiй-
ностi роботи технiчних систем в умовах складної хаотичної динамiки.

Рис. 2. Вплив адаптивного контролю на характер розподiлу сенсорних даних

Проведений порiвняльний аналiз розподiлiв сигналiв до та пiсля застосува-
ння запропонованого адаптивного методу контролю хаотичної динамiки свiд-
чить про його ефективнiсть та практичну кориснiсть. На рисунку 2(а) спо-
стерiгається складний, багатомодальний та неоднорiдний розподiл даних, який
вiдповiдає нестабiльнiй i хаотичнiй динамiцi. Пiсля використання методу ада-
птивного контролю, результати зображенi на рисунку 1(b), розподiл став бiльш
чiтким, зменшилась кiлькiсть мод, вiн набув компактнiшого характеру, що свiд-
чить про перехiд системи до режиму, близького до нормального розподiлу. Це
пiдтверджує ефективнiсть адаптивного контролю у стабiлiзацiї сигналiв та сут-
тєве пiдвищення прогнозованостi й надiйностi технiчних систем.

10. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй статтi
розглянуто математично обґрунтований пiдхiд до пiдвищення надiйностi те-
хнiчних систем шляхом контролю хаотичної динамiки. Побудовано загальну
нелiнiйну модель системи з потенцiйно хаотичною поведiнкою, формалiзовано
вплив хаосу на функцiю надiйностi, а також поставлено та розв’язано задачу ке-
рування з використанням модифiкованого адаптивного зворотного зв’язку. За-
пропонований метод забезпечує асимптотичну стабiлiзацiю стану системи в око-
лi заданої рiвноваги за рахунок динамiчного коригування параметрiв керування
вiдповiдно до поведiнки системи в реальному часi. Побудовано алгоритмiчну
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реалiзацiю запропонованого контролю у виглядi чiткої послiдовностi iнтегру-
вання станiв, розрахунку керуючих сигналiв та оновлення адаптивних оцiнок
параметрiв. Проведено тестування алгоритму на вiдкритому наборi даних Gas
Sensor Array: Low-Concentration з репозиторiю UCI. Результати чисельного мо-
делювання пiдтвердили ефективнiсть методу: пiсля застосування адаптивного
контролю спостерiгається стабiлiзацiя часових рядiв сенсорних сигналiв, змен-
шення амплiтуди флуктуацiй та впорядкування структури розподiлу даних.
Зокрема, було зафiксовано трансформацiю складної та нерiвномiрної динамiки
до передбачуваного стану з ознаками нормальностi розподiлу. Це безпосередньо
свiдчить про пiдвищення надiйностi технiчної системи, що функцiонує в умо-
вах внутрiшньої або зовнiшньої нестiйкостi. Запропонований пiдхiд може бути
адаптований для широкого спектра складних систем, де виникає необхiднiсть
контролю й стабiлiзацiї хаотичних процесiв, зокрема у сенсорних мережах, ро-
ботизованих системах, енергетицi та автоматизованому виробництвi.

11. Подяки. Робота виконана в рамках науково-дослiдної теми «Розроби-
ти методи моделювання процесiв цiльового управлiння складними iнформацiй-
ними багатокомпонентними системами рiзного призначення» (номер держав-
ної реєстрацiї 0123U100754) Iнституту кiбернетики iменi В.М. Глушкова (НАН)
України.

Список використаної лiтератури
1. Buts V., Kuzmin V. Chaotic regimes generated by special points and singular solutions.

Problems of Atomic Science and Technology. 2024. Vol. 5, Issue 153. P. 161–165. DOI:
https://doi.org/10.46813/2024-153-161

2. Zhao Z., Lv G., Xu Y., Lin Y., Wang P., & Wang X. Enhancing ground source heat
pump system design optimization: A stochastic model incorporating transient geologi-
cal factors and decision variables. Renewable Energy. 2024. Vol. 225. P. 120279. DOI:
https://doi.org/10.1016/j.renene.2024.120279

3. Bouadi M., Jia B., Jiang R., Li X., & Gao Z. Stochastic factors and stri-
ng stability of traffic flow: Analytical investigation and numerical study based on
car-following models. Transportation Research Part B: Methodological. 2022. DOI:
https://doi.org/10.1016/j.trb.2022.09.007

4. Zhang J., Karimireddy S. P., Veit A., Kim S., Reddi S. J., Kumar S., & Sra S. Why are
Adaptive Methods Good for Attention Models? arXiv: Optimization and Control. 2020. Vol. 33.
P. 15383–15393.

5. Rackauckas C., & Nie Q. Adaptive methods for stochastic differential equations
via natural embeddings and rejection sampling with memory. Discrete and conti-
nuous dynamical systems. Series B. 2017. Vol. 22, Issue 7. P. 2731–2761. DOI:
https://doi.org/10.3934/dcdsb.2017133

6. Симонов Д. I., Заiка Б. Ю. Моделювання управлiння складними iнформацiйни-
ми багатокомпонентними системами. Науковий вiсник Ужгородського унiверсите-
ту. Серiя «Математика i iнформатика». 2024. Т. 44, № 1. C. 168–174. DOI:
https://doi.org/10.24144/2616-7700.2024.44(1).168-174

7. Symonov D., Symonov Y. Methods for selecting models of functioning of multicomponent
information and environmental systems. Scientific Journal «Mathematical Modeling». 2024.
Vol. 1, Issue 50. P. 57–63. DOI: https://doi.org/10.31319/2519-8106.1(50)2024.304943

8. Yaqoob U., Younis M. I. Chemical Gas Sensors: Recent Developments, Challenges, and the
Potential of Machine Learning—A Review. Sensors (Basel, Switzerland). 2021. Vol. 21. P. 2877.
DOI: https://doi.org/10.3390/s21082877

9. Tian F., Zhao L., & Deng S. Gas sensor array low-concentration [Dataset]. UCI Machine
Learning Repository. 2023. DOI: https://doi.org/10.24432/C5CK6F

10. Wolf A., Swift J., Swinney H. L., & Vastano J. A. Determining Lyapunov exponents
from a time series. Physica D: Nonlinear Phenomena. 1985. Vol. 16. P. 285–317. DOI:

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



IДЕНТИФIКАЦIЯ ТА КОНТРОЛЬ ХАОТИЧНИХ ПРОЦЕСIВ У СКЛАДНИХ . . . 283

https://doi.org/10.1016/0167-2789(85)90011-9
11. Das S., Green J. R. Spectral bounds on the entropy flow rate and Lyapunov exponents in

differentiable dynamical systems. Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical. 2024.
DOI: https://doi.org/10.1088/1751-8121/ad8f06

12. Doganaksoy N. Quality and Reliability of Technical Systems: Theory,
Practice, Management. Technometrics. 1999. Vol. 41. P. 171–172. DOI:
https://doi.org/10.1080/00401706.1999.10485644

13. Ткачук А., Мошнорiз М. Математична модель оцiнки надiйностi для дiагностування те-
хнiчного стану електротехнiчних комплексiв розподiлених систем водопостачання. Вiсник
Хмельницького нацiонального унiверситету. Серiя: Технiчнi науки. 2024. Т. 333, № 2.
С. 428–432. DOI: https://doi.org/10.31891/2307-5732-2024-333-2-67

Symonov D. I. Identification and control of chaotic processes in complex technical
systems.

This article presents a generalized mathematical approach to the identification and
adaptive control of chaotic processes in nonlinear engineering systems with random pa-
rameters. The study addresses the problem of stabilizing systems characterized by high
sensitivity to initial conditions and stochastic influences, which is of current interest in
modern applied mathematics and engineering. A nonlinear stochastic model of chaotic
dynamics is constructed, and the impact of chaos on the reliability indicators of technical
systems is formalized. An adaptive feedback-based control method is also developed. The
paper provides an algorithmic implementation of the proposed method and demonstrates
its validation using real data from gas sensor systems. The results indicate a substantial
improvement in stability, predictability, and reliability under complex dynamic conditions.
The proposed method can be effectively applied in robotics, sensor networks, energy sys-
tems, and automated control systems, ensuring the stabilization and control of nonlinear
operating modes under parametric and stochastic uncertainties.

Keywords: chaotic processes, nonlinear systems, system reliability, chaos control, adap-
tive control law.

References
1. Buts, V., & Kuzmin, V. (2024). Chaotic regimes generated by special points and

singular solutions. Problems of Atomic Science and Technology, 5(153), 161–165.
https://doi.org/10.46813/2024-153-161

2. Zhao, Z., Lv, G., Xu, Y., Lin, Y., Wang, P., & Wang, X. (2024). Enhancing
ground source heat pump system design optimization: A stochastic model incorporat-
ing transient geological factors and decision variables. Renewable Energy, 225, 120279.
https://doi.org/10.1016/j.renene.2024.120279

3. Bouadi, M., Jia, B., Jiang, R., Li, X., & Gao, Z. (2022). Stochastic factors and string stability of
traffic flow: Analytical investigation and numerical study based on car-following models. Trans-
portation Research Part B: Methodological. https://doi.org/10.1016/j.trb.2022.09.007

4. Zhang, J., Karimireddy, S. P., Veit, A., Kim, S., Reddi, S. J., Kumar, S., & Sra, S. (2020).
Why are Adaptive Methods Good for Attention Models? arXiv: Optimization and Control,
33, 15383–15393.

5. Rackauckas, C., & Nie, Q. (2017). Adaptive methods for stochastic differential equations via
natural embeddings and rejection sampling with memory. Discrete and continuous dynamical
systems. Series B, 22(7), 2731–2761. https://doi.org/10.3934/dcdsb.2017133

6. Symonov, D. I., & Zaika, B. Y. (2024). Modeling the management of complex information mul-
ticomponent systems. Scientific Bulletin of Uzhhorod University. Series of Mathematics and
Informatics, 44(1), 168–174. https://doi.org/10.24144/2616-7700.2024.44(1).168-174
[in Ukrainian].

7. Symonov, D., & Symonov, Y. (2024). Methods for selecting models of functioning of multicom-
ponent information and environmental systems. Scientific Journal "Mathematical Modeling",
1(50), 57–63. https://doi.org/10.31319/2519-8106.1(50)2024.304943

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 46, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



284 Д. I. СИМОНОВ

8. Yaqoob, U., & Younis, M. I. (2021). Chemical Gas Sensors: Recent Developments, Challenges,
and the Potential of Machine Learning—A Review. Sensors (Basel, Switzerland), 21, 2877.
https://doi.org/10.3390/s21082877

9. Tian, F., Zhao, L., & Deng, S. (2023). Gas sensor array low-concentration [Dataset]. UCI
Machine Learning Repository. https://doi.org/10.24432/C5CK6F

10. Wolf, A., Swift, J., Swinney, H. L., & Vastano, J. A. (1985). Determining Lya-
punov exponents from a time series. Physica D: Nonlinear Phenomena, 16, 285–317.
https://doi.org/10.1016/0167-2789(85)90011-9

11. Das, S., Green, J. R. (2024). Spectral bounds on the entropy flow rate and Lyapunov expo-
nents in differentiable dynamical systems. Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical.
https://doi.org/10.1088/1751-8121/ad8f06

12. Doganaksoy, N. (1999). Quality and Reliability of Technical Systems: Theory, Practice, Man-
agement. Technometrics, 41, 171–172. https://doi.org/10.1080/00401706.1999.10485644

13. Tkachuk, A., & Moshnoriz, M. (2024). Mathematical model of reliability assessment for diag-
nosing the technical condition of electrical engineering complexes in distributed water supply
systems. Herald of Khmelnytskyi National University. Technical Sciences, 333(2), 428–432.
https://doi.org/10.31891/2307-5732-2024-333-2-67

Одержано 30.03.2025

ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online) Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 46, № 1



ВИКОРИСТАННЯ ВЕЛИКИХ СТОРIНОК ПАМ’ЯТI ДЛЯ ПОЛIПШЕННЯ . . . 285

УДК 004.25
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2025.46(1).285-293

П. В. Тарнавський1, В. М. Бiлецький2

1 Львiвський нацiональний унiверситет iм. I. Франка,
аспiрант кафедри прикладної математики
petro.tarnavskyi@lnu.edu.ua
ORCID: https://orcid.org/0000-0003-3265-8168
2 Львiвський нацiональний унiверситет iм. I. Франка,
доцент кафедри прикладної математики,
кандидат фiзико-математичних наук
vasyl.biletskyy@lnu.edu.ua
ORCID: https://orcid.org/0009-0009-3246-9894

ВИКОРИСТАННЯ ВЕЛИКИХ СТОРIНОК ПАМ’ЯТI ДЛЯ
ПОЛIПШЕННЯ РОБОТИ СУЧАСНИХ ОПЕРАЦIЙНИХ СИСТЕМ

Здiйснено огляд сучасних технологiй i викликiв, пов’язаних iз використанням ве-
ликих сторiнок пам’ятi в обчислювальних системах. Розглянуто вплив великих сто-
рiнок на роботу буферiв асоцiативної трансляцiї (БАТ) та ефективнiсть керування
пам’яттю. Висвiтлено основнi проблеми, пов’язанi з фрагментацiєю пам’ятi, зростан-
ням ймовiрностi БАТ промахiв i зниженням продуктивностi за високого рiвня бага-
тозадачностi. Згадано сумiснiсть великих сторiнок iз програмним забезпеченням та у
сучасних дистрибутивах Linux.

Ключовi слова: оперативна пам’ять, керування пам’яттю, буфер асоцiативної транс-
ляцiї, великi сторiнки пам’ятi, фрагментацiя пам’ятi.

1. Вступ. З моменту появи електронно-обчислювальних машин (ЕОМ) роз-
почались перегони щодо збiльшення їхньої продуктивностi. Однiєю з ключових
подiй цього процесу стало вiдкриття, зроблене Гордоном Муром 1965 року, яке
згодом отримало назву "закон Мура". Вiн передбачив, що кiлькiсть транзисто-
рiв на iнтегральних схемах подвоюватиметься кожнi два роки, забезпечуючи
експоненцiальне зростання обчислювальних можливостей. Це спостереження
стало рушiйною силою швидкого розвитку напiвпровiдникових технологiй.

Однак, поряд iз значними успiхами у сферi розробки процесорiв, прогрес
у розвитку оперативної пам’ятi не демонструє такої ж динамiки. Адже, вiдсу-
тнiсть експоненцiального зростання у цiй галузi створюватиме суттєвий розрив
мiж швидкодiєю процесорiв i можливостями роботи оперативної пам’ятi. Якщо
така тенденцiя зберiгатиметься, то оперативна пам’ять у майбутньому може
стати головним обмежувальним фактором продуктивностi обчислювальних си-
стем.

Сучаснi системи використовують механiзм сегментацiї пам’ятi, де вона подi-
лена на серiю безперервних блокiв — сторiнок пам’ятi. Здебiльшого операцiйнi
системи (ОС) застосовують стандартний розмiр сторiнок у 4 КБ пiд час вико-
нання процесiв.

Змiна розмiру сторiнок може стати одним iз потенцiйних рiшень для зменше-
ння розриву мiж швидкодiєю процесорiв i можливостями оперативної пам’ятi.
Використання великих сторiнок пам’ятi (наприклад, 2 МБ або бiльше) дава-
тиме змогу зменшити кiлькiсть операцiй зi спiвставлення адрес i знижуватиме
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витрати на керування пам’яттю, що, своєю чергою, полiпшить загальну про-
дуктивнiсть системи. Такий пiдхiд може значно пiдвищити ефективнiсть вико-
ристання пам’ятi в умовах стрiмкого зростання обчислювальних потужностей
процесорiв.

2. Вiртуальна пам’ять. Вiртуальна пам’ять — це пiдхiд до керування
пам’яттю, який створює абстракцiю мiж фiзичною пам’яттю та процесами,
що виконуються у системi. Вiн дає змогу кожному процесу сприймати фiзи-
чну пам’ять як власний суцiльний адресний простiр (рис. 1), iзольований вiд
адресних просторiв iнших процесiв. Для роботи цього пiдходу неохiдно вмi-
ти спiвставляти вiртуальнi адреси, згенерованi процесами, у фiзичнi адреси
комп’ютерної пам’ятi.

Рис. 1. Приклад адресного простору для процесу

Для реалiзацiї вiртуальної пам’ятi зазвичай використовують механiзм сто-
рiнкової органiзацiї, який подiляє вiртуальний адресний простiр та фiзичну
пам’ять на блоки фiксованого розмiру, що називають сторiнками, стандартного
розмiру 4 КБ. При роботi iз пам’яттю ОС виконує доступ до цiлих сторiнок
пам’ятi, а не послiдовно байт за байтом.

Трансляцiя вiртуальних адрес у фiзичнi здiйснено за допомогою модуля ке-
рування пам’яттю (МКП), апаратного блоку процесора, що реалiзує це перетво-
рення. МКП використовує спецiальнi таблицi вiдповiдностей — таблицi сторi-
нок, якi зберiгають спiввiдношення мiж вiртуальними сторiнками i фiзичними
фреймами. Операцiйна система створює та пiдтримує цi таблицi, надавши ко-
жному процесу окремий вiртуальний адресний простiр i, таким чином, iзолює
його пам’ять вiд пам’ятi iнших процесiв.

Основними перевагами вiртуальної пам’ятi є:
• Iзоляцiя та безпека пам’ятi — кожен процес працює у власному адресному
просторi, що унеможливлює випадковий або навмисний доступ до пам’ятi
iнших процесiв.

• Ефективне використання пам’ятi — оскiльки у пам’ятi збережено лише
активнi сторiнки, система може одночасно запускати бiльше програм або
працювати з бiльшими обсягами даних.

• Спрощене управлiння пам’яттю — вiртуальна пам’ять забирає необхiднiсть
для програм контролювати розподiл пам’ятi, цi програми працюють у своїх
iзольованих просторах.

Сучаснi МКП додатково до таблиць сторiнок використовують спецiальний
кеш — буфер асоцiативної трансляцiї (БАТ). Цей буфер зберiгає iнформацiю

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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про останнi спiвставлення сторiнок, що дає змогу значно прискорити процес
доступу до пам’ятi.

Операцiйна система перевiряє, чи в БАТ є вiдповiдний запис щодо фiзичної
адреси, яка вiдповiдає вiртуальнiй адресi, до якої певний процес пробує досту-
питись. Якщо такий запис iснує, то це називають БАТ влучанням: процесор
отримує доступ до фiзичної пам’ятi без затримок. За вiдсутностi запису, вiд-
бувається БАТ промах. У цьому випадку ОС використовує таблицi сторiнок
(див. рис. 2), щоб знайти вiдповiдну фiзичну адресу. Цей процес повiльнiший,
порiвняно з БАТ влучанням, оскiльки потребує додаткового часу на пошук вiд-
повiдностi у таблицi сторiнок.

Рис. 2. Схема обробки трансляцiї адрес

3. Великi сторiнки пам’ятi. Як зазначалось вище, стандартнi сторiн-
ки мають розмiр 4 КБ, iдея великих сторiнок пам’ятi полягає у використаннi
сторiнок бiльшого розмiру, зазвичай 2 МБ або 1 ГБ. Великi сторiнки використо-
вують поряд зi стандартними сторiнками. Такий пiдхiд дозволить ефективнiше
використовувати обмежений розмiр БАТ (див. рис. 3), так як один запис для
великої сторiнки у БАТ буде мiстити iнформацiю про бiльший об’єм фiзичної
пам’ятi.

Рис. 3. Трансляцiя вiртуальних адрес
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Згiдно з дослiдженнями, у системах iз стандартним розмiром сторiнки, ча-
стi БАТ промахи можуть спричинити значне погiршення продуктивностi, що
сягатиме до 50% часу виконання процесу [1–3]. Адже звернення до таблицi
сторiнок для отримання фiзичної адреси може бути у десятки разiв повiльнi-
шим порiвняно з роботою з кешованими даними у БАТ. Зi зростанням обсягу
пам’ятi в сучасних системах, зазнає i збiльшення кiлькiсть сторiнок, що, своєю
чергою, пiдвищує ймовiрнiсть БАТ промахiв та сповiльнює пошук вiдповiдного
запису у таблицi сторiнок. Зрештою, операцiї з обробки стандартних сторiнок
стануть ключовим мiсцем, що займає значний обсяг часу та ресурсiв у сучасних
системах.

Одним iз рiшень цiєї проблеми є використання великих сторiнок пам’ятi. Ве-
ликi сторiнки, (розмiром 2 МБ або бiльше) даватимуть змогу зменшити загаль-
ну кiлькiсть сторiнок у системi, що знизить навантаження на БАТ i зменшить
ймовiрнiсть промахiв у бiльшостi тестiв продуктивностi (наприклад, REDIS та
CANNEAL). Детальнiшу статистику для рiзних тестiв можна переглянути на
рис. 4. Також завдяки меншiй кiлькостi записiв у таблицях сторiнок, система
може швидше виконувати трансляцiю адрес, що доволi важливо у випадках
роботи з великими обсягами даних, наприклад, у базах даних або при обробцi
даних для моделей глибокого навчання.

Рис. 4. Вплив великих сторiнок на БАТ промахи в порiвняннi зi стандартними
сторiнками [11]

Проте використання великих сторiнок також має свої обмеження. Напри-
клад, великим сторiнкам потрiбно бiльше безперервного простору у фiзичнiй
пам’ятi, що може спричиняти фрагментацiю пам’ятi. Це може стати пробле-
мою для довготривалої роботи систем, передусiм в умовах активної багатоза-
дачностi, коли часто звiльняють i перерозподiляють блоки пам’ятi. Крiм того,
не всi програмнi продукти i драйвери оптимiзованi для роботи з великими сто-
рiнками, що може спричинити погiршення їхньої продуктивностi або проблеми
iз сумiснiстю.

4. Виклики та обмеження використання великих сторiнок пам’ятi.
Попри те, що великi сторiнки пам’ятi можуть значно полiпшити ефективнiсть

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ВИКОРИСТАННЯ ВЕЛИКИХ СТОРIНОК ПАМ’ЯТI ДЛЯ ПОЛIПШЕННЯ . . . 289

роботи буферiв асоцiативної трансляцiї та зменшити ймовiрнiсть промахiв, їхнє
використання також спричиняє низку викликiв та обмежень. Сучаснi методи та
алгоритми керування вiртуальною пам’яттю розробляли переважно для роботи
зi сторiнками стандартного розмiру i не враховували специфiку великих сто-
рiнок, що вимагає створення нових методiв керування, таких як удосконаленi
механiзми змiни контексту, ефективнi стратегiї розподiлу та звiльнення пам’ятi.

Вплив на продуктивнiсть пiд час змiни контексту
При перемиканнi процесiв ОС повинна повнiстю або частково очищувати

вмiст БАТ, оскiльки записи, актуальнi для попереднього процесу, стають не-
актуальними для нового. Використання застарiлих записiв у БАТ може спри-
чинити серйознi помилки доступу до пам’ятi, отож для вирiшення цiєї проблеми
треба або повнiстю очищати буфер, або ретельно керувати його записами.

Оскiльки часте повне очищення записiв БАТ може суттєво вплинути на про-
дуктивнiсть системи, передусiм у багатозадачних системах iз високою частотою
змiни контексту, то часто використовують iдентифiкатор адресного простору
процесу, що дає змогу розрiзняти записи, якi належать рiзним процесам. Це
сприяє зменшенню частоти повного очищення БАТ при перемиканнi контекс-
ту [4].

Використання БАТ з великими сторiнками пам’ятi робить управлiння цими
записами складнiшим. Оскiльки запис для великих сторiнок охоплює бiльший
обсяг пам’ятi та система повинна ретельнiше стежити за актуальнiстю записiв
пiд час змiни контексту. Це може суттєво зменшувати продуктивнiсть, насам-
перед у випадках, коли кiлькiсть перемикань контекстiв є значною. Отже, ефе-
ктивнiсть роботи великих сторiнок значною мiрою залежить вiд частоти змiни
контекстiв у системi та ефективностi керування БАТ при цьому.

Фрагментацiя пам’ятi
У багатозадачних середовищах, де завдання постiйно зазнають змiни, звiль-

няють i перерозподiляють рiзнi блоки пам’ятi, виникає проблема фрагментацiї
— ситуацiї коли для великої сторiнки необхiдно мати в наявностi великий безпе-
рервний блок фiзичної пам’ятi, що не завжди можливо. Якщо система не може
знайти такий блок пам’ятi, то вона може видiлити звичайнi сторiнки замiсть
великих, що знизить ефективнiсть роботи i спровокує зростання ймовiрностi
промахiв БАТ.

Зменшення продуктивностi для певних робочих навантажень
Кожен запис у БАТ для великих сторiнок охоплює бiльший дiапазон вiрту-

альних адрес, що дає змогу зменшити кiлькiсть записiв у БАТ. Якщо ж робоче
навантаження процесу пробує доступитись до рiзних дiлянок, розкиданих по
всьому адресному просторi, то кiлькiсть унiкальних сторiнок, якi можуть бути
закешованi, значно зменшиться. У наслiдок цього може вiдбутись зменшення
продуктивностi, оскiльки доступ до кеш-пам’ятi є швидшим нiж до оперативної
пам’ятi.

Рiзноманiття розмiрiв великих сторiнок
Бiльшiсть сучасних систем, що використовують великi сторiнки, комбiнують

стандартнi сторiнки з великими сторiнками розмiром 2 МБ i 1 ГБ. Це дозволяє
гнучко керувати ресурсами пам’ятi, але водночас потребує складних адаптив-
них алгоритмiв, якi здатнi автоматично пiдбирати оптимальний розмiр сторiн-
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ки для кожного завдання. Такi алгоритми повиннi не лише перемикатися мiж
розмiрами сторiнок вiдповiдно до поточного навантаження, але й враховувати
доступнi ресурси та специфiку запитiв пам’ятi.

Реалiзацiя таких алгоритмiв є непростим завданням, насамперед у викори-
станнi сторiнок рiзного розмiру, що значно ускладнює керування пам’яттю та
пiдвищує ризик фрагментацiї. Передусiм це важливо у багатозадачних середо-
вищах, де часто змiнюються умови розподiлу пам’ятi, i адаптивнi алгоритми
мають швидко реагувати на змiни. Проте розробка таких алгоритмiв i їх впро-
вадження на практицi є досить повiльним процесом через високу складнiсть i
значнi вимоги до обсягу пам’ятi та обчислювальної потужностi для їхньої пiд-
тримки.

Через усi цi виклики деякi результати дослiджень [5,6] засвiдчують, що ви-
користання великих сторiнок пам’ятi не завжди є виправданим i може спри-
чинити зниження загальної продуктивностi. У таких випадках рекомендовано
вiдключення цього механiзму.

5. Можливостi використання великих сторiнок пам’ятi.

Пiдходи до використання великих сторiнок пам’ятi

Пiдтримка великих сторiнок у сучасних дистрибутивах Linux реалiзована
за допомогою механiзму прозорих великих сторiнок (ПВС), що дає змогу зна-
чно спростити їхнє використання для програмного забезпечення [7,8]. Прозора
пiдтримка великих сторiнок є основним способом видiлення великих сторiнок
у Linux i забезпечує автоматичне керування цими сторiнками на рiвнi ядра.
Такий пiдхiд не потребує жодних змiн у програмному кодi застосункiв.

Пiд час роботи ОС спочатку видiляє пам’ять для процесiв у виглядi стандар-
тних сторiнок. За оптимальних умов ядро автоматично пiдвищує послiдовнiсть
iз 512 таких сторiнок до однiєї великої сторiнки, або ж, за потреби, виконує
зворотний процес i розбиває велику сторiнку на меншi. Такий пiдхiд дає змогу
значно пiдвищити продуктивнiсть процесiв, використовуючи можливостi вели-
ких сторiнок без потреби змiн з боку користувача.

Динамiчнi розподiльники пам’ятi

Програми можуть працювати з великими сторiнками i без механiзму ПВС,
а за допомогою низькорiвневих функцiй, якi дають змогу системi видiлити сто-
рiнки вказаного у програмi розмiру. Наприклад, використання функцiй mmap та
madvise з прапорцями MAP_HUGETLB i MADV_HUGETLB, дає змогу отримати великi
сторiнки пам’ятi. Проте, такий пiдхiд є доволi складним i потребує написання
додаткового коду з використанням цих низькорiвневих функцiй.

Бiльш зручним варiантом використання великих сторiнок без ПВС є дина-
мiчнi розподiльники пам’ятi, або алокатори. Наприклад, стандартна бiблiоте-
ка C мiстить розподiльник malloc, який забезпечує базове керування пам’яттю.
Окрiм нього, iснують спецiалiзованi алокатори, налаштованi на ефективне управ-
лiння великими блоками пам’ятi, серед яких популярнi jemalloc [9] i tcmalloc
[10]. Цi алокатори часто використовують для роботи з великими сторiнками,
проте програмний код потрiбно буде змiнювати так як вони не забезпечують
прозорий пiдхiд. Iснують також алокатори, що пiдтримують прозоре викори-
стання великих сторiнок, однак їх застосування обмежене, i вони ще не набули
значної популярностi в обчислювальних системах.
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Алокатори дають змогу використовувати однаковi алгоритми розподiлу па-
м’ятi у рiзних операцiйних системах. Для впровадження нового алгоритму до-
статньо замiнити лише динамiчний розподiльник, без необхiдностi змiн у самiй
системi. Варто також зазначити, що реалiзацiя алгоритмiв безпосередньо в ОС
є складнiшим завданням, нiж їх iнтеграцiя в алокатор, через особливостi низь-
корiвневої архiтектури ОС.

Особливостi використання великих сторiнок пам’ятi
Здебiльшого сучаснi системи, що використовують великi сторiнки працюють

зi звичайними та великими сторiнками розмiру 2 МБ, оскiльки вони є найефе-
ктивнiшими в процесах з динамiчним використанням пам’ятi, адже 1 ГБ — зде-
бiльшого занадто великий розмiр для користувацьких структур даних i через
це програми можуть використовувати велику кiлькiсть надлишкової пам’ятi.

Як уже зазначено вище, полiпшення вiд використання великих сторiнок за-
лежить вiд того, як процеси виконують доступ до пам’ятi та наскiльки часто
вiдбувається змiна контексту (див. рис. 4 та рис. 5). Iснують певнi види наван-
тажень, де i кiлькiсть БАТ промахiв менша, i час виконання менший. Iснують i
такi, де лише кiлькiсть промахiв менша, але по часу виконання спiвмiрно. Про-
те є такi завдання, де не вдалось зменшити кiлькiсть БАТ промахiв, а кiлькiсть
i час виконання, зросли. З огляду на те, що для бiльшостi навантажень вiдсоток
БАТ промахiв суттєво зменшився, майбутнє зростання обсягiв пам’ятi та швид-
кодiї процесорiв може призвести до ще бiльшого скорочення часу виконання.

Рис. 5. Вплив великих сторiнок на швидкодiю в порiвняннi зi стандартними
сторiнками [11].

6. Висновки. Використання великих сторiнок не завжди ефективне уна-
слiдок впливу фрагментацiї, недосконалостi алгоритмiв керування пам’яттю та
iншi проблемнi аспекти цього пiдходу. Отож подальшi дослiдження у цiй сферi
необхiдно спрямувати на розробку адаптивних алгоритмiв розподiлу та керу-
вання великими сторiнками, якi зменшуватимуть вплив фрагментацiї та полi-
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пшуватимуть загальну продуктивнiсть системи.
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МЕТОД ПОСЛIДОВНОГО АНАЛIЗУ ВАРIАНТIВ IЗ
ЗАСТОСУВАННЯМ СПЕЦIАЛIЗОВАНИХ GPT-МОДЕЛЕЙ ДЛЯ
АВТОМАТИЗОВАНОЇ ПЕРЕВIРКИ КОНКУРСНИХ НАУКОВИХ

РОБIТ

У статтi дослiджено новий пiдхiд до автоматизацiї опрацювання документiв кон-
курсних наукових робiт, який базується на поєднаннi методу послiдовного аналiзу
варiантiв та спецiалiзованих LLM-моделей. Запропонований пiдхiд дозволяє значно
оптимiзувати процес перевiрки поданих матерiалiв, зменшити навантаження на екс-
пертiв i пiдвищити об’єктивнiсть вiдбору. Робота мiстить теоретичне обґрунтування
використання методу послiдовного аналiзу у контекстi автоматизованого аналiзу вiд-
повiдностi поданих робiт вимогам конкурсу. Методика послiдовного аналiзу адапто-
вана для перевiрки конкурсних робiт. На її основi розроблено структурований алго-
ритм використання спецiалiзованих GPT-моделей як багаторiвневих фiльтрiв, що за-
безпечує поетапну перевiрку вiдповiдностi поданих матерiалiв установленим вимогам.
Описана узагальнена iнформацiйна модель спецiалiзованого GPT для опрацювання
документiв. Запропонований пiдхiд є гнучким та масштабованим, що дозволяє його
легко адаптувати для iнших сфер.

Ключовi слова: метод послiдовного аналiзу варiантiв, GPT-моделi, конкурс науко-
вих робiт.

1. Вступ. Останнi роки принесли значнi змiни у сферу студентських академi-
чних конкурсiв, що пов’язано з впровадженням нових технологiй, зростанням
конкуренцiї та змiнами у суспiльних i освiтнiх тенденцiях. Цi трансформацiї
сприяють бiльш ефективнiй органiзацiї конкурсiв, покращенню якостi оцiнюва-
ння i пiдвищенню залученостi студентiв.

Однак iз зростанням кiлькостi учасникiв та пiдвищенням вимог до яко-
стi оцiнювання органiзатори стикаються з численними викликами. Зокрема,
необхiднiсть ефективного управлiння великими обсягами поданих робiт, ор-
ганiзацiя оперативної взаємодiї мiж усiма учасниками конкурсу, забезпечення
об’єктивностi оцiнювання та прозоростi процесiв стають критичними фактора-
ми.

Хоча на сьогоднiшнiй день багато процесiв в процедурi проведення конкурсiв
автоматизовано, iнтеграцiя цифрових технологiй та автоматизацiя процесiв за
допомогою iнтелектуальних iнструментiв вiдкриває новi можливостi для опти-
мiзацiї управлiння академiчними конкурсами.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Дослiдження спрямоване на аналiз сучасних пiдходiв до органiзацiї та про-
ведення студентських конкурсiв та пропонує власну концепцiю щодо застосу-
вання великих мовних моделей, а саме спецiалiзованих GPTs (генеративних
попередньо натренованих трансформерiв спецiалiзованого призначення), для
пiдвищення ефективностi конкурсної процедури.

2. Аналiз дослiджень i публiкацiй. Ландшафт академiчних конкурсiв
значно змiнився за останнi п’ять рокiв, вiдображаючи змiни в освiтнiх прiори-
тетах, технологiчний прогрес, соцiальнi трансформацiї, зростаючу конкуренцiю
в академiчному середовищi. Академiчнi конкурси тепер охоплюють широкий
спектр галузей, форм проведення i форматiв, стають дедалi популярнiшими,
що вимагає вiд унiверситетiв та органiзаторiв гнучкостi в адаптацiї нових пiд-
ходiв [1].

Аналiз особливостей процедури проведення конкурсiв показав, що iснує ряд
проблем, якi потребують вирiшення. Конкурси отримують десятки чи сотнi за-
явок, кожна з яких включає анкети, анотацiї, повнi тексти робiт, презентацiї,
рекомендацiйнi листи тощо. Учасники допускають помилки в анкетах (непра-
вильнi данi, пропущенi поля), орфографiчнi, стилiстичнi чи логiчнi помилки в
текстах робiт. Ручна перевiрка документiв на вiдповiднiсть вимогам (формат,
обсяг, структура, оформлення лiтератури) потребує значних часових затрат i
часто призводить до помилок через людський фактор. Виявлення плагiату в на-
укових роботах є складним завданням, особливо якщо органiзатори не мають
доступу до спецiалiзованих програм, тому iснує ризик пропуску неоригiнальних
робiт.

Цифровiзацiя значно пiдвищує ефективнiсть органiзацiї академiчних кон-
курсiв, оптимiзуючи подання, перевiрку та оцiнювання робiт [2]. Спецiалiзованi
онлайн-системи забезпечують прозорiсть, об’єктивнiсть i впровадження нових
форм змагань, зокрема колаборативних пiдходiв, якi сприяють iнтерактивностi
та обмiну знаннями [3]. Автоматизацiя оцiнювання зменшує навантаження на
журi, прискорює обробку заявок i пiдвищує точнiсть оцiнки [4]. Застосування
штучного iнтелекту (ШI) для оцiнювання знань i проєктiв, як показано в [5, 6],
знижує суб’єктивнiсть, забезпечує послiдовнiсть i пiдтримує об’єктивнiсть, осо-
бливо в складних iнженерних та комп’ютерних проєктах.

Таким чином, аналiз лiтератури показує, що на сьогоднi iснують ефектив-
нi методи опрацювання текстових документiв, якi пропонують сучаснi системи
ШI. Проте для реалiзацiї єдиної автоматизованої процедури опрацювання кон-
курсної документацiї iснує потреба в розробцi пiдходу, який об’єднує можливо-
стi ШI по роботi з текстами, зокрема спецiалiзованих GPTs, в єдину технологiю
покрокового опрацювання документiв на основi чiтко визначених критерiїв.

3. Виклад основного матерiалу. В основу пiдходу, що пропонують авто-
ри, покладена схема послiдовного аналiзу та вiдсiву варiантiв. Ця методологiя
є одним iз найзагальнiших пiдходiв до розв’язування багатоварiантних задач,
а її успiшне застосування для розв’язування задач дослiдження та проєкту-
вання складних систем, що формалiзуються в класах моделей математичного
програмування великого розмiру, має численнi пiдтвердження [7, 8].

Метод послiдовного аналiзу варiантiв базується на поданнi процесу пошу-
ку розв’язання багатоварiантної задачi у виглядi багатоступеневої структури,
що нагадує структуру складного дослiду. Кожний крок методу пов’язаний з
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перевiркою наявностi тих чи iнших властивостей у пiдмножини варiантiв або
окремих варiантiв i веде або до безпосереднього скорочення множини варiантiв
або готує можливiсть скорочення в майбутньому [9].

З погляду формальної логiки схема послiдовного аналiзу варiантiв є роз-
витком послiдовного аналiзу Вальда i зводиться до повторення послiдовностi
дiй

– розбиття множини варiантiв рiшень i задачi на сiмейство пiдмножин, ко-
жна з яких має додатковi специфiчнi властивостi;

– використання цих специфiчних властивостей для пошуку логiчних проти-
рiч в описi окремих пiдмножин;

– виключення з подальшого розгляду тих пiдмножин варiантiв, в описi яких
є логiчнi протирiччя.

Для вирiшення конкретної задачi на основi її теоретичного i практичного
аналiзу необхiдно формалiзувати тi властивостi, якими повинен володiти шука-
ний варiант. Потiм потрiбно виявити якомога бiльшу кiлькiсть ознак, якi дають
змогу встановити, чи є цей варiант шуканим. Серед них обирають тi, що легко
перевiряються, а також тi, якi притаманнi якомога бiльшiй кiлькостi варiантiв
одночасно. Надалi вибiр обчислювальної схеми полягає в заданнi рацiонально-
го порядку перевiрки ознак, що дають змогу вiдсiяти неконкурентоспроможнi
варiанти i знайти оптимальний [9].

Таким чином, методика ПАВ базується на такому пiдходi до формування
множини можливих рiшень i встановлення критерiїв їх оцiнки, який дозволяє
вилучати непридатнi варiанти ще на раннiх етапах без необхiдностi їх повно-
го розгляду. Вiдбiр здiйснюється поступово, у той момент, коли виявляється
невiдповiднiсть критерiям, що дозволяє уникнути зайвих обчислень. Оскiль-
ки разом iз непридатним варiантом автоматично вiдсiюються всi його можливi
продовження, це суттєво скорочує обсяг необхiдних розрахункiв.

Методика ПАВ може бути використана для реалiзацiї процедури органiзацiї
та проведення конкурсiв, адже до робiт, що подаються на конкурс висувається
ряд вимог, що можуть розглядатись як критерiїї вiдсiву варiантiв, якщо роз-
глядати конкурсний процес через призму методологiї ПАВ.

Проведений авторами аналiз сучасних технологiй органiзацiї та проведення
конкурсiв [10] показав, що для бiльшостi конкурсiв, що розглядають науковi
творчi роботи або проєкти, характерна унiфiкована технологiя проведення кон-
курсу.

Розглянемо процедуру проведення конкурсу на прикладi Всеукраїнського
конкурсу студентських наукових робiт з галузей знань i спецiальностей [11].
Узагальнена процедура конкурсу передбачає декiлька ключових етапiв (рис.1).

1й етап «Подання робiт». Студенти подають свої науковi роботи, дотриму-
ючись встановлених умов та термiнiв.

2й етап «Первинна перевiрка». Роботи перевiряються на вiдповiднiсть фор-
мальним вимогам, таким як вiдповiднiсть тематицi конкурсу, обсяг, оформлен-
ня, перевiрка на плагiат та iнш. Роботи, що не вiдповiдають вимогам конкурсу,
вiдхиляються i до оцiнювання експертами/рецензентами на допускаються.

3й етап «Рецензування». Експерти оцiнюють кожну роботу за критерiйною
базою конкурсу та здiйснюють їх рецензування. Кожний конкурс, очевидно,
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Рис. 1. Узагальнена процедура проведення конкурсiв.

має власнi критерiї оцiнки, що враховують його специфiку, спецiальнiсть, на-
правленiсть.

За результатами рецензування формується рейтинговий список наукових ро-
бiт (далi — рейтинговий список), який оприлюднюється.

Конкурсна комiсiя на пiдставi рецензiй приймає рiшення щодо визначення
наукових робiт, автори яких запрошуються на пiдсумкову науково-практичну
конференцiю.

4й етап «Презентацiя робiт». На пiдсумковiй науково-практичнiй конферен-
цiї студенти презентують свої дослiдження, вiдповiдають на запитання, нада-
ють пояснення.

5й етап «Оцiнювання та визначення переможцiв». Журi оцiнює роботи та
презентацiї, визначаючи переможцiв.

6й етап «Нагородження переможцiв». Оголошення результатiв та вручення
дипломiв або нагород.

Етап первинної перевiрки конкурсних документiв, по сутi, є своєрiдним «вiд-
сiювачем» робiт, що порушують вимоги конкурсу. Саме на цьому етапi доречним
є використання сучасних iнтелектуальних iнструментiв.

На сьогоднiшнiй день великi мовнi моделi (LLM) є одним iз ключових дося-
гнень у сферi штучного iнтелекту, оскiльки вони здатнi вирiшувати широкий
спектр задач: вiд автоматизацiї рутинних текстових процесiв до проведення
складного аналiзу даних. Вони базуються на архiтектурi глибоких нейронних
мереж, зокрема трансформерiв, i дозволяють ШI моделювати складнi мовнi
структури, вiдтворювати контекст та взаємодiяти з користувачем у природний
спосiб.

Великi мовнi моделi можуть застосовуватись для обробки тексту, автомати-
зацiї завдань i пiдвищення продуктивностi в рiзних сферах. Використання LLM
дозволяє значно бiльш ефективно вирiшувати завдання автоматизацiї процесiв,
що забезпечує скорочення ручної працi, пiдвищення швидкостi виконання задач
включаючи роботу з даними та створення звiтностi [12, 13]. Великi мовнi моделi
ефективанi в iнтелектуальнiй обробцi документiв. Це дає можливiсть автомати-
чно витягувати, аналiзувати та узагальнювати iнформацiю з великих масивiв
даних, що є особливо важливим у багатьох сферах [14]. Вбудовування LLM у
виробничi системи забезпечує пiдвищення ефективностi їх роботи, покращують
гнучкiсть, масштабованiсть та адаптивнiсть до змiнних умов. Вони активно за-
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стосовуються в освiтнiх технологiях [15]. LLM покращують бiзнес-процеси зав-
дяки автоматизацiї управлiнських завдань: вони можуть оптимiзувати процеси
планування ресурсiв, управлiння контрактами та створення аналiтичних звiтiв
[16].

З точки зору роботи з документами LLM мають низку переваг, якi роблять
їх потужними iнструментами для обробки тексту, автоматизацiї завдань i пiд-
вищення продуктивностi.

Розумiння контексту та семантики дозволяє LLM аналiзувати тексти з гли-
боким урахуванням змiсту, а не лише окремих слiв чи речень. Це допомагає
виявляти прихованi взаємозв’язки мiж iдеями, коригувати логiку тексту та по-
кращувати його узгодженiсть.

Великi мовнi моделi можуть виконувати широкий спектр завдань, вiд пере-
вiрки граматики та стилiстики до створення анотацiй, резюмування, перекладу
та аналiзу документiв. Це робить їх ефективними у науковiй, юридичнiй, бiзне-
совiй та технiчнiй сферах.

Автоматизацiя рутинних процесiв дозволяє значно скоротити час на редагу-
вання та перевiрку документiв. LLM можуть автоматично форматувати текст,
коригувати помилки, аналiзувати великi обсяги iнформацiї та витягувати з них
ключовi данi, що особливо корисно при роботi з великими документами.

Цi моделi гнучкi та легкi для адаптацiї: LLM можна навчати на спецiалi-
зованих наборах даних, що дозволяє їх використовувати для конкретних зав-
дань, таких як контроль правильностi оформлення документацiї чи технiчна
пiдтримка.

В процедурi конкурсного вiдбору є багато задач, пов‘язаних з опрацюванням
документiв: допуск наукових робiт до участi в конкурсi, перевiрка супровiдної
документацiї, формування конкурсної звiтностi, iнше. З огляду на можливостi
сучасних великих мовних моделей авторами пропонується вирiшувати з допо-
могою спецiалiзованих LLM, так званих кастомних GPTs.

Спецiалiзованi GPT-моделi є складними системами, що налагоджуються мно-
жиною параметрiв, якi визначають їхню продуктивнiсть, функцiональнiсть i
здатнiсть адаптуватися до специфiчних завдань. Кожен компонент вiдiграє ва-
жливу роль у роботi моделi, i його вибiр впливає на кiнцевий результат. Розгля-
немо узагальнену формальну модель спецiалiзованого GPTs. Нехай G позначає
спецiалiзований GPTs, тодi його структура визначається як система множин:

𝐺 = (𝑀,𝐶, 𝑆, 𝐼),

де:
– 𝑀 — множина параметрiв базової моделi;
– 𝐶 — множина контекстних налаштувань;
– 𝑆 — множина безпекових обмежень;
– 𝐼 — множина налаштувань iнтеграцiй.
Центральним елементом кастомного GPT є базова модель 𝑀 , яка визначає

його здатнiсть до розпiзнавання, аналiзу та генерацiї тексту. Вiд вибору моделi
залежить обсяг знань та якiсть вiдповiдей моделi, контекстне розумiння тексту
та його зв’язнiсть, продуктивнiсть у завданнях, що вимагають глибокого ана-
лiзу. Складовi базової моделi

𝑀 = (𝐵,𝐿, 𝑇 ) ,
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де:

– 𝐵 — архiтектура базової моделi (наприклад, Llama 3, GPT-4, Mistral 7B,
iнш.), що визначає обчислювальну складнiсть;

– 𝐿 — довжина контекстного вiкна, що обмежує максимальний обсяг тексту
для аналiзу (наприклад, 8K–16K токенiв);

– 𝑇 — механiзм навчання (fine-tuning, LoRA, iнструкцiйне донавчання).

Контекстнi налаштування 𝐶 вiдповiдають за поведiнку GPTs при взаємодiї
з користувачем. Саме цi налаштування визначають яка задача буде вирiшува-
тись, яким чином вона буде вирiшуватись, що отримує модель на вхiд, в якому
виглядi мають бути поданi результати.

𝐶 = (𝑃𝑠, 𝐿𝑔, 𝐹𝑑, 𝑆𝑟, 𝑇𝑝),

де:

– 𝑃𝑠 — системний промпт, що визначає поведiнку моделi;
– 𝐿𝑔 — мова iнтерфейсу та звiтних документiв;
– 𝐹𝑑 — множина пiдтримуваних форматiв документiв (PDF, DOCX, TXT,
iнш.);

– 𝑆𝑟 — режим роботи (генеративний чи аналiтичний);
– 𝑇𝑝 — температура генерацiї (визначає рiвень креативностi вiдповiдi).

Контекстнi налаштування є ключовими iнструментами для керування пове-
дiнкою кастомних GPT. Вони визначають, наскiльки точно та релевантно мо-
дель обробляє запити, яку форму вiдповiдi надає i наскiльки глибоко аналiзує
контент.

Безпековi обмеження є критично важливою складовою спецiалiзованих GPT,
оскiльки вони забезпечують етичнiсть, надiйнiсть i конфiденцiйнiсть у роботi з
текстовими даними. У сучасних системах ШI безпека охоплює широкий спектр
заходiв, що спрямованi на запобiгання їх шкiдливому використанню, захист кон-
фiденцiйних даних, фiльтрацiю небажаного контенту та контроль вiдповiдностi
юридичним i корпоративним стандартам.

𝑆 = (𝐵𝑞, 𝑃𝑐,𝑅𝑚) ,

де:

– 𝐵𝑞 — блокування некоректних запитiв (вiдсiв манiпулятивних, небезпе-
чних запитiв);

– 𝑃𝑐 — обмеження конфiденцiйностi (заборона збереження або передачi кон-
фiденцiйної iнформацiї);

– 𝑅𝑚 — механiзм модерацiї (автоматична фiльтрацiя або ручний контроль).

Множина параметрiв I (налаштування iнтеграцiї) вiдповiдає за збереження,
автоматизацiю та взаємодiю з iншими системами. Iнтеграцiя GPT iз зовнiшнiми
сервiсами значно розширює його можливостi.

𝐼 = (𝐴𝑝,𝑅𝑔,𝐷𝑠),

де:
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– 𝐴𝑝 — API для збереження результатiв;
– 𝑅𝑔 — вимоги до автоматичної генерацiї звiтiв;
– 𝐷𝑠 — параметри пiдключення до баз даних або хмарних сервiсiв.
Завдяки можливостям iнтеграцiї модель може працювати динамiчно, мас-

штабовано та ефективно, автоматизуючи робочi процеси, забезпечуючи якiсну
генерацiю звiтiв та надаючи доступ до актуальних даних у корпоративних або
хмарних середовищах.

Спецiалiзованi GPTs мають значний потенцiал для автоматизацiї та оптимi-
зацiї рiзних етапiв органiзацiї конкурсiв наукових робiт.

Найбiльш трудомiстким етапом в процедурi органiзацiї та проведення кон-
курсу є первинна перевiрка робiт надiсланих на конкурс. Оцiнювання робiт
експертами не має сенсу, якщо робота не задовольняє вимогам конкурсу.

Логiчно процедуру первинної перевiрки i допуску робiт до конкурсу подати
у виглядi схеми послiдовного аналiзу i вiдсiву варiантiв. Основна iдея полягає
у використаннi спецiалiзованих GPTs у якостi фiльтрiв, що на рiзних етапах
аналiзу поданих на конкурс робiт, будуть вiдсiювати роботи, якi не вiдповiдають
формальним вимогам чи критерiям якостi.

– Розглянемо задачi етапу первинної перевiрки, якi можна реалiзувати як
спецiалiзованi GPTs :

– перевiрка правильностi оформлення документiв (Критерiй 1);
– наявнiсть ключових роздiлiв вступ, методологiя, висновки, iнш.
(Критерiй 2);
– перевiрка на виконання вимог академiчної доброчесностi (Критерiй 3);
– обсяг тексту та вiдповiднiсть стилю академiчного письма (Критерiй 4);
– правильнiсть оформлення списку лiтератури(Критерiй 5);
– верифiкацiя джерел (Критерiй 6).
Таким чином, схема методу ПАВ забезпечуватиме поетапне скорочення мно-

жини варiантiв, якi не проходять певнi критерiї перевiрки. В контекстi конкур-
сного оцiнювання це означає поступове вiдсiювання наукових робiт, що не вiд-
повiдатимуть вище перелiченим вимогам. Кастомнi GPTs будуть застосовува-
тись поетапно. Кожна окрема модель вiдповiдає за конкретний етап перевiрки.
В загальному виглядi процес роботи модифiкованої схеми методу послiдовно-
го аналiзу варiантiв з використанням спецiалiзованих GPTs поданий на рис. 2.
Перелiк задач, що може уточнюватись i розширюватись у вiдповiдностi зi спе-
цифiкою конкурсної процедури конкретного конкурсу.

Отже, iнтеграцiя спецiалiзованих GPTs у метод ПАВ створює багаторiвневу
систему фiльтрацiї, яка дозволяє автоматизувати задачi попереднього аналi-
зу робiт, значно зменшити навантаження на конкурсну комiсiю та пiдвищи-
ти якiсть вiдбору наукових робiт. Автоматизована перевiрка дозволяє усуну-
ти суб’єктивнi фактори перевiрки на початкових етапах та забезпечити про-
зорiсть процесу. Протоколи згенерованi GPTs, що надаються за результатами
попередньої перевiрки матерiалiв надiсланих на конкурс, повертаються учасни-
кам конкурсу. Це формалiзує процес спiлкування, усуває можливiсть людських
помилок, спрощує аналiз великого обсягу заявок, гарантуючи, що до фiналь-
ного рецензування потрапляють лише найкращi дослiдження, що вiдповiдають
всiм необхiдним критерiям.
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В основi технологiчного стеку програмної реалiзацiї системи перевiрки кон-
курсної документацiї закладена мова Python, що дозволяє легко iнтегруватися
з AI-iнструментами. На клiєнтському рiвнi використовується бiблiотека React
для створення iнтерактивного та швидкого користувацького iнтерфейсу, тодi
як на серверному рiвнi основним iнструментом є Django — потужний Python-
фреймворк, який забезпечує швидку розробку серверної логiки, обробку запи-
тiв та взаємодiю з базою даних, а для створення REST API використовується
Django REST Framework, що спрощує iнтеграцiю серверної частини з клiєнт-
ськими iнтерфейсами та зовнiшнiми сервiсами. Рiвень даних базується на ре-
ляцiйнiй СУБД MySQL, яка забезпечує надiйнiсть та ефективнiсть роботи з
великими обсягами iнформацiї, а для iнтеграцiї з AI-iнструментами використо-
вується Python-бiблiотека openai, яка дозволяє реалiзувати доступ до спецiалi-
зованих GPTs-моделей.

Рис. 2. Узагальнена схема ПАВ реалiзована на спецiалiзованих GPTs.

Такий технологiчний стек є сучасним та ефективним рiшенням, яке поєднує
гнучкiсть, масштабованiсть, iнтеграцiю з AI та надiйнiсть для автоматизацiї
органiзацiї та проведення конкурсiв наукових робiт.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Впровадження
елементiв автоматизацiї та iнтелектуальних iнструментiв у процедуру конкур-
сного вiдбору є доречним, актуальним та ефективним рiшенням, що значно по-
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кращує якiсть органiзацiї та оцiнювання робiт. Завдяки технологiям машинного
навчання та спецiалiзованим GPT-моделям стає можливим швидке та точне по-
переднє вiдсiювання неякiсних робiт, що дозволяє зменшити навантаження на
журi та пiдвищити рiвень об’єктивностi оцiнювання.

У статтi запропоновано новий пiдхiд до автоматизацiї попереднього аналiзу
конкурсних робiт шляхом поєднання методу послiдовного аналiзу варiантiв зi
спецiалiзованими GPT-моделями. Основний науковий внесок дослiдження по-
лягає у формалiзацiї процесу автоматизованого аналiзу поданих матерiалiв, та
представлення його як багатокрокової процедури послiдовних перевiрок та вiд-
сiювань матерiалiв, що не вiдповiдають вимогам конкурсу. Це дозволяє значно
вивiльнити людськi ресурси, формалiзувати та об’єктивiзувати процес допу-
ску робiт до конкурсу, скоротити часовi витрати за рахунок делегування зна-
чної кiлькостi рутинних перевiрок iнтелектуальним iнструментам — кастомним
GPTs моделям. Запропонований пiдхiд є гнучким та адаптивним, що дозволяє
використовувати його в рiзних типах конкурсiв, а також у сумiжних сферах.

Перспективним напрямом подальших дослiджень є додаткове навчання GPTs
на аугментованому корпусi конкурсних робiт для кращого розумiння критерiїв
оцiнювання та iнтеграцiя GPTs iз хмарними платформами для автоматичного
збереження результатiв перевiрки.
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НАБЛИЖЕНЕ ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ ДЛЯ
НЕЛIНIЙНОГО ГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЗI ЗБУРЕНИМИ

НЕАВТОНОМНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

У роботi розглядається задача оптимального керування розв’язками нелiнiйного
гiперболiчного рiвняння зi збуреними коефiцiєнтами виду 𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦), адитивним керу-
ванням, та квадратичним цiльовим функцiоналом. Доведено, що оптимальне значення
збуреної задачi близьке до оптимального значення вiдповiдної задачi iз усередненими
коефiцiєнтами.

Ключовi слова: задача оптимального керування, гiперболiчне рiвняння, усереднен-
ня, збурення, нелiнiйнiсть.

1. Вступ. Iдея переходу до усереднених параметрiв [1] широко використову-
ється в теорiї диференцiальних рiвнянь та теорiї оптимального керування [2],
[3], [4], [5]. Для керованих процесiв параболiчного типу процедура усереднення
була обгрунтована в роботах [6]–[9]. В данiй роботi ми доводимо можливiсть
апроксимацiї оптимального керування через перехiд до задачi з усередненими
коефiцiєнтами в задачi, що описується нелiнiйним неавтономним гiперболiчним
рiвнянням.

2. Постановка задачi.
У цилiндрi 𝑄𝑇 = (0, 𝑇 ) × Ω, де Ω ⊂ 𝑅𝑛 – обмежена область, розглянемо

наступну задачу оптимального керування⎧⎨⎩
𝑦𝑡𝑡(𝑡, 𝑥) = ∆𝑦(𝑡, 𝑥) + 𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦(𝑡, 𝑥)) + 𝑔(𝑦(𝑡, 𝑥))𝑢(𝑡, 𝑥),
𝑦|𝜕Ω = 0,
𝑦|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥), 𝑦𝑡|𝑡=0 = 𝑦1(𝑥)

(1)

𝑢 ∈ 𝑈 ⊆ 𝐿2(𝑄𝑇 ), (2)

𝐽(𝑦, 𝑢) = 𝛼1

(︂∫︀
Ω

𝑞1(𝑥)𝑦(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓1

)︂2

+

+𝛼2

(︂∫︀
Ω

𝑞2(𝑥)𝑦𝑡(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓2

)︂2

+
∫︀
𝑄𝑇

𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥→ inf,

(3)
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де 𝜀 > 0 – малий параметр, 𝑓 : 𝑅+ × 𝑅 → 𝑅, 𝑔 : 𝑅 → 𝑅 – неперервнi
функцiї, 𝑦0 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑦1 ∈ 𝐻1

0 (Ω) – заданi початковi данi, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝜓1 ∈ 𝑅,
𝜓2 ∈ 𝑅 – заданi константи, 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝐿2(Ω) – заданi функцiї, i для деяких додатних
констант 𝐶1, 𝐶2 виконуються умови:

∀ 𝑡 ≥ 0, ∀ 𝑦 ∈ 𝑅 |𝑓(𝑡, 𝑦)| ≤ 𝐶1(1 + |𝑦|), (4)

∀ 𝑦 ∈ 𝑅 |𝑔(𝑦)| ≤ 𝐶2, (5)

𝑈 замкнена та опукла , 0 ∈ 𝑈. (6)

Пiд розв’язком початково-крайової задачi (1) будемо розумiти функцiю 𝑦 ∈
𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1

0 (Ω)) таку, що 𝑦𝑡 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) i для всiх 𝜉 ∈ 𝐻1
0 (Ω) i 𝜂 ∈ 𝐶∞

0 (0, 𝑇 )
вiрна рiвнiсть

−
∫︀ 𝑇

0
(𝑦𝑡, 𝜉)𝜂𝑡𝑑𝑡+

+
∫︀ 𝑇

0

(︁
(𝑦, 𝜉)𝐻1

0
− (𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦), 𝜉)− (𝑔(𝑦)𝑢, 𝜉)

)︁
𝜂𝑑𝑡 = 0,

(7)

де тут i надалi через ‖ · ‖, (·, ·) будемо позначати норму i скалярний добуток в
𝐿2(Ω).

Вiдомо [10], що за припущень (4)–(6) для кожного розв’язку (1) справедливi
вкладення

𝑦 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐻1
0 (Ω)), 𝑦𝑡 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)),

тобто задача (1)–(3) поставлена коректно в тому сенсi, що для кожного допусти-
мого керування 𝑢 i вiдповiдного йому розв’язку 𝑦 задачi (1) визначене значення
цiльового функцiоналу 𝐽(𝑦, 𝑢) <∞.

В роботi доведено, що за припущень (4)–(6) задача оптимального керування
(1)–(3) має розв’язк {𝑦𝜀, 𝑢𝜀}, де 𝑦𝜀 – розв’язок (1) з керуванням 𝑢 = 𝑢𝜀. При
цьому умови (4)–(6) не гарантують єдиностi такого розв’язку.

Далi робиться припущення про те, що рiвномiрно по 𝑦 ∈ 𝑅 iснує границя

𝑓(𝑦) := lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑓(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠. (8)

Основним результатом роботи є встановлення збiжностi

𝐽(𝑦𝜀, 𝑢𝜀)→ 𝐽(𝑦, �̄�), 𝜀→ 0, (9)

де {𝑦, �̄�} – оптимальний процес у задачi (1)–(3) iз усередненою функцiєю 𝑓 :⎧⎨⎩
𝑦𝑡𝑡(𝑡, 𝑥) = ∆𝑦(𝑡, 𝑥) + 𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥)) + 𝑔(𝑦(𝑡, 𝑥))𝑢(𝑡, 𝑥),
𝑦|𝜕Ω = 0,
𝑦|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥), 𝑦𝑡|𝑡=0 = 𝑦1(𝑥),

(10)

𝑢 ∈ 𝑈 ⊆ 𝐿2(𝑄𝑇 ), (11)

𝐽(𝑦, 𝑢) = 𝛼1

(︂∫︀
Ω

𝑞1(𝑥)𝑦(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓1

)︂2

+

+𝛼2

(︂∫︀
Ω

𝑞2(𝑥)𝑦𝑡(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓2

)︂2

+
∫︀
𝑄𝑇

𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥→ inf

(12)
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Також доведена збiжнiсть оптимальних керувань i функцiй стану у вiдповiдних
топологiчних просторах.

3. Основний результат.
Перш за все, зауважимо, що за умови iснування границi (8) усереднена фун-

кцiя 𝑓 задовольняє умови (4), (5) з тими ж константами. Отже, всi результати
щодо iснування i властивостей розв’язкiв задачi (1) будуть справедливi i для
розв’язкiв задачi (10). Зокрема, справедлива наступна лема.

Лема 1. [10] За умов (4)–(6) для кожного 𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ), 𝜀 > 0 задача (1) має
принаймнi один розв’язок. Кожен розв’язок (1) задовольняє наступнi оцiнки:

для майже всiх (м.в.) 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )

𝑑

𝑑𝑡

(︁
‖∇𝑦(𝑡)‖2 + ‖𝑦𝑡(𝑡)‖2

)︁
≤ 𝐶3(1 + ‖∇𝑦(𝑡)‖2 + ‖𝑦𝑡(𝑡)‖2 + ‖𝑢(𝑡)‖2), (13)

для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

‖∇𝑦(𝑡)‖+ ‖𝑦𝑡(𝑡)‖ ≤ 𝐶4(1 + ‖𝑦0‖𝐻1
0
+ ‖𝑦1‖+ ‖𝑢‖𝑄𝑇

), (14)

де тут i надалi використано позначення ‖𝑢‖𝑄𝑇
:=
(︁ ∫︀
𝑄𝑇

𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥
)︁ 1

2 .

Встановимо розв’язнiсть задачi оптимального керування (1)–(3)

Теорема 1. За умов (4)–(6) задача оптимального керування (1)–(3) для
кожного 𝜀 > 0 має принаймнi один розв’язок {𝑦𝜀, 𝑢𝜀}.

Доведення. Зафiксуємо 𝜀 > 0. Позначимо через 𝐽𝜀 мiнiмальне значення
цiльового функцiоналу, тобто 𝐽𝜀 - це значення задачi оптимального керування
(1)–(3).

Розглянемо мiнiмiзуючу послiдовнiсть {𝑢𝑛, 𝑦𝑛} таку, що

𝐽(𝑢𝑛, 𝑦𝑛) < 𝐽𝜀 + 1/𝑛. (15)

Вiдповiдно до (15) послiдовнiсть {𝑢𝑛} обмежена в 𝐿2(𝑄𝑇 ), а отже по пiдпослi-
довностi

𝑢𝑛 → 𝑢 слабо в 𝐿2(𝑄𝑇 ). (16)

Тодi з (13), (14) i рiвняння (1) виводимо, що

{𝑦𝑛} обмежена в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)),{︂

𝜕𝑦𝑛
𝜕𝑡

}︂
обмежена в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)),{︂

𝜕2𝑦𝑛
𝜕𝑡2

}︂
обмежена в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻−1(Ω)). (17)

Отже, iснує функцiя 𝑦 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)) з 𝑦𝑡 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) така, що по

пiдпослiдовностi
𝑦𝑛 → 𝑦 *-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1

0 (Ω)),

𝜕𝑦𝑛
𝜕𝑡
→ 𝜕𝑦

𝜕𝑡
*-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)).
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Крiм того, використовуючi лему про компактнiсть [10] виводимо, що по пiдпо-
слiдовностi

𝑦𝑛 → 𝑦 в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) та майже скрiзь в 𝑄𝑇 , (18)

i для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑦𝑛(𝑡)→ 𝑦(𝑡) слабо в 𝐻1
0 (Ω) i сильно в 𝐿2(Ω),

𝜕𝑦𝑛(𝑡)

𝜕𝑡
→ 𝜕𝑦(𝑡)

𝜕𝑡
слабо в 𝐿2(Ω) i сильно в 𝐻−1(Ω). (19)

Надалi будемо використовувати наступний варiант теореми Лебега про ма-
жоровану збiжнiсть: якщо задано послiдовностi вимiрних функцiй 𝑝𝑛, 𝑞𝑛 : 𝑄 ↦→
𝑅 таких, що 𝑝𝑛 → 𝑝 м.с., |𝑝𝑛| ≤ 𝑞𝑛, 𝑞𝑛 → 𝑞 в 𝐿1(𝑄), то 𝑝𝑛 → 𝑝 в 𝐿1(𝑄).

Використовуючи цю теорему i умови (4),(5), ми виводимо

𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦𝑛)→ 𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦) в 𝐿2(𝑄𝑇 ),

𝑔(𝑦𝑛)→ 𝑔(𝑦) в 𝐿2(𝑄𝑇 ).

Цi збiжностi дозволяють перейти до границi в рiвностi (7), записанiй для 𝑦𝑛, i
отримати, що 𝑦 є розв’язком (1) з керуванням 𝑢.

Пiсля цього, переходячи до нижньої границi при 𝑛 → ∞ в нерiвностi (15) i
скориставшись оцiнкою

lim ‖𝑢𝑛‖𝑄𝑇
≥ ‖𝑢‖𝑄𝑇

,

яка є наслiдком слабкої збiжностi (16), одержуємо

𝐽(𝑦, 𝑢) ≤ lim𝐽(𝑦𝑛, 𝑢𝑛) ≤ 𝐽𝜀.

Це означає, {𝑦, 𝑢} є розв’язком (1)–(3). Теорема доведена.
Тепер розглянемо усереднену задачу⎧⎨⎩

𝑦𝑡𝑡(𝑡, 𝑥) = ∆𝑦(𝑡, 𝑥) + 𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥)) + 𝑔(𝑦(𝑡, 𝑥))𝑢(𝑡, 𝑥),
𝑦|𝜕Ω = 0,
𝑦|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥), 𝑦𝑡|𝑡=0 = 𝑦1(𝑥),

(20)

𝑢 ∈ 𝑈 ⊆ 𝐿2(𝑄𝑇 ), (21)

𝐽(𝑦, 𝑢) = 𝛼1

(︂∫︀
Ω

𝑞1(𝑥)𝑦(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓1

)︂2

+

+𝛼2

(︂∫︀
Ω

𝑞2(𝑥)𝑦𝑡(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓2

)︂2

+
∫︀
𝑄𝑇

𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥→ inf

(22)

де неперервна функцiя 𝑓 : 𝑅→ 𝑅 визначена у (8).
Як вже зазаначалося вище, функцiя 𝑓 задовольняє умови (4), тому задача

(20)–(22) має принаймнi один розв’язок {𝑦, �̄�}.
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Теорема 2. Нехай виконуються умови (4)–(6), (8) i, крiм того,

∀𝑢 ∈ 𝑈 задача (20) має єдиний розв’язок, (23)

∀ 𝜖 > 0 ∃ 𝛿 > 0 ∀ 𝑡 ≥ 0

|𝑦 − 𝑧| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑡, 𝑦)− 𝑓(𝑡, 𝑧)| < 𝜖. (24)

Тодi
𝐽(𝑦𝜀, 𝑢𝜀)→ 𝐽(𝑦, �̄�) при 𝜀→ 0. (25)

Доведення. Нехай 𝜀𝑛 → 0, {𝑦𝑛, 𝑢𝑛} := {𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛} оптимальний процес у (1)–
(3) для 𝜀 = 𝜀𝑛. Завдяки включенню 0 ∈ 𝑈 та оптимальностi {𝑦𝑛, 𝑢𝑢} отримуємо

∫︁
𝑄𝑇

𝑢2𝑛(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥 ≤ 𝐽(𝑦𝑛, 𝑢𝑛) ≤ 𝐽(𝑧𝑛, 0) ≤ 𝛼1

⎛⎝∫︁
Ω

𝑞1(𝑥)𝑧𝑛(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓1

⎞⎠2

+ (26)

+𝛼2

⎛⎝∫︁
Ω

𝑞2(𝑥)𝑧𝑛𝑡(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥− 𝜓2

⎞⎠2

,

де 𝑧𝑛 - розв’язок (1) з 𝜀 = 𝜀𝑛, 𝑢 ≡ 0.
З оцiнки (14), застосованої до 𝑧𝑛, та нерiвностi (26) виводимо, що iснує кон-

станта 𝐶5 > 0, яка залежить лише вiд початкових даних задачi, така що∫︁
𝑄𝑇

𝑢2𝑛(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥 ≤ 𝐶5.

Таким чином, послiдовнiсть {𝑢𝑛} обмежена в 𝐿2(𝑄𝑇 ). Далi ми можемо повто-
рити мiркування (16)-(19) Теореми 1 i зробити висновок про те, що для декого
{𝑦, �̄�} по пiдпослiдовностi:

𝑢𝑛 → �̄� слабко в 𝐿2(𝑄𝑇 )

𝑦𝑛 → 𝑦 *-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)),

𝜕𝑦𝑛
𝜕𝑡
→ 𝜕𝑦

𝜕𝑡
*-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)),

𝑦𝑛 → 𝑦 в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) та м.с. в 𝑄𝑇 , (27)

𝑦𝑛(𝑡)→ 𝑦(𝑡) слабо в 𝐻1
0 (Ω) i сильно в 𝐿2(Ω),

𝜕𝑦𝑛(𝑡)

𝜕𝑡
→ 𝜕𝑦(𝑡)

𝜕𝑡
слабо в 𝐿2(Ω) i сильно в 𝐻−1(Ω).

Доведемо, що {𝑦, �̄�} задовольняє (1), тобто для всiх 𝜉 ∈ 𝐻1
0 (Ω) i 𝜂 ∈ 𝐶∞

0 (0, 𝑇 )
вiрна рiвнiсть

−
∫︀ 𝑇

0
(𝑦𝑡, 𝜉)𝜂𝑡𝑑𝑡+

+
∫︀ 𝑇

0

(︁
(𝑦, 𝜉)𝐻1

0
− (𝑓(𝑦), 𝜉)− (𝑔(𝑦)�̄�, 𝜉)

)︁
𝜂𝑑𝑡 = 0.

(28)

Для цього обгрунтуємо граничний перехiд в рiвностi (7), записанiй для 𝑦𝑛, 𝑢𝑛, 𝜀𝑛.
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Перехiд в перших двох даданках рiвностi (7) є наслiдком слабких збiжностей
з (27). З теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть отримуємо

𝑔(𝑦𝑛)→ 𝑔(𝑦) in 𝐿2(𝑄𝑇 ). (29)

Тодi зi слабкої збiжностi {𝑢𝑛} виводимо можливiсть граичного переходу в остан-
ньому доданку рiвностi (7).

Слiдуючи мiркуванням роботи [9], покажемо, що для 𝜉 ∈ 𝐻1
0 (Ω) i 𝜂 ∈

𝐶∞
0 (0, 𝑇 ) ∫︁

𝑄𝑇

𝑓(
𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑛(𝑡, 𝑥))𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥→

∫︁
𝑄𝑇

𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥))𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 (30)

Спочатку зауважимо, що з (8), умови (4) та теореми Лебега про мажоровану
збiжнiсть для будь-яких 0 < 𝑎 < 𝑏, 𝜓 ∈ 𝐿2(Ω)

𝑏∫︁
𝑎

∫︁
Ω

(︁
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝜓(𝑥))− 𝑓(𝜓(𝑥))

)︁
𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡→ 0, 𝑛→∞. (31)

Далi з (27) та теореми Єгорова маємо, що для кожного 𝛿 > 0 iснує 𝑄𝛿
1 ⊂ 𝑄𝑇

така, що 𝜇(𝑄𝛿
1) < 𝛿 та

𝑦𝑛 → 𝑦 рiвномiрно на 𝑄𝑇∖𝑄𝛿
1, 𝑛→∞. (32)

Оскiльки 𝑦 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)), то iснує послiдовнiсть кусково сталих функцiй

𝑦𝑀(𝑡, 𝑥) =
𝑀∑︁
𝑘=1

𝑦𝑀𝑘 (𝑥) · 𝜒𝐴𝑀
𝑘
(𝑡),

де {𝑦𝑀𝑘 } ⊂ 𝐿2(Ω), {𝐴𝑀
𝑘 = (𝑎𝑀𝑘 , 𝑏

𝑀
𝑘 )} - покриття (0, 𝑇 ), така, що при 𝑀 →∞

𝑦𝑀 → 𝑦 в 𝐿2(𝑄𝑇 ) i м.с. в 𝑄𝑇 .

Крiм того, для кожного 𝛿 > 0 iснує 𝑄𝛿
2 ⊂ 𝑄𝑇 така, що 𝜇(𝑄𝛿

2) < 𝛿 та

𝑦𝑀 → 𝑦 рiвномiрно на 𝑄𝑇∖𝑄𝛿
2, 𝑀 →∞, (33)

де 𝜇 – мiра Лебега в 𝑅2.
Звiдси i з нерiвностей (4) маємо наступнi оцiнки∫︁

𝑄𝑇

(𝑓(
𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑛(𝑡, 𝑥))− 𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦(𝑡, 𝑥)))𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 ≤

∫︁
𝑄𝑇 ∖𝑄𝛿

1

⃒⃒⃒⃒
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑛(𝑡, 𝑥))− 𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦(𝑡, 𝑥))

⃒⃒⃒⃒
|𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)| 𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁
𝑄𝛿

1

𝐶1(2 + |𝑦𝑛(𝑡, 𝑥)|+ |𝑦(𝑡, 𝑥)|) |𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)| 𝑑𝑡𝑑𝑥 =: 𝐼
(1)
1 + 𝐼

(2)
1 .
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З (14) маємо
‖𝑦𝑛‖𝑄𝑇

+ ‖𝑦‖𝑄𝑇
≤ 𝐶6. (34)

Тодi з (34) i нерiвностi Гельдера

∀𝛿 > 0 ∀𝑛 ≥ 1 𝐼
(2)
1 ≤ 𝐶7 · 𝛿

1
2 (35)

З умови (24) виводимо, що ∀𝜀 > 0 ∃ 𝜆 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

∀𝑛 ≥ 1 ∀𝜉, 𝑧, |𝜉 − 𝑧| < 𝜆 :

⃒⃒⃒⃒
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝜉)− 𝑓( 𝑡

𝜀𝑛
, 𝑧)

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Отже, з (32)
∀𝛿 > 0 ∃𝑁1 ∀𝑛 ≥ 𝑁1 𝐼

(1)
1 ≤ 𝛿.

Далi, для кожної функцiї 𝑦𝑀(𝑡, 𝑥) маємо з (31)∫︁
𝑄𝑇

(︂
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))− 𝑓(𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))

)︂
𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=
𝑀∑︁
𝑘=1

∫︁
𝐴𝑀

𝑘

∫︁
Ω

(︂
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑀𝑘 (𝑥))− 𝑓(𝑦𝑀𝑘 (𝑥))

)︂
𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡→ 0, 𝑛→∞

Таким чином, ∀ 𝑀 ≥ 1 ∃ 𝑁(𝑀) ∀ 𝑛 ≥ 𝑁(𝑀)⃒⃒⃒∫︁
𝑄𝑇

(︂
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))− 𝑓(𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))

)︂
𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥

⃒⃒⃒
< 𝛿.

Далi, в силу (24) iснує 𝑀0 таке, що ∀ 𝑀 ≥𝑀0 ∀ 𝑛 ≥ 1∫︁
𝑄𝑇 /𝑄𝛿

2

⃒⃒⃒⃒
𝑓(

𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦(𝑡, 𝑥))− 𝑓( 𝑡

𝜀𝑛
, 𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))

⃒⃒⃒⃒
|𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)| 𝑑𝑡𝑑𝑥 < 𝛿,

∫︁
𝑄𝑇 ∖𝑄𝛿

2

⃒⃒
𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥))− 𝑓(𝑦𝑀(𝑡, 𝑥))

⃒⃒
|𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)| 𝑑𝑡𝑑𝑥 < 𝛿.

Таким чином, для 𝑀 ≥𝑀0 i 𝑛 ≥ 𝑁(𝑀) отримуємо

𝐼2 ≤
∫︁
𝑄𝛿

2

2𝐶1(1 + |𝑦(𝑡, 𝑥)|) |𝜉(𝑥)𝜂(𝑡)| 𝑑𝑥𝑑𝑡+ 3𝛿 ≤ 𝐶8𝛿
1
2 + 3𝛿.

Об’єднавши всi цi нерiвностi, отримаємо (30).
Нерiвностi (27)–(30) дають можливiсть перейти до границi в рiвностi (7), i

одержати, що 𝑦 є розв’язком (20) з керуванням �̄�.
Доведемо, що {𝑦, �̄�} є оптимальним процесом у (20)–(22).
Для кожного 𝑢 ∈ 𝑈 i вiдповiдного розв’язку 𝑦𝑛 задачi (1) маємо

𝐽(𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛) ≤ 𝐽(𝑦𝑛, 𝑢).
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Мiркуючи так само, як i в Теоремi 1, ми отримуємо, що по пiдпослiдовностi

𝑦𝑛 → 𝑦 у сенсi (27)

i 𝑦 є в силу (23) єдиним розв’язком (20) для вiдповiдного керування 𝑢.
Пiсля переходу до границi отримуємо{︃

lim 𝐽(𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛) ≥ 𝐽(𝑦, �̄�),

lim 𝐽(𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛) ≤ 𝐽(𝑦, 𝑢).
(36)

Отже, {𝑦, �̄�} є оптимальним процесом у (20)–(22).
Якщо ми покладемо 𝑢 = �̄� у попереднiх мiркуваннях, ми отримаємо з (36)

𝐽(𝑦, �̄�) ≤ lim 𝐽(𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛) ≤ lim 𝐽(𝑦𝜀𝑛 , 𝑢𝜀𝑛) ≤ 𝐽 (𝑦, �̄�).

З цих нерiвностей випливає (9). Теорема доведена.
4. Висновки та перспективи подальших дослiджень.
У роботi вперше розглянута нова постановка задачi оптимального керуван-

ня розв’язками нелiнiйного гiперболiчного рiвняння зi збуреними коефiцiєнтами
виду 𝑓(𝑡/𝜀, 𝑦) та квадратичним цiльовим функцiоналом. Керування, яке вхо-
дить до рiвняння, є адитивним. Наявнiсть "швидкої" за часом змiнної призво-
дить до застосування процедури усереднення для обґрунтовання наближеного
керування збуреної задачi.

Доведено розв’язнiсть цiєї задачi та обґрунтовано близькiсть мiнiмальних
значень критерiїв якостi на розв’язках вихiдної та усередненої задач.

У подальшому планується продовжити дослiдження з цiєї тематики за дво-
ма напрямами: 1) розглянути еволюцiйнi рiвняння з нелiнiйностями бiльш нiж
лiнiйного росту, 2) дослiдити можливiсть перенесення отриманих результатiв
на многозначнi функцiї взаємодiї.
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