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ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ ОСНОВНИХ НАДНАПIВГРУП
НЕКОМУТАТИВНИХ IДЕМПОТЕНТНИХ НАПIВГРУП

ПОРЯДКУ ТРИ СКIНЧЕННОГО ТИПУ

У теорiї зображень скiнченних напiвгруп найбiльша кiлькiсть робiт присвячена
незвiдним зображенням. Cеред старих результатiв є лише окремi результати про зо-
бражувальний тип напiвгруп. А саме, про скiнченний зображувальний тип йде мова
в низцi робiт I. С. Понiзовського (зокрема, для скiнченної цiлком простої напiвгрупи)
та в його роботi з К. Рiнгелем (для деяких напiвгруп всiх перетворень скiнченної мно-
жини). Якщо ж говорити про новi результати, та ще й для класiв напiвгруп, то варто
вiдзначити роботи про зображення напiвгруп, породжених iдемпотентами з частковим
нульовим множенням (перший автор цiєї статтi разом з О. М. Тертичною), напiвгруп,
породжених потентними елементами (обидва автори), прямих добуткiв симетричної
напiвгрупи другого степеня (перший автор разом з Е. М. Костишин) i про зображення
(пов’язаних з напiвгрупами Рiса) алгебр Манна (Ю. А. Дрозд i А. I. Плакош). Усi во-
ни можуть мати як скiнченне, так i нескiнченне число нерозкладних зображень, бути
ручними чи дикими.

Перший автор разом з Я. В. Зацiхою описали зображувальнi типи напiвгруп тре-
тього порядку над довiльним полем i вказали в цих випадках канонiчну форму матри-
чних зображень для довiльної напiвгрупи скiнченного зображувального типу. У своїх
попереднiх статтях автори дослiджували аналогiчнi задачi для наднапiвгруп спецi-
ального вигляду комутативних напiвгруп третього порядку. У цiй статтi розпочато
вивчення таких же самих задач для наднапiвгруп некомутативних напiвгруп.

Ключовi слова: визначальнi спiввiдношення, основна наднапiвгрупа, матричнi зоб-
раження, напiвгрупи скiнченного i нескiнченного зображувальних типiв, ручнi та дикi
напiвгрупи, канонiчна форма.

1. Вступ. Ця стаття присвячена матричним зображенням наднапiвгруп
спецiального вигляду, якi зiставляються заданiй напiвгрупi третього порядку.
Якщо говорити конкретнiше, розглядається випадок некомутативних iдемпо-
тентних напiвгруп скiнченного зображувального типу над довiльним полем.
Нагадаємо, що напiвгрупа називається iдемпотентною, якщо всi її елементи —
iдемпотенти, i напiвгрупою скiнченного зображувального типу, якщо вона має,
з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число нерозкладних зображень.

Напiвгрупи третього порядку вперше описав у 1953 р. Т. Тамура в робо-
тi [1]. Г. Е. Форсайт у 1955 р. [2] отримав аналогiчний результат за допомогою
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комп’ютерної програми. В обох статтях опис отримано з точнiстю до iзоморфi-
зму та дуальностi в термiнах таблиць Келi. Напiвгрупи третього порядку ви-
вчалися пiзнiше в [3]– [6]. Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi визначальнi
спiввiдношення для всiх таких напiвгруп вказанi в [6] (на основi результатiв
статтi [5]). Зокрема, некомутативнi iдемпотентнi напiвгрупи третього порядку,
що мають скiнченний зображувальний тип, вичерпуються, з точнiстю до iзомор-
фiзму та дуальностi (при деякiй перенумерацiї символiв), такими напiвгрупами:

𝑇1 : (𝑏𝑐, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇2 : (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨0, 𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑏, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇3 : (𝑒, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑒, 𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑏, 𝑐𝑏 = 𝑐.
Всi виписанi системи твiрних є мiнiмальними. В круглих дужках вказано

всi елементи напiвгрупи, а в кутових дужках — мiнiмальну систему твiрних.
Тривiальнi визначальнi спiввiдношення для одиничного i нульового твiрних 𝑒
та 0 (якщо вони є) не виписуються.

Нагадаємо, що дуальною до напiвгрупи називається така напiвгрупа, в якiй
множення елементiв здiйснюється в оберненому порядку.

Зауважимо, що напiвгрупи 𝑇2 i 𝑇3 не є iзоморфними, бо перша з них має
елемент 0 i не має елемента 𝑒, а друга — навпаки.

Позначимо визначальнi спiввiдношення 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐 напiвгрупи 𝑇1
вiдповiдно через (𝑏), (𝑐), (𝑐𝑏) i визначальнi спiввiдношення 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑏,
𝑐𝑏 = 𝑐 напiвгруп 𝑇2, 𝑇3 вiдповiдно через (𝑏), (𝑐), (𝑏𝑐), (𝑐𝑏).

Дамо ще деякi загальнi позначення. Для напiвгрупи 𝑆 та її визначального
спiввiдношення (𝑥) напiвгрупу 𝑆 ∖ (𝑥) (тобто 𝑆 без спiввiдношення (𝑥)) поз-
начимо через 𝑆(𝑥), для рiзних визначальних спiввiдношень (𝑥), (𝑦) напiвгрупу
𝑆 ∖ {(𝑥), (𝑦)} позначимо через 𝑆(𝑥,𝑦), для попарно рiзних визначальних спiввiд-
ношень (𝑥), (𝑦), (𝑧) напiвгрупу 𝑆 ∖ {(𝑥), (𝑦), (𝑧)} позначимо через 𝑆(𝑥,𝑦,𝑧) i т.д.
Очевидно, що при перестановцi спiввiдношень напiвгрупи 𝑆(𝑥,𝑦), 𝑆(𝑥,𝑦,𝑧) i т.д. не
змiнюються. Кожна iз введених напiвгруп має фактор-напiвгрупу, iзоморфну
напiвгрупi 𝑆, тобто є наднапiвгрупою напiвгрупи 𝑆. Такi наднапiвгрупи назива-
ються основними. Зауважимо, що коли при вiдкиданнi будь-яких 𝑠 визначаль-
них спiввiдношень напiвгрупа є дикою, то аналогiчна властивiсть виконується
i для 𝑠+ 1 визначальних спiввiдношень (коли число всiх визначальних спiввiд-
ношень бiльша за 𝑠). У цьому випадку в умовах теорем очевидний наслiдок для
𝑠+ 1 не вказується.

Сформулюємо тепер основнi результати цiєї статтi,

Теорема 1. Для напiвгрупи 𝑇 = 𝑇1 i довiльного поля 𝐾 мають мiсце нас-
тупнi твердження.

1) 𝑇 (𝑥) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
(𝑥) = (𝑐𝑏);

2) 𝑇 (𝑥) — дика напiвгрупа для (𝑥) ∈ {(𝑏), (𝑐)};
3) 𝑇 (𝑥,𝑦) — дика напiвгрупа для (𝑥), (𝑦) ∈ {(𝑏), (𝑐), (𝑏𝑐)}.

Теорема 2. Для напiвгруп 𝑇 = 𝑇2, 𝑇3 i довiльного поля 𝐾 мають мiсце
наступнi твердження.

Роздiл 1: Математика i статистика
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1) 𝑇 (𝑥) — напiвгрупа скiнченного зображувального типу для
(𝑥) ∈ {(𝑏𝑐), (𝑐𝑏)};

2) 𝑇 (𝑥) — напiвгрупа скiнченного зображувального типу для
(𝑥) ∈ {(𝑏), (𝑐)};

3) 𝑇 (𝑥,𝑦) — напiвгрупа скiнченного зображувального типу для
(𝑥) = (𝑏), (𝑦) = (𝑐);

4) 𝑇 (𝑥,𝑦) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
(𝑥) = (𝑏𝑐), (𝑦) = (𝑐𝑏);

5) 𝑇 (𝑥,𝑦) — дика напiвгрупа для 𝑥 ∈ {(𝑏), (𝑐)}, 𝑦 ∈ {(𝑏𝑐), (𝑐𝑏)};
6) 𝑇 (𝑥,𝑦,𝑧) — дика напiвгрупа для (𝑥), (𝑦), (𝑧) ∈ {(𝑏), (𝑐), (𝑏𝑐), (𝑐𝑏)}.

При доведеннi цих теорем використовується метод класифiкацiйних матрич-
них задач, розвинутий представниками Київської школи з теорiї зображень
(див. зокрема, [7] – [12]).

Перший автор пiдтриманий грантом Simons Foundation
(SFI-PD-Ukraine 00014586, V.M.B.).

2. Зауваження.
2.1. Щодо аналогiв сформульованих теорем для комутативних напiвгруп

третього порядку, що мають скiнченний зображуваотний тип, див. [13] – [15].
Пiдкреслимо, що серед таких напiвгруп iснує єдина, яка має нескiнченний зоб-
ражувальний тип, а саме (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 0, 𝑏𝑐 = 0, 𝑐𝑏 = 0 (див. [6]).
Задачi про класифiкацiю зображень її основних наднапiвгруп (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩:
𝑏2 = 0, 𝑐2 = 0 i (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏𝑐 = 0, 𝑐𝑏 = 0 добре вiдомi в сучаснiй теорiї
зображень (див. вiдповiдно [16] i [8], [17], [18]).

2.2. Ми розглядаємо всi напiвгрупи, з точнiстю до дуальностi, фiксуючи
для кожної пари взаємно дуальних напiвгруп лише одну напiвгрупу. Але нашi
твердження про матричнi зображення цих напiвгруп природним чином перено-
сяться на дуальнi напiвгрупи (бо матрицi, транспонованi до матриць деякого
зображення довiльної напiвгрупи, задають зображення дуальної напiвгрупи).

2.3. Природно вважати (див. [19]), що матриця зображення, яка вiдповiдає
нульовому (вiдповiдно одиничному) елементу напiвгрупи, якщо вiн є, — ну-
льова (вiдповiдно одинична). Тодi довiльне матричне зображення напiвгрупи
𝑇𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) однозначно задається матрицями 𝐵 i 𝐶, якi вiдповiдають твiр-
ним елементам 𝑏 i 𝑐. Його природно позначати через (𝐵,𝐶). Одинична матриця
будь-якого розмiру 𝑛× 𝑛 (𝑛 ≥ 0) буде позначатися через 𝐸.

3. Доведення теореми 1.
Твердження 1) випливає iз [20, 3.6].
Перейдемо до доведення твердження 2), розглянувши спочатку випадок

(𝑥) = (𝑐).
Нехай 𝑅 = {𝐵,𝐶}— довiльне матричне зображення напiвгрупи 𝑇 (𝑐). Згiдно з

означенням еквiвалентних зображень, матрицi 𝐵 i 𝐶 можна приводити одночас-
ними перетвореннями подiбностi. За допомогою таких перетворень приведемо
матрицю 𝐵 до нормальної форми Жордана:

𝐵 =

(︂
𝐸 0
0 0

)︂
.
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З формальних мiркувань (щоб не нагромаджувати позначення) матрицю 𝐶,
яка при цьому якимось чином змiниться, будемо знову позначати через 𝐶 (цiєю
домовленiстю будемо користуватися i надалi). Тодi, пiсля розбиття матрицi 𝐶
на блоки (такого ж розмiру, як i блоки матрицi 𝐵), вона має вигляд

𝐶 =

(︂
𝐶1 𝐶2

𝐶3 𝐶4

)︂
,

де 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 – деякi матрицi. Запишемо рiвнiсть 𝐶𝐵 = 𝐶 (яка вiдповiдає
визначальному спiввiдношенню 𝑐𝑏 = 𝑐), в розгорнутому виглядi:(︂

𝐶1 𝐶2

𝐶3 𝐶4

)︂(︂
𝐸 0
0 0

)︂
=

(︂
𝐶1 𝐶2

𝐶3 𝐶4

)︂
.

Звiдси маємо, що ця рiвнiсть еквiвалентна рiвностi

𝐶 =

(︂
𝐶1 0
𝐶3 0

)︂
.

Отже, зображення 𝑅 = {𝐵,𝐶} еквiвалентне зображенню 𝑅0 = {𝐵0, 𝐶0}, де

𝐵0 =

(︂
𝐸 0
0 0

)︂
, 𝐶0 =

(︂
𝐶1 0
𝐶3 0

)︂
.

Тепер з’ясуємо, коли матричне зображення 𝑅0 = {𝐵0, 𝐶0} еквiвалентне ма-
тричному зображенню 𝑅0 = {𝐵0, 𝐶0} такого ж самого вигляду, тобто з матри-
цями

𝐵0 =

(︂
𝐸 0
0 0

)︂
, 𝐶0 =

(︂
𝐶1 0
𝐶3 0

)︂
.

Нехай 𝑋 — оборотна матриця, така що 𝐵0 = 𝑋𝐵0𝑋
−1, 𝐶0 = 𝑋𝐶0𝑋

−1, що
еквiвалентно 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0, 𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0. Очевидно, що матрицi 𝐵0 i 𝐵0 мають
однаковий ранг, а значить рiвнi. Вважаємо, що матриця 𝑋 розбита на блоки
у вiдповiдностi з розбиттям матрицi 𝐵0 (а значить 𝐶0 та матриць зображення
𝑅0):

𝑋 =

(︂
𝑋11 𝑋12

𝑋21 𝑋22

)︂
.

Iз рiвностi 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0 випливає, що 𝑋12 = 0, 𝑋21 = 0. Тодi рiвнiсть
𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0 має вигляд(︂

𝐶1 0
𝐶3 0

)︂(︂
𝑋11 0
0 𝑋22

)︂
=

(︂
𝑋11 0
0 𝑋22

)︂(︂
𝐶1 0
𝐶3 0

)︂
i легко бачити, що вона еквiвалентна рiвностям 𝐶1 = 𝑋11𝐶1𝑋

−1
11 , 𝐶3 = 𝑋22𝐶3𝑋

−1
11 .

Позначимо через Γ сагайдак з двома вершинами 1 i 2 та двома стрiлками
𝑐1 : 1→ 1 i 𝑐3 : 2→ 1. Введемо два його матричних зображення R i R наступним
чином: R(𝑐1) = 𝐶1, R(𝑐3) = 𝐶3, R(𝑐1) = 𝐶1, R(𝑐3) = 𝐶3.

Двi останнi рiвностi в попередньому абзацi означають, що зображення 𝑅0 i
𝑅0 напiвгрупи 𝑇1 еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли еквiвалентнi (матричнi)
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зображення R i R сагайдака Γ. А оскiльки сагайдак Γ є диким, (згiдно з ро-
ботами [21], [22]), то такою буде i напiвгрупа 𝑇1. Твердження 2) для (𝑥) = (𝑐)
доведено.

Випадок (𝑥) = (𝑏) розглядається аналогiчним чином. У цьому випадку

𝐶 =

(︂
𝐸 0
0 0

)︂
,

а матриця 𝐵 з урахування рiвностi 𝐶𝐵 = 𝐶 має вигляд

𝐵 =

(︂
𝐸 0
𝐵3 𝐵4

)︂
.

При цьому двi пари матриць (𝐵,𝐶) i (𝐵,𝐶) вказаного вигляду подiбнi мiж со-
бою тодi i лише тодi, коли пари матриць (𝐵3, 𝐵4) i (𝐵3, 𝐵4) еквiвалентнi як зобра-
ження дикого сагайдака з двома вершинами 1, 2 та двома стрiлками 𝑏3 : 2→ 1,
𝑏4 : 2→ 2.

Твердження 3) випливає iз твердження 2).
4. Доведення теореми 2.
4.1. Доведення твердження 1). Оскiльки напiвгрупи 𝑇 (𝑏𝑐) i 𝑇 (𝑐𝑏) iзомор-

фнi напiвгрупi 𝑇1, твердження 1 випливає iз теореми 3 [6] (про те, що напiвгрупа
𝑇1 має скiнченний зображувальний тип, вже говорилося вище).

Згiдно з цiєю теоремою маємо наступне твердження.

Теорема 3. Канонiчна форма для матричних зображень некомутативної
напiвгрупи 𝑇1 така:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0
0 0 𝐸 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0
𝐸 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

4.2. Доведення твердження 2). Оскiльки напiвгрупи 𝑇 (𝑏) i 𝑇 (𝑐) iзомор-
фнi, достатньо розглянути другу напiвгрупу.

Нехай 𝑅 = {𝐵,𝐶} — довiльне матричне зображення напiвгрупи 𝑇 (𝑐). Тодi iз
доведення твердження 2) теореми 1 i рiвностi 𝐵𝐶 = 𝐵 маємо, що зображення
𝑅 еквiвалентне зображенню 𝑅′

0 = {𝐵′
0, 𝐶

′
0}, де

𝐵′
0 =

⎛⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0
0 𝐸 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐶 ′
0 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 0 0
0 𝐸 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Твердження 2) доведено.
Як наслiдок маємо таку теорему.

Теорема 4. Пара матриць 𝐵,𝐶 вказаного вигляду разом з нульовою (вiд-
повiдно одиничною) матрицею, яка вiдповiдає нульовому (вiдповiдно одинично-
му) елементу напiвгрупи, задає канонiчну форму для матричних зображень
напiвгрупи 𝑇 (𝑐) при 𝑇 = 𝑇2 (вiдповiдно 𝑇 = 𝑇3).
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4.3. Доведення тверджень 3) i 4).
Спочатку у формулюваннi твердження 3) було вказано (з iнтуїтивних мiр-

кувань), що в цьому випадку ми маємо дику наднапiвгрупу. Але дослiдження
її матричних зображень показало, що це не так, а саме, що вона є напiвгрупою
скiнченного зображувального типу. Бiльш точно, було вставлено на матричнiй
мовi, що в напiвгрупi 𝑇 = 𝑇2, 𝑇3 першi два спiввiдношення є наслiдками двох
останнiх. Коли це стало вiдомо, вже було знайдено доведення цього факту i
на мовi самої напiвгрупи. Скажiмо, iз спiввiдношення 𝑐𝑏 = 𝑐 маємо 𝑐(𝑏𝑐) = 𝑐2,
а тодi 𝑐𝑏 = 𝑐2 (бо 𝑏𝑐 = 𝑏); але оскiльки 𝑐𝑏 = 𝑐, то 𝑐 = 𝑐2. Така ситуацiя нор-
мальна, адже одна iз цiлей дослiдження основних наднапiвгруп саме i полягає
у знаходженнi “лишнiх” визначальних спiввiдношень.

Твердження 4) випливає iз [20, 3.6].
4.4. Доведення тверджень 5) i 6). Твердження 5) випливає iз твердже-

ння 2) теореми 1. Твердження 6) випливає iз твердження 5).

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi вив-
чаються матричнi зображення основних наднапiвгруп некомутативних iдемпо-
тентних напiвгруп порядку три скiнченного зображувального типу. Описано зо-
бражувальний тип над довiльним полем, а у випадку наднапiвгруп скiнченного
зображувального типу вказана канонiчна форма їхнiх матричних зображень.

Отриманi результати та вiдповiдний метод дослiджень знайдуть застосуван-
ня при вивченнi зображень iнших некомутативних напiвгруп третього порядку.
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Bondarenko V. M., Zubaruk O. V. On matrix representations of main over-
semigroups of the non-commutative idempotent semigroups of order three of finite
type.

In the theory of representations of semigroups, the largest number of works are devoted
to irreducible representations. Among the old results, there are only some results on
representation type of semigroups. Namely, the finite representation type for a finite quite
simple semigroup is discussed in a series of papers of I. S. Ponizovsky and that for some
semigroups of all transformations of a finite set are discussed by I. S. Ponizovsky and
C. Ringel. If we are talking about new results on semigroup classes, then it should be
noted works on representations of the semigroups generated by idempotents with partial
zero multiplication (the first author of this paper together with O. M. Tertychna), of
semigroups generated by the potential elements (both the authors), of direct products of
the symmetric second-order semigroup (the first author together with E. M. Kostyshyn),
and on representations of (related to Rees semigroups) Munn algebras (Yu. A. Drozd and
A. I. Plakosh). All they can have both a finite and infinite number of indecomposable
representations, can be tame or wild.

The first author together with Ja. V. Zatsikha described representation types of the
third-order semigroups over any field, and indicated in these cases the canonical form of the
matrix representations for any semigroup of finite representation type. In their previous
papers, the authors investigated similar problems for oversemigroups of a special type of the
commutative third-order semigroups. In this paper we begin to explore the same problems
for oversemigroups of noncommutative semigroups.

Keywords: defining relations, main oversemigroup, matrix representations, semigroups
of finite and infinite representation types, tame and wild semigroups, canonical form.
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ПОБУДОВА ТЕРНАРНИХ КОДIВ ЗА ГРУПОЮ 𝐶3 ×𝐷8

Структура самодуальних кодiв довжини 24 над полем з двох елементiв F2 дослi-
джувалися протягом тривалого часу, в результатi чого було виявлено численнi вла-
стивостi цих кодiв. У данiй статтi розглянуто коди довжини 24 за головними (лi-
вими) iдеалами груповою алгеброю F3(𝐶3 × 𝐷8) над полем з трьох елементiв F3.
Для елемента 𝑣 = 𝛼𝑔1𝑔1 + 𝛼𝑔2𝑔2 + ... + 𝛼𝑔24𝑔24 заданої групової алгебри позначимо
𝑣* = 𝛼𝑔1𝑔

−1
1 +𝛼𝑔2𝑔

−1
2 + ...+𝛼𝑔24𝑔

−1
24 . Знайдено кiлькiсть всiх елементiв 𝑣 ∈ F3(𝐶3×𝐷8),

за якими можна побудувати код довжини 24, де розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв
дорiвнює 12, i якi задовольняють умову 𝑣 = 𝑣*.

Ключовi слова: групова алгебра, коди довжини 24, коди над полями, алгоритми
побудови самодуальних кодiв.

1. Вступ. У багатьох роботах [1, 3–15] дослiджувалися рiзнi пiдходи побудо-
ви i властивостi бiнарних та тернарних кодiв. Розглянемо побудову тернарних
самодуальних кодiв довжини 24, використовуючи конструкцiю, яку застосува-
ли [2–4, 6] використовуючи групи 24-го порядку для побудови розширених бi-
нарних кодiв Голея. У цiй статтi ми будуємо цим методом самодуальнi тернарнi
коди довжини 24 використовуючи групу 𝐶3 ×𝐷8.

Розглянемо детально побудову таких кодiв. Тернарним називають код над
полем F3 iз трьох елементiв. Нехай 𝐺 = {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑛} – скiнченна група поряд-

ку 𝑛 i елемент 𝑣 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑔𝑖𝑔𝑖 ∈ F3𝐺 (𝛼𝑔𝑖 ∈ F3). Для елемента 𝑣 = 𝛼𝑔1𝑔1 + 𝛼𝑔2𝑔2 +

...+𝛼𝑔𝑛𝑔𝑛 ∈ F3𝐺 позначимо 𝑣* = 𝛼𝑔1𝑔
−1
1 +𝛼𝑔2𝑔

−1
2 + ...+𝛼𝑔𝑛𝑔

−1
𝑛 ∈ F3𝐺. Розглянемо

зображення 𝑣 → 𝜎(𝑣), де матриця 𝜎(𝑣) ∈𝑀(𝑛,F3) має вигляд

𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛼𝑔−1

1 𝑔1
𝛼𝑔−1

1 𝑔2
. . . 𝛼𝑔−1

1 𝑔𝑛

𝛼𝑔−1
2 𝑔1

𝛼𝑔−1
2 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
2 𝑔𝑛

...
... . . . ...

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔1

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Легко встановити, що матриця 𝜎(𝑣)𝑇 i матриця 𝜎(𝑣*) однаковi. Визначимо 𝐶(𝑣),
для заданого елемента 𝑣 ∈ F3𝐺, як код породжений рядками матрицi 𝜎(𝑣).
Якщо розглянути простiр F𝑛3 , в якому заданий скалярний добуток [𝑣, 𝑤] =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑣𝑖𝑤𝑖 𝑚𝑜𝑑 3, то 𝐶(𝑣) є пiдпростором простору F𝑛3 . Код 𝐶 є самодуальним,

якщо 𝐶 = 𝐶⊥, де 𝐶⊥ = {𝑣 ∈ F𝑛3 |[𝑣, 𝑤] = 0, 𝑤 ∈ 𝐶}.
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Скористаємося наступною теоремою.

Теорема 1 ( [5]). Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 гру-
пової алгебри F3𝐺. Код 𝐶(𝑣) самодуальний тодi i тiльки тодi, коли

1) 𝑣𝑣* = 0,

2) rank(𝜎(𝑣)) = 12.

2. Побудова кодiв за групою 𝐺 = 𝐶3 ×𝐷8.
Поле F3 можна ототожнювати з Z3 = Z/3Z = {3Z, 1 + 3Z, 2 + 3Z}. При

подальших записах цiлi числа 𝑥, як елементи F3, позначають класи 𝑥 + 3Z, а
кiльцевi бiнарнi алгебраїчнi операцiї над ними проводимо «за модулем 3».

Лема 1. Нехай 𝐺= ⟨𝑥, 𝑦, 𝑧|𝑥3 = 1, 𝑦4 = 1, 𝑧2 = 1, 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, 𝑥𝑧 = 𝑧𝑥, 𝑦𝑧𝑦𝑧 =

1⟩ i 𝑣 =
3∑︀
𝑖=0

((𝛼𝑖+1 + 𝛼𝑖+5𝑥+ 𝛼𝑖+9𝑥
2)𝑦𝑖 + (𝛼𝑖+13 + 𝛼𝑖+17𝑥+ 𝛼𝑖+21𝑥

2)𝑦𝑖𝑧) . Якщо код

𝐶(𝑣) самодуальний, тодi

1)
(︂

24∑︀
𝑖=1

𝛼2
𝑖

)︂
= 0,

2) ((𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7 + 𝛼9 + 𝛼11)(𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼8 + 𝛼10 + 𝛼12)+ (𝛼13 + 𝛼15+

𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24)) = 0,

3) ((𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼2 + 𝛼4)(𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24) + (𝛼5+

𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24) + (𝛼9 + 𝛼10+

𝛼11 + 𝛼12)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20)) = 0,

4) (2 ((𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16) + (𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8)(𝛼17+

𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20) + (𝛼9 + 𝛼10 + 𝛼11 + 𝛼12)(𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24))) = 0,

5) 2 (𝛼1𝛼3 + 𝛼2𝛼4 + 𝛼5𝛼7 + 𝛼6𝛼8 + 𝛼9𝛼11 + 𝛼10𝛼12 + 𝛼13𝛼15 + 𝛼14𝛼16 + 𝛼17𝛼19+

𝛼18𝛼20 + 𝛼21𝛼23 + 𝛼22𝛼24) = 0,

6) (𝛼1𝛼9 +𝛼9𝛼5 +𝛼5𝛼1 +𝛼2𝛼10 +𝛼10𝛼6 +𝛼6𝛼2 +𝛼3𝛼11 +𝛼11𝛼7 +𝛼7𝛼3 +𝛼4𝛼12 +
𝛼12𝛼8 + 𝛼8𝛼4 + 𝛼13𝛼21 + 𝛼21𝛼17 + 𝛼17𝛼13 + 𝛼14𝛼22 + 𝛼22𝛼18 + 𝛼18𝛼14 + 𝛼15𝛼23 +
𝛼23𝛼19 + 𝛼19𝛼15 + 𝛼16𝛼24 + 𝛼24𝛼20 + 𝛼20𝛼16) = 0,

7) (𝛼1𝛼11 +𝛼11𝛼5 +𝛼5𝛼3 +𝛼3𝛼9 +𝛼9𝛼7 +𝛼7𝛼1 +𝛼2𝛼12 +𝛼12𝛼6 +𝛼6𝛼4 +𝛼4𝛼10 +
𝛼10𝛼8 + 𝛼8𝛼2 + 𝛼13𝛼23 + 𝛼23𝛼17 + 𝛼17𝛼15 + 𝛼15𝛼21 + 𝛼21𝛼19 + 𝛼19𝛼13 + 𝛼14𝛼24 +
𝛼24𝛼18 + 𝛼18𝛼16 + 𝛼16𝛼22 + 𝛼22𝛼20 + 𝛼20𝛼14) = 0.

Доведення. Обчислення в системi GAP показують, що у випадку, коли
розглядаємо групу 𝐶3 ×𝐷8, матриця 𝜎(𝑣) набуває вигляду:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24
𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21
𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22
𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23
𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20
𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17
𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18
𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19
𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16
𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13
𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14
𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15
𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12
𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11
𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10
𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9
𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8
𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7
𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6
𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5
𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4
𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3
𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2
𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Тодi матриця 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) має наступний вигляд:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10
𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3
𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4
𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9
𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10
𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3
𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4
𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9
𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15
𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12
𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13
𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14
𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6
𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7
𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8
𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5
𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8
𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7
𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6
𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5
𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 𝛾11 𝛾2
𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾13 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾11
𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾14 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾11 𝛾2 𝛾1 𝛾2
𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾15 𝛾12 𝛾13 𝛾14 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 𝛾11 𝛾2 𝛾1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де 𝛾1 = 𝛼2
1 + 𝛼2

2 + 𝛼2
3 + 𝛼2

4 + 𝛼2
5 + 𝛼2

6 + 𝛼2
7 + 𝛼2

8 + 𝛼2
9 + 𝛼2

10 + 𝛼2
11 + 𝛼2

12 + 𝛼2
13 + 𝛼2

14 +
+ 𝛼2

15 + 𝛼2
16 + 𝛼2

17 + 𝛼2
18 + 𝛼2

19 + 𝛼2
20 + 𝛼2

21 + 𝛼2
22 + 𝛼2

23 + 𝛼2
24,

𝛾2 = (𝛼4+𝛼2)(𝛼1+𝛼3)+(𝛼8+𝛼6)(𝛼5+𝛼7)+(𝛼9+𝛼11)(𝛼12+𝛼10)+(𝛼14+𝛼16)(𝛼13+
𝛼15) + (𝛼18 + 𝛼20)(𝛼19 + 𝛼17) + (𝛼21 + 𝛼23)(𝛼22 + 𝛼24),

𝛾3 = 𝛼1(𝛼21 +𝛼17) +𝛼2(𝛼22 +𝛼18) +𝛼3(𝛼23 +𝛼19) +𝛼4(𝛼24 +𝛼20) +𝛼5(𝛼13 +𝛼21) +
𝛼6(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼7(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼8(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼9(𝛼17 + 𝛼13) + 𝛼10(𝛼14 + 𝛼18) +
𝛼11(𝛼15 + 𝛼19) + 𝛼12(𝛼16 + 𝛼20),

𝛾4 = 𝛼1(𝛼22 +𝛼18) +𝛼2(𝛼23 +𝛼19) +𝛼3(𝛼24 +𝛼20) +𝛼4(𝛼21 +𝛼17) +𝛼5(𝛼14 +𝛼22) +
𝛼6(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼7(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼8(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼9(𝛼18 + 𝛼14) + 𝛼10(𝛼19 + 𝛼15) +
𝛼11(𝛼20 + 𝛼16) + 𝛼12(𝛼17 + 𝛼13),

𝛾5 = 𝛼1𝛼9 + 𝛼9𝛼5 + 𝛼5𝛼1 + 𝛼2𝛼10 + 𝛼10𝛼6 + 𝛼6𝛼2 + 𝛼3𝛼11 + 𝛼11𝛼7 + 𝛼7𝛼3 + 𝛼4𝛼12 +
𝛼12𝛼8+𝛼8𝛼4+𝛼13𝛼21+𝛼21𝛼17+𝛼17𝛼13+𝛼14𝛼22+𝛼22𝛼18+𝛼18𝛼14+𝛼15𝛼23+𝛼23𝛼19+
𝛼19𝛼15 + 𝛼16𝛼24 + 𝛼24𝛼20 + 𝛼20𝛼16,

𝛾6 = 𝛼1(𝛼6 + 𝛼12) + 𝛼2(𝛼9 + 𝛼7) + 𝛼3(𝛼10 + 𝛼8) + 𝛼4(𝛼11 + 𝛼5) + 𝛼22(𝛼13 + 𝛼19) +
𝛼23(𝛼14 + 𝛼20) + 𝛼24(𝛼15 + 𝛼17) + 𝛼21(𝛼16 + 𝛼18) + 𝛼9𝛼8 + 𝛼10𝛼5 + 𝛼11𝛼6 + 𝛼12𝛼7 +
𝛼17𝛼14 + 𝛼18𝛼15 + 𝛼19𝛼16 + 𝛼20𝛼13,

𝛾7 = 𝛼1𝛼11 + 𝛼11𝛼5 + 𝛼5𝛼3 + 𝛼3𝛼9 + 𝛼9𝛼7 + 𝛼7𝛼1 + 𝛼2𝛼12 + 𝛼12𝛼6 + 𝛼6𝛼4 + 𝛼4𝛼10 +
𝛼10𝛼8+𝛼8𝛼2+𝛼13𝛼23+𝛼23𝛼17+𝛼17𝛼15+𝛼15𝛼21+𝛼21𝛼19+𝛼19𝛼13+𝛼14𝛼24+𝛼24𝛼18+
𝛼18𝛼16 + 𝛼16𝛼22 + 𝛼22𝛼20 + 𝛼20𝛼14,

𝛾8 = 𝛼1(𝛼10 + 𝛼8) + 𝛼2(𝛼11 + 𝛼5) + 𝛼3(𝛼12 + 𝛼6) + 𝛼4(𝛼9 + 𝛼7) + 𝛼13(𝛼24 + 𝛼18) +
𝛼14(𝛼21 + 𝛼19) + 𝛼15(𝛼22 + 𝛼20) + 𝛼16(𝛼23 + 𝛼17) + 𝛼9𝛼6 + 𝛼10𝛼7 + 𝛼11𝛼8 + 𝛼12𝛼5 +
𝛼17𝛼22 + 𝛼18𝛼23 + 𝛼19𝛼24 + 𝛼20𝛼21,

𝛾9 = 𝛼1(𝛼23 +𝛼19) +𝛼2(𝛼24 +𝛼20) +𝛼3(𝛼21 +𝛼17) +𝛼4(𝛼22 +𝛼18) +𝛼5(𝛼15 +𝛼23) +
𝛼6(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼7(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼8(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼9(𝛼19 + 𝛼15) + 𝛼10(𝛼20 + 𝛼16) +
𝛼11(𝛼17 + 𝛼13) + 𝛼12(𝛼18 + 𝛼14),

𝛾10 = 𝛼1(𝛼20 +𝛼24) +𝛼2(𝛼21 +𝛼17) +𝛼3(𝛼22 +𝛼18) +𝛼4(𝛼23 +𝛼19) +𝛼5(𝛼16 +𝛼24) +
𝛼6(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼7(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼8(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼9(𝛼20 + 𝛼16) + 𝛼10(𝛼17 + 𝛼13) +
𝛼11(𝛼18 + 𝛼14) + 𝛼12(𝛼19 + 𝛼15).

Роздiл 1: Математика i статистика
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𝛾11 = 2 (𝛼1𝛼3 + 𝛼2𝛼4 + 𝛼5𝛼7 + 𝛼6𝛼8 + 𝛼9𝛼11 + 𝛼10𝛼12 + 𝛼13𝛼15 + 𝛼14𝛼16 + 𝛼17𝛼19+
𝛼18𝛼20 + 𝛼21𝛼23 + 𝛼22𝛼24).

𝛾12 = 2 (𝛼1𝛼13 + 𝛼2𝛼14 + 𝛼3𝛼15 + 𝛼4𝛼16 + 𝛼5𝛼17 + 𝛼6𝛼18 + 𝛼7𝛼19 + 𝛼8𝛼20 + 𝛼9𝛼21+
𝛼10𝛼22 + 𝛼11𝛼23 + 𝛼12𝛼24).

𝛾13 = 2 (𝛼1𝛼14 + 𝛼2𝛼15 + 𝛼3𝛼16 + 𝛼4𝛼13 + 𝛼5𝛼18 + 𝛼6𝛼19 + 𝛼7𝛼20 + 𝛼8𝛼17 + 𝛼9𝛼22+
𝛼10𝛼23 + 𝛼11𝛼24 + 𝛼12𝛼21).

𝛾14 = 2 (𝛼1𝛼15 + 𝛼2𝛼16 + 𝛼3𝛼13 + 𝛼4𝛼14 + 𝛼5𝛼19 + 𝛼6𝛼20 + 𝛼7𝛼17 + 𝛼8𝛼18 + 𝛼9𝛼23+
𝛼10𝛼24 + 𝛼11𝛼21 + 𝛼12𝛼22).

𝛾15 = 2 (𝛼1𝛼16 + 𝛼2𝛼13 + 𝛼3𝛼14 + 𝛼4𝛼15 + 𝛼5𝛼20 + 𝛼6𝛼17 + 𝛼7𝛼18 + 𝛼8𝛼19 + 𝛼9𝛼24+
𝛼10𝛼21 + 𝛼11𝛼22 + 𝛼12𝛼23).

Звiдси отримаємо,

𝛾2 + 𝛾6 + 𝛾8 = (𝛼1 +𝛼3 +𝛼5 +𝛼7 +𝛼9 +𝛼11)(𝛼2 +𝛼4 +𝛼6 +𝛼8 +𝛼10 +𝛼12) + (𝛼13 +
+ 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24).

𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾9 + 𝛾10 = (𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼2 + 𝛼4)(𝛼22 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼24 + 𝛼23 + 𝛼19 + 𝛼21 +
𝛼17) + (𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8)(𝛼14 + 𝛼22 + 𝛼16 + 𝛼24 + 𝛼15 + 𝛼23 + 𝛼13 + 𝛼21) + (𝛼9 +
𝛼10 + 𝛼11 + 𝛼12)(𝛼18 + 𝛼14 + 𝛼20 + 𝛼16 + 𝛼19 + 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼13).

𝛾12 + 𝛾13 + 𝛾14 + 𝛾15 = 2 ((𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16) + (𝛼5 + 𝛼6+
(𝛼7 + 𝛼8)(𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20) + (𝛼9 + 𝛼10 + 𝛼11 + 𝛼12)(𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24)) .

Якщо код 𝐶(𝑣) самодуальний, то за умовою 1 теореми 1 виконуються умови:
𝑣𝑣* = 0 i 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) = 0. Таким чином, 𝛾𝑖 = 0 (𝑖 = 1, . . . , 10). Тодi 𝛾1 = 0,
𝛾2 + 𝛾6 + 𝛾8 = 0, 𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾9 + 𝛾10 = 0, 𝛾12 + 𝛾13 + 𝛾14 + 𝛾15 = 0, 𝛾5 = 0, 𝛾7 = 0,
𝛾11 = 0. Звiдси отримуємо вiдповiдно рiвняння наведенi у висновку леми.

Одним зi знайдених елементiв є, наприклад, 𝑣 = 2 + 2𝑦 + 2𝑦2 + 2𝑦3 + 2𝑥 +
2𝑥𝑦 + 2𝑥2 + 2𝑥2𝑦3 + 𝑦𝑧 + 2𝑦2𝑧 + 𝑦3𝑧 ∈ F3(𝐶3 ×𝐷8). Для нього запишемо вигляд
елемента 𝑣* = 2 + 2𝑦3 + 2𝑦2 + 2𝑦 + 2𝑥2 + 2𝑥2𝑦3 + 2𝑥 + 2𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 2𝑦2𝑧 + 𝑦3𝑧. В
таблицi подано добутки всiх доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣* за модулем 3.

Таблиця 1.
Таблиця добуткiв доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣* у груповiй алгебрi F3(𝐶3 ×𝐷8)

2 2𝑦 2𝑦2 2𝑦3 2𝑥 2𝑥𝑦 2𝑥2 2𝑥2𝑦3 𝑦𝑧 2𝑦2𝑧 𝑦3𝑧
2 1 𝑦 𝑦2 𝑦3 𝑥 𝑥𝑦 𝑥2 𝑥2𝑦3 2𝑦𝑧 𝑦2𝑧 2𝑦3𝑧

2𝑦3 𝑦3 1 𝑦 𝑦2 𝑥𝑦3 𝑥 𝑥2𝑦3 𝑥2𝑦2 2𝑧 𝑦𝑧 2𝑦2𝑧
2𝑦2 𝑦2 𝑦3 1 𝑦 𝑥𝑦2 𝑥𝑦3 𝑥2𝑦2 𝑥2𝑦 2𝑦3𝑧 𝑧 2𝑦𝑧
2𝑦 𝑦 𝑦2 𝑦3 1 𝑥𝑦 𝑥𝑦2 𝑥2𝑦 𝑥2 2𝑦2𝑧 𝑦3𝑧 2𝑧
2𝑥2 𝑥2 𝑥2𝑦 𝑥2𝑦2 𝑥2𝑦3 1 𝑦 𝑥 𝑥𝑦3 2𝑥2𝑦𝑧 𝑥2𝑦2𝑧 2𝑥2𝑦3𝑧

2𝑥2𝑦3 𝑥2𝑦3 𝑥2 𝑥2𝑦 𝑥2𝑦2 𝑦3 1 𝑥𝑦3 𝑥𝑦2 2𝑥2𝑧 𝑥2𝑦𝑧 2𝑥2𝑦2𝑧
2𝑥 𝑥 𝑥𝑦 𝑥𝑦2 𝑥𝑦3 𝑥2 𝑥2𝑦 1 𝑦3 2𝑥𝑦𝑧 𝑥𝑦2𝑧 2𝑥𝑦3𝑧
2𝑥𝑦 𝑥𝑦 𝑥𝑦2 𝑥𝑦3 𝑥 𝑥2𝑦 𝑥2𝑦2 𝑦 1 2𝑥𝑦2𝑧 𝑥𝑦3𝑧 2𝑥𝑧
𝑦𝑧 2𝑦𝑧 2𝑧 2𝑦3𝑧 2𝑦2𝑧 2𝑥𝑦𝑧 2𝑥𝑧 2𝑥2𝑦𝑧 2𝑥2𝑦2𝑧 1 2𝑦3 𝑦2

2𝑦2𝑧 𝑦2𝑧 𝑦𝑧 𝑧 𝑦3𝑧 𝑥𝑦2𝑧 𝑥𝑦𝑧 𝑥2𝑦2𝑧 𝑥2𝑦3𝑧 2𝑦 1 𝑦3

𝑦3𝑧 2𝑦3𝑧 2𝑦2𝑧 2𝑦𝑧 2𝑧 2𝑥𝑦3𝑧 2𝑥𝑦2𝑧 2𝑥2𝑦3𝑧 2𝑥2𝑧 𝑦2 2𝑦 1
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Таким чином, 𝑣𝑣* = 0. З вигляду 𝑣 отримаємо, що

𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 2 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 0 2 2 0 2 2 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 0 0 2 2 0 2 2 0 2 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 2 2 1 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0
2 2 0 0 2 2 2 2 0 2 2 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0
0 2 2 0 2 2 2 2 0 0 2 2 0 0 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0
0 0 2 2 2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 0 0 1 0 1 2 0 0 0 0
2 2 0 0 2 0 0 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1
0 2 2 0 2 2 0 0 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0
0 0 2 2 0 2 2 0 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 1
2 0 0 2 0 0 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 2
0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 2
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 0 2 2 0 2 2 0 0
2 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 0 0 2 2 0 2 2 0
1 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 2 2
0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 2 0 0 2 2 2 2 2 2 2 0 0
0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 2 2 0 0 2 2 2 2 0 2 2 0
0 0 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 0 2 2 0 2 2 2 2 0 0 2 2
0 0 0 0 1 0 1 2 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 0 0 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1 2 2 0 0 2 0 0 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 2 2 0 2 2 0 0 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 1 0 0 2 2 0 2 2 0 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 2 2 0 0 2 0 0 2 2 2 2 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Здiйснивши обчислення в системi комп’ютерної алгебри GAP отримаємо, що
rank(𝜎(𝑣)) = 12, а мiнiмальна вiдстань Хемiнга коду 𝐶(𝑣) рiвна 6. Отже, 𝐶(𝑣) є
кодом довжини 24, де розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв дорiвнює 12.

При числових обчисленнях скористуємось також наступною теоремою.

Теорема 2 ( [6]). Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 гру-
пової алгебри F3𝐺. Якщо

1) 𝑣 = 𝑣*,
2) 𝑣2 = 0,
3) rank(𝜎(𝑣)) = 12,

тодi код 𝐶(𝑣) самодуальний.

Для умови 𝜎(𝑣) = 𝜎(𝑣)𝑇 достатньо, щоб 𝛼4 = 𝛼2, 𝛼9 = 𝛼5, 𝛼10 = 𝛼8, 𝛼11 = 𝛼7,
𝛼12 = 𝛼6, 𝛼21 = 𝛼17, 𝛼22 = 𝛼18, 𝛼23 = 𝛼19, 𝛼24 = 𝛼20.

3. Числовi результати. Очевидно, групова алгебра F3(𝐶3 ×𝐷8) складає-
ться з 324 = 282 429 536 481 елементiв 𝑣. В результатi здiйснених в дослiдженнi
обчислень отримаємо кiлькiсть елементiв 𝑣 ∈ F3(𝐶3 × 𝐷8), що 𝐶(𝑣) є кодом
довжини 24, де розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв дорiвнює 12 i виконує-
ться умова 𝑣 = 𝑣*. Точна кiлькiсть таких кодiв дорiвнює 198 018. Мiнiмальна
вiдстань кодiв: 2, 3, 4 або 6.

Таблиця 2.
Кiлькiсть елементiв з групової алгебри F3(𝐶3 ×𝐷8)

Мiнiмальна вiдстань Хемiнга 𝐶(𝑣) 2 3 4 6
Кiлькiсть елементiв 𝑣, що 𝑣 = 𝑣* 4482 23 328 91 872 78 336

Крiм того, встановлено, що iснує рiвно 21 972 елементiв 𝑣 ∈ F3(𝐶3 ×𝐷8) таких,
що перша координата рiвна 2 i 𝐶(𝑣) є самодуальним кодом над полем F3.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У статтi дослi-
джено конструкцiю кодiв довжини 24 за груповою алгеброю F3𝐺 групи 𝐺 =
𝐶3 ×𝐷8. Знайдено 198 018 елементiв 𝑣 ∈ F3(𝐶3 ×𝐷8), що 𝐶(𝑣) є кодом довжи-
ни 24, де розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв дорiвнює 12 i виконується умова
𝑣 = 𝑣*. В подальших дослiдженнях, крiм вже розглянутої групи 𝐶3×𝐷8, можна
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розглянути iншi групи порядку 24, а також дослiджувати тернарнi самодуальнi
коди довжини 24 з мiнiмальною вiдстаню 9.
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The structure of self-dual codes of length 24 over the finite field with two elements F2

has been studied for a long time, through which numerous properties of such codes have
been established. In this paper, we consider codes of length 24 constructed by principal
(left) ideals in the group algebra F3(𝐶3 × 𝐷8) over the finite field with three elements
F3. For an element 𝑣 = 𝛼𝑔1𝑔1 + 𝛼𝑔2𝑔2 + ... + 𝛼𝑔24𝑔24 of the given group algebra, let
𝑣* = 𝛼𝑔1𝑔

−1
1 + 𝛼𝑔2𝑔

−1
2 + ... + 𝛼𝑔24𝑔

−1
24 denote its involution. The number of all elements

𝑣 ∈ F3(𝐶3 ×𝐷8) has been obtained, for which a code of length 24 can be built, with the
dimension of the codewords subspace equal to 12 and satisfying the condition 𝑣 = 𝑣*.

Keywords: group algebra, codes of length 24, codes over fields, algorithms for constructing
self-dual codes.
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ON A POWER SERIES DISTRIBUTION WITH MEAN
PARAMETERIZATION

The article examines the distribution of the power series of the function 𝑤 (𝑦) =(︀
1 +
√
1− 𝑦

)︀− 1
2 . The distribution of the considered function into a power series is ob-

tained
(︀
1 +
√
1− 𝑦

)︀− 1
2 =

∑︀∞
𝑚=0

(4𝑚)!16−𝑚

(2𝑚)!(2𝑚+1)
√
2
𝑦𝑚. The dispersion function is found 𝑣 (𝑥) =

𝑥 (2𝑥+ 1) (4𝑥+ 1), 𝑥 > 0. A distribution with mean parameterization is constructed

Pr (𝜉 = 𝑘) =

(︂
4𝑘 + 1
2𝑘

)︂
2−𝑘𝑥𝑘 (2𝑘 + 1)

𝑘+ 1
2 (4𝑘 + 1)

−2𝑘− 3
2 , 𝑥 > 0.

It is proved that the raw moments 𝛼𝑚, central moments 𝜇𝑚, cumulants 𝜒𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . .
satisfy the following recurrence relations: 𝛼𝑚+1 = 𝑥𝛼𝑚 + 𝑣 (𝑥) 𝑑𝛼𝑚

𝑑𝑥 , 𝛼0 = 1, 𝛼1 = 𝑥;
𝜇𝑚+1 = 𝑚𝜇𝑚−1 + 𝑣 (𝑥) 𝑑𝜇𝑚

𝑑𝑥 , 𝜇0 = 1, 𝜇1 = 0; 𝜒𝑚+1 = 𝑣 (𝑥) 𝑑𝜒𝑚

𝑑𝑥 , 𝜒1 = 𝑥.

Keywords: power series, distribution, parameterization by the mean, numerical charac-
teristics, variance function.

1. Introduction. The study of power-series distributions was initially undertaken
in the classical work of A. Noack [1], wherein the notion of random variables with
discrete distributions defined via power series was introduced. Further development
of this direction was reflected in the works of N. L. Johnson, A. W. Kemp, and
S. Kotz [2, 3], who, in their monographs, systematized the known discrete distribu-
tions and examined them within the unified framework of power-series distributions.
A significant contribution to the study of generalizations of such distributions was
made by P. S. Consul [4] and his co-authors, who developed the theory of generalized
Poisson distributions and examined a wide class of families defined by power series.

In Ukraine, research in this domain has been advanced by the contributions
of Yu. I. Volkov [5], who investigated power-series distributions under prescribed
covariance structures, as well as by the textbook authored by Yu. I. Volkov and
N. M. Voinalovych [6], which provides a systematic exposition of methodologies for
the construction and analysis of such distributions. Particular attention is devoted
to mean parameterization, which proves convenient for analytical representation
and for establishing recurrence relations for the numerical characteristics of the
distribution.

Prior findings have established that mean parameterization constitutes a con-
venient and informative framework for the investigation of discrete distributions,

Роздiл 1: Математика i статистика



ON A POWER SERIES DISTRIBUTION WITH MEAN PARAMETERIZATION 23

as it facilitates a direct correspondence between numerical characteristics and the
expected value of the random variable. This, in turn, provides opportunities for a
more effective analysis of the variance function and for the derivation of recurrence
relations for moments and cumulants.

The significance of the present study arises from the necessity to broaden the class
of established power-series distributions, to identify novel generating functions with
positive coefficients, and to establish their properties under mean parameterization.
These contributions are of importance not only from a theoretical standpoint –
advancing probability theory through the provision of new distributional examples
and methodological tools of analysis — but also from an applied perspective, as the
resulting findings offer potential utility in the mathematical modeling of stochastic
processes, in statistical machine learning for forecasting, and in a wide range of
problems in applied mathematics.

2. Theoretical foundations of the study.

Definition 1. Let

𝑤 (𝑦) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑦
𝑘, 0 < 𝑦 < 𝑅,

and all coefficients of this series are non-negative numbers. The distribution of an
integer random variable 𝜉, given by the formula

𝑝𝑘 (𝑦) = Pr (𝜉 = 𝑘) =
𝑎𝑘𝑦

𝑘

𝑤 (𝑦)
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

is called the power series distribution of the function𝑤 (𝑦) with parameter y.

To obtain the numerical characteristics of the distribution, generating functions
are used:

1) ordinary generating function

𝑃 (𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 (𝑦) 𝑧𝑘 =
1

𝑤 (𝑦)

∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑦
𝑘𝑧𝑘 =

𝑤 (𝑦𝑧)

𝑤 (𝑦)
,

2) generating function of raw moments

𝐴 (𝑧) = 𝑃 (𝑒𝑧) ,

3) generating function of central moments

𝐶 (𝑧) = 𝑒−𝛼1𝑧𝐴 (𝑧) , (𝛼1 — expected value 𝜉),

4) generating function of cumulants

𝐾 (𝑧) = log𝐴 (𝑧) .

Then expected value 𝐸𝜉 = 𝑦𝑤′(𝑦)
𝑤(𝑦)

, variance 𝐷𝜉 = 𝑦 𝑑𝐸𝜉
𝑑𝑦

.

Let 𝐸𝜉 be denoted by x. Then the function 𝑥 = 𝑦𝑤′(𝑦)
𝑤(𝑦)

on the interval (0, 𝑅) has an
inverse 𝑦 = 𝑦 (𝑥), because 𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝐷𝜉

𝑦
> 0. Therefore, it is possible to study the power

series distribution with a different parameterization, specifically by characterizing
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the distribution with the parameter x. This parameterization is called parameteri-
zation by the mean (see, for example, [2], p. 670). With this parameterization, we
have

Pr (𝜉 = 𝑘) = 𝑝 (𝑘, 𝑥) = 𝑝𝑘 (𝑦 (𝑥)) =
(𝑦 (𝑥))𝑘 𝑎𝑘
𝑤 (𝑦 (𝑥))

, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑥 ∈ 𝑋 =

(︂
0,

𝑅𝑤′ (𝑅)

𝑤 (𝑅)

)︂
, 𝐷𝜉 =

𝑦
𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
𝑦 (𝑥)

𝑦′ (𝑥)
.

The function 𝑣 (𝑥) = 𝑦(𝑥)
𝑦′(𝑥)

is called the variance function of the distribution.
For example,

∙ if 𝑤 (𝑦) = 1 + 𝑦, is 𝑣 (𝑥) = 𝑥 (1− 𝑥), 0 < 𝑥 < 1;
∙ if 𝑤 (𝑦) = 𝑒𝑦, is 𝑣 (𝑥) = 𝑥, 𝑥 > 0;
∙ if 𝑤 (𝑦) = (𝑦 − 1)−1, is 𝑣 (𝑥) = 𝑥 (1 + 𝑥), 𝑥 > 0.
3. The main result. The goal of this work is to study the power series

distribution of the function 𝑤 (𝑦) =
(︀
1 +
√

1− 𝑦
)︀− 1

2 .
We will find the expansion of this function into a power series and verify that

the coefficients of this series are non-negative.
Since

1−
√

1− 𝑦
𝑦

=
1 +
√
𝑦

2𝑦
+

1−√𝑦
2𝑦

− 2

√︂
1− 𝑦
4𝑦2

=

(︃√︃
1 +
√
𝑦

2𝑦
−

√︃
1−√𝑦

2𝑦

)︃2

, will give us

(︁
1 +

√︀
1− 𝑦

)︁− 1
2

=

√︃
1−
√

1− 𝑦
𝑦

=

√︃
1 +
√
𝑦

2𝑦
−

√︃
1−√𝑦

2𝑦
.

Next, using the binomial series, we will have√︁
1 +
√
𝑦 =

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

1

2

(︂
1

2
− 1

)︂
. . .

(︂
1

2
− 𝑘 + 1

)︂
(
√
𝑦)𝑘 ,

√︁
1−√𝑦 =

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

1

2

(︂
1

2
− 1

)︂
. . .

(︂
1

2
− 𝑘 + 1

)︂
(−√𝑦)𝑘 ,

√︁
1 +
√
𝑦−
√︁

1−√𝑦 =
∞∑︁
𝑚=0

2

(2𝑚+ 1)!

1

2

(︂
1

2
− 1

)︂
. . .

(︂
1

2
− (2𝑚+ 1) + 1

)︂
(
√
𝑦)2𝑚+1 =

=
∞∑︁
𝑚=0

(4𝑚)!

(2𝑚)! (2𝑚+ 1) 16𝑚
𝑦𝑚
√
𝑦.

If this is divided by
√

2𝑦, we will ultimately have(︁
1 +

√︀
1− 𝑦

)︁− 1
2

=
∞∑︁
𝑚=0

(4𝑚)!16−𝑚

(2𝑚)! (2𝑚+ 1)
√

2
𝑦𝑚.

Thus, the coefficients of this series are positive.
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Let’s find the variance function.
We have:

𝑥 =
𝑦𝑤′ (𝑦)

𝑤 (𝑦)
=

1−
√

1− 𝑦
4
√

1− 𝑦
,

hence
𝑦 =

8𝑥 (2𝑥+ 1)

(4𝑥+ 1)2
.

And hence
𝑣 (𝑥) =

𝑦 (𝑥)

𝑦′ (𝑥)
= 𝑥 (2𝑥+ 1) (4𝑥+ 1) , 𝑥 > 0.

Then the distribution with parameterization by the mean will be such that

Pr (𝜉 = 𝑘) = 𝑝 (𝑘, 𝑥) =

(︂
4𝑘 + 1

2𝑘

)︂
2−𝑘𝑥𝑘 (2𝑘 + 1)𝑘+

1
2 (4𝑘 + 1)−2𝑘− 3

2 , 𝑥 > 0.

Generating functions are used to obtain numerical characteristics.
It can be directly verified that the generating function 𝑃 (𝑧) satisfies the differ-

ential equation

𝑣 (𝑥)
𝜕𝑃

𝜕𝑥
− 𝑧𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 𝑥𝑃 = 0, 𝑃 (1) = 1, 𝑥 ∈ 𝑋. (1)

It follows that the generating function of the raw moments 𝐴(𝑧) satisfies the
equation

𝑣 (𝑥)
𝜕𝐴

𝜕𝑥
− 𝜕𝐴

𝜕𝑧
+ 𝑥𝐴 = 0, 𝐴 (0) = 1; (2)

the generating function of the central moments 𝐶(𝑧) satisfies the equation

𝑣 (𝑥)

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑥
+ 𝑧𝐶

)︂
− 𝜕𝐶

𝜕𝑧
= 0, 𝐶 (0) = 1; (3)

the generating function of the cumulants 𝐾(𝑧) satisfies the equation

𝑣 (𝑥)
𝜕𝐾

𝜕𝑥
− 𝜕𝐾

𝜕𝑧
+ 𝑥 = 0, 𝐾 (0) = 0. (4)

Theorem 1. The raw moments 𝛼𝑚, central moments 𝜇𝑚, and cumulants 𝜒𝑚,
𝑚 = 1, 2, . . . satisfy the following recurrence relations:

𝛼𝑚+1 = 𝑥𝛼𝑚 + 𝑣 (𝑥)
𝑑𝛼𝑚
𝑑𝑥

, 𝛼0 = 1, 𝛼1 = 𝑥, (5)

𝜇𝑚+1 = 𝑚𝜇𝑚−1 + 𝑣 (𝑥)
𝑑𝜇𝑚
𝑑𝑥

, 𝜇0 = 1, 𝜇1 = 0, (6)

𝜒𝑚+1 = 𝑣 (𝑥)
𝑑𝜒𝑚
𝑑𝑥

, 𝜒1 = 𝑥. (7)

Proof. To obtain relation (5), we differentiate (2) 𝑚 times with respect to 𝑧 and
substitute 𝑧 = 0. To obtain relation (6), we differentiate (3) 𝑚 times with respect
to 𝑧 and substitute 𝑧 = 0. To obtain relation (7), we differentiate (4) 𝑚 times with
respect to 𝑧 and substitute 𝑧 = 0.
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In particular, from (5), (6), (7) we find

𝛼2 = 𝑥2 + 𝑥 (2𝑥+ 1) (4𝑥+ 1) ,

𝛼3 = 𝑥3 + 3𝑥2 (2𝑥+ 1) (4𝑥+ 1) + 𝑣 (𝑥) 𝑣′ (𝑥) ,

𝜒2 = 𝑣 (𝑥) ,

𝜒3 = 𝑣 (𝑥) 𝑣′ (𝑥) .

4. Conclusions. The power series distribution of the function 𝑤 (𝑦) =(︀
1 +
√

1− 𝑦
)︀− 1

2 was obtained, and its characteristics were studied in the case of
parameterization by the mean. The explicit form of the dispersion function was
established, and recursive relations for the raw and central moments, as well as for
the cumulants, were proved.

Unlike previously known results, which mainly considered individual examples
or parameterization by the initial coefficients of the series, this work constructs
the distribution using mean-based parameterization, allowing a direct connection
between the properties of the distribution and its mathematical expectation. This
approach simplifies the analysis of the behavior of the variance and moments and
also enables effective comparison of different distributions within the same class.

The value of the obtained result lies in the fact that the considered generating
function has positive coefficients in its power series expansion, ensuring the cor-
rectness of probability definitions and expanding the known class of power series
distribution examples. Moreover, the established recursive relations for moments
and cumulants can be used for further theoretical studies and applied computations
in problems of mathematical statistics and machine learning for forecasting natural
and social phenomena.
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Волков О. Ю., Войналович Н. М. Про розподiл степеневого ряду з пара-
метризацiєю середнiм.

В статтi дослiджено розподiл степеневого ряду функцiї 𝑤 (𝑦) =
(︀
1 +
√
1− 𝑦

)︀− 1
2 .

Отримано розклад розглядуваної функцiї в степеневий ряд
(︀
1 +
√
1− 𝑦

)︀− 1
2 =

=
∑︀∞

𝑚=0
(4𝑚)!16−𝑚

(2𝑚)!(2𝑚+1)
√
2
𝑦𝑚. Знайдено дисперсiйну функцiю 𝑣 (𝑥) = 𝑥 (2𝑥+ 1) (4𝑥+ 1),

𝑥 > 0. Побудовано розподiл з параметризацiєю середнiм

Pr (𝜉 = 𝑘) =

(︂
4𝑘 + 1
2𝑘

)︂
2−𝑘𝑥𝑘 (2𝑘 + 1)

𝑘+ 1
2 (4𝑘 + 1)

−2𝑘− 3
2 , 𝑥 > 0.
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Доведено, що початковi моменти 𝛼𝑚, центральнi моменти 𝜇𝑚, кумулянти
𝜒𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . задовольняють такi рекурентнi спiввiдношення: 𝛼𝑚+1 = 𝑥𝛼𝑚 +
+𝑣 (𝑥) 𝑑𝛼𝑚

𝑑𝑥 , 𝛼0 = 1, 𝛼1 = 𝑥; 𝜇𝑚+1 = 𝑚𝜇𝑚−1+𝑣 (𝑥)
𝑑𝜇𝑚

𝑑𝑥 , 𝜇0 = 1, 𝜇1 = 0; 𝜒𝑚+1 = 𝑣 (𝑥) 𝑑𝜒𝑚

𝑑𝑥 ,
𝜒1 = 𝑥.

Ключовi слова: степеневий ряд, розподiл, параметризацiя середнiм, числовi хара-
ктеристики, дисперсiйна функцiя.
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INTERPOLATION PROBLEM FOR PERIODICALLY
CORRELATED PROCESSES WITH MISSING OBSERVATIONS

The problem of the optimal linear estimation of a linear functional depending on the
unknown values of periodically correlated stochastic process from observations of the pro-
cess with additive noise with missing observations is considered. Formulas for calculating
the mean square error and the spectral characteristic of the optimal linear estimate of the
functional are proposed in the case where spectral densities are exactly known. Formulas
that determine the least favorable spectral densities and the minimax spectral character-
istics are proposed in the case of spectral uncertainty, where the spectral densities are not
exactly known while some classes of admissible spectral densities are specified.

Keywords: periodically correlated stochastic process, spectral characteristics, mean-
square error, minimax (robust) estimate, least favorable spectral density, minimax spectral
characteristics.

1. Introduction. The investigation of cyclostationarity as a phenomenon was
started by W. R. Bennett in 1958, [1]. He studied the statistical characteristics of
signals in channels of communication and called the group of such signals the cyclo-
stationary process. That is a nonstationary process having a periodically varying
in time statistical characteristics. Literature review of theory and application of
cyclostationarity in different spheres of research is presented in the article [2] by
W. A. Gardner, A. Napolitano, L. Paura. In other sources cyclostationary processes
are called periodically stationary, periodically nonstationary, periodically correlated.
We will use the term periodically correlated processes.

E. G. Gladyshev, [3], was one of the first who started the study of periodically
correlated processes with continuous time. H. L. Hurd continued study of period-
ically correlated processes and their properties in the papers [4], [5]. A. Makagon
in [6] investigated relations between periodically correlated processes and stationary
processes.

A. N. Kolmogorov [7], N. Wiener [8], A. M. Yaglom [9], [10], proposed their
methods of solution of estimation problems for stationary processes and sequences
in the case of spectral certainty. In the case where complete information on the
spectral densities is impossible, but a set of admissible spectral densities is given,
the minimax approach to estimation problem is used. That is we find estimate
that minimizes the mean square error for all spectral densities from a given class
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of densities simultaneously. U. Grenander, [11], was the first who applied the mini-
max estimation method to find solution of the extrapolation problem for stationary
processes.

The detailed analysis of the estimation problems with missing observations are
presented in the books by M. J. Daniels and J. W. Hogan [12], P. E. McKnight
et al [13]. The interpolation and extrapolation problems of linear functionals from
periodically correlated stochastic sequences with missing observations were investi-
gated by I. I. Golichenko and M. P. Moklyachuk in [14], [15], by I. I. Golichenko,
O. Yu. Masyutka and M. P. Moklyachuk in [16].

In this paper we study the problem of mean square optimal linear estimation
of the functional 𝐴𝑠𝜁 =

∑︀𝑠−1
𝑙=0

∫︀𝑀𝑙+𝑁𝑙+1

𝑀𝑙
𝑎(𝑡)𝜁(𝑡)𝑑𝑡 which depends on the unknown

values of a periodically correlated stochastic process 𝜁(𝑡). The estimation is based
on observations of the process 𝜁(𝑡) + 𝜃(𝑡) at points 𝑡 ∈ R ∖ 𝑆, 𝑆 =

⋃︀𝑠−1
𝑙=0 [𝑀𝑙,𝑀𝑙 +

𝑁𝑙+1], 𝑀𝑙 =
∑︀𝑙

𝑘=0(𝑁𝑘 +𝐾𝑘), 𝑁0 = 𝐾0 = 0. We obtain formulas for calculation the
mean square error and the spectral characteristic of the optimal linear estimate of
𝐴𝑠𝜁 in the case of spectral certainty. The least favorable spectral density and the
minimax (robust) spectral characteristic of the optimal linear estimate of 𝐴𝑠𝜁 are
found in the case when the spectral density is not known, but the class of admissible
densities is given.

2. Periodically correlated processes and generated vector stationary
sequences.

Definition 1. [3] Mean square continuous stochastic process 𝜁 : R → 𝐻 =
𝐿2(Ω,F,P), E𝜁(𝑡) = 0, is called periodically correlated (PC) with period 𝑇 , if its
correlation function 𝐾(𝑡 + 𝑢, 𝑢) = E𝜁(𝑡+ 𝑢)𝜁(𝑢) for all 𝑡, 𝑢 ∈ R and some fixed
𝑇 > 0 is such that

𝐾(𝑡+ 𝑢, 𝑢) = 𝐾(𝑡+ 𝑢+ 𝑇, 𝑢+ 𝑇 ).

Let {𝜁(𝑡), 𝑡 ∈ R} and {𝜃(𝑡), 𝑡 ∈ R} be mutually uncorrelated PC processes. We
construct two sequences of stochastic functions

{𝜁𝑗(𝑢) = 𝜁(𝑢+ 𝑗𝑇 ), 𝑢 ∈ [0, 𝑇 ), 𝑗 ∈ Z}, (1)

{𝜃𝑗(𝑢) = 𝜃(𝑢+ 𝑗𝑇 ), 𝑢 ∈ [0, 𝑇 ), 𝑗 ∈ Z}. (2)

Sequences (1) and (2) form the 𝐿2([0, 𝑇 );𝐻)-valued stationary sequences {𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z}
and {𝜃𝑗, 𝑗 ∈ Z}, respectively, with the correlation functions

𝐵𝜁(𝑙, 𝑗) = ⟨𝜁𝑙, 𝜁𝑗⟩𝐻 =

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝜁(𝑢+ (𝑙 − 𝑗)𝑇, 𝑢)𝑑𝑢 = 𝐵𝜁(𝑙 − 𝑗),

𝐵𝜃(𝑙, 𝑗) = ⟨𝜃𝑙, 𝜃𝑗⟩𝐻 =

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝜃(𝑢+ (𝑙 − 𝑗)𝑇, 𝑢)𝑑𝑢 = 𝐵𝜃(𝑙 − 𝑗),

where 𝐾𝜁(𝑡, 𝑠) = E𝜁(𝑡)𝜁(𝑠), 𝐾𝜃(𝑡, 𝑠) = E𝜃(𝑡)𝜃(𝑠) are correlation functions of PC
processes 𝜁(𝑡), 𝜃(𝑡).

Let us define in 𝐿2([0, 𝑇 );R) the orthonormal basis

{̃︀𝑒𝑘 =
1√
𝑇
𝑒2𝜋𝑖{(−1)𝑘[ 𝑘2 ]}𝑢/𝑇 , 𝑘 = 1, 2, . . . }, ⟨̃︀𝑒𝑗, ̃︀𝑒𝑘⟩ = 𝛿𝑘𝑗.
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Stationary sequences {𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z} and {𝜃𝑗, 𝑗 ∈ Z} can be represented in the form

𝜁𝑗 =
∞∑︁
𝑘=1

𝜁𝑘𝑗̃︀𝑒𝑘, 𝜁𝑘𝑗 = ⟨𝜁𝑗, ̃︀𝑒𝑘⟩ =
1√
𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝜁𝑗(𝑣)𝑒−2𝜋𝑖{(−1)𝑘[ 𝑘2 ]}𝑣/𝑇𝑑𝑣, (3)

𝜃𝑗 =
∞∑︁
𝑘=1

𝜃𝑘𝑗̃︀𝑒𝑘, 𝜃𝑘𝑗 = ⟨𝜃𝑗, ̃︀𝑒𝑘⟩. (4)

Let us name sequences

{𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z}, {𝜃𝑗, 𝑗 ∈ Z},

or corresponding vector sequences

{𝜁𝑗 = (𝜁𝑘𝑗, 𝑘 = 1, 2, ...)⊤, 𝑗 ∈ Z}, {𝜃𝑗 = (𝜃𝑘𝑗, 𝑘 = 1, 2, ...)⊤, 𝑗 ∈ Z}

generated vector stationary sequences, that means that vector sequences {𝜁𝑗 =

(𝜁𝑘𝑗, 𝑘 = 1, 2, ...)⊤, 𝑗 ∈ Z}, {𝜃𝑗 = (𝜃𝑘𝑗, 𝑘 = 1, 2, ...)⊤, 𝑗 ∈ Z} are generated by
processes {𝜁(𝑡), 𝑡 ∈ R}, {𝜃(𝑡), 𝑡 ∈ R}, respectively.

Components {𝜁𝑘𝑗, 𝑘 = 1, 2, . . . } and {𝜃𝑘𝑗, 𝑘 = 1, 2, . . . } of stationary sequences
{𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z} and {𝜃𝑗, 𝑗 ∈ Z} are such that, [17],

E𝜁𝑘𝑗 = 0, ‖𝜁𝑗‖2𝐻 =
∞∑︁
𝑘=1

E|𝜁𝑘𝑗|2 = 𝑃𝜁 = 𝐵𝜁(0) <∞, E𝜁𝑘𝑙𝜁𝑛𝑗 = ⟨𝑅𝜁(𝑙 − 𝑗)𝑒𝑘, 𝑒𝑛⟩,

E𝜃𝑘𝑗 = 0, ‖𝜃𝑗‖2𝐻 =
∞∑︁
𝑘=1

E|𝜃𝑘𝑗|2 = 𝑃𝜃 = 𝐵𝜃(0) <∞, E𝜃𝑘𝑙𝜃𝑛𝑗 = ⟨𝑅𝜃(𝑙 − 𝑗)𝑒𝑘, 𝑒𝑛⟩.

where {𝑒𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . } is a basis of the space ℓ2. Correlation functions 𝑅𝜁(𝑗)
and 𝑅𝜃(𝑗) of generated vector stationary sequences {𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z} and {𝜃𝑗, 𝑗 ∈ Z} are
correlation operator functions in ℓ2. Correlation operators 𝑅𝜁(0) = 𝑅𝜁 , 𝑅𝜃(0) = 𝑅𝜃

are kernel operators and their kernel norms satisfy the following restrictions:
∞∑︁
𝑘=1

⟨𝑅𝜁𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩ = ‖𝜁𝑗‖2𝐻 = 𝑃𝜁 ,
∞∑︁
𝑘=1

⟨𝑅𝜃𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩ = ‖𝜃𝑗‖2𝐻 = 𝑃𝜃,

Generated vector stationary sequences {𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z}, {𝜃𝑗, 𝑗 ∈ Z} have spectral density
functions 𝑓(𝜆) = {𝑓𝑘𝑛(𝜆)}∞𝑘,𝑛=1 , 𝑔(𝜆) = {𝑔𝑘𝑛(𝜆)}∞𝑘,𝑛=1 that are positive operator
valued functions of variable 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋) in ℓ2, if their correlation functions 𝑅𝜁(𝑗)
and 𝑅𝜃(𝑗) can be represented in the form

⟨𝑅𝜁(𝑗)𝑒𝑘, 𝑒𝑛⟩ =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑒𝑖𝑗𝜆⟨𝑓(𝜆)𝑒𝑘, 𝑒𝑛⟩𝑑𝜆,

⟨𝑅𝜃(𝑗)𝑒𝑘, 𝑒𝑛⟩ =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑒𝑖𝑗𝜆⟨𝑔(𝜆)𝑒𝑘, 𝑒𝑛⟩𝑑𝜆, 𝑘, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Spectral densities 𝑓(𝜆), 𝑔(𝜆) a.e. on [−𝜋, 𝜋) are kernel operators with integrable
kernel norms:

∞∑︁
𝑘=1

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
⟨𝑓(𝜆)𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩𝑑𝜆 = ‖𝜁𝑗‖2𝐻 = 𝑃𝜁 ,

∞∑︁
𝑘=1

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
⟨𝑔(𝜆)𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩𝑑𝜆 = ‖𝜃𝑗‖2𝐻 = 𝑃𝜃.
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Hilbert space projection method of linear interpolation.
Let consider the problem of mean square optimal linear estimation of the func-

tional

𝐴𝑠𝜁 =
𝑠−1∑︁
𝑙=0

𝑀𝑙+𝑁𝑙+1∫︁
𝑀𝑙

𝑎(𝑡)𝜁(𝑡)𝑑𝑡,

which depends on the unknown values of a periodically correlated stochastic process
𝜁(𝑡). The estimation is based on observations of the process 𝜁(𝑡) + 𝜃(𝑡) at points 𝑡 ∈
R ∖ 𝑆, 𝑆 =

⋃︀𝑠−1
𝑙=0 [𝑀𝑙,𝑀𝑙 +𝑁𝑙+1], 𝑀𝑙 =

∑︀𝑙
𝑘=0(𝑁𝑘 +𝐾𝑘), 𝑁0 = 𝐾0 = 0. Process 𝜃(𝑡)

is uncorrelated with 𝜁(𝑡) periodically correlated process. The function 𝑎(𝑡), 𝑡 ∈ R,
satisfies the condition

∑︀𝑠−1
𝑙=0

∫︀𝑀𝑙+𝑁𝑙+1

𝑀𝑙
|𝑎(𝑡)|𝑑𝑡 <∞.

We assume that length of each interval of observations is a multiple of the period
𝑇 and the length of each interval of missed observations is a multiple of 𝑇 , what
means that

𝐾1 = 𝑇 ·𝐾𝑇
1 , 𝐾2 = 𝑇 ·𝐾𝑇

2 , . . . , 𝐾𝑠−1 = 𝑇 ·𝐾𝑇
𝑠−1,

𝑁1 = 𝑇 ·𝑁𝑇
1 , 𝑁2 = 𝑇 ·𝑁𝑇

2 , . . . , 𝑁𝑠 = 𝑇 ·𝑁𝑇
𝑠 ,

respectively. The set which corresponds to the set 𝑆 is of the form

̃︀𝑆 =
𝑠−1⋃︁
𝑙=0

{︀
𝑀𝑇

𝑙 , ...,𝑀
𝑇
𝑙 +𝑁𝑇

𝑙+1 − 1
}︀
.

The functional 𝐴𝑠𝜁 can be written as

𝐴𝑠𝜁 =
𝑠−1∑︁
𝑙=0

∫︁ 𝑀𝑙+𝑁𝑙+1

𝑀𝑙

𝑎(𝑡)𝜁(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑠−1∑︁
𝑙=0

𝑀𝑇
𝑙 +𝑁𝑇

𝑙+1−1∑︁
𝑗=𝑀𝑇

𝑙

∫︁ 𝑇

0

𝑎(𝑢+ 𝑗𝑇 )𝜁(𝑢+ 𝑗𝑇 )𝑑𝑢,

where 𝑀𝑙 = 𝑇 ·𝑀𝑇
𝑙 , 𝑙 = 0, ..., 𝑠− 1.

Denoting by 𝑎(𝑢 + 𝑗𝑇 ) = 𝑎𝑗(𝑢), 𝜁(𝑢 + 𝑗𝑇 ) = 𝜁𝑗(𝑢), 𝑗 ∈ ̃︀𝑆, 𝑢 ∈ [0, 𝑇 ), and
taking into account the decomposition (3) of generated vector stationary sequence
{𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z}, [18], the functional 𝐴𝑠𝜁 can be written as

𝐴𝑠𝜁 =
𝑠−1∑︁
𝑙=0

𝑀𝑇
𝑙 +𝑁𝑇

𝑙+1−1∑︁
𝑗=𝑀𝑇

𝑙

∫︁ 𝑇

0

𝑎(𝑢+ 𝑗𝑇 )𝜁(𝑢+ 𝑗𝑇 )𝑑𝑢 =

=
𝑠−1∑︁
𝑙=0

𝑀𝑇
𝑙 +𝑁𝑇

𝑙+1−1∑︁
𝑗=𝑀𝑇

𝑙

(︃
𝑎1𝑗𝜁1𝑗 +

∞∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛+(−1)𝑛,𝑗 𝜁𝑛𝑗

)︃
=

𝑠−1∑︁
𝑙=0

𝑀𝑇
𝑙 +𝑁𝑇

𝑙+1−1∑︁
𝑗=𝑀𝑇

𝑙

𝑎⃗⊤𝑗 𝜁𝑗,

where vectors 𝑎⃗𝑗 have the special form

𝑎⃗𝑗 = (𝑎𝑘𝑗, 𝑘 = 1, 2, . . . )⊤ = (𝑎1𝑗, 𝑎3𝑗, 𝑎2𝑗, . . . , 𝑎2𝑘+1,𝑗, 𝑎2𝑘,𝑗, . . . )
⊤, 𝑗 ∈ 𝑆,

where 𝑎𝑘𝑗 = ⟨𝑎𝑗, ̃︀𝑒𝑘⟩ = 1√
𝑇

∫︀ 𝑇
0
𝑎𝑗(𝑣)𝑒−2𝜋𝑖{(−1)𝑘[ 𝑘2 ]}𝑣/𝑇𝑑𝑣, 𝜁𝑗 = (𝜁𝑘𝑗, 𝑘 = 1, 2, . . . )⊤, 𝑗 ∈̃︀𝑆, is generated vector stationary sequence.
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Let us assume that coefficients {𝑎⃗𝑗, 𝑗 ∈ ̃︀𝑆} satisfy conditions

‖𝑎⃗𝑗‖ <∞, ‖𝑎⃗𝑗‖2 =
∞∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘𝑗|2, 𝑗 ∈ 𝑆. (5)

On condition (5) functional 𝐴𝑠𝜁 has finite second moment.
Let the spectral densities 𝑓 𝜁(𝜆) and 𝑓 𝜃(𝜆) satisfy the minimality condition∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑇𝑟
[︀
(𝑓 𝜁(𝜆) + 𝑓 𝜃(𝜆))−1

]︀
𝑑𝜆 < +∞. (6)

Condition (6) is necessary and sufficient in order that the error-free interpolation of
the unknown values of the sequence 𝜁𝑗 + 𝜃𝑗 is impossible, [19].

Denote by 𝐿2(𝑓) the Hilbert space of vector valued functions 𝑏⃗(𝜆) = {𝑏𝜈(𝜆)}∞𝜈=1

that are square integrable with respect to a measure with the density 𝑓(𝜆) =

{𝑓𝜈𝜇(𝜆)}∞𝜈,𝜇=1:
∫︀ 𝜋
−𝜋 𝑏⃗

⊤(𝜆)𝑓(𝜆)⃗𝑏(𝜆)𝑑𝜆 =
∫︀ 𝜋
−𝜋
∑︀∞

𝜈,𝜇=1 𝑏𝜈(𝜆)𝑓𝜈𝜇(𝜆)𝑏𝜇(𝜆)𝑑𝜆 < +∞.
Denote by 𝐿𝑠2(𝑓) the subspace in 𝐿2(𝑓) generated by the functions 𝑒𝑖𝑗𝜆𝛿𝜈 , 𝛿𝜈 =

{𝛿𝜈𝜇}∞𝜇=1 , 𝑗 ∈ Z ∖ ̃︀𝑆, 𝜈 = 1, . . . , where 𝛿𝜈𝜈 = 1, 𝛿𝜈𝜇 = 0 for 𝜈 ̸= 𝜇.
Every mean-square optimal linear estimate ̂︂𝐴𝑠𝜁 of the functional 𝐴𝑠𝜁 from ob-

servations of the sequence 𝜁𝑗 + 𝜃𝑗 at points 𝑗 ∈ Z ∖ ̃︀𝑆 has the form

̂︂𝐴𝑠𝜁 =

∫︁ 𝜋

−𝜋
ℎ⃗⊤(𝑒𝑖𝜆)(𝑍𝜁(𝑑𝜆) + 𝑍𝜃(𝑑𝜆)) =

∫︁ 𝜋

−𝜋

∞∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈(𝑒
𝑖𝜆)(𝑍𝜁

𝜈 (𝑑𝜆) + 𝑍𝜃
𝜈 (𝑑𝜆)), (7)

where 𝑍𝜁(∆) =
{︀
𝑍𝜁
𝜈 (∆)

}︀∞
𝜈=1

and 𝑍𝜃(∆) =
{︀
𝑍𝜃
𝜈 (∆)

}︀∞
𝜈=1

are orthogonal random
measures of the sequences 𝜁𝑗 and 𝜃𝑗, and ℎ⃗(𝑒𝑖𝜆) =

{︀
ℎ𝜈(𝑒

𝑖𝜆)
}︀∞
𝜈=1

is the spectral
characteristic of the estimate ̂︂𝐴𝑠𝜁. The function ℎ⃗(𝑒𝑖𝜆) ∈ 𝐿𝑠2(𝑓 𝜁 + 𝑓 𝜃).

The mean square error ∆(⃗ℎ; 𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃) of the estimate ̂︂𝐴𝑠𝜁 is calculated by the
formula

∆(⃗ℎ; 𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃) = 𝐸|𝐴𝑠𝜁 −̂︂𝐴𝑠𝜁|2 =

=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

[︁
𝐴𝑠(𝑒

𝑖𝜆)− ℎ⃗(𝑒𝑖𝜆)
]︁⊤
𝑓 𝜁(𝜆)

[︁
𝐴𝑠(𝑒𝑖𝜆)− ℎ⃗(𝑒𝑖𝜆)

]︁
𝑑𝜆+

1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

ℎ⃗⊤(𝑒𝑖𝜆)𝑓 𝜃(𝜆)⃗ℎ(𝑒𝑖𝜆)𝑑𝜆,

(8)
where 𝐴𝑠(𝑒𝑖𝜆) =

∑︀𝑠−1
𝑙=0

∑︀𝑀𝑇
𝑙 +𝑁𝑇

𝑙+1−1

𝑗=𝑀𝑇
𝑙

𝑎⃗𝑗𝑒
𝑖𝑗𝜆.

The spectral characteristic ℎ⃗(𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃) of the optimal linear estimate of 𝐴𝑠𝜁 mini-
mizes the mean square error

∆(𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃) = ∆(⃗ℎ(𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃); 𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃) = min
ℎ⃗∈𝐿𝑠

2(𝑓
𝜁+𝑓𝜃)

∆(⃗ℎ; 𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃) = min̂︂𝐴𝑠𝜁

E|𝐴𝑠𝜁−̂︂𝐴𝑠𝜁|2. (9)

Optimal estimate ̂︂𝐴𝑠𝜁 is a solution of optimization problem (9). With the help
of the Hilbert space projection method proposed by A. N. Kolmogorov, [7], we can
find a solution of the optimization problem (9). The optimal linear estimate ̂︂𝐴𝑠𝜁 is
a projection of the functional 𝐴𝑠𝜁 on the subspace 𝐻−[𝜁 + 𝜃] = 𝐻−[𝜁𝑘𝑗 + 𝜃𝑘𝑗, 𝑗 ∈
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Z∖̃︀𝑆, 𝑘 = 1, 2, . . . ] of the Hilbert space 𝐻 = {𝜉 : E𝜉 = 0, E|𝜉|2 <∞}. The projection
is characterized by the following conditions: 1)̂︂𝐴𝑠𝜁 ∈ 𝐻−[𝜁 + 𝜃], 2)𝐴𝑠𝜁 −̂︂𝐴𝑠𝜁 ⊥
𝐻−[𝜁 + 𝜃].

From condition 2) it follows that

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

(︀
𝐴⊤
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)𝑓 𝜁(𝜆)− ℎ⊤(𝑒𝑖𝜆)(𝑓 𝜁(𝜆) + 𝑓 𝜃(𝜆))

)︀
𝑒−𝑖𝑗𝜆𝑑𝜆 = 0, 𝑗 ∈ Z ∖ ̃︀𝑆. (10)

From (10) we can derive the formula for the spectral characteristic of the optimal
estimate

ℎ⃗⊤(𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃) =
(︀
𝐴⊤
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)𝑓 𝜁(𝜆)− 𝐶⊤

𝑠 (𝑒𝑖𝜆)
)︀ [︀
𝑓 𝜁(𝜆) + 𝑓 𝜃(𝜆)

]︀−1
=

= 𝐴⊤
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)−

(︀
𝐴⊤
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)𝑓 𝜃(𝜆) + 𝐶⊤

𝑠 (𝑒𝑖𝜆)
)︀ [︀
𝑓 𝜁(𝜆) + 𝑓 𝜃(𝜆)

]︀−1
, (11)

where 𝐶𝑠(𝑒𝑖𝜆) =
∑︀𝑠−1

𝑙=0

∑︀𝑀𝑇
𝑙 +𝑁𝑇

𝑙+1−1

𝑘𝑙=𝑀
𝑇
𝑙

𝑐⃗𝑘𝑙𝑒
𝑖𝑘𝑙𝜆, column-vectors of unknown coefficients

𝑐⃗𝑘𝑙 = (𝑐𝑘𝑘𝑙 , 𝑘 ≥ 1) = (𝑐1𝑘𝑙 , 𝑐2𝑘𝑙 , . . . )
⊤ , 𝑙 = 0, . . . , 𝑠− 1, 𝑘𝑙 = 𝑀𝑇

𝑙 , . . . ,𝑀
𝑇
𝑙 +𝑁𝑇

𝑙+1− 1.
Condition 1) is satisfied when the system of equalities∫︁ 𝜋

−𝜋
ℎ⃗⊤(𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃)𝑒−𝑖𝑗𝜆𝑑𝜆 = 0, 𝑗 ∈ ̃︀𝑆, (12)

holds true.
Let us define operators D𝑠, B𝑠 that are determined by matrices

D𝑠 =

⎛⎜⎜⎝
𝐷00 𝐷01 . . . 𝐷0,𝑠−1

𝐷10 𝐷11 . . . 𝐷1,𝑠−1

. . . . . . . . . . . .
𝐷𝑠−1,0 𝐷𝑠−1,1 . . . 𝐷𝑠−1,𝑠−1

⎞⎟⎟⎠ , B𝑠 =

⎛⎜⎜⎝
𝐵00 𝐵01 . . . 𝐵0,𝑠−1

𝐵10 𝐵11 . . . 𝐵1,𝑠−1

. . . . . . . . . . . .
𝐵𝑠−1,0 𝐵𝑠−1,1 . . . 𝐵𝑠−1,𝑠−1

⎞⎟⎟⎠ ,

constructed from block-matrices

𝐷𝑚𝑛 = {𝐷𝑚𝑛(𝑘, 𝑗)}𝑀
𝑇
𝑚+𝑁𝑇

𝑚+1−1

𝑘=𝑀𝑇
𝑚

𝑀𝑇
𝑛 +𝑁𝑇

𝑛+1−1

𝑗=𝑀𝑇
𝑛

, 𝐵𝑚𝑛 = {𝐵𝑚𝑛(𝑘, 𝑗)}𝑀
𝑇
𝑚+𝑁𝑇

𝑚+1−1

𝑘=𝑀𝑇
𝑚

𝑀𝑇
𝑛 +𝑁𝑇

𝑛+1−1

𝑗=𝑀𝑇
𝑛

,

𝑚, 𝑛 = 0, . . . , 𝑠− 1,

with elements

𝐷𝑚𝑛(𝑘, 𝑗) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

[︀
𝑓 𝜁(𝜆)(𝑓 𝜁(𝜆) + 𝑓 𝜃(𝜆))−1

]︀⊤
𝑒𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝑑𝜆,

𝐵𝑚𝑛(𝑘, 𝑗) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

[︀
(𝑓 𝜁(𝜆) + 𝑓 𝜃(𝜆))−1

]︀⊤
𝑒𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝑑𝜆,

𝑘 = 𝑀𝑇
𝑚, . . . ,𝑀

𝑇
𝑚 +𝑁𝑇

𝑚+1 − 1, 𝑗 = 𝑀𝑇
𝑛 , . . . ,𝑀

𝑇
𝑛 +𝑁𝑇

𝑛+1 − 1, 𝑚, 𝑛 = 0, . . . , 𝑠− 1.

With the help of the defined operators, relation (12) can be written in the form
of the equation

D𝑠𝑎⃗𝑠 = B𝑠𝑐⃗𝑠, (13)

where 𝑎⃗𝑠, 𝑐⃗𝑠 are column-vectors

𝑎⃗𝑠 =
(︁
𝑎⃗⊤0 , . . . , 𝑎⃗

⊤
𝑁𝑇

1 −1, 𝑎⃗
⊤
𝑀𝑇

1
. . . , 𝑎⃗⊤𝑀𝑇

1 +𝑁𝑇
2 −1, . . . , 𝑎⃗

⊤
𝑀𝑇

𝑠−1
, . . . , 𝑎⃗⊤𝑀𝑇

𝑠−1+𝑁
𝑇
𝑠 −1

)︁⊤
,
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𝑐⃗𝑠 =
(︁
𝑐⃗⊤0 , . . . , 𝑐⃗

⊤
𝑁𝑇

1 −1, 𝑐⃗
⊤
𝑀𝑇

1
. . . , 𝑐⃗⊤𝑀𝑇

1 +𝑁𝑇
2 −1, . . . , 𝑐⃗

⊤
𝑀𝑇

𝑠−1
, . . . , 𝑐⃗⊤𝑀𝑇

𝑠−1+𝑁
𝑇
𝑠 −1

)︁⊤
.

If the inverse matrix for the block-matrix B𝑠 exists, the unknown components 𝑐⃗𝑘𝑙 , 𝑙 =
0, . . . , 𝑠 − 1, 𝑘𝑙 = 𝑀𝑇

𝑙 , . . . ,𝑀
𝑇
𝑙 + 𝑁𝑇

𝑙+1 − 1, of vector 𝑐⃗𝑠 are determined from the
equation (13).

The mean-square error of the optimal estimate ̂︂𝐴𝑠𝜁 is calculated by the formula
(8) and is of the form

∆(𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃) = ⟨⃗𝑎𝑠,R𝑠𝑎⃗𝑠⟩+ ⟨𝑐⃗𝑠,B𝑠𝑐⃗𝑠⟩, (14)

where ⟨𝑎, 𝑏⟩ denotes the scalar product, R𝑠 is the linear operator determined by
matrix R𝑠 = {𝑅𝑚𝑛}𝑠−1

𝑚.𝑛=0 composed with block-matrices

𝑅𝑚𝑛 = {𝑅𝑚𝑛(𝑘, 𝑗)}𝑀
𝑇
𝑚+𝑁𝑇

𝑚+1−1

𝑘=𝑀𝑇
𝑚

𝑀𝑇
𝑛 +𝑁𝑇

𝑛+1−1

𝑗=𝑀𝑇
𝑛

, 𝑚, 𝑛 = 0, . . . , 𝑠− 1,

with elements

𝑅𝑚𝑛(𝑘, 𝑗) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

[︀
𝑓 𝜁(𝜆)(𝑓 𝜁(𝜆) + 𝑓 𝜃(𝜆))−1𝑓 𝜃(𝜆)

]︀⊤
𝑒𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝑑𝜆,

𝑘 = 𝑀𝑇
𝑚, . . . ,𝑀

𝑇
𝑚 +𝑁𝑇

𝑚+1 − 1, 𝑗 = 𝑀𝑇
𝑛 + 1, . . . ,𝑀𝑇

𝑛 +𝑁𝑇
𝑛+1 − 1.

The following statement holds true.

Theorem 1. Let {𝜁(𝑡), 𝑡 ∈ R} and {𝜃(𝑡), 𝑡 ∈ R} be mutually uncorrelated PC
processes such that stationary sequences {𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z} and {𝜃𝑗, 𝑗 ∈ Z}, which are
built by relations (1), (2), respectively, have spectral density matrices 𝑓 𝜁(𝜆) and
𝑓 𝜃(𝜆). Assume that the matrices 𝑓 𝜁(𝜆) and 𝑓 𝜃(𝜆) satisfy the minimality condition
(6). Let coefficients {𝑎⃗𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . . } that determine the functional 𝐴𝑠𝜁 satisfy
conditions (5). Then the spectral characteristic ℎ⃗(𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃) and the mean square error
∆(𝑓 𝜁 , 𝑓 𝜃) of the optimal estimate of the functional 𝐴𝑠𝜁 from observations of the
process 𝜁(𝑡) + 𝜃(𝑡) at points 𝑡 ∈ R ∖𝑆 are given by (11), (14). The optimal estimatê︂𝐴𝑠𝜁 of the functional 𝐴𝑠𝜁 is calculated by the formula (7).

In the case of observations without noise we have the following corollary.

Corollary 1. Let {𝜁(𝑡), 𝑡 ∈ R} be a PC process such that stationary sequence
{𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z}, which is built by relations (1), has spectral density matrix 𝑓 𝜁(𝜆). Assume
that the matrix 𝑓 𝜁(𝜆) satisfies the minimality condition∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑇𝑟
[︀
(𝑓 𝜁(𝜆))−1

]︀
𝑑𝜆 < +∞. (15)

Let coefficients {𝑎⃗𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . . } that determine the functional 𝐴𝑠𝜁 satisfy conditions
(5). The spectral characteristic ℎ⃗(𝑓 𝜁) and the mean square error ∆(𝑓 𝜁) of the optimal
linear estimate of the functional 𝐴𝑠𝜁 based on observations of the process 𝜁(𝑡) at
points 𝑡 ∈ R ∖ 𝑆, are calculated by formulas

ℎ⃗⊤(𝑓 𝜁) = 𝐴⊤
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)− 𝐶⊤

𝑠 (𝑒𝑖𝜆)
[︀
𝑓 𝜁(𝜆)

]︀−1
, (16)

∆(𝑓 𝜁) = ⟨𝑐⃗𝑠, 𝑎⃗𝑠⟩, (17)
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where 𝑎⃗𝑠, 𝑐⃗𝑠 are column-vectors, components of vector 𝑐⃗𝑠 are determined from the
equation B𝑠𝑐⃗𝑠 = 𝑎⃗𝑠, if the inverse matrix for B𝑠 exists. Operator B𝑠 is constructed
from block-matrices 𝐵𝑚𝑛 = {𝐵𝑚𝑛(𝑘, 𝑗)}𝑀

𝑇
𝑚+𝑁𝑇

𝑚+1−1

𝑘=𝑀𝑇
𝑚

𝑀𝑇
𝑛 +𝑁𝑇

𝑛+1−1

𝑗=𝑀𝑇
𝑛

, 𝑚, 𝑛 = 0, . . . , 𝑠 − 1,

with elements which are the Fourier coefficients of the matrix function
[︀
(𝑓 𝜁(𝜆))−1

]︀⊤:

𝐵𝑚𝑛(𝑘, 𝑗) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

[︀
(𝑓 𝜁(𝜆))−1

]︀⊤
𝑒𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝑑𝜆,

𝑘 = 𝑀𝑇
𝑚, . . . ,𝑀

𝑇
𝑚 +𝑁𝑇

𝑚+1 − 1, 𝑗 = 𝑀𝑇
𝑛 , . . . ,𝑀

𝑇
𝑛 +𝑁𝑇

𝑛+1 − 1, 𝑚, 𝑛 = 0, . . . , 𝑠− 1.

Minimax (robust) method of linear interpolation.
Let 𝑓(𝜆) and 𝑔(𝜆) be the spectral density matrices of generated stationary se-

quences 𝜁𝑗 and 𝜃𝑗, which are built by relations (1), (2), respectively.
Formulas (11), (14) and (16), (17) may be applied for finding the spectral char-

acteristic and the mean square error of the optimal linear estimate of the functional
𝐴𝑠𝜁 only under the condition that the spectral density matrices 𝑓(𝜆) and 𝑔(𝜆) are
exactly known. But when the density matrices are not known exactly while a set
𝐷 = 𝐷𝑓 × 𝐷𝑔 of admissible spectral densities is given, the minimax (robust) ap-
proach to estimation of functionals from unknown values of stationary sequences is
used. In this case we find the estimate which minimizes the mean square error for
all spectral densities from the given set simultaneously.

Definition 2. For a given class of pairs of spectral densities 𝐷 = 𝐷𝑓 ×𝐷𝑔 the
spectral density matrices 𝑓 0(𝜆) ∈ 𝐷𝑓 , 𝑔0(𝜆) ∈ 𝐷𝑔 are called the least favorable in 𝐷
for the optimal linear estimation of the functional 𝐴𝑠𝜁 if

∆(𝑓 0, 𝑔0) = ∆(⃗ℎ(𝑓 0, 𝑔0); 𝑓 0, 𝑔0) = max
(𝑓,𝑔)∈𝐷

∆(⃗ℎ(𝑓, 𝑔); 𝑓, 𝑔).

Definition 3. For a given class of pairs of spectral densities 𝐷 = 𝐷𝑓 ×𝐷𝑔 the
spectral characteristic ℎ⃗0(𝜆) of the optimal linear estimate of the functional 𝐴𝑠𝜁 is
called minimax (robust) if

ℎ⃗0(𝜆) ∈ 𝐻𝐷 =
⋂︁

(𝑓,𝑔)∈𝐷

𝐿𝑠2(𝑓 + 𝑔),

min
ℎ⃗∈𝐻𝐷

max
(𝑓,𝑔)∈𝐷

∆(⃗ℎ; 𝑓, 𝑔) = max
(𝑓,𝑔)∈𝐷

∆(⃗ℎ0; 𝑓, 𝑔).

Taking into consideration these definitions and the obtained relations we can
verify that the following lemmas hold true.

Lemma 1. The spectral density matrices 𝑓 0(𝜆) ∈ 𝐷𝑓 , 𝑔0(𝜆) ∈ 𝐷𝑔, that satisfy
condition (6), are the least favorable in D for the optimal linear estimation of 𝐴𝑠𝜁,
if the Fourier coefficients of the matrix functions (𝑓 0(𝜆) +𝑔0(𝜆))−1, 𝑓 0(𝜆)(𝑓 0(𝜆) +
𝑔0(𝜆))−1, 𝑓 0(𝜆)(𝑓 0(𝜆) + 𝑔0(𝜆))−1𝑔0(𝜆) define matrices B𝑠

0,D𝑠
0,R𝑠

0, that deter-
mine a solution of the constrained optimization problem

max
(𝑓,𝑔)∈𝐷

(⟨⃗𝑎𝑠,R𝑠𝑎⃗𝑠⟩+ ⟨(B𝑠)
−1D𝑠𝑎⃗𝑠,D𝑠𝑎⃗𝑠⟩) = ⟨⃗𝑎𝑠,R𝑠

0𝑎⃗𝑠⟩+ ⟨(B𝑠
0)−1D𝑠

0𝑎⃗𝑠,D𝑠
0𝑎⃗𝑠⟩.

The minimax spectral characteristic ℎ⃗0 = ℎ⃗(𝑓 0, 𝑔0) is given by (11), if ℎ⃗(𝑓 0, 𝑔0) ∈
𝐻𝐷.
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Lemma 2. The spectral density matrix 𝑓 0(𝜆) ∈ 𝐷𝑓 , that satisfies condition
(15), is the least favorable in 𝐷𝑓 for the optimal linear estimation of 𝐴𝑠𝜁 based on
observations of the process 𝜁(𝑡) at points 𝑡 ∈ R ∖ 𝑆, if the Fourier coefficients of the
matrix function (𝑓 0(𝜆))−1 define the matrix B𝑠

0, that determine a solution of the
constrained optimization problem

max
𝑓∈𝐷𝑓

⟨(B𝑠)
−1𝑎⃗𝑠, 𝑎⃗𝑠⟩ = ⟨(B𝑠

0)−1𝑎⃗𝑠, 𝑎⃗𝑠⟩.

The minimax spectral characteristic ℎ⃗0 = ℎ⃗(𝑓 0) is given by (16), if ℎ⃗(𝑓 0) ∈ 𝐻𝐷.

The least favorable spectral densities 𝑓 0(𝜆) ∈ 𝐷𝑓 , 𝑔0(𝜆) ∈ 𝐷𝑔 and the minimax
spectral characteristic ℎ⃗0 = ℎ⃗(𝑓 0, 𝑔0) form a saddle point of the function ∆(⃗ℎ; 𝑓, 𝑔)
on the set 𝐻𝐷 ×𝐷. The saddle point inequalities

∆(⃗ℎ0; 𝑓, 𝑔) ≤ ∆(⃗ℎ0; 𝑓 0, 𝑔0) ≤ ∆(⃗ℎ; 𝑓 0, 𝑔0), ∀ℎ⃗ ∈ 𝐻𝐷,∀𝑓 ∈ 𝐷𝑓 ,∀𝑔 ∈ 𝐷𝑔

hold when ℎ⃗0 = ℎ⃗(𝑓 0, 𝑔0), ℎ⃗(𝑓 0, 𝑔0) ∈ 𝐻𝐷 and (𝑓 0, 𝑔0) is a solution of the constrained
optimization problem

sup
(𝑓,𝑔)∈𝐷𝑓×𝐷𝑔

∆
(︁
ℎ⃗(𝑓 0, 𝑔0); 𝑓, 𝑔

)︁
= ∆

(︁
ℎ⃗(𝑓 0, 𝑔0); 𝑓 0, 𝑔0

)︁
. (18)

The linear functional ∆(⃗ℎ(𝑓 0, 𝑔0); 𝑓, 𝑔) is calculated by the formula

∆(⃗ℎ(𝑓 0, 𝑔0); 𝑓, 𝑔) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

(︀
𝐴𝑠(𝑒

𝑖𝜆)𝑔0(𝜆) + 𝐶0
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)

)︀⊤
(𝑓 0(𝜆) + 𝑔0(𝜆))−1𝑓(𝜆)×

(𝑓 0(𝜆) + 𝑔0(𝜆))−1(𝐴𝑠(𝑒𝑖𝜆)𝑔0(𝜆) + 𝐶0
𝑠 (𝑒𝑖𝜆))𝑑𝜆+

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

(︀
𝐴𝑠(𝑒

𝑖𝜆)𝑓 0(𝜆)− 𝐶0
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)

)︀⊤×
(𝑓 0(𝜆) + 𝑔0(𝜆))−1𝑔(𝜆)(𝑓 0(𝜆) + 𝑔0(𝜆))−1(𝐴𝑠(𝑒𝑖𝜆)𝑓 0(𝜆)− 𝐶0

𝑠 (𝑒𝑖𝜆))𝑑𝜆.

In the case of estimation of the functional based on observations without noise
we have the following statement.

Lemma 3. Let 𝑓 0(𝜆) satisfies the condition (15) and be a solution of the con-
strained optimization problem

∆(⃗ℎ(𝑓 0); 𝑓)→ 𝑠𝑢𝑝, 𝑓(𝜆) ∈ 𝐷𝑓 , (19)

∆(⃗ℎ(𝑓 0); 𝑓) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

(︀
𝐶0
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)

)︀⊤
(𝑓 0(𝜆))−1𝑓(𝜆)(𝑓 0(𝜆))−1(𝐶0

𝑠 (𝑒𝑖𝜆))𝑑𝜆.

Then 𝑓 0(𝜆) is the least favorable spectral density matrix for the optimal linear es-
timation of 𝐴𝑠𝜁 based on observations of the process 𝜁(𝑡) at points 𝑡 ∈ R ∖ 𝑆. The
minimax spectral characteristic ℎ⃗0 = ℎ⃗(𝑓 0) is given by (16), if ℎ⃗(𝑓 0) ∈ 𝐻𝐷.

The least favorable spectral densities in 𝐷−
0 .

Let {𝜁(𝑡), 𝑡 ∈ R} be a PC process such that stationary sequence {𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z},
which is built by relations (1), has spectral density matrix 𝑓 𝜁(𝜆). Assume that
the length of each interval of observations is a multiple of the period 𝑇 : 𝐾1 =
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𝑇 ·𝐾𝑇
1 , 𝐾2 = 𝑇 ·𝐾𝑇

2 , . . . , 𝐾𝑠−1 = 𝑇 ·𝐾𝑇
𝑠−1, and the length of each interval of missed

observations is a multiple of 𝑇 : 𝑁1 = 𝑇 ·𝑁𝑇
1 , 𝑁2 = 𝑇 ·𝑁𝑇

2 , . . . , 𝑁𝑠 = 𝑇 ·𝑁𝑇
𝑠 .

Consider the problem of minimax estimation of the functional 𝐴𝑠𝜁 from obser-
vations of the process 𝜁(𝑡) at points 𝑡 ∈ R ∖ 𝑆 without noise, under the condition
that the spectral density matrix 𝑓(𝜆) of generated stationary sequence 𝜁𝑗 belongs
to the set

𝐷−
0 =

{︂
𝑓(𝜆)| 1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓−1(𝜆)𝑑𝜆 = 𝑃

}︂
,

where 𝑃 = {𝑝𝜈𝜇}∞𝜈,𝜇=1 is a given positive definite matrix and 𝑑𝑒𝑡𝑃 ̸= 0.
With the help of Lemma 3 and the method of Lagrange multipliers we can

find that a solution 𝑓 0(𝜆) of the constrained optimization problem (19) satisfy the
following relation: [︀

(𝑓 0(𝜆))−1
]︀⊤
𝐶0
𝑠 (𝑒𝑖𝜆) =

[︀
(𝑓 0(𝜆))−1

]︀⊤
𝛼⃗, (20)

where 𝛼⃗ = {𝛼𝑘}∞𝑘=1 – a vector of Lagrange multipliers, 𝐶0
𝑠 (𝑒𝑖𝜆) =∑︀𝑠−1

𝑙=0

∑︀𝑀𝑇
𝑙 +𝑁𝑇

𝑙+1−1

𝑗=𝑀𝑇
𝑙

𝑐⃗𝑗
0𝑒𝑖𝑗𝜆, 𝑐⃗𝑠

0 = {(𝑐⃗𝑗0)⊤}𝑗∈̃︀𝑆 – column-vector of unknown coefficients

𝑐⃗𝑗
0, 𝑗 ∈ 𝑆, which are determined from relation B0

𝑠 𝑐⃗𝑠
0 = 𝑎⃗𝑠, the matrix B0

𝑠 is con-
structed from the Fourier coefficients of the matrix function [(𝑓 0(𝜆))−1]

⊤:

𝐵0
𝑠 (𝑘, 𝑗) = 𝑅⊤(𝑘 − 𝑗) =

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

[︀
(𝑓 0(𝜆))−1

]︀⊤
𝑒𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝑑𝜆, 𝑘, 𝑗 ∈ 𝑆,

The Fourier coefficients 𝑅(𝑘) = 𝑅*(−𝑘), 𝑘 ∈ 𝑆, found from the equation B0
𝑠𝛼⃗𝑠 =

𝑎⃗𝑠, for 𝛼⃗𝑠 = (𝛼⃗, 0⃗, . . . , 0⃗, . . . )⊤, satisfy relation (20) and B0
𝑠 𝑐⃗𝑠

0 = 𝑎⃗𝑠. From equations
above we obtain that

𝑅(𝑘) =

{︃
𝑃 (⃗𝑎0)

−1𝑎⃗⊤𝑘 , 𝑘 ∈ 𝑆,
0, 𝑘 ∈ {0, . . . ,𝑀𝑇

𝑠−1 +𝑁𝑇
𝑠 − 1}∖𝑆,

where [(⃗𝑎0)
−1]

⊤ · 𝑎⃗0 = 1. The equality 𝑅(0) = 𝑃 follows as a consequence of the
restriction on the spectral densities from the class 𝐷−

0 .
Let the vector-valued sequence 𝑎⃗𝑘, 𝑘 ∈ 𝑆, be such that the matrix function

(𝑓 0(𝜆))−1 =
∑︀𝑀𝑇

𝑠−1+𝑁
𝑇
𝑠 −1

𝑘=−(𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1)

𝑅(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝜆 is positive definite and has nonzero deter-

minant. Then (𝑓 0(𝜆))−1 can be represented in the form, [20],

(𝑓 0(𝜆))−1 =

⎛⎝𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1∑︁

𝑘=0

𝑄(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝜆

⎞⎠ ·
⎛⎝𝑀𝑇

𝑠−1+𝑁
𝑇
𝑠 −1∑︁

𝑘=0

𝑄(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝜆

⎞⎠*

,

where 𝑄(𝑘) = 0 – zero matrix for 𝑘 ∈ {0, . . . ,𝑀𝑇
𝑠−1 + 𝑁𝑇

𝑠 − 1} ∖ 𝑆. Thus 𝑓 0(𝜆)
is the spectral density of the vector autoregression stochastic sequence of order
𝑀𝑇

𝑠−1 +𝑁𝑇
𝑠 − 1 generated by the equation

𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1∑︁

𝑘=0

𝑄(𝑘)𝜁𝑛−𝑘 = 𝜀⃗𝑛, (21)
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where 𝜀⃗𝑛 is a vector “white noise” sequence. The minimax spectral characteristic
ℎ⃗(𝑓 0) is given by

ℎ⃗(𝑓 0) = −
𝑀𝑇

𝑠−1+𝑁
𝑇
𝑠 −1∑︁

𝑘=1

𝑅(𝑘)(𝑃 𝑇 )−1𝑎⃗0𝑒
−𝑖𝑘𝜆. (22)

Hence the following theorem holds true.

Theorem 2. Let the sequence 𝑎⃗𝑗, 𝑗 ∈ ̃︀𝑆, which determine the linear functional
𝐴𝑠𝜁 from observations of the process 𝜁(𝑡) at points 𝑡 ∈ R ∖ 𝑆 without noise, be such
that the matrix function

∑︀𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1

𝑘=−(𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1)

𝑅(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝜆, where

𝑅(𝑘) = 𝑅*(−𝑘) =

{︃
𝑃 (⃗𝑎0)

−1𝑎⃗⊤𝑘 , 𝑘 ∈ 𝑆,
0, 𝑘 ∈ {0, . . . ,𝑀𝑇

𝑠−1 +𝑁𝑇
𝑠 − 1}∖𝑆,

is positive definite and has nonzero determinant. Then the least favorable in the class
𝐷−

0 spectral density for the optimal linear estimate of 𝐴𝑠𝜁 is given by the formula

𝑓 0(𝜆) =

⎛⎜⎝ 𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1∑︁

𝑘=−(𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1)

𝑅(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝜆

⎞⎟⎠
−1

. (23)

The minimax spectral characteristic ℎ⃗(𝑓 0) is given by (22).

The least favorable spectral densities in 𝐷−
𝑀 .

Let {𝜁(𝑡), 𝑡 ∈ R} be a PC process such that stationary sequence {𝜁𝑗, 𝑗 ∈ Z},
which is built by relations (1), has spectral density matrix 𝑓 𝜁(𝜆). Assume that
the length of each interval of observations is a multiple of the period 𝑇 : 𝐾1 =
𝑇 ·𝐾𝑇

1 , 𝐾2 = 𝑇 ·𝐾𝑇
2 , . . . , 𝐾𝑠−1 = 𝑇 ·𝐾𝑇

𝑠−1, and the length of each interval of missed
observations is a multiple of 𝑇 : 𝑁1 = 𝑇 ·𝑁𝑇

1 , 𝑁2 = 𝑇 ·𝑁𝑇
2 , . . . , 𝑁𝑠 = 𝑇 ·𝑁𝑇

𝑠 .
Consider the problem of minimax estimation of the functional 𝐴𝑠𝜁 from obser-

vations of the process 𝜁(𝑡) at points 𝑡 ∈ R ∖ 𝑆 without noise, under the condition
that the spectral density matrix 𝑓(𝜆) of generated stationary sequence 𝜁𝑗 belongs
to the set

𝐷−
0 =

{︂
𝑓(𝜆)| 1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓−1(𝜆) cos(𝑚𝜆)𝑑𝜆 = 𝑃 (𝑚), 𝑚 = 0, 1, ...,𝑀

}︂
,

where the sequence of matrices 𝑃 (𝑚) = {𝑃𝜈𝜇(𝑚)}∞𝜈,𝜇=1, 𝑃 (𝑚) = 𝑃 *(−𝑚), 𝑚 =

0, ...,𝑀, is such that the matrix function
∑︀𝑀

𝑚=−𝑀 𝑃 (𝑚)𝑒𝑖𝑚𝜆 is positive definite and
has the determinant that does not equal zero.

With the help of Lemma 3 and the method of Lagrange multipliers we can find
that solution 𝑓 0(𝜆) of the constrained optimization problem (19) satisfy the following
relation: [︀

(𝑓 0(𝜆))−1
]︀⊤
𝐶𝑠

0(𝑒𝑖𝜆)
(︀
𝐶𝑠

0(𝑒𝑖𝜆)
)︀* [︀

(𝑓 0(𝜆))−1
]︀⊤

=

=
[︀
(𝑓 0(𝜆))−1

]︀⊤(︃ 𝑀∑︁
𝑚=0

𝛼⃗𝑚𝑒
𝑖𝑚𝜆

)︃(︃
𝑀∑︁
𝑚=0

𝛼⃗𝑚𝑒
𝑖𝑚𝜆

)︃* [︀
(𝑓 0(𝜆))−1

]︀⊤
,

(24)
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where 𝛼⃗𝑚, 𝑚 = 0, 1, . . . ,𝑀 are Lagrange multipliers. Relation (24) holds true if

∑︁
𝑗∈𝑆

𝑐⃗𝑗
0𝑒𝑖𝑗𝜆 =

𝑀∑︁
𝑚=0

𝛼⃗𝑚𝑒
𝑖𝑚𝜆.

Consider two cases: 1) 𝑀 ≥𝑀𝑇
𝑠−1 +𝑁𝑇

𝑠 − 1 and 2) 𝑀 < 𝑀𝑇
𝑠−1 +𝑁𝑇

𝑠 − 1.
Let 1) 𝑀 ≥ 𝑀𝑇

𝑠−1 + 𝑁𝑇
𝑠 − 1. Then the Fourier coefficients of the function

(𝑓 0(𝜆)−1)
⊤ determine the matrix B0

𝑠 and 𝛼⃗𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠

= 𝛼⃗𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 +1 = ... = 𝛼⃗𝑀 = 0⃗.

Thus, extremum problem (19) is degenerate.
Let 𝛼⃗𝑀𝑇

𝑠−1+𝑁
𝑇
𝑠

= · · · = 𝛼⃗𝑀 = 0⃗ and 𝛼⃗𝑚 = 0, 𝑚 /∈ 𝑆, and 𝛼⃗0, . . . , 𝛼⃗𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1 find

from the equation B0
𝑠𝛼⃗

0
𝑠 = 𝑎⃗𝑠, where 𝛼⃗0

𝑠 =
(︁
𝛼⃗0, . . . , 𝛼⃗𝑀𝑇

𝑠−1+𝑁
𝑇
𝑠 −1

)︁⊤
. Then the least

favorable density satisfies the relation

𝑓 0(𝜆) =

(︃
𝑀∑︁

𝑚=−𝑀

𝑃 (𝑚)𝑒𝑖𝑚𝜆

)︃−1

=

(︃(︃
𝑀∑︁
𝑚=0

𝑄(𝑚)𝑒−𝑖𝑚𝜆

)︃(︃
𝑀∑︁
𝑚=0

𝑄(𝑚)𝑒−𝑖𝑚𝜆

)︃*)︃−1

(25)
This spectral density 𝑓 0(𝜆) is the density of the vector stochastic autoregression
sequence of the order 𝑀

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑄(𝑚)𝜁𝑙−𝑚 = 𝜀⃗𝑙. (26)

Let 2) 𝑀 < 𝑀𝑇
𝑠−1 + 𝑁𝑇

𝑠 − 1. Then the matrix B𝑠 is defined by the Fourier
coefficients of the function (𝑓(𝜆)−1)

⊤. Among them 𝑃 (𝑚),𝑚 ∈ {0, . . . ,𝑀} ∩ 𝑆,
are known and 𝑃 (𝑚),𝑚 ∈ 𝑆 ∖ {0, . . . ,𝑀}, are unknown. The unknown coefficients
𝛼⃗𝑚, 𝑚 ∈ {0, . . . ,𝑀} ∩ 𝑆 and 𝑃 (𝑚),𝑚 ∈ 𝑆 ∖ {0, . . . ,𝑀} we find from the equation

B𝑠𝛼⃗
0
𝑀 = 𝑎⃗𝑠, (27)

where 𝛼0
𝑀 = (𝛼⃗0, . . . , 𝛼⃗𝑀 ′ , 0⃗, . . . , 0⃗)⊤, 𝑀 ′ is defined from the relation {0, . . . ,𝑀} ∩

𝑆 = {0, . . . ,𝑀 ′}.
The equation (27) can be represented as a system of the following equations∑︀
𝑚∈{0,...,𝑀}∩𝑆 𝐵𝑠(𝑗,𝑚)𝛼⃗𝑚 = 𝑎⃗𝑗, 𝑗 ∈ 𝑆. From the first 𝑀 ′ equations we can find

coefficients 𝛼⃗0, . . . , 𝛼⃗𝑀 ′ and from the next equations we can find matrices 𝑃 (𝑚),𝑚 ∈
𝑆 ∖ {0, . . . ,𝑀}.

If the sequence of matrices 𝑃 (𝑚),𝑚 ∈ 𝑆, is such that 𝑃 (𝑚) = 𝑃 *(𝑚),𝑚 ∈ 𝑆,
the matrix function

∑︀𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1

𝑚=−(𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1)

𝑃 (𝑚)𝑒𝑖𝑚𝜆 is positive-definite and has the

determinant which does not equal zero identically, then the least favorable spectral
density 𝑓 0(𝜆) is defined by the formula

𝑓 0(𝜆) =

⎛⎜⎝ 𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1∑︁

𝑚=−(𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1)

𝑃 (𝑚)𝑒𝑖𝑚𝜆

⎞⎟⎠
−1

(28)

and 𝑓 0(𝜆) =
(︁(︁∑︀𝑀𝑇

𝑠−1+𝑁
𝑇
𝑠 −1

𝑚=0 𝑄(𝑚)𝑒−𝑖𝑚𝜆
)︁(︁∑︀𝑀𝑇

𝑠−1+𝑁
𝑇
𝑠 −1

𝑚=0 𝑄(𝑚)𝑒−𝑖𝑚𝜆
)︁*)︁−1

. This spec-
tral density 𝑓 0(𝜆) is the density of the vector stochastic autoregression sequence of
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the order 𝑀𝑇
𝑠−1 +𝑁𝑇

𝑠 − 1

𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1∑︁

𝑚=0

𝑄(𝑚)𝜁𝑙−𝑚 = 𝜀⃗𝑙. (29)

Thus, the following theorem holds true.

Theorem 3. If 𝑀 ≥𝑀𝑇
𝑠−1 +𝑁𝑇

𝑠 − 1 then the least favorable spectral density in
the class 𝐷−

𝑀 for the optimal estimation of the functional 𝐴𝑠𝜁 is defined by (25). It
is spectral density of the vector stochastic autoregression sequence (26) of order 𝑀 ,
that is determined by matrices 𝑃 (𝑚),𝑚 ∈ {0, 1, . . . ,𝑀}.

If 𝑀 < 𝑀𝑇
𝑠−1 + 𝑁𝑇

𝑠 − 1 and solutions 𝑃 (𝑚),𝑚 ∈ 𝑆 ∩ {0, 1, . . . ,𝑀}, of the
equation B𝑠𝛼⃗

0
𝑀 = 𝑎⃗𝑠 with coefficients 𝑃 (𝑚),𝑚 ∈ 𝑆∖{0, 1, . . . ,𝑀}, form a positive-

definite matrix function
∑︀𝑀𝑇

𝑠−1+𝑁
𝑇
𝑠 −1

𝑚=−(𝑀𝑇
𝑠−1+𝑁

𝑇
𝑠 −1)

𝑃 (𝑚)𝑒𝑖𝑚𝜆, with the determinant which

does not equal zero identically, then the spectral density (28) of the vector stochastic
autoregression sequence (29) of order 𝑀𝑇

𝑠−1 + 𝑁𝑇
𝑠 − 1 is the least favorable in the

class 𝐷−
𝑀 . The minimax spectral characteristic ℎ(𝑓 0) is calculated by the formula

(16).

3. Conclusions and prospects for further research. We propose formulas
for calculating the mean square error and the spectral characteristic of the optimal
linear estimate of the functional 𝐴𝑠𝜁 =

∑︀𝑠−1
𝑙=0

∫︀𝑀𝑙+𝑁𝑙+1

𝑀𝑙
𝑎(𝑡)𝜁(𝑡)𝑑𝑡 which depends

on the unknown values of a periodically correlated stochastic process 𝜁(𝑡). The
estimation is based on observations of the process 𝜁(𝑡) + 𝜃(𝑡) at points 𝑡 ∈ R ∖ 𝑆,
𝑆 =

⋃︀𝑠−1
𝑙=0 [𝑀𝑙,𝑀𝑙 + 𝑁𝑙+1], 𝑀𝑙 =

∑︀𝑙
𝑘=0(𝑁𝑘 + 𝐾𝑘), 𝑁0 = 𝐾0 = 0. Process 𝜃(𝑡) is

uncorrelated with 𝜁(𝑡) periodically correlated process.
The problem is considered under conditions of spectral certainty and spectral

uncertainty. In the first case the spectral density matrices 𝑓 𝜁(𝜆) and 𝑓 𝜃(𝜆) of the
generated vector stationary sequences are known exactly. In this case we derived
formulas for calculating the spectral characteristic and the mean-square error of the
optimal estimate of the functional. In the second case the spectral density matrices
are not exactly known, but a class 𝐷 = 𝐷𝑓 × 𝐷𝑔 of admissible spectral densities
is specified. Formulas that determine the least favorable spectral densities and the
minimax spectral characteristic of the optimal estimate of the functional 𝐴𝑠𝜁 are
proposed. The problem is investigated in details for classes 𝐷−

0 , 𝐷−
𝑀 of admissible

spectral densities.
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ПРО НАПIВГРУПУ ЕНДОМОРФIЗМIВ НАПIВГРУПИ 𝐵F2

𝜔 З
ДВОЕЛЕМЕНТНОЮ СIМ’ЄЮ F2 IНДУКТИВНИХ

НЕПОРОЖНIХ ПIДМНОЖИН У 𝜔

Ми дослiджуємо моноїд 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ) усiх ендоморфiзмiв бiциклiчного розширення
𝐵F2

𝜔 з двоелементною сiм’єю F2 iндуктивних непорожнiх пiдмножин у 𝜔. Знайдено пiд-
моноїд ⟨𝜛⟩1 у напiвгрупi 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ) такий, що кожен елемент напiвгрупи 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 )
однозначно зображається у виглядi добутку моноїдального ендоморфiзму напiвгрупи
𝐵F2

𝜔 та елемента з ⟨𝜛⟩1.

Ключовi слова: iнверсна напiвгрупа, бiциклiчний моноїд, ендоморфiзм, бiциклiчне
розширення.

1. Вступ. У цiй працi ми користуємося термiнологiєю з монографiй [9,10,19,21].
Надалi у текстi множину невiд’ємних цiлих чисел позначатимемо через 𝜔. Для
довiльного числа 𝑘 ∈ 𝜔 позначимо [𝑘) = {𝑖 ∈ 𝜔 : 𝑖 ⩾ 𝑘}.

Нехай P(𝜔) — сiм’я усiх пiдмножин у 𝜔. Для довiльних 𝐹 ∈ P(𝜔) i 𝑛,𝑚 ∈ 𝜔
приймемо

𝑛−𝑚+ 𝐹 = {𝑛−𝑚+ 𝑘 : 𝑘 ∈ 𝐹}, якщо 𝐹 ̸= ∅
i 𝑛−𝑚+𝐹 = ∅, якщо 𝐹 = ∅. Будемо говорити, що непорожня пiдсiм’я F ⊆ P(𝜔)
є 𝜔-замкненою, якщо 𝐹1 ∩ (−𝑛+ 𝐹2) ∈ F для довiльних 𝑛 ∈ 𝜔 та 𝐹1, 𝐹2 ∈ F.

Пiдмножина 𝐴 в 𝜔 називається iндуктивною, якщо з 𝑖 ∈ 𝐴 випливає, що
𝑖+ 1 ∈ 𝐴. Очевидно, що ∅ — iндуктивна пiдмножина в 𝜔.

Зауваження 1. (1) За лемою 6 з [2] непорожня множина 𝐹 ⊆ 𝜔 є iнду-
ктивною в 𝜔 тодi i лише тодi, коли (−1 + 𝐹 ) ∩ 𝐹 = 𝐹 .

(2) Оскiльки множина 𝜔 зi звичайним порядком є цiлком впорядкованою, то
для кожної непорожньої iндуктивної пiдмножини 𝐹 у 𝜔 iснує невiд’ємне
цiле число 𝑛𝐹 ∈ 𝜔 таке, що [𝑛𝐹 ) = 𝐹 .

(3) З пункту (1) випливає, що перетин довiльної скiнченної кiлькостi непо-
рожнiх iндуктивних пiдмножин у 𝜔 є непорожньою iндуктивною пiдмно-
жиною в 𝜔.

Надалi через 𝐸(𝑆) позначатимемо множину iдемпотентiв напiвгрупи 𝑆. На-
пiвгрупа iдемпотентiв називається в’язкою.

Напiвгрупа 𝑆 називається iнверсною, якщо для довiльного елемента 𝑠 ∈ 𝑆
iснує єдиний елемент 𝑠−1 ∈ 𝑆 такий, що 𝑠𝑠−1𝑠 = 𝑠 i 𝑠−1𝑠𝑠−1 = 𝑠−1 [1]. В iнверснiй
напiвгрупi 𝑆 вище означений елемент 𝑠−1 називається iнверсним до 𝑠.
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Якщо 𝑆 — напiвгрупа, то кожен гомоморфiзм (iзоморфiзм) з 𝑆 у 𝑆 назива-
ється ендоморфiзмом (автоморфiзмом) напiвгрупи 𝑆. Добре вiдомо, що мно-
жина всiх ендоморфiзмiв (автоморфiзмiв) фiксованої напiвгрупи 𝑆 стосовно
операцiї композицiї вiдображень є моноїдом (групою). Надалi через (𝑠)𝜀 i (𝐴)𝜀
будемо позначати образ елемента 𝑠 i пiдмножини 𝐴 напiвгрупи 𝑆, вiдповiдно,
стосовно ендоморфiзму 𝜀 : 𝑆 → 𝑆. Ендоморфiзм 𝜀 напiвгрупи 𝑆 називається
анулюючим, якщо iснує елемент 𝑥 ∈ 𝑆 такий, що (𝑠)𝜀 = 𝑥 для всiх 𝑠 ∈ 𝑆. Оче-
видно, якщо 𝜀 — анулюючий ендоморфiзм напiвгрупи 𝑆, то образ (𝑆)𝜀 = 𝑥 є
iдемпотентом у 𝑆.

Нагадаємо (див. [9, §1.12]), що бiциклiчною напiвгрупою (або бiциклiчним
моноїдом) C(𝑝, 𝑞) називається напiвгрупа з одиницею, породжена двоелемен-
тною множиною {𝑝, 𝑞} i визначена одним спiввiдношенням 𝑝𝑞 = 1. Бiциклiчна
напiвгрупа вiдiграє важливу роль у теорiї напiвгруп. Так, зокрема, класична
теорема О. Андерсена [7] стверджує, що (0-)проста напiвгрупа з (ненульовим)
iдемпотентом є цiлком (0-)простою тодi i лише тодi, коли вона не мiстить iзо-
морфну копiю бiциклiчної напiвгрупи. Рiзнi розширення та узагальнення бiци-
клiчного моноїда вводилися ранiше багатьма авторами [11–13, 15, 24]. Такими,
зокрема, є конструкцiї Брука та Брука–Рейлi занурення напiвгруп у простi та
описання iнверсних бiпростих i 0-бiпростих 𝜔-напiвгруп [8, 22,23].

Зауваження 2. Легко бачити, що бiциклiчний моноїд C(𝑝, 𝑞) iзоморфний
напiвгрупi, заданiй на множинi 𝐵𝜔 = 𝜔 × 𝜔 з напiвгруповою операцiєю

(𝑖1, 𝑗1) · (𝑖2, 𝑗2) =

{︂
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2), якщо 𝑗1 ⩽ 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2), якщо 𝑗1 ⩾ 𝑖2.

Надалi ми будемо ототожнювати бiциклiчний моноїд C(𝑝, 𝑞) з напiвгрупою
𝐵𝜔.

У працi [2] введено алгебраїчнi розширення 𝐵F
𝜔 бiциклiчного моноїда для

довiльної 𝜔-замкненої сiм’ї F пiдмножин в 𝜔, якi узагальнюють бiциклiчний
моноїд, злiченну напiвгрупу матричних одиниць i деякi iншi комбiнаторнi iн-
верснi напiвгрупи.

Нагадаємо цю конструкцiю. Нехай 𝐵𝜔 — бiциклiчний моноїд i F — непорож-
ня 𝜔-замкнена пiдсiм’я в P(𝜔). На множинi 𝐵𝜔 ×F означимо бiнарну операцiю
“·” формулою

(𝑖1, 𝑗1, 𝐹1)·(𝑖2, 𝑗2, 𝐹2) =

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2, (𝑗1 − 𝑖2 + 𝐹1) ∩ 𝐹2), якщо 𝑗1 < 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗2, 𝐹1 ∩ 𝐹2), якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2, 𝐹1 ∩ (𝑖2 − 𝑗1 + 𝐹2)), якщо 𝑗1 > 𝑖2.

(1)

У [2] доведено, якщо сiм’я F ⊆ P(𝜔) є 𝜔-замкненою, то (𝐵𝜔 × F, ·) є на-
пiвгрупою, а також, що 𝐵F

𝜔 є комбiнаторною iнверсною напiвгрупою, i описано
вiдношення Ґрiна, частковий природний порядок на напiвгрупi 𝐵F

𝜔 та її мно-
жину iдемпотентiв. Крiм того, у [2] доведено критерiї простоти, 0-простоти,
бiпростоти та 0-бiпростоти напiвгрупи 𝐵F

𝜔, i вказано умови, коли 𝐵F
𝜔 мiстить

одиницю, iзоморфна бiциклiчному моноїду або злiченнiй напiвгрупi матричних
одиниць.

Припустимо, що 𝜔-замкнена сiм’я F ⊆ P(𝜔) мiстить порожню множину ∅,
то з означення напiвгрупової операцiї “·” на 𝐵𝜔 × F випливає, що множина
𝐼 = {(𝑖, 𝑗,∅) : 𝑖, 𝑗 ∈ 𝜔} є iдеалом у (𝐵𝜔 × F, ·).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Означення 1 ([2]). Для довiльної 𝜔-замкненої сiм’ї F ⊆ P(𝜔) означимо

𝐵F
𝜔 =

{︂
(𝐵𝜔 × F, ·)/𝐼, якщо ∅ ∈ F;
(𝐵𝜔 × F, ·), якщо ∅ /∈ F.

У [14,20] дослiджено алгебраїчну структуру напiвгрупи 𝐵F
𝜔 у випадку, коли

𝜔-замкнена сiм’я F складається з атомарних пiдмножин (одноточкових пiдмно-
жин i порожньої множини) в 𝜔. Зокрема доведено, що за виконання таких умов
на сiм’ю F напiвгрупа 𝐵F

𝜔 iзоморфна пiднапiвгрупi розширення Брандта напiв-
гратки (𝜔,min).

Iз зауваження 1(1) випливає, якщо сiм’я F0 складається з iндуктивних в 𝜔
пiдмножин i мiстить порожню множину ∅ як елемент, то для сiм’ї F = F0 ∖{∅}
множина 𝐵F

𝜔 з iндукованою напiвгруповою операцiєю з 𝐵F0
𝜔 є пiднапiвгрупою в

𝐵F0
𝜔 .
У [3] дослiджуються груповi конгруенцiї на напiвгрупi 𝐵F

𝜔 та її гомоморфнi
ретракти у випадку, коли F — 𝜔-замкнена сiм’я з iндуктивних непорожнiх пiд-
множин в 𝜔. Доведено, що конгруенцiя C на 𝐵F

𝜔 є груповою, тодi i лише тодi,
коли звуження конгруенцiї C на пiднапiвгрупу в 𝐵F

𝜔, яка iзоморфна бiциклiчнiй
напiвгруп, не є вiдношенням рiвностi. Також, у [3] описано всi нетривiальнi го-
моморфнi ретракти й iзоморфiзми напiвгрупи 𝐵F

𝜔.
Ендоморфiзми бiциклiчного моноїда та розширеної бiциклiчної напiвгрупи

описанi в [6], i отриманi результати поширено на бiциклiчнi розширення лiнiйно
впорядкованих архiмедових напiвгруп у [5].

Надалi скрiзь в текстi ми вважаємо, що 𝜔-замкнена сiм’я F складається ли-
ше з iндуктивних непорожнiх пiдмножин у 𝜔. У [4] доведено, що iн’cктивний
ендоморфiзм 𝜀 напiвгрупи 𝐵F

𝜔 є тотожним вiдображенням тодi i тiльки тодi, ко-
ли 𝜀 має три рiзнi нерухомi точки, що еквiвалентно iснуванню неiдемпотентного
елемента (𝑖, 𝑗, [𝑝)) ∈ 𝐵F

𝜔 такого, що (𝑖, 𝑗, [𝑝))𝜀 = (𝑖, 𝑗, [𝑝)).
У [16] дослiджено iн’єктивнi ендоморфiзми напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 з двоелементною
сiм’єю F2 iндуктивних непорожнiх пiдмножин у 𝜔. Описано елементи напiвгру-
пи 𝐸𝑛𝑑1

*(𝐵
F2

𝜔 ) усiх iн’єктивних моноїдальних ендоморфiзмiв, тобто якi зберiга-
ють одиницю моноїда 𝐵F2

𝜔 , i доведено, що вiдношення Ґрiна R, L, H, D i J на
напiвгрупi 𝐸𝑛𝑑1

*(𝐵
F2

𝜔 ) збiгаються з вiдношенням рiвностi. У [17,18] дослiджено
структуру напiвгрупи 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ) усiх моноїдальних ендоморфiзмiв напiвгрупи
𝐵F2

𝜔 , напiвгрупову операцiю та вiдношення Ґрiна на напiвгрупi 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ).
Надалi через 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ) позначатимемо моноїд усiх ендоморфiзмiв напiв-
групи 𝐵F2

𝜔 . За твердженням 1 з [2], не зменшуючи загальностi, надалi в цьому
текстi можемо вважати, що двоелементна сiм’я F2 збiгається з {[0), [1)}.

2. Про пiднапiвгрупи в 𝐵F2

𝜔 та пов’язанi з ними iн’єктивнi ендомор-
фiзми.

Для довiльного 𝑝 ∈ {0, 1} позначимо 𝐵
F2
𝑝
𝜔 = {(𝑖, 𝑗, [𝑝)) : 𝑖, 𝑗 ∈ 𝜔}.

Означимо вiдображення 𝜛 : 𝐵F2

𝜔 → 𝐵F2

𝜔 за формулою

(𝑖, 𝑗, [𝑝)))𝜛 =

{︂
(𝑖, 𝑗, [1))), якщо 𝑝 = 0;
(𝑖+ 1, 𝑗 + 1, [0))), якщо 𝑝 = 1.

Лема 1. Вiдображення 𝜛 : 𝐵F2

𝜔 → 𝐵F2

𝜔 є iн’єктивним ендоморфiзмом на-
пiвгрупи 𝐵F2

𝜔 .
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Доведення. За твердженням 3 з [2] для довiльного числа 𝑝 ∈ {0, 1} напiв-
група 𝐵

F2
𝑝
𝜔 iзоморфна бiциклiчнiй напiвгрупi. Звiдси випливають такi рiвностi

((𝑖1, 𝑗1, [0)) · (𝑖2, 𝑗2, [0)))𝜛 = (𝑖1, 𝑗1, [0))𝜛 · (𝑖2, 𝑗2, [0))𝜛

i
((𝑖1, 𝑗1, [1)) · (𝑖2, 𝑗2, [1)))𝜛 = (𝑖1, 𝑗1, [1))𝜛 · (𝑖2, 𝑗2, [1))𝜛

для довiльних 𝑖1, 𝑗1, 𝑖2, 𝑗2 ∈ 𝜔, оскiльки вiдображення 𝜄 : 𝐵𝜔 → 𝐵𝜔, (𝑖, 𝑗) ↦→ (𝑖, 𝑗)
— єдиний автоморфiзм бiциклiчного моноїда 𝐵𝜔.

Для довiльних 𝑖1, 𝑗1, 𝑖2, 𝑗2 ∈ 𝜔 маємо, що

((𝑖1, 𝑗1, [0))·(𝑖2, 𝑗2, [1)))𝜛 =

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2, (𝑗1 − 𝑖2 + [0)) ∩ [1))𝜛, якщо 𝑗1 < 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗2, [0) ∩ [1))𝜛, якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2, [0) ∩ (𝑖2 − 𝑗1 + [1)))𝜛, якщо 𝑗1 > 𝑖2

=

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2, [1))𝜛, якщо 𝑗1 < 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗2, [1))𝜛, якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2, [0))𝜛, якщо 𝑗1 > 𝑖2

=

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2 + 1, 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 < 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2, [1)), якщо 𝑗1 > 𝑖2,

(𝑖1, 𝑗1,[0))𝜛 · (𝑖2, 𝑗2, [1))𝜛 = (𝑖1, 𝑗1, [1)) · (𝑖2 + 1, 𝑗2 + 1, [0)) =

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2 + 1, 𝑗2 + 1, (𝑗1 − 𝑖2 − 1 + [1)) ∩ [0)), якщо 𝑗1 < 𝑖2+1;
(𝑖1, 𝑗2 + 1, [1) ∩ [0)), якщо 𝑗1 = 𝑖2+1;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2, (𝑖2 + 1− 𝑗1 + [0)) ∩ [1)), якщо 𝑗1 > 𝑖2+1

=

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2 + 1, 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 < 𝑖2 + 1;
(𝑖1, 𝑗2 + 1, [1)), якщо 𝑗1 = 𝑖2 + 1;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2, [1)), якщо 𝑗1 > 𝑖2 + 1

=

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2 + 1, 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 < 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 − 1 + 𝑗2 + 1, [1)), якщо 𝑗1 = 𝑖2 + 1;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2, [1)), якщо 𝑗1 > 𝑖2 + 1

=

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2 + 1, 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 < 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2, [1)), якщо 𝑗1 > 𝑖2

i

((𝑖1, 𝑗1, [1)) · (𝑖2, 𝑗2, [0)))𝜛 =

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2, (𝑗1 − 𝑖2 + [1)) ∩ [0))𝜛, якщо 𝑗1 < 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗2, [1) ∩ [0))𝜛, якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2, [1) ∩ (𝑖2 − 𝑗1 + [0)))𝜛, якщо 𝑗1 > 𝑖2

=

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2, [0))𝜛, якщо 𝑗1 < 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗2, [1))𝜛, якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2, [1))𝜛, якщо 𝑗1 > 𝑖2

=
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=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2, [1)), якщо 𝑗1 < 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 > 𝑖2,

(𝑖1, 𝑗1,[1))𝜛 · (𝑖2, 𝑗2, [0))𝜛 = (𝑖1 + 1, 𝑗1 + 1, [0)) · (𝑖2, 𝑗2, [1)) =

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2, (𝑗1 + 1− 𝑖2 + [0)) ∩ [1)), якщо 𝑗1+1 < 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗2, [0) ∩ [1)), якщо 𝑗1+1 = 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2 + 1, [0) ∩ (𝑖2 − 𝑗1 − 1 + [1))), якщо 𝑗1+1 > 𝑖2

=

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2, [1)), якщо 𝑗1 + 1 < 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗2, [1)), якщо 𝑗1 + 1 = 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 + 1 > 𝑖2

=

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2, [1)), якщо 𝑗1 + 1 < 𝑖2;
(𝑖1 + 1− (𝑗1 + 1) + 𝑖2, 𝑗2, [1)), якщо 𝑗1 + 1 = 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 > 𝑖2

=

=

⎧⎨⎩
(𝑖1 − 𝑗1 + 𝑖2, 𝑗2, [1)), якщо 𝑗1 < 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 = 𝑖2;
(𝑖1 + 1, 𝑗1 − 𝑖2 + 𝑗2 + 1, [0)), якщо 𝑗1 > 𝑖2.

З вище викладених рiвностей випливає, що вiдображення 𝜛 є ендоморфiзмом
напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 . Iн’єктивнiсть вiдображення 𝜛 очевидна.

Твердження 1. Для довiльного натурального числа 𝑛 виконуються такi
рiвностi

(𝑖, 𝑗, [0))𝜛2𝑛 = (𝑖+ 𝑛, 𝑗 + 𝑛, [0));

(𝑖, 𝑗, [1))𝜛2𝑛 = (𝑖+ 𝑛, 𝑗 + 𝑛, [1));

(𝑖, 𝑗, [0))𝜛2𝑛−1 = (𝑖+ 𝑛− 1, 𝑗 + 𝑛− 1, [1));

(𝑖, 𝑗, [1))𝜛2𝑛−1 = (𝑖+ 𝑛, 𝑗 + 𝑛, [0)),

𝑖, 𝑗 ∈ 𝜔.

Доведення. З визначення ендоморфiзму 𝜛 : 𝐵F2

𝜔 → 𝐵F2

𝜔 випливає, що

(𝑖, 𝑗, [0))𝜛2 = (𝑖, 𝑗, [1))𝜛 = (𝑖+ 1, 𝑗 + 1, [0));

(𝑖, 𝑗, [1))𝜛2 = (𝑖+ 1, 𝑗 + 1, [0))𝜛 = (𝑖+ 1, 𝑗 + 1, [1)).

Далi скористаємося iндукцiєю.
З леми 1 i твердження 1 випливає

Наслiдок 1. Для довiльного натурального числа 𝑛 вiдображення 𝜛𝑛 : 𝐵F2

𝜔 →
𝐵F2

𝜔 є iн’єктивним ендоморфiзмом напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 .

Означивши (𝑖, 𝑗, [𝑝))𝜛0 = (𝑖, 𝑗, [𝑝)), отримуємо, що 𝜛0 є одиницею напiвгру-
пи 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ), а отже, ⟨𝜛⟩ = {𝜛𝑛 : 𝑛 ∈ N} i ⟨𝜛⟩1 = ⟨𝜛⟩ ∪ {𝜛0} є циклiчною
пiднапiвгрупою та циклiчним пiдмоноїдом моноїда 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ), вiдповiдно.
Для довiльних 𝑠 ∈ 𝜔 i 𝑝 ∈ {0, 1} означимо

𝐵F2

𝜔 (𝑠, 𝑝) = (𝑠, 𝑠, [𝑝))𝐵F2

𝜔 (𝑠, 𝑠, [𝑝)) = (𝑠, 𝑠, [𝑝))𝐵F2

𝜔 ∩𝐵F2

𝜔 (𝑠, 𝑠, [𝑝)).
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З визначення напiвгрупової операцiї на 𝐵F2

𝜔 випливає, що для довiльних 𝑠 ∈ 𝜔
i 𝑝 ∈ {0, 1} множина 𝐵F2

𝜔 (𝑠, 𝑝) є пiднапiвгрупою в 𝐵F2

𝜔 з одиничним елементом
(𝑠, 𝑠, [𝑝)).

Твердження 2. Для довiльного числа 𝑠 ∈ 𝜔 виконуються такi рiвностi

𝐵F2

𝜔 (𝑠, 0) =
(︀
𝐵F2

𝜔

)︀
𝜛2𝑠 i 𝐵F2

𝜔 (𝑠, 1) =
(︀
𝐵F2

𝜔

)︀
𝜛2𝑠−1.

Бiльше того, для довiльних 𝑠 ∈ 𝜔 i 𝑝 ∈ {0, 1} напiвгрупа 𝐵F2

𝜔 (𝑠, 𝑝) iзоморфна
напiвгрупi 𝐵F2

𝜔 .

Доведення. Перша частина твердження випливає з твердження 1. Далi
скористаємося наслiдком 1.

3. Зображення ендоморфiзмфiв напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 композицiєю її мо-
ноїдальних ендоморфiзмiв i елементами напiвгрупи ⟨𝜛⟩1.

Зафiксуємо довiльний ендоморфiзм 𝜀 напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 . За твердженням 1.4.21
[19] i лемою 2 [2] iснує iдемпотент (𝑠, 𝑠, [𝑝)) ∈ 𝐵F2

𝜔 , 𝑠 ∈ 𝜔, 𝑝 ∈ {0, 1}, такий,
що (𝑠, 𝑠, [𝑝)) = (0, 0, [0))𝜀. Оскiльки (0, 0, [0)) — одиниця напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 , то
(𝑠, 𝑠, [𝑝)) — одиничний елемент напiвгрупи

(︀
𝐵F2

𝜔

)︀
𝜀, а отже, образ

(︀
𝐵F2

𝜔

)︀
𝜀 є пiдна-

пiвгрупою в 𝐵F2

𝜔 (𝑠, 𝑝). За твердженням 2 iснує число 𝑛 ∈ 𝜔 таке, що (𝑠, 𝑠, [𝑝)) =

(0, 0, [0))𝜛𝑛. З iн’єктивностi ендоморфiзму 𝜛𝑛 : 𝐵F2

𝜔 → 𝐵F2

𝜔 (наслiдок 1) ви-
пливає, що композицiя 𝜀

(︀
𝜛𝑛
)︀−1 є моноїдальним ендоморфiзмом моноїда 𝐵F2

𝜔 .
Позначимо 𝜀1 = 𝜀

(︀
𝜛𝑛
)︀−1. З iн’єктивностi ендоморфiзму 𝜛𝑛 : 𝐵F2

𝜔 → 𝐵F2

𝜔 ви-
пливає, що 𝜀 = 𝜀1𝜛

𝑛. Оскiльки часткове вiдображення
(︀
𝜛𝑛
)︀−1

: 𝐵F2

𝜔 ⇀ 𝐵F2

𝜔 є
iн’єктивним i

(︀
𝐵F2

𝜔 (𝑠, 𝑝)
)︀(︀
𝜛𝑛
)︀−1

= 𝐵F2

𝜔 , то ендоморфiзм 𝜀1 визначено коректно,
i вiн єдиний.

Отже, доведена така теорема.

Теорема 1. Для довiльного ендоморфiзму 𝜀 напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 iснують єдиний
моноїдальний ендоморфiзм 𝜀1 : 𝐵F2

𝜔 → 𝐵F2

𝜔 та єдине невiд’ємне цiле число 𝑛
такi, що 𝜀 = 𝜀1𝜛

𝑛, причому ендоморфiзм 𝜀 є iн’єктивним (анулюючим) тодi
i лише тодi, коли моноїдальний ендоморфiзм 𝜀1 є iн’єктивним (анулюючим).

З теореми 1 випливає

Наслiдок 2. 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ) = 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ) · ⟨𝜛⟩1.

Iн’єктивнi моноїдальнi ендоморфiзми напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 описанi в працi [16].
За теоремою 1 з [16] кожен такий ендоморфiзм 𝜀 є одного з двох типiв: або вiн
збiгається з перетворенням 𝛼𝑘,𝑝 моноїда 𝐵F2

𝜔 , яке визначається

(𝑖, 𝑗, [0))𝛼𝑘,𝑝 = (𝑘𝑖, 𝑘𝑗, [0)),

(𝑖, 𝑗, [1))𝛼𝑘,𝑝 = (𝑝+ 𝑘𝑖, 𝑝+ 𝑘𝑗, [1)),

для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ 𝜔, де 𝑘 — деяке натуральне число i 𝑝 ∈ {0, . . . , 𝑘 − 1}, або вiн
збiгається з перетворенням 𝛽𝑘,𝑝 моноїда 𝐵F2

𝜔 , яке визначається

(𝑖, 𝑗, [0))𝛽𝑘,𝑝 = (𝑘𝑖, 𝑘𝑗, [0)),

(𝑖, 𝑗, [1))𝛽𝑘,𝑝 = (𝑝+ 𝑘𝑖, 𝑝+ 𝑘𝑗, [0)),

Роздiл 1: Математика i статистика



ПРО НАПIВГРУПУ ЕНДОМОРФIЗМIВ НАПIВГРУПИ 𝐵F2

𝜔 49

для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ 𝜔, де 𝑘 — деяке натуральне число ⩾ 2 i 𝑝 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1}.
Якщо ендоморфiзм 𝜀 напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 є iн’єктивним вiдображенням, то з
iн’єктивностi ендоморфiзму 𝜛𝑛 : 𝐵F2

𝜔 → 𝐵F2

𝜔 випливає, що 𝜀1 = 𝜀
(︀
𝜛𝑛
)︀−1 є мо-

ноїдальним iн’єктивним ендоморфiзмом моноїда 𝐵F2

𝜔 . Отже, виконується така
теорема.

Теорема 2. Для довiльного iн’єктивного ендоморфiзму 𝜀 напiвгрупи 𝐵F2

𝜔

виконується лише одна з таких умов:
(𝑖) iснують єдинi невiд’ємне цiле число 𝑛, натуральне число 𝑘 i 𝑝 ∈ {0, . . . , 𝑘−
− 1} такi, що 𝜀 = 𝛼𝑘,𝑝𝜛

𝑛;
(𝑖𝑖) iснують єдинi невiд’ємне цiле число 𝑛, натуральне число 𝑘 ⩾ 2 i 𝑝 ∈
{1, . . . , 𝑘 − 1} такi, що 𝜀 = 𝛽𝑘,𝑝𝜛

𝑛.

Очевидно, що для довiльної напiвгрупи 𝑆 композицiя її двох (моноїдальних)
iн’єктивних ендоморфiзмiв є (моноїдальним) iн’єктивним ендоморфiзмом.

Через 𝐸𝑛𝑑inj(𝐵
F2

𝜔 ) i 𝐸𝑛𝑑inj(𝐵
F2

𝜔 ) позначимо моноїди усiх iн’єктивних i всiх
моноїдальних iн’єктивних ендоморфiзмiв моноїда 𝐵F2

𝜔 . Очевидно, що
𝐸𝑛𝑑inj(𝐵

F2

𝜔 ) — пiднапiвгрупа в 𝐸𝑛𝑑inj(𝐵
F2

𝜔 ) i в 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ), а 𝐸𝑛𝑑inj(𝐵
F2

𝜔 ) —
пiднапiвгрупа в 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ).
З теореми 2 випливає

Наслiдок 3. 𝐸𝑛𝑑inj(𝐵
F2

𝜔 ) = 𝐸𝑛𝑑inj(𝐵
F2

𝜔 ) · ⟨𝜛⟩1.

Очевидно, що для довiльних 𝑠 ∈ 𝜔 i 𝑞 ∈ {0, 1} вiдображення 𝜒𝑠,𝑞 : 𝐵F2

𝜔 →
𝐵F2

𝜔 , означене
(𝑖, 𝑗, [𝑝))𝜒𝑠,𝑞 = (𝑠, 𝑠, [𝑞)),

для довiльних 𝑖, 𝑗 ∈ 𝜔 i 𝑝 ∈ {0, 1}, є анулюючим ендоморфiзмом напiвгрупи
𝐵F2

𝜔 . Також, з визначення ендоморфiзму 𝜒𝑠,𝑞 випливає, що для довiльного ен-
доморфiзму 𝜀 : 𝐵F2

𝜔 → 𝐵F2

𝜔 виконуються рiвностi

𝜀𝜒𝑠,𝑞 = 𝜒𝑠,𝑞 i 𝜒𝑠,𝑞𝜀 = 𝜒𝑠1,𝑞1 , (2)

де числа 𝑠1 ∈ 𝜔 i 𝑞1 ∈ {0, 1} задовольняють умову (𝑠, 𝑠, [𝑞))𝜀 = (𝑠1, 𝑠1, [𝑞1)).
Отже, множина

𝐸𝑛𝑑ann(𝐵F2

𝜔 ) =
{︀
𝜖 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ) : 𝜖 = 𝜒𝑠,𝑞 для деяких 𝑠 ∈ 𝜔, 𝑞 ∈ {0, 1}
}︀
,

збiгається з напiвгрупою всiх анулюючих ендоморфiзмiв напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 . Також
з рiвностi (2) випливає

Теорема 3. Напiвгрупа 𝐸𝑛𝑑ann(𝐵F2

𝜔 ) iзоморфна нескiнченнiй злiченнiй на-
пiвгрупi правих нулiв i вона є мiнiмальним iдеалом напiвгрупи 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ).

Для довiльного натурального числа 𝑘 означимо вiдображення 𝛾𝑘 : 𝐵F2

𝜔 →
𝐵F2

𝜔 i 𝛿𝑘 : 𝐵F2

𝜔 → 𝐵F2

𝜔 за формулами

(𝑖, 𝑗, [0))𝛾𝑘 = (𝑖, 𝑗, [1))𝛾𝑘 = (𝑘𝑖, 𝑘𝑗, [0))

та

(𝑖, 𝑗, [0))𝛿𝑘 = (𝑘𝑖, 𝑘𝑗, [0)) i (𝑖, 𝑗, [1))𝛿𝑘 = (𝑘(𝑖+ 1), 𝑘(𝑗 + 1), [0)),
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для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ 𝜔, вiдповiдно.
За теоремою 1 з [17] для довiльного неiн’єктивного ендоморфiзму 𝜀 напiв-

групи 𝐵F2

𝜔 виконується лише одна з умов:

(𝑖) 𝜀 — анулюючий ендоморфiзм;
(𝑖𝑖) 𝜀 = 𝛾𝑘 для деякого натурального числа 𝑘;

(𝑖𝑖𝑖) 𝜀 = 𝛿𝑘 для деякого натурального числа 𝑘.

Тодi з вище наведених результатiв i теореми 1 випливає

Теорема 4. Для довiльного неанулюючого неiн’єктивного ендоморфiзму 𝜀
напiвгрупи 𝐵F2

𝜔 виконується лише одна з таких умов:

(𝑖) iснують єдинi невiд’ємне цiле число 𝑛 i натуральне число 𝑘 такi, що
𝜀 = 𝛾𝑘𝜛

𝑛;
(𝑖𝑖) iснують єдинi невiд’ємне цiле число 𝑛 i натуральне число 𝑘 такi, що

𝜀 = 𝛿𝑘𝜛
𝑛.

4. Висновки. У цiй працi ми дослiджуємо напiвгрупу 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ) немоно-
їдальних ендоморфiзмiв (тобто такi, що не зберiгають одиницю) напiвгрупи 𝐵F2

𝜔

з двоелементною сiм’єю F2 iндуктивних непорожнiх пiдмножин у 𝜔. Знайдено
пiдмоноїд ⟨𝜛⟩1 у 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 ) такий, що кожен елемент напiвгрупи 𝐸𝑛𝑑(𝐵F2

𝜔 )
однозначно зображається у виглядi добутку моноїдального ендоморфiзму на-
пiвгрупи 𝐵F2

𝜔 та елемента з ⟨𝜛⟩1.
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CТIЙКIСТЬ АТРАКТОРУ ПАРАБОЛIЧНОГО ВКЛЮЧЕННЯ
ВIДНОСНО ЗОВНIШНIХ ТА ГРАНИЧНИХ ЗБУРЕНЬ

В роботi розглядається задача вивчення асимптотичної поведiнки розв’язкiв пара-
болiчного включення з многозначною напiвнеперервною зверху функцiєю взаємодiї за
наявностi неавтономних обмежених збурень в правiй частинi та в крайових умовах.
За вiдсутностi збурень траєкторiї цiєю задачi в фазовому просторi 𝐿2 рiвномiрно по
обмеженим початковим даним притягуються з часом до компактної зв’язної iнварi-
антної множини - глобального атрактору. Ми вивчаємо асимптотику збуреної задачi
шляхом встановлення робастної оцiнки, яка визначає вiдхилення траєкторiй збуреної
задачi вiд глобального атрактору незбуреної задачi через величину збурень. Наявнiсть
такої оцiнки говорить про стiйкiсть глобального атрактору щодо збурень. Ми вико-
ристовуємо пiдхiд, що полягає у дослiдженнi вiдповiдного сiмейства неавтономних
напiвпроцесiв, якi мають рiвномiрний атрактор, що залежить вiд збурень. На основi
властивостi його напiвнеперервностi зверху встановлюються умови, що гарантують
шукану робастну стiйкiсть атрактору.

Ключовi слова: стiйкiсть, параболiчне включення, глобальний атрактор, неавтоном-
нi крайовi умови, збурення.

1. Вступ. Однiєю з основних задач в якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь та
в теорiї керування є дослiдження стiйкостi положень рiвноваги щодо збурень [1].
Цю властивiсть робастної стiйкостi для звичайних диференцiальних рiвнянь
прийнято вивчати в рамках теорiї ISS - стiйкостi вiд входу до стану (Input to
State Stability) [2, 3]. Ключовим елементом цiєї теорiї є нерiвнiсть

‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖ ≤ 𝛽(‖𝑦0‖, 𝑡) + 𝛾(‖𝑑‖∞), (1)

де 𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑) — це значення розв’язку збуреної системи диференцiальних рiв-
нянь в момент часу 𝑡 ≥ 0 з початковим даним 𝑦0 i обмеженим неавтономним
збуренням 𝑑(𝑡), 𝛽 ∈ 𝐾𝐿, 𝛾 ∈ 𝐾 - функцiї порiвняння (див. означення нижче).
I хоча цi функцiї визначаються, як правило, неявно [1], формула (1) виявилась
в багатьох як теоретичних так i прикладних аспектах бiльш корисним i ефе-
ктивним iнструментом дослiдження, нiж класичний 𝜀 − 𝛿 пiдхiд, i дозволили
одержати новi якiснi результати щодо стiйкостi збурених систем, включаючи
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багатокомпонентнi та iмпульсно-збуренi системи [4, 5]. Класичний пiдхiд одер-
жання робастної оцiнки (1) грунтується на аналiзi ISS-функцiї Ляпунова i може
бути використаний також для оцiнки вiдхилення траєкторiй збуреної системи
вiд довiльної замкненої iнварiантної множини [2]. Робастна стiйкiсть положе-
ння рiвноваги для нескiнченновимiрних систем, заданих у термiнах диферен-
цiальних рiвнянь у частинних похiдних, дослiджувалася впродовж останнього
десятилiття в рамках теорiї ISS в роботах багатьох авторiв, наприклад [6–8].
Проте якiсна поведiнка бiльшостi дисипативних нескiнченновимiрних систем,
породжених нелiнiйними рiвняннями в частинних похiдних, описується не су-
купнiстю положень рiвноваги, а набагато бiльш складним об’єктом - глобальним
атрактором [9]. При цьому у бiльшостi випадкiв не iснує природної ISS-функцiї
Ляпунова, що описує вiдхилення траєкторiй збуреної системи вiд нетривiаль-
ного глобального атрактора. Загальна схема одержання локального варiанту
оцiнки (1) в околi атрактору Θ

‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑦0‖Θ, 𝑡) + 𝛾(‖𝑑‖∞), (2)

де ‖𝑦‖Θ = inf
𝜃∈Θ
‖𝑦− 𝜃‖, а також властивостi AG — оцiнки асимптотичного пiдси-

лення (Asymptotic Gain)

lim
𝑡→∞
‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ 𝛾(‖𝑑‖∞), (3)

для рiзних класiв нескiнченновимiрних дисипативних систем була запропоно-
вана в роботах [10], [11]. Слiд вiдзначити принципову рiзницю у способах одер-
жання оцiнок (2) та (3): для виведення (2) будується ISS-функцiя Ляпунова на
основi оцiнки мiж розв’язками збуреної i незбуреної систем, а також робастна
оцiнка, що випливає з асимптотичної стiйкiстi глобального атрактору (оцiнка
(2) при 𝑑 ≡ 0) [10]; натомiсть для виводу (3) використовується теорiя рiвномiр-
них атракторiв неавтономних процесiв та характер залежностi цих рiвномiрних
атракторiв вiд збурюючого параметра [12, 13]. Обидва цi пiдходи допускають
узагальнення на багатозначний випадок, тобто коли єдинiсть задачi Кошi для
еволюцiйного рiвняння не гарантується [14]. Але всi цi роботи розглядали зовнi-
шнi збурення, що надходять через праву частину рiвнянь. Наявнiсть неавтоном-
них збурень на границi просторової областi є бiльш природним припущенням,
проте робить задачу робастного оцiнювання значно складнiшою. Робастна стiй-
кiсть нульового асимптотично стiйкого положення рiвноваги нескiнченновимiр-
ної параболiчної еволюцiйної задачi вiдносно граничних збурень розглядалася
в [15]. В данiй роботi ми виводимо оцiнку асимптотичного пiдсилення (3) для
параболiчного включення зi збуренням як в правiй частинi, так i в граничних
умовах.

2. Постановка задачi. Розглянемо наступну початково-крайову задачу
на цилiндрi 𝑄 = (0,∞)× (0, 𝑙)⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕𝑦(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡
− 𝜕2𝑦(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
∈ 𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄,

𝑦|𝑥=0 = 𝑑1(𝑡), 𝑦|𝑥=𝑙 = 𝑑2(𝑡),

𝑦|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥).

(4)

Тут початковi умови 𝑦0 належать фазовому простору 𝑋 = 𝐿2(0, 𝑙) зi стандар-
тною нормою ‖·‖ i скалярним добутком (·, ·), збурення 𝑑 := {ℎ, 𝑑1, 𝑑2} належать
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деякiй пiдмножинi 𝐷 (див. (9)) з простору функцiй 𝐿∞(R+;𝐿2(0, 𝑙))×𝐿∞(R+)×
× 𝐿∞(R+) з нормою

‖𝑑‖∞ = max{𝑒𝑠𝑠 sup
𝑡>0
‖ℎ(𝑡)‖, ‖𝑑1‖∞, ‖𝑑2‖∞}.

Багатозначна функцiя взаємодiї 𝑓 : R ↦→ 𝐶𝑣(R) (тобто значення 𝑓 є непорожнi-
ми компактними опуклими пiдмножинами R) задовольняє наступним умовам:

𝑓 є напiвнепервною зверху R; (5)

∃𝑐1 ≥ 0 ∃𝑐2 ≥ 0 ∀ 𝑠 ∈ R ∀ 𝜉 ∈ 𝑓(𝑠) =⇒ |𝜉| ≤ 𝑐1|𝑠|+ 𝑐2; (6)

∃𝜆 ∈ (0, 𝜆1) ∃𝑐 ≥ 0 ∀𝑠 ∈ R ∀ 𝜉 ∈ 𝑓(𝑠) =⇒ 𝑠𝜉 ≤ 𝜆𝑠2 + 𝑐; (7)

де 𝜆1 = 𝜋2

𝑙2
— константа з нерiвностi Пуанкаре. Прикладом такого вiдображення

може слугувати 𝑓(𝑠) = [0, 𝜆|𝑠|+ 𝑏] для 𝑏 ≥ 0.
Надалi будемо використовувати позначення: для множин 𝐴,𝐴1, 𝐴2,Θ ⊂ 𝑋

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴1, 𝐴2) = sup
𝑦1∈𝐴1

inf
𝑦2∈𝐴2

‖𝑦1 − 𝑦2‖,

𝑂𝛿(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥,𝐴) < 𝛿}, ‖𝐴‖Θ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴,Θ).

Вiдомо [16], що для 𝑑 ≡ 0 за умов (5),(6) задача (4) є глобально розв’язною i за
додаткової умови (7) всi розв’язки породжують багатозначну напiвгрупу (або
m-напiвпотiк) {𝑆(𝑡) : 𝑋 ↦→ 2𝑋}𝑡≥0, 𝑆(𝑡)𝑦0 = {𝑦(𝑡, 𝑦0, 0)}, який має глобальний
атрактор [17]. Точнiше, iснує компактна множина Θ ⊂ 𝑋 така, що

∀𝑡 ≥ 0 𝑆(𝑡)Θ = Θ and ∀𝑟 > 0 sup
‖𝑦0‖≤𝑟

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑆(𝑡)𝑦0,Θ)→ 0, 𝑡→∞.

Слiд зауважити, що для многозначних функцiй взаємодiї множина Θ може мати
дуже складну структуру i навiть бути нескiнченновимiрною [18].

Можна показати [17], що Θ є асимптотично стiйкою в сенсi Ляпунова, тобто

∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 ∀ 𝑡 ≥ 0 𝑆(𝑡)𝑂𝛿(Θ) ⊂ 𝑂𝜀(Θ),

або в термiнах функцiй порiвняння [14]

∃𝛽 ∈ 𝐾𝐿∀𝑡 ≥ 0 ‖𝑆(𝑡)𝑦0‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑦0‖Θ, 𝑡).

Тут i надалi ми використовуємо класи функцiй порiвняння

𝐾 = {𝛾 : R+ ↦→ R+, неперервна, додатно визначена, строго зростаюча},

𝐾𝐿 = {𝛽 : R+×R+ ↦→ R+, неперервна, 𝛽(·, 𝑡) ∈ 𝐾, 𝛽(𝑠, ·) строго спадна до 0}.
Основним результатом роботи є оцiнка асимптотичного пiдсилення AG для

глобального атрактора Θ вiдносно збурень 𝑑 = {ℎ, 𝑑1, 𝑑2}

∃𝛾 ∈ 𝐾 ∀𝑦0 ∈ 𝑋 ∀ 𝑑 ∈ 𝐷 =⇒ lim
𝑡→∞
‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ 𝛾(‖𝑑‖∞). (8)

Для доведення (8) ми, слiдуючи загальнiй схемi теорiї неавтономних проце-
сiв [12, 13], будуємо сiмейство m-напiвпроцесiв {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝑑) i доводимо для нього
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iснування рiвномiрного атрактора ΘΣ(𝑑) (Означення 2). Далi ми показуємо гра-
ничну рiвнiсть

𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝑑),Θ)→ 0, ‖𝑑‖∞ → 0,

з якої i виводимо нерiвнiсть (8).

3. Основнi результати. Ми припускаємо, що множина збурень 𝐷 скла-
дається з функцiй 𝑑 = {ℎ, 𝑑1, 𝑑2} ∈ 𝐿∞(R+;𝐿2(0, 𝑙))× 𝐿∞(R+)× 𝐿∞(R+) таких,
що 𝑑1, 𝑑2 є абсолютно неперервними 𝑑1(0) = 𝑑2(0) = 0, 𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝐿∞(R+), i

‖𝑑‖∞ ≤ 𝑅. (9)

Тодi 𝐷 є iнварiантною вiдносно зсуву, тобто, ∀𝜏 ≥ 0, ∀𝑑 ∈ 𝐷 𝑑(·+ 𝜏) ∈ 𝐷 та
‖𝑑(·+ 𝜏)‖∞ ≤ ‖𝑑‖∞.
Припустимо 𝜔 = 𝜔(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 є розв’язком наступної задачi⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕𝜔(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡
− 𝜕2𝜔(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
= 0,

𝜔|𝑥=0 = 𝑑1(𝑡), 𝜔|𝑥=𝑙 = 𝑑2(𝑡),

𝜔|𝑡=0 = 0.

(10)

Вiдомо, що 𝜔 ∈ 𝐶([0,+∞);𝐻1
0 (0, 𝑙)) i завдяки принципу максимуму [15] викону-

ється наступне:

‖𝜔‖∞ = sup
𝑥∈(0,𝑙),𝑡>0

|𝜔(𝑡, 𝑥)| ≤ max{‖𝑑1‖∞, ‖𝑑2‖∞}. (11)

Означення 1. Будемо говорити, що 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = (0, 𝑇 ) × (0, 𝑙)
розв’язок (4) на (0, 𝑇 ) якщо 𝑦 = 𝑣+𝜔, де 𝜔 розв’язок (10) на (0, 𝑇 ) i 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥)
i є слабким розв’язком⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕𝑣(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡
− 𝜕2𝑣(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 ,

𝑣|𝑥=0 = 𝑣|𝑥=𝑙 = 0,

𝑣|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥),

(12)

тобто 𝑣 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻1
0 (0, 𝑙)), 𝜕𝑣

𝜕𝑡
∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻−1(0, 𝑙)), i iснує функцiя 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 )

така, що ⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑣(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡
− 𝜕2𝑣(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
= 𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 ,

𝑣|𝑥=0 = 𝑣|𝑥=𝑙 = 0,

𝑣|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥),

(13)

𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) майже скрiзь на 𝑄𝑇 . (14)

Зауваження 1. Розв’язок (13) розумiємо в слабкому сенсi, тобто ∀𝜂 ∈
𝐶∞

0 (0, 𝑙), ∀𝜃 ∈ 𝐶∞
0 (0, 𝑇 )

−
∫︁ 𝑇

0

(𝑣(𝑡), 𝜂)𝜃𝑡𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0

(𝑣𝑥(𝑡), 𝜂𝑥)𝜃𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0

(𝑔(𝑡) + ℎ(𝑡), 𝜂)𝜃𝑑𝑡. (15)
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Лема 1. Для всiх 𝑇 > 0, ℎ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(0, 𝑙)), та 𝜔 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑋)∩𝐿∞(𝑄𝑇 )
iз

max{𝑒𝑠𝑠 sup
𝑡∈(0,𝑇 )

‖ℎ(𝑡)‖, ‖𝜔‖∞} ≤ 𝑅,

задача (12) має принаймнi один розв’язок (0, 𝑇 ). Бiльше того, кожний розв’язок
(12) задовольняє для всiх 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 наступним оцiнкам:

‖𝑣(𝑡)‖2 ≤ ‖𝑣(𝜏)‖2𝑒−𝛿1(𝑡−𝜏) + 𝑐3(1 +

𝑡∫︁
𝜏

‖ℎ(𝑠)‖2𝑒−𝛿1(𝑡−𝑠)𝑑𝑠), (16)

‖𝑣(𝑡)‖2 + 𝛿2

∫︁ 𝑡

𝜏

‖𝑣(𝑠)‖2𝐻1
0
𝑑𝑠 ≤ ‖𝑣(𝜏)‖2 + 𝑐4

𝑡∫︁
𝜏

(1 + ‖ℎ(𝑠)‖2)𝑑𝑠, (17)

де 𝛿1, 𝛿2, 𝑐3, 𝑐4 є додатними константами, якi залежать тiльки вiд 𝑅.

Доведення. Розглянемо вiдображення 𝐹 : [0, 𝑇 ]×𝑋 ↦→ 2𝑋 ,

𝐹 (𝑡, 𝑣) = {𝑢 ∈ 𝑋|𝑢(𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥) майже скрiзь}.

Тодi задачу (12) можна записати у виглядi задачi Кошi для диференцiально-
операторного включення

𝑑

𝑑𝑡
𝑣(𝑡) + 𝐴𝑣(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑣(𝑡)),

де 𝐴 : 𝐻1
0 (0, 𝑙) ↦→ 𝐻−1(0, 𝑙) породжується − 𝜕2

𝜕𝑥2
з нульовими крайовими умо-

вами Дiрiхле. Тодi згiдно [16] для доведення розв’язностi (12) достатньо по-
казати, що: 1) 𝐹 (𝑡, 𝑣) ̸= ∅ ∀(𝑡, 𝑣) ∈ [0, 𝑇 ] × 𝑋; 2) ∀𝑣 ∈ 𝑋 𝑡 ↦→ 𝐹 (𝑡, 𝑣) має
вимiрний селектор; 3) ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] 𝑣 ↦→ 𝐹 (𝑡, 𝑣) є напiвнеперервним зверху; 4)
∃𝐷1, 𝐷2 ≥ 0 ∀(𝑡, 𝑣) ∈ [0, 𝑇 ]×𝑋 sup

𝑧∈𝐹 (𝑡,𝑣)

‖𝑧‖ ≤ 𝐷1 +𝐷2‖𝑣‖.

Властивiсть 4) є прямим наслiдком (6). Перед тим, як доводити iншi вла-
стивостi, вiдмiтимо, що багатозначне вiдображення 𝑓 : R ↦→ 𝐶𝑣(R) є напiвне-
перервним зверху [19] тодi i лише тодi коли ∀𝑠 ∈ R 𝑓(𝑠) = [𝑓−(𝑠), 𝑓+(𝑠)], де
𝑓−(𝑠)(𝑓+(𝑠)) : R ↦→ R є напiвнепервними знизу (зверху) функцiями.

Таким чином, для 𝑣 ∈ 𝑋 функцiя 𝑥 ↦→ 𝑓+(𝑣(𝑥) +𝜔(𝑡, 𝑥)) +ℎ(𝑡, 𝑥) є вимiрною,
i, згiдно нерiвностi (6), належить протору 𝑋. Це означає, що 𝐹 (𝑡, 𝑣) є непоро-
жньою пiдмножиною 𝑋. Бiльше того, функцiя 𝑡 ↦→ 𝑓+(𝑣(·) + 𝜔(𝑡, ·)) + ℎ(𝑡, ·) є
вимiрним вимiрним селектором 𝑡 ↦→ 𝐹 (𝑡, 𝑣), що доводить 2). Далi припустимо,
що властивiсть 3) не виконується. Тодi ∃ 𝜀 > 0, 𝑣𝑛 → 𝑣 в 𝑋 i 𝑢𝑛 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑣𝑛) такi,
що

‖𝑢𝑛 − 𝑢‖ ≥ 𝜀 ∀𝑢 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑣) ∀𝑛 ≥ 1. (18)

Без втрати загальностi ми можемо припустити, що 𝑣𝑛(𝑥) → 𝑣(𝑥) для майже
всiх 𝑥 ∈ (0, 𝑙). Згiдно Теореми 8.2.13 в [19] iснує вимiрний селектор 𝜉𝑛(𝑥) ∈
𝑓(𝑣(𝑥)+𝜔(𝑡, 𝑥))+ℎ(𝑡, 𝑥) такий, що 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑢𝑛(𝑥), 𝑓(𝑣(𝑥)+𝜔(𝑡, 𝑥))+ℎ(𝑡, 𝑥)) = |𝑢𝑛(𝑥)−
− 𝜉𝑛(𝑥)| майже скрiзь. Враховуючи той факт, що вiдображення 𝑓 є напiвнепе-
рервним зверху, ми отримуємо

|𝑢𝑛(𝑥)− 𝜉𝑛(𝑥)| ≤
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𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑓(𝑣𝑛(𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑣(𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥))→ 0, 𝑛→∞ м.с..

З теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть випливає ‖𝑢𝑛 − 𝜉𝑛‖ → 0 as 𝑛→∞.
Але 𝜉𝑛 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑣), що суперечить (18). Таким чином, згiдно теореми 3.1 з [16]
задача (12) має принаймнi один розв’язок на (0, 𝑇 ).
Тепер виведемо оцiнки (16),(17) для довiльного розв’язку 𝑣 задачi (12). Нехай
𝑔 вiдповiдна функцiя з (14) Означення 1. З того, що 𝑣 : [0, 𝑇 ]→ 𝑋 є абсолютно
непрервною функцiєю, отримуємо для майже всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣(𝑡)‖2 + ‖𝑣(𝑡)‖2𝐻1

0
=

∫︁ 𝑙

0

(𝑔(𝑡, 𝑥) + ℎ(𝑡, 𝑥))𝑣(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = (19)

=

∫︁ 𝑙

0

𝑔(𝑡, 𝑥)(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥))𝑑𝑥+

∫︁ 𝑙

0

ℎ(𝑡, 𝑥)𝑣(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−
∫︁ 𝑙

0

𝑔(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥.

Iз включення 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) м.с. i (6),(7) отримуємо, що

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣(𝑡)‖2 + 𝜆1 ‖𝑣(𝑡)‖2 ≤ 𝜆

∫︁ 𝑙

0

(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥))2𝑑𝑥+ 𝐶𝑙 + ‖ℎ(𝑡)‖‖𝑣(𝑡)‖+

+

∫︁ 𝑙

0

(𝑐2 + 𝑐1|𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)|)|𝜔(𝑡, 𝑥)|𝑑𝑥.

Звiдси для деяких констант 𝛿1 ∈ (0, 𝜆1 − 𝜆) i 𝐶𝛿1 > 0 ми отримуємо, що

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣(𝑡)‖2 + 𝛿1 ‖𝑣(𝑡)‖2 ≤ 𝐶𝛿1(1 + ‖𝜔(𝑡)‖2 + ‖ℎ(𝑡)‖2), для м.в. 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). (20)

Поклавши 𝑐3 := max{𝐶𝛿1

𝛿1
(1 + 𝑙 ‖𝜔‖2∞), 𝐶𝛿1}, з (20) та леми Гронуола одержуємо

(16).
Далi, вибираючи 𝛿2 ∈

(︁
0, 1− 𝜆

𝜆1

)︁
, для деякого 𝐶𝛿2 > 0 ми отримуємо з (19)

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣(𝑡)‖2 + 𝛿2 ‖𝑣(𝑡)‖2𝐻1

0
≤ 𝐶𝛿2(1 + ‖𝜔(𝑡)‖2 + ‖ℎ(𝑡)‖2), для м.в. 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). (21)

Поклавши 𝑐4 := max{𝐶𝛿2(1 + 𝑙 ‖𝜔‖2∞), 𝐶𝛿2}, одержуємо (17). Лема доведена.

Зауваження 2. Твердження леми означає глобальну розв’язнiсть (4).

Щоб побудувати сiм’ю напiвпроцесiв, породжених (12), ми видiляємо деякi
додатковi властивостi розв’язку (10). Нехай 𝜔 — це розв’язок (10). Тодi 𝜔 =
= 𝜔 − (𝑥

𝑙
𝑑1(𝑡) + 𝑙−𝑥

𝑙
𝑑2(𝑡)) є слабким розв’язком задачi⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝜔
𝜕𝑡
−∆𝜔 = 𝑓(𝑡, 𝑥) := −𝑥

𝑙
𝑑1(𝑡) + 𝑙−𝑥

𝑙
𝑑2(𝑡),

𝜔|𝑥=0 = 0, 𝜔|𝑥=𝑙 = 0,

𝜔|𝑡=0 = 0.

(22)

З того, що 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑄), i з теореми 3.3, [9], випливає, що iснує константа 𝑐 =
= 𝑐(𝑓) > 0 така, що

sup
𝑡≥0
‖𝜔(𝑡)‖𝐻1

0
≤ 𝑐 and ‖𝜔(𝑡1)− 𝜔(𝑡2)‖ ≤ 𝑐|𝑡1 − 𝑡2|. (23)
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З того, що 𝑑𝑖, 𝑑𝑖 ∈ 𝐿∞(𝑄), легко бачити, що тi ж нерiвностi (з iншою кон-
стантою) виконуються для 𝜔. Тепер можна побудувати сiм’ю m-напiвпроцесiв.
Для 𝑑 = {ℎ, 𝑑1, 𝑑2} ∈ 𝐷 позначимо через 𝑊 (𝑑) множину всiх 𝜔 таких, що
𝜔 ∈ 𝐶([0,+∞];𝐻1

0 (0, 𝑙)) i задовольняють (11),(23). Зокрема, розв’язок (10) на-
лежить множинi 𝑊 (𝑑). Для всiх 𝜔 ∈ 𝑊 (𝑑) i ℎ таких, що

max{𝑒𝑠𝑠 sup
𝑡>0
‖ℎ(𝑡)‖, ‖𝜔‖∞} ≤ 𝑅, (24)

ми розглядаємо множину

Σ(𝜔, ℎ) = 𝑐𝑙𝐶(R+;𝑋)×𝐿2,𝑤
𝑙𝑜𝑐 (R+;𝑋){{𝜔(·+ 𝜏), ℎ(·+ 𝜏)}|𝜏 ≥ 0},

де замикання береться в добутку топологiй: топологiї 𝐶(R+;𝑋), породженiй
рiвномiрною збiжнiстю на компактних iнтервалах, i топологiї 𝐿2,𝑤

𝑙𝑜𝑐 (R+;𝑋), по-
родженою слабкою збiжнiстю на компактних iнтервалах. Завдяки компактно-
му вкладенню 𝐻1

0 (0, 𝑙) ⊂ 𝑋 маємо, що Σ(𝜔, ℎ) є iнварiантною вiдносно зсувiв та
компактною в 𝐶(R+;𝑋)× 𝐿2,𝑤

𝑙𝑜𝑐 (R+;𝑋).
Завдяки побудовi Σ(𝜔, ℎ) для всiх 𝜎 = {𝑝, 𝑙} ∈ Σ(𝜔, ℎ) iснує 𝜏𝑛 ≥ 0 таке, що

з точнiстю до пiдпослiдовностi

𝜔(·+ 𝜏𝑛)→ 𝑝(·) в 𝐶(R+;𝑋) м.с.на 𝑄,

ℎ(·+ 𝜏𝑛)→ 𝑙(·) в 𝐿2,𝑤
𝑙𝑜𝑐 (R+;𝑋).

Зокрема, це означає, що кожне 𝜎 = {𝑝, 𝑙} ∈ Σ(𝜔, ℎ) належить 𝐿∞(𝑄)×𝐿∞(R+;𝑋)
i задовольняє (11), (24). Отже, задача (12) з правою частиною 𝑓(𝑣+𝑝) + 𝑙 є гло-
бально розв’язуваною завдяки Лемi 1.

Позначимо через 𝐾𝜏
𝜎 ⊂ 𝐶([𝜏,+∞);𝑋) сiм’ю всiх розв’язкiв (12) на [𝜏,+∞) з

правою частиною 𝑓(𝑣 + 𝑝) + 𝑙 та початковими даними 𝑣|𝑡=𝜏 = 𝑦𝜏 .
Лекко бачити, що виконуються наступнi властивостi:

∀𝑦 ∈ 𝑋, ∀𝜏 ≥ 0, ∀𝜎 ∈ Σ(𝜔, ℎ) ∃𝑣 ∈ 𝐾𝜏
𝜎 : 𝑣(𝜏) = 𝑦;

𝑣|[𝑠,+∞) ∈ 𝐾𝑠
𝜎, ∀ 𝑣 ∈ 𝐾𝜏

𝜎 , ∀𝑠 ≥ 𝜏 ;
𝑣(·+ 𝑠) ∈ 𝐾𝜏

𝜎(·+𝑠), ∀ 𝑣 ∈ 𝐾𝜏+𝑠
𝜎 , ∀𝑠 ≥ 0;

∀𝑠 ≥ 𝜏, ∀𝜓 ∈ 𝐾𝜏
𝜎 , ∀𝜙 ∈ 𝐾𝑠

𝜎 з 𝜓(𝑠) = 𝜙(𝑠) функцiя

𝜃(𝑝) =

{︂
𝜓(𝑝), 𝑝 ∈ [𝜏, 𝑠],
𝜙(𝑝), 𝑝 ≥ 𝑠

належить 𝐾𝜏
𝜎 ;

∀𝑠 ≥ 0, ∀ 𝑣 ∈ 𝐾𝜏
𝜎(·+𝑠) функцiя 𝑣(· − ℎ) належить 𝐾𝜏+𝑠

𝜎 .
Покладемо для 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑡 ≥ 𝜏 ≥ 0, 𝜎 ∈ Σ(𝜔, ℎ)

𝑈𝜎(𝑡, 𝜏, 𝑦) := {𝑣(𝑡) | 𝑣 ∈ 𝐾𝜏
𝜎 , 𝑣(𝜏) = 𝑦}. (25)

Тодi легко перевiрити [14], що {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝜔,ℎ) породжує строгу сiм’ю𝑚-напiвпроцесiв,
тобто, ∀ 𝜎 ∈ Σ(𝜔, ℎ), ∀ 𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 𝜏 ≥ 0, ∀ 𝑦 ∈ 𝑋, ∀ 𝜏 ≥ 0

𝑈𝜎(𝑡, 𝜏, 𝑦) = 𝑦, 𝑈𝜎(𝑡, 𝜏, 𝑦) = 𝑈𝜎(𝑡, 𝑠, 𝑈𝜎(𝑠, 𝜏, 𝑦)),

𝑈𝜎(𝑡+ 𝑠, 𝜏 + 𝑠, 𝑦) = 𝑈𝜎(·+𝑠)(𝑡, 𝜏, 𝑦).
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Легко перевiрити, що {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝜔,ℎ) задовольняє властивiсть коциклу:

𝑈𝜎(𝑡+ 𝑠, 0, 𝑦) = 𝑈𝜎(·+𝑠)(𝑡, 0, 𝑈𝜎(𝑠, 0, 𝑦)).

Бiльш того, ∀ 𝑣 ∈ 𝐾𝜏
𝜎 виконується 𝑣(𝑡) ∈ 𝑈𝜎(𝑡, 𝑠, 𝑣(𝑠)), i 𝑣(𝑡+𝑠) ∈ 𝑈𝜎(·+𝑠)(𝑡, 0, 𝑣(𝑠)),

∀ 𝑣 ∈ 𝐾0
𝜎, ∀ 𝑡, 𝑠 ≥ 0.

У випадку 𝑑 ≡ 0 отримуємо 𝑊 (0) = {0}, Σ(0) = {0} та 𝑈0(𝑡 + 𝑠, 0, 𝑦) =
= 𝑈0(𝑡, 0, 𝑈0(𝑠, 0, 𝑦)), тобто, 𝑆0(𝑡)𝑦 = 𝑈0(𝑡, 0, 𝑦) є строгим 𝑚-напiвпотоком , по-
родженим незбуреною задачею (4).

Зауваження 3. Якщо 𝜔 є розв’язком задачi (10), то для розв’язку (4)
маємо

𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑) = 𝑣(𝑡) + 𝜔(𝑡), де 𝑣 ∈ 𝐾0
{𝜔,ℎ}, 𝑣(0) = 𝑦0. (26)

Лема 2. Сiмя 𝑚-напiвпотокiв {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝜔,ℎ), означена в (25), має рiвномiр-
ний атрактор, тобто iснує компактна множина ΘΣ(𝜔,ℎ) ⊂ 𝑋 така, що для
𝑈Σ(𝜔,ℎ) =

⋃︀
𝜎∈Σ(𝜔,ℎ)

𝑈𝜎

∀𝑟 > 0 sup
‖𝑦0‖≤𝑟

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0, 𝑦0),ΘΣ(𝜔,ℎ))→ 0, 𝑡→∞, (27)

та ΘΣ(𝜔,ℎ) є мiнiмальною серед усiх замкнених множин, що задовольняють
(27).
Бiльш того, ΘΣ(𝜔,ℎ) є вiд’ємно iнварiантною в тому сенсi, що

ΘΣ(𝜔,ℎ) ⊂ 𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0,ΘΣ(𝜔,ℎ)) ∀𝑡 ≥ 0. (28)

Доведення. Згiдно [14] потрiбно довести, що {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝜔,ℎ) задовольняє на-
ступним властивостям

1) дисипативнiсть: iснує обмежена множина 𝐵0 ⊂ 𝑋 така, що для будь-якої
обмеженої 𝐵 ⊂ 𝑋

∃𝑇 = 𝑇 (𝐵) ∀ 𝑡 ≥ 𝑇 (𝐵) 𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0, 𝐵) ⊂ 𝐵0; (29)

2) асимптотична компактнiсть: для кожної {𝑡𝑛 ↗ ∞}, для будь-якої обме-
женої {𝑦𝑛} ⊂ 𝑋

кожна послiдовнiсть
{︀
𝜉𝑛 ∈ 𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡𝑛, 0, 𝑦𝑛)

}︀
передкомпактна; (30)

3) замкнений граф: ∀𝑡 > 0 ∀𝑦𝑛 → 𝑦 ∀𝜎𝑛 → 𝜎 ∀𝜉𝑛 ∈ 𝑈𝜎𝑛(𝑡, 0, 𝑦𝑛) з 𝜉𝑛 → 𝜉
маємо

𝜉 ∈ 𝑈𝜎(𝑡, 0, 𝑦). (31)

Доведемо 1). Для кожного 𝜎 = {𝑝, 𝑙} ∈ Σ(𝜔, ℎ) та кожного 𝑣(·) ∈ 𝐾0
𝜎, 𝑣(0) =

= 𝑦0 згiдно (16) маємо: ∀𝑡 ≥ 0

‖𝑣(𝑡)‖2 ≤ ‖𝑦0‖2 𝑒−𝛿1𝑡 + 𝐶𝛿1(𝛿1)
−1(1 + 𝑙 ‖𝑝‖2∞ + 𝑒𝑠𝑠 sup

𝑡>0
‖𝑙(𝑡)‖2), (32)
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де 𝛿1, 𝐶𝛿1 не залежить вiд 𝑑. Тому, для кожного 𝑑 ∈ 𝐷, 𝜔 ∈ 𝑊 (𝑑), 𝜎 ∈ Σ(𝜔, ℎ)
ми отримуємо (29) з

𝐵0 =
{︁
𝑢 ∈ 𝑋 | ‖𝑢‖ ≤

√︀
1 + 𝐶𝛿1(𝛿1)

−1(1 + (𝑙 + 1)𝑅2)
}︁
.

Доведемо 2). Нехай 𝜉𝑛 ∈ 𝑈𝜎𝑛(𝑡𝑛, 0, 𝑦𝑛), де 𝑡𝑛 ↗∞, ‖𝑦𝑛‖ ≤ 𝑟, 𝜎𝑛 ∈ Σ(𝜔, ℎ). Тодi

𝜉𝑛 ∈ 𝑈𝜎𝑛(𝑡𝑛 − 1 + 1, 𝑡𝑛 − 1, 𝑈𝜎𝑛(𝑡𝑛 − 1, 0, 𝑦𝑛)) ⊂ 𝑈𝜎𝑛(·+𝑡𝑛−1)(1, 0, 𝑈𝜎𝑛(𝑡𝑛 − 1, 0, 𝑦𝑛)).

Згiдно доведеного пункту 1) про дисипацiю i компактностi Σ(𝜔, ℎ) отримуємо,
що

𝜉𝑛 = 𝑣𝑛(1) ∈ 𝑈𝜎𝑛(1, 0, 𝑦𝑛), 𝜎𝑛 = {𝑝𝑛, 𝑙𝑛} ∈ Σ(𝜔, ℎ),

де з точнiстю до пiдпослiдовностi{︃
𝜎𝑛 → 𝜎 в 𝐶(R+;𝑋)× 𝐿2,𝑤

𝑙𝑜𝑐 (R+;𝑋),

𝑦𝑛 → 𝑦 слабко в 𝑋.
(33)

Отже, для 𝑇 > 1 маємо, що 𝑣𝑛(·) є розв’язком задачi (13),(14) з початкови-
ми умовамиa 𝑦𝑛 та правими частинами 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑙𝑛(𝑡, 𝑥), 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣𝑛(𝑡, 𝑥) +
+ 𝑝𝑛(𝑡, 𝑥)).

Ми використаємо наступний результат, який є прямим наслiдком Теореми.
3.1 з [9].

Лема 3. Нехай {𝑣𝑛} нехай будуть розв’язками (13) на (0, 𝑇 ) початковими
умовами {𝑦𝑛} i правою частиною {𝑔𝑛 + 𝑙𝑛}. Припустимо, що 𝑦𝑛 → 𝑦 слабо в
𝑋, 𝑔𝑛 + 𝑙𝑛 → 𝑔 + 𝑙 слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋). Тодi з точнiстю до пiдпослiдовностi
𝑣𝑛 → 𝑣 в 𝐶([𝜀, 𝑇 ];𝑋), ∀ 𝜀 ∈ (0, 𝑇 ), де 𝑣 розв’язок рiвняння (13) з початковими
умовами 𝑦 i правою частиною 𝑔 + 𝑙. Якщо, додатково, 𝑦𝑛 → 𝑦 в 𝑋 сильно, то
𝑣𝑛 → 𝑣 в 𝐶([0, 𝑇 ];𝑋).

З того, що {𝜎𝑛} обмежена, з оцiнок (6) та (16) ми приходимо до висновку, що
послiдовнiсть {𝑔𝑛} є обмеженою в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋). Отже, з точнiстю до пiдпослiдов-
ностi 𝑔𝑛 → 𝑔 слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋), 𝑙𝑛 → 𝑙 слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋) i Лема 3 забезпечує,
що 𝜉𝑛 = 𝑣𝑛(1)→ 𝑣(1) in 𝑋.

Доведемо тепер 3). Нехай 𝜉𝑛 ∈ 𝑈𝜎𝑛(𝑡, 0, 𝑦𝑛), де 𝜎𝑛 → 𝜎, 𝑦𝑛 → 𝑦, i 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).
Повторюючи попереднi мiркування та використовуючи Лему 3, отримуємо, що
𝜉𝑛 = 𝑣𝑛(𝑡), де {𝑣𝑛, 𝑔𝑛} задовольняють (13),(14), i з точнiстю до пiдпослiдовностi
маємо

𝑔𝑛 → 𝑔 слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋) i 𝑣𝑛 → 𝑣 в 𝐶([0, 𝑇 ];𝑋),

де 𝑣 є розв’язком (13) з правою часьиною 𝑔 + 𝑙 i початковими умовами 𝑦. Далi,
згiдно з включенням (14), збiжнiстю 𝑣𝑛 + 𝑝𝑛 до 𝑣 + 𝑝 в 𝐶([0, 𝑇 ];𝑋), i напiвнепе-
рервнiстю зверху 𝑓 , ми отримуємо, що для довiльного 𝜀 > 0, для м.в. (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇

та 𝑛 ≥ 𝑁(𝑡, 𝑥) виконуються наступнi нерiвностi

𝑓−(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥))− 𝜀 < 𝑓−(𝑣𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑝𝑛(𝑡, 𝑥)) ≤ 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) ≤ (34)

≤ 𝑓+(𝑣𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑝𝑛(𝑡, 𝑥)) < 𝑓+(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥)) + 𝜀.
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З слабкої збiжностi 𝑔𝑛 до 𝑔 в 𝐿2(𝑄𝑇 ) i теореми Мазура виводимо, що деяка опу-
кла комбiнацiя {𝑔𝑛} збiгається до 𝑔 сильно та майже всюди на 𝑄𝑇 . Переходячи
до границi в (34), отримуємо

𝑓−(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥))− 𝜀 ≤ 𝑔(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑓+(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥)) + 𝜀.

Остання нерiвнiсть означає, що 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥)) м.в., i ми виводимо
𝜉𝑛 = 𝑣𝑛(𝑡)→ 𝜉 = 𝑣(𝑡) ∈ 𝑈𝜎(𝑡, 0, 𝑦). Лема доведена.

Тепер сформулююємо основний результат роботи.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (5)-(7), (9). Нехай Θ — глобальний
атрактор незбуреної задачi (4) (при 𝑑 ≡ 0). Тодi iснує 𝛾 ∈ 𝐾 така, що для всiх
𝑦0 ∈ 𝑋 i 𝑑 ∈ 𝐷 довiльний розв’язок 𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑) задачi (4) задовольняє робастну
оцiнку

lim𝑡→∞‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ 𝛾(‖𝑑‖∞). (35)

Доведення. Згiдно(26) 𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑) = 𝑣(𝑡) +𝜔(𝑡), де 𝜔 є розв’язком (10), 𝑣(𝑡) ∈
𝑈{𝜔,ℎ}(𝑡, 0, 𝑦0). Доведемо, що ∃ ̃︀𝛾 ∈ 𝐾 таке, що

lim𝑡→∞‖𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0, 𝑦0)‖Θ ≤ ̃︀𝛾(‖𝑑‖∞).

Тодi iз включення {𝜔, ℎ} ∈ Σ(𝜔, ℎ) отримуємо

‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ ‖𝑈{𝜔,ℎ}(𝑡, 0, 𝑦0)‖Θ + ‖𝜔(𝑡)‖ ≤

≤ ‖𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0, 𝑦0)‖Θ +
√
𝑙‖𝑑‖∞,

i ми отримуємо (35) з 𝛾(𝑠) = ̃︀𝛾(𝑠) +
√
𝑙𝑠.

Згiдно Леми 2 для кожного 𝑑 ∈ 𝐷 i для вiдповiдного розв’язку 𝜔 задачi (10)
сiм’я {𝑈𝜎}𝜎∈Σ(𝜔,ℎ) має рiвномiрний атрактор ΘΣ(𝜔,ℎ), який задовольняє (28). Вiд-
мiтимо, що Σ(0) = {0}, 𝑈0(𝑡, 0, 𝑦0) = 𝑆(𝑡)𝑦0, та ΘΣ(0) = Θ є глобальним атракто-
ром 𝑚-напiвпотоку 𝑆(𝑡), породженого незбуреною (𝑑 ≡ 0) задачею (4).

Далi доведемо вiд супротивного, що

𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝜔,ℎ),Θ)→ 0 as ‖𝑑‖∞ → 0. (36)

Припустимо, що ∃ 𝜀 > 0 та 𝑑𝑛 ∈ 𝐷, ‖𝑑𝑛‖∞ → 0, такi, що для розв’язкiв 𝜔𝑛 задачi
(10) для деяких 𝑧𝑛 ∈ ΘΣ(𝜔𝑛,ℎ𝑛)

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑧𝑛,Θ) ≥ 𝜀.

Згiдно (32) дисипативна множина 𝐵0 в (29) одна й та ж для всiх 𝑛 ≥ 1. Тодi з
(29) отримуємо ΘΣ(𝜔𝑛,ℎ𝑛) ⊂ 𝐵0 for 𝑛 ≥ 1. За (28), (29) та властивiстю коциклу
отримуємо

𝑧𝑛 ∈ 𝑈Σ(𝜔𝑛,ℎ𝑛)(𝑛, 0,ΘΣ(𝜔𝑛,ℎ𝑛)) ⊂ 𝑈Σ(𝜔𝑛,ℎ𝑛)(1, 0, 𝐵0).

Отже, 𝑧𝑛 = 𝑣𝑛(1) ∈ 𝑈𝜎𝑛(1, 0, 𝑦𝑛), де 𝑦𝑛 ∈ 𝐵0, 𝑣𝑛(·) є розв’язком (13), (14) на 𝑄𝑇 ,
𝑇 > 1, i згiдно з (11)

‖𝜎𝑛‖∞ ≤ ‖𝑑𝑛‖∞ → 0, 𝑛→∞.
Отже, з точнiстю до пiдпослiдовностi маємо, що

𝑝𝑛 → 0 в 𝐿∞(𝑄𝑇 ), 𝑦𝑛 → 𝑦 ∈ 𝐵0 слабо в 𝑋,
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𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑝𝑛(𝑡, 𝑥)) м.в. на 𝑄𝑇 .

Оскiльки {𝑣𝑛} задовольняє (32), останнє включення та умова (6) гарантують,
що послiдовнiсть {𝑔𝑛} є обмеженою в 𝐿2(𝑄𝑇 ). Отже 𝑔𝑛 → 𝑔 слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋).
Тодi ми можемо застосувати Лему 3 i отримати, що для довiльного 𝜀 > 0

𝑣𝑛 → 𝑣 in 𝐶([𝜀, 𝑇 ];𝑋). (37)

Це означає, що 𝑣𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑝𝑛(𝑡, 𝑥)→ 𝑣(𝑡, 𝑥) м.c. на (𝜀, 𝑇 )× (0, 𝑙).
Пiсля цього ми можемо повторити мiркування (34) i з напiвнеперервностi 𝑓
вивести, що

𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥)) м.с. на (𝜀, 𝑇 )× (0, 𝑙).

Нарештi, довiльнiсть вибраного 𝜀 веде до висновку

𝑧𝑛 = 𝑣𝑛(1)→ 𝑣(1) ∈ 𝑈0(1, 0, 𝑦) = 𝑆(1)𝑦. (38)

Тепер, використовуючи означення глобального атрактора Θ, обираємо 𝑡 > 0
так, щоб

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑆(𝑡)𝐵0,Θ) <
𝜀

2
.

Iз (29) виводимо, що ∃𝜂𝑛 ∈ ΘΣ(𝜔𝑛) таке, що

𝑧𝑛 ∈ 𝑈Σ(𝜔𝑛,ℎ𝑛)(𝑡, 0, 𝜂𝑛). (39)

Повторюючи для {𝜂𝑛} попереднi мiркування, отримуємо, що 𝜂𝑛 → 𝜂 ∈ 𝐵0 в 𝑋.
Тодi, застосовуючи знову мiркування (37),(38) та другу частину Леми 3 до пари
{𝑧𝑛, 𝜂𝑛} з (39), виводимо, що

𝑧𝑛 → 𝑧 ∈ 𝑈0(𝑡, 0, 𝜂) = 𝑆(𝑡)𝜂 ⊂ 𝑂 𝜀
2
(Θ),

що суперечить нашому припущенню. Отже, (36) має мiсце. Покладемо 𝛾0(𝑠) :=
:= sup

‖𝑑‖∞≤𝑠
𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝜔),Θ). Тодi

𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝜔),Θ) ≤ 𝛾0(‖𝑑‖∞).

Крiм того, ∀𝑠 > 0 𝛾0(𝑠) < ∞. Справдi, 𝛾0(𝑠) = lim
𝑛→∞

𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝜔𝑛),Θ), ‖𝜔𝑛‖∞ ≤
≤ ‖𝑑𝑛‖∞ ≤ 𝑠. Тодi завдяки (32) iснує обмежена множина 𝐵𝑠 such that ΘΣ(𝜔𝑛) ⊂
⊂ 𝐵𝑠. Звiдси, 𝛾0(𝑠) ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵𝑠,Θ) + 1 < ∞ i функцiя 𝛾0 : [0,+∞) → [0,+∞) є
незростаючою з 𝛾0(𝑠) → 0, 𝑠 → 0. Тодi вiдомо [20], що iснує 𝛾 ∈ 𝐾 така, що
∀𝑠 ≥ 0, 𝛾0(𝑠) ≤ 𝛾(𝑠). Включення {𝜔, ℎ} ∈ Σ(𝜔, ℎ) та нерiвнiсть

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑈{𝜔,ℎ}(𝑡, 0, 𝑦0),Θ) ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑈Σ(𝜔,ℎ)(𝑡, 0, 𝑦0),ΘΣ(𝜔,ℎ)) + 𝑑𝑖𝑠𝑡(ΘΣ(𝜔,ℎ),Θ),

гарантують виконання (35) завдяки властивостi рiвномiрного притягання. Тео-
рему доведено.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В роботi обгрун-
тована робастна оцiнка, що визначає величину вiдхилення траєкторiй параболi-
чного включення з многозначною напiвнеперервною зверху функцiєю взаємодiї
за наявностi неавтономних обмежених збурень в правiй частинi та в крайових
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умовах вiд глобального атрактору незбуреної системи в фазовому просторi 𝐿2.
Наявнiсть такої оцiнки говорить про стiйкiсть глобального атрактору щодо збу-
рень. Ми використали пiдхiд, що полягає у дослiдженнi вiдповiдного сiмейства
неавтономних напiвпроцесiв, якi мають рiвномiрний атрактор, що залежить вiд
збурень, як вiд параметру, та переходi до границi по цьому параметру. Методи
роботи вiдкривають широкi можливостi для дослiдження робастної стiйкостi
рiзних класiв еволюцiйних нелiнiйних нескiнченновимiрних дисипативних си-
стем зi збуреннями. Зокрема, природно узагальнити методи роботи на випадок
багатомiрних областей з використанням вiдповiдного апарату теорiї нелiнiйних
крайових задач.

5. Подяка. Робота виконана за пiдтримки Нацiонального фонду дослi-
джень України, проект № 2023.03/0074 "Нескiнченновимiрнi еволюцiйнi рiвня-
ння з багатозначною та стохастичною динамiкою"
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The paper considers the problem of studying the asymptotic behavior of solutions of
a parabolic inclusion with a multivalued upper semicontinuous interaction function in the
presence of non-autonomous bounded perturbations in the right-hand side and in bound-
ary conditions. In the absence of perturbations, the trajectories of this problem in the
phase space 𝐿2 are uniformly attracted over time by the bounded initial data to a compact
connected invariant set - the global attractor. We study the asymptotics of a perturbed
problem by establishing a robust estimate that determines the deviation of the trajecto-
ries of the perturbed problem from the global attractor of the unperturbed problem due
to the magnitude of the perturbations. The presence of such an estimate indicates the
stability of the global attractor with respect to perturbations. We use an approach that
consists in studying the corresponding family of non-autonomous semi-processes that have
a uniform attractor that depends on the perturbations. Based on the property of its upper
semicontinuity, conditions are established that guarantee the desired robust stability of the
attractor.

Keywords: stability, parabolic inclusion, global attractor, nonautonomous boundary con-
ditions, perturbations.
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LOCAL NEARRINGS AND ENDOCYCLIC GROUPS OF SMALL
ORDER

Nearrings are generalization of associative rings, in which the additive group can be
non-abelian, and addition is connected with multiplication at least one distributive law,
left or right. In this sense local nearrings are generalization of local rings.

The package SONATA of the computer algebra system GAP contains a library of all
non-isomorphic nearrings of order at most 15 and nearrings with a unity of order at most
31, among which 698 are local. However, the classification of nearrings of higher orders
requires much more complex calculations.

The classification of nearrings with identity (up to order 32) and local nearrings
(of orders 32 and 64) on endocyclic additive groups is given. Moreover, some informa-
tion concerning these nearring from the LocalNR and SONATA packages of GAP is presented.

Keywords: nearring with identity, local nearring, endocyclic group, additive group, Lo-
calNR package, GAP.

1. Introduction. We study algebraic structures called nearrings, which are
interesting examples of generalised rings (i.e. addition need not to be commutative,
and only one distributive law is assumed).

The classification of all nearrings up to certain orders is an open problem. The
SONATA package [1] of GAP [2] contains a library of all non-isomorphic nearrings
of order at most 15 and nearrings with identity of order up to 31, among which
698 are local. We have implemented algorithms to compute all local nearrings of
further orders, in a new GAP package called LocalNR [3]. The current version of
this package contains all local nearrings of order at most 361, except some orders.

2. Nearrings with identity and endocyclic groups.

Definition 1. A set 𝑁 with two binary operations + and · is called a (left)
nearring if the following statements hold:

1) (𝑁,+) = 𝑁+ is a (not necessarily abelian) group with neutral element 0;
2) (𝑁, ·) is a semigroup;
3) 𝑥(𝑦 + 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 for all 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑁 .

The monographs by Pilz [4], Meldrum [5], Clay [6], C. Ferrero and G. Ferrero [7],
and Lockhart [8] are devoted to the general theory of nearrings.
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Let 𝐺 be a group and End𝐺 be the set of all its endomorphisms, which can be
considered as a semigroup with respect to the composition operation of endomor-
phisms. For each 𝑔 ∈ 𝐺 we denote by 𝑔End𝐺 the set {𝑔𝛼|𝛼 ∈ End𝐺} of all images
of the element 𝑔 with respect to endomorphisms of End𝐺.

Definition 2. A group 𝐺 is called endocyclic if it contains an element 𝑔 with
𝐺 = 𝑔End𝐺.

The SONATA package includes the 𝐴𝑙𝑙𝐿𝑖𝑏𝑟𝑎𝑟𝑦𝑁𝑒𝑎𝑟𝑅𝑖𝑛𝑔𝑠𝑊𝑖𝑡ℎ𝑂𝑛𝑒 database
of nearrings with identity. In this library, nearrings are arranged according to their
additive groups 𝐺, for example, the command

𝑁 := 𝐴𝑙𝑙𝐿𝑖𝑏𝑟𝑎𝑟𝑦𝑁𝑒𝑎𝑟𝑅𝑖𝑛𝑔𝑠𝑊𝑖𝑡ℎ𝑂𝑛𝑒(𝐺)

defines the lists of local nearrings 𝑁 .
We use the function 𝐼𝑠𝐸𝑛𝑑𝑜𝐶𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝 from the LocalNR package for checking

whether 𝐺 is an endocyclic group.
Let [𝑛, 𝑖] be the 𝑖-th group of order 𝑛 in the SmallGroups library in GAP. We

denote by 𝐶𝑛, 𝐷𝑛 and 𝑄𝑛 the cyclic, dihedral and quaternion groups of order 𝑛,
respectively.

Let 𝑚(𝐺) be the number of all non-isomorphic nearrings with identity 𝑅 whose
additive group 𝑅+ is isomorphic to the group 𝐺.

The SONATA package includes the list of all non-isomorphic nearrings with
identity of order less than 32.

The following lemma are obtained using GAP, the LocalNR and SONATA pack-
ages.

Lemma 1. The following groups 𝐺 of order less than 32 are endocyclic. More-
over, if 𝐺 is an additive group of a nearring with identity 𝑅, then the following
holds.

IdGroup(𝐺) StructureDescription(G) 𝑚(𝐺)
[4, 1] 𝐶4 1
[4, 2] 𝐶2 × 𝐶2 5
[5, 1] 𝐶5 1
[6, 2] 𝐶6 1
[7, 1] 𝐶7 1
[8, 1] 𝐶8 1
[8, 2] 𝐶4 × 𝐶2 10
[8, 3] 𝐷8 7
[8, 4] 𝑄8 -
[8, 5] 𝐶2 × 𝐶2 × 𝐶2 35
[9, 1] 𝐶9 1
[9, 2] 𝐶3 × 𝐶3 10
[10, 2] 𝐶10 1
[11, 1] 𝐶11 1
[12, 2] 𝐶12 1

Continued on the next page
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IdGroup(𝐺) StructureDescription(G) 𝑚(𝐺)
[12, 4] 𝐷12 1
[12, 5] 𝐶6 × 𝐶2 9
[13, 1] 𝐶13 1
[14, 2] 𝐶14 1
[15, 1] 𝐶15 1
[16, 1] 𝐶16 1
[16, 2] 𝐶4 × 𝐶4 51
[16, 3] (𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2 132
[16, 4] 𝐶4 ⋊ 𝐶4 40
[16, 5] 𝐶8 × 𝐶2 37
[16, 6] 𝐶8 ⋊ 𝐶2 33
[16, 7] 𝐷16 -
[16, 10] 𝐶4 × 𝐶2 × 𝐶2 470
[16, 11] 𝐶2 ×𝐷8 708
[16, 12] 𝐶2 ×𝑄8 4
[16, 14] 𝐶2 × 𝐶2 × 𝐶2 × 𝐶2 2798
[17, 1] 𝐶17 1
[18, 2] 𝐶18 1
[18, 3] 𝐶3 × 𝑆3 8
[18, 5] 𝐶6 × 𝐶3 17
[19, 1] 𝐶19 1
[20, 2] 𝐶20 1
[20, 4] 𝐷20 1
[20, 5] 𝐶10 × 𝐶2 9
[21, 2] 𝐶21 1
[22, 2] 𝐶22 1
[23, 1] 𝐶23 1
[24, 2] 𝐶24 1
[24, 5] 𝐶4 × 𝑆3 1
[24, 6] 𝐷24 -
[24, 9] 𝐶12 × 𝐶2 14
[24, 10] 𝐶3 ×𝐷8 7
[24, 11] 𝐶3 ×𝑄8 -
[24, 13] 𝐶2 × 𝐴4 8
[24, 14] 𝐶2 × 𝐶2 × 𝑆3 10
[24, 15] 𝐶6 × 𝐶2 × 𝐶2 136
[25, 1] 𝐶25 1
[25, 2] 𝐶5 × 𝐶5 16
[26, 2] 𝐶26 1
[27, 1] 𝐶27 1
[27, 2] 𝐶9 × 𝐶3 20
[27, 3] (𝐶3 × 𝐶3) ⋊ 𝐶3 22
[27, 4] 𝐶9 ⋊ 𝐶3 4
[27, 5] 𝐶3 × 𝐶3 × 𝐶3 202
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IdGroup(𝐺) StructureDescription(G) 𝑚(𝐺)
[28, 2] 𝐶28 1
[28, 3] 𝐷28 1
[28, 4] 𝐶14 × 𝐶2 9
[29, 1] 𝐶29 1
[30, 4] 𝐶30 1
[31, 1] 𝐶31 1

The following theorem follows from Lemma 1.

Theorem 1. Let 𝐺 be a group of order less than 32. If 𝐺 is an additive group
of nearring with identity 𝑅, then 𝐺 is endocyclic.

3. Local nearrings and endocyclic groups. Main results about local
nearrings are given in surveys [9] and [10].

Definition 3. A nearring with identity is called local if the set of all its non-
invertible elements is a subgroup of its additive group.

The LocalNR package provides functionality for investigating nearrings with
identity and local nearrings. It also includes the 𝐴𝑙𝑙𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙𝑁𝑒𝑎𝑟𝑅𝑖𝑛𝑔𝑠 database of
local nearrings of small orders. In this library, local nearrings are arranged according
to their additive and multiplicative groups, for example, the command

𝑁 := 𝐴𝑙𝑙𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙𝑁𝑒𝑎𝑟𝑅𝑖𝑛𝑔𝑠(𝑘, 𝑙,𝑚, 𝑛)

defines the lists of local nearrings 𝑁 . The arguments 𝑘, 𝑙, 𝑚, 𝑛 are from IdGroup
of the additive group and the multiplicative group, respectively.

3.1. Local nearrings and endocyclic groups of order 32. Let 𝑛(𝐺)
be the number of all non-isomorphic local nearrings 𝑅 whose additive group 𝑅+ is
isomorphic to the group 𝐺.

There exist 51 non-isomorphic groups of order 32 = 25 from which 35 are endo-
cyclic groups and only 19 of these groups are the additive groups of local nearrings.
The list and the database of all local nearrings of order 32 can be found in [11], the
LocalNR package and [12].

Lemma 2. The following groups 𝐺 of order 32 are endocyclic. Moreover, if 𝐺
is an additive group of a local nearring 𝑅, then the following holds.

IdGroup(𝐺) StructureDescription(G) 𝑛(𝐺)
[32, 1] 𝐶32 1
[32, 2] (𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶4 1397
[32, 3] 𝐶8 × 𝐶4 880
[32, 4] 𝐶8 ⋊ 𝐶4 798
[32, 5] (𝐶8 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2 1945
[32, 6] ((𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2 433
[32, 7] (𝐶8 ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2 225
[32, 8] 𝐶2.((𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2) =

(𝐶2 × 𝐶2).(𝐶4 × 𝐶2) 208
Continued on the next page
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IdGroup(𝐺) StructureDescription(G) 𝑛(𝐺)
[32, 9] (𝐶8 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2 -
[32, 10] 𝑄8 ⋊ 𝐶4 -
[32, 11] (𝐶4 × 𝐶4) ⋊ 𝐶2 -
[32, 12] 𝐶4 ⋊ 𝐶8 2406
[32, 16] 𝐶16 × 𝐶2 129
[32, 17] 𝐶16 ⋊ 𝐶2 129
[32, 18] 𝐷32 -
[32, 21] 𝐶4 × 𝐶4 × 𝐶2 135558
[32, 22] 𝐶2 × ((𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2) 149374
[32, 23] 𝐶2 × (𝐶4 ⋊ 𝐶4) 157905
[32, 24] (𝐶4 × 𝐶4) ⋊ 𝐶2 262544
[32, 25] 𝐶4 ×𝐷8 -
[32, 26] 𝐶4 ×𝑄8 -
[32, 27] (𝐶2 × 𝐶2 × 𝐶2 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2 -
[32, 28] (𝐶4 × 𝐶2 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2 -
[32, 34] (𝐶4 × 𝐶4) ⋊ 𝐶2 -
[32, 35] 𝐶4 ⋊𝑄8 -
[32, 36] 𝐶8 × 𝐶2 × 𝐶2 177175
[32, 37] 𝐶2 × (𝐶8 ⋊ 𝐶2) 527419
[32, 39] 𝐶2 ×𝐷16 -
[32, 43] (𝐶2 ×𝐷8) ⋊ 𝐶2 -
[32, 45] 𝐶4 × 𝐶2 × 𝐶2 × 𝐶2 >6684533
[32, 46] 𝐶2 × 𝐶2 ×𝐷8 -
[32, 47] 𝐶2 × 𝐶2 ×𝑄8 -
[32, 49] (𝐶2 ×𝐷8) ⋊ 𝐶2 -
[32, 50] (𝐶2 ×𝑄8) ⋊ 𝐶2 -
[32, 51] 𝐶2 × 𝐶2 × 𝐶2 × 𝐶2 × 𝐶2 >7007053

As a consequence of Lemma 2 we have the following result.

Theorem 2. Let 𝐺 be a group of order 32. If 𝐺 is an additive group of a local
nearring 𝑅, then 𝐺 is endocyclic.

3.2. Local nearrings and endocyclic 2-generated groups of order 64.
There exist 267 non-isomorphic groups of order 64 = 26 from which 53 are 2-
generated groups and only 39 of these groups are endocyclic. Moreover, 24 of these
groups are the additive groups of local nearrings. The list and the database of all
local nearrings of order 64 can be found in [10], the LocalNR package and [13].

Lemma 3. The following 2-generated groups 𝐺 of order 64 are endocyclic. More-
over, if 𝐺 is an additive group of a local nearring 𝑅, then the following holds.

IdGroup(𝐺) StructureDescription(G) 𝑛(𝐺)
[64, 2] 𝐶8 × 𝐶8 1683
[64, 3] 𝐶8 ⋊ 𝐶8 1628
[64, 4] ((𝐶8 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2 167245
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IdGroup(𝐺) StructureDescription(G) 𝑛(𝐺)
[64, 5] (𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶8 118190
[64, 6] (𝐶8 × 𝐶4) ⋊ 𝐶2 -
[64, 7] 𝑄8 ⋊ 𝐶8 -
[64, 8] ((𝐶8 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2 -
[64, 9] (𝐶2 ×𝑄8) ⋊ 𝐶4 -
[64, 10] (𝐶8 ⋊ 𝐶4) ⋊ 𝐶2 7424
[64, 11] (𝐶2 × 𝐶2).((𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2) =

= (𝐶4 × 𝐶2).(𝐶4 × 𝐶2) -
[64, 12] (𝐶4 ⋊ 𝐶8) ⋊ 𝐶2 5633
[64, 14] (𝐶2 × 𝐶2).((𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2) =

= (𝐶4 × 𝐶2).(𝐶4 × 𝐶2) 5520
[64, 15] 𝐶8 ⋊ 𝐶8 2384
[64, 16] 𝐶8 ⋊ 𝐶8 2384
[64, 17] (𝐶8 × 𝐶2) ⋊ 𝐶4 433060
[64, 18] (𝐶8 × 𝐶2) ⋊ 𝐶4 -
[64, 19] 𝐶4.(𝐶4 × 𝐶4) -
[64, 20] (𝐶4 × 𝐶4) ⋊ 𝐶4 -
[64, 21] (𝐶8 × 𝐶2) ⋊ 𝐶4 -
[64, 23] (𝐶4 × 𝐶2 × 𝐶2) ⋊ 𝐶4 111758
[64, 24] (𝐶8 ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶4 109189
[64, 26] 𝐶16 × 𝐶4 11467
[64, 27] 𝐶16 ⋊ 𝐶4 11467
[64, 28] 𝐶16 ⋊ 𝐶4 -
[64, 29] (𝐶16 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2 28185
[64, 30] (𝐶16 ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2 4433
[64, 32] ((𝐶8 ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2 -
[64, 33] (𝐶4 × 𝐶2 × 𝐶2) ⋊ 𝐶4 -
[64, 34] (((𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2 16177
[64, 35] (𝐶4 × 𝐶4) ⋊ 𝐶4 15504
[64, 36] (𝐶2.((𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2) =

(𝐶2 × 𝐶2).(𝐶4 × 𝐶2)) ⋊ 𝐶2 15761
[64, 37] 𝐶2.(((𝐶4 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2) =

(𝐶4 × 𝐶2).(𝐶4 × 𝐶2) 15920
[64, 38] (𝐶16 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2 -
[64, 41] (𝐶16 ⋊ 𝐶2) ⋊ 𝐶2 -
[64, 44] 𝐶4 ⋊ 𝐶16 28500
[64, 45] 𝐶8.𝐷8 = 𝐶4.(𝐶8 × 𝐶2) 1920
[64, 50] 𝐶32 × 𝐶2 257
[64, 51] 𝐶32 ⋊ 𝐶2 257
[64, 52] 𝐷64 -

The following result follows from Lemma 3.
Theorem 3. Let 𝐺 be a 2-generated group of order 64. If 𝐺 is an additive group

of a local nearring 𝑅, then 𝐺 is endocyclic.
This work is supported by a grant from the Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-

00014586, I.Yu.R., M.Yu.R.)
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Раєвська I., Раєвська М. Локальнi майже-кiльця та ендоциклiчнi групи ма-
лих порядкiв.

Майже-кiльця — це узагальнення асоцiативних кiлець, в яких адитивна група може
бути неабелевою, а додавання пов’язане з множенням хоча б одним дистрибутивним
законом, лiвим або правим. У цьому сенсi локальнi майже-кiльця є узагальненням
локальних кiлець.

Пакет SONATA системи комп’ютерної алгебри GAP мiстить бiблiотеку всiх неiзо-
морфних майже-кiлець порядку не бiльше 15 та майже-кiлець з одиницею порядку
не бiльше 31, серед яких 698 є локальними. Однак класифiкацiя майже-кiлець вищих
порядкiв вимагає набагато складнiших обчислень.

Наведено класифiкацiю майже-кiлець з одиницею (до порядку 32) та локальних
майже-кiлець (порядкiв 32 та 64) на ендоциклiчних адитивних групах. Крiм того,
представлено деяку iнформацiю щодо цих майже-кiлець з GAP-пакетiв LocalNR та
SONATA.

Ключовi слова: майже-кiльце з одиницею, локальне майже-кiльце, ендоциклiчна
група, адитивна група, пакет LocalNR, GAP.
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ПОБУДОВА ВИБIРОК З МНОЖИНИ МIРИ НУЛЬ НА
ПЛОЩИНI ТА ЇХ ЧИСЛОВI ХАРАКТЕРИСТИКИ

Робота присвячена дослiдженню методiв побудови вибiрок iз множин на площи-
нi, що мають мiру нуль. У процесi дослiдження було побудовано двi серiї вибiрок iз
множин мiри нуль: одна з них вiдповiдає трикутнику Серпiнського, iнша — деякому
спецiально сконструйованому фракталу на площинi.

Аналiз вибiркових характеристик показав, що вибiрковi середнi значення точок,
отриманих iз трикутника Серпiнського, практично збiгаються з точкою перетину ме-
дiан початкового трикутника. Подiбна закономiрнiсть виявлена i для вибiрок, побу-
дованих iз фрактала: їхнi вибiрковi середнi розташованi поблизу центра початкового
правильного трикутника, на основi якого було здiйснено побудову. Додатково дослi-
джувалася динамiка змiни середньоквадратичних вiдхилень для серiй вибiрок. Було
встановлено, що для рiвних початкових правильних трикутникiв послiдовнiсть цих
вiдхилень стабiлiзується вже на другому кроцi побудови як для трикутника Серпiн-
ського, так i для розглянутого фрактала. Водночас отриманi значення для трикутника
Серпiнського є дещо бiльшими, нiж для iншої фрактальної множини.

Ключовi слова: множини мiри нуль, трикутник Серпiнського, фрактал на площинi,
числовi характеристики вибiрки.

1. Вступ. Поняття мiри у математицi є узагальненням таких базових число-
вих характеристик множин, як довжина, площа та об’єм. У рiзних просторах
та для рiзних класiв множин цi характеристики можуть мати власнi особливо-
стi, проте їх об’єднують спiльнi властивостi: вони завжди невiд’ємнi та воло-
дiють адитивнiстю, тобто для об’єднання двох неперетинних множин значення
характеристики дорiвнює сумi їхнiх окремих значень. Саме завдяки цим унi-
версальним рисам у математичному аналiзi замiсть вивчення довжини, площi
чи об’єму окремо розглядають бiльш загальне поняття – мiру, що визначається
на певному абстрактному класi множин i задовольняє вказанi властивостi.

Водночас iснують множини, якi хоч i пiдпорядковуються строгим математи-
чним правилам побудови, проте мають так звану мiру нуль. Iншими словами,
вони не «займають простору» у звичному розумiннi, хоч i складаються з не-
скiнченної кiлькостi елементiв.
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У роботi [1] розглянуто два способи побудови вибiрок з множини Кантора та
проаналiзовано їх числовi характеристики. Дана робота присвячена дослiджен-
ню методiв побудови вибiрок iз множин на площинi, що мають мiру нуль, та
аналiзу їхнiх числових характеристик. Актуальнiсть теми зумовлена тим, що
вивчення подiбних множин дозволяє глибше зрозумiти природу мiри як мате-
матичного поняття, а також розкрити властивостi об’єктiв, що здаються «неви-
димими» з точки зору традицiйних понять довжини, площi чи об’єму. Методи
побудови вибiрок iз таких множин досi залишаються мало дослiдженими, що
вiдкриває перспективи для подальших наукових пошукiв у галузi теорiї мiри та
її застосувань.

2. Трикутник Серпiнського. Множина Кантора є одним з простих
прикладiв фракталiв. Фрактал (вiд лат. 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑢𝑠 — подрiбнений) — у загаль-
новживаному розумiннi фiгура, що складається з частин, якi в певному сенсi
подiбнi до цiлого. В геометричному сенсi фiгура, яка вiдображається на свою
пiдмножину (самоподiбна) за допомогою деяких перетворень прямої, площи-
ни чи простору, залежно вiд того де розглядається фiгура. Множина Кантора
є самоподiбною, оскiльки її можна представити як об’єднання двох множин
𝐾 =

(︀[︀
0; 1

3

]︀
∩𝐾

)︀
∪
(︀[︀

1
3
; 1
]︀
∩𝐾

)︀
кожна з яких

[︀
0; 1

3

]︀
∩𝐾 та

[︀
1
3
; 1
]︀
∩𝐾 подiбна

до всiєї множини 𝐾. Множина
[︀
0; 1

3

]︀
∩ 𝐾 отримується з множини 𝐾 за допо-

могою гомотетiї з центром в точцi 0 та коефiцiєнтом 1
3
, а множина

[︀
2
3
; 1
]︀
∩ 𝐾

отримується з множини 𝐾 за допомогою гомотетiї з центром в точцi 1 та коефi-
цiєнтом 1

3
. Трикутник Серпiнського — один iз двовимiрних аналогiв множини

Рис. 1. Множина Кантора.

Кантора. Його математичний опис був запропонований польським математи-
ком Вацлавом Серпiнським в 1915 роцi [2]. Цей трикутник є одним з найбiльш
раннiх прикладiв фракталiв, вiдомих з середньовiччя [3].

Розглянемо найпростiший спосiб побудови трикутника Серпiнського. Бере-
мо довiльний трикутник (краще виглядає рiвностороннiй трикутник, для якого
утвориться бiльш симетрична фiгура). На першому кроцi видаляється трику-
тник з вершинами в серединi сторiн початкового трикутника. На другому кроцi
аналогiчнi трикутники iз трьох менших трикутникiв, якi залишилися пiсля пер-
шого кроку, i т. д. Пiсля нескiнченного повторення цiєї процедури, вiд суцiльно-
го трикутника залишається пiдмножина початкового трикутника — трикутник
Серпiнського. Цiкавим є той факт, що площа фiгури, яка залишається на ко-
жному кроцi формування трикутника Серпiнського, зменшується. Оскiльки на
кожному кроцi вiдкидаються один з кожних чотирьох трикутникiв рiвних за
площею, то пiсля кожного кроку лишається 3

4
вiд попередньої площi. Таким

чином при 𝑛 = 1 – це 3
4
, 𝑛 = 2 – це 9

16
а для довiльного 𝑛 –

(︀
3
4

)︀𝑛. Якщо 𝑛
спрямувати до нескiнченностi, то площа фiгури, яка залишається, прямує до 0.
Таким чином, площа трикутника Серпiнського рiвна 0.

3. Генерацiя вибiрки точок трикутника Серпiнського методом ха-
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Рис. 2. Побудова трикутника Серпiнського.

оса. Нехай (𝑥, 𝑦) випадкова точка рiвномiрно розподiлена всерединi деякого
трикутника 𝐴𝐵𝐶. Тобто ймовiрнiсть попадання у пiдмножину цiєї множини
пропорцiйна її площi.

Рис. 3. Рiвномiрний розподiл випадкової величини на першому кроцi побудови.

Перемiстимо точку (𝑥, 𝑦) вдвiчi ближче до 𝐴 або вдвiчi ближче до 𝐵 або
вдвiчi ближче до 𝐶. Тобто для дискретної рiвномiрно розподiленої випадкової
величини 𝛿, що приймає значення 0, 1 або 2, кожне з однаковою ймовiрнiстю
1/3, розглянемо

(𝑥′, 𝑦′) = 𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩
(︀
𝑥+𝑥𝐴

2
, 𝑦+𝑦𝐴

2

)︀
, якщо 𝛿 = 0(︀

𝑥+𝑥𝐵
2
, 𝑦+𝑦𝐵

2

)︀
, якщо 𝛿 = 1(︀

𝑥+𝑥𝐶
2
, 𝑦+𝑦𝐶

2

)︀
, якщо 𝛿 = 2.

Зрозумiло, що якщо при кожному зверненнi до 𝑓(𝑥, 𝑦) незалежно генерується
𝛿, що приймає значення 0, 1 або 2, кожне з однаковою ймовiрнiстю 1/3, то
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(𝑥′, 𝑦′) є рiвномiрно розподiленою випадковою точкою на множинi, зображе-
нiй на малюнку. Якщо б (𝑥, 𝑦) була б рiвномiрно розподiленою випадковою

Рис. 4. Рiвномiрний розподiл випадкової величини на другому кроцi побудови.

точкою на останнiй зображенiй множинi, то 𝑓(𝑥, 𝑦) була б рiвномiрно розпо-
дiленою випадковою величиною на такiй множинi. I так далi. Побудуємо в де-

Рис. 5. Рiвномiрний розподiл випадкової величини на третьому кроцi побудови.

якому наближенi вибiрку з трикутника Серпiнського. Можна використати ме-
тод хаосу. На початку задамо довiльний трикутник i генеруємо вибiрку точок
(𝑥

(0)
𝑖 , 𝑦

(0)
𝑖 ), (𝑖 = 1, . . . , 𝑘) рiвномiрно розподiлену всерединi трикутника. Для

цього ми поступово вибираємо точки рiвномiрно розподiленi на квадратi, який
охоплює даний трикутник i вiдкидаємо точки, якi не попадають в середину
трикутника, довiвши їх кiлькiсть до 𝑘. На кожному кроцi обчислюємо нову ви-
бiрку (𝑥

(𝑗+1)
𝑖 , 𝑦

(𝑗+1)
𝑖 ) = 𝑓(𝑥

(𝑗)
𝑖 , 𝑦

(𝑗)
𝑖 ),(𝑖 = 1, . . . , 𝑘) застосовуючи до кожної точки

попередньої вибiрки функцiю 𝑓 .
Проаналiзуємо характеристики утворених вибiрок. Двi середнi арифмети-

чнi одноiменних координат вершин трикутника є, очевидно, координатами то-
чки перетину медiан трикутника. В механiчних задачах вважають, що в цiй
точцi зосереджена вся маса фiгури, яку називають центром мас. При цьому
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обчислення координат центру мас системи матерiальних точок знаходиться за
формулою:

𝑥𝑐𝑒𝑝 =
𝑥1𝑚1 + 𝑥2𝑚2 + · · ·+ 𝑥𝑘𝑚𝑘

𝑚1 +𝑚2 + · · ·+𝑚𝑘

та аналогiчна формула для 𝑦. Тому й далi можна вважати, що в серединi зо-
середжена маса 𝑚1 + 𝑚2 + · · · + 𝑚𝑘, але основне — результат обчислення не
залежить вiд порядку замiни системи точок на одну, в якiй зосереджена вся
маса. А на першому кроцi видаляється саме трикутник iз тим же центром, що
й початковий. Тому центр мас фiгури, що отримується на першому кроцi такий
саме, як на початку та такий саме, як у видаленого трикутника. Якщо розгля-
дати кожен з трьох рiвних трикутникiв, якi залишилися на наступному кроцi то
їх центри не змiнюються i на другому кроцi. Маси мiняються з кроку на крок,
але мiж собою залишаються рiвними в межах одного кроку. Тому центр мас
системи трьох трикутникiв, що буде також центром початкового трикутника,
не змiниться i на другому кроцi. I так далi. Отже, центр фiгури, яка лишається
на кожному кроцi видалення, незмiнна.

Запуск коду, що починає з вибiрки в 𝑘 = 200 елементiв рiвномiрно розподi-
лених у рiвносторонньому трикутнику зi стороною 0, 8 з вершинами (0, 5; 0, 9−
0, 8 ·

√
3
2

), (0, 1; 0, 9), (0, 9; 0, 9) генерує вибiрки поданих характеристик та зо-
бражує точки поточної вибiрки червоними точками, а всiх попереднiх вибiрок
— жовтими, дає наочний рисунок. Точка перетину медiан трикутника знахо-

Рис. 6. Генерацiя вибiрки з трикутника Серпiнського методом хаоса.

диться, як середнє арифметичне їх вiдповiдних координат (0, 5; 0, 66906) i має
вiдповiдати вибiрковим середнiм 𝑥 та 𝑦 на кожному кроцi.

Аналiз таблицi показує, що вибiркове середнє 𝑥 та 𝑦, дiйсно знаходиться зав-
жди бiля 0, 5 та 0, 66906 вiдповiдно та вiдрiзняються не бiльше нiж на 0,03, а
середньо квадратичне вiдхилення знаходиться завжди бiля 0,18 та 0,19 вiдпо-
вiдно та вiдрiзняються не бiльше нiж на 0,033.
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Таблиця 1.
Характеристики вибiрки.

I Вибiркове
середнє 𝑋

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення
𝑋

Вибiркове
середнє 𝑌

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення
𝑌

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення

0 0,495945 0,147853 0,656408 0,160693 0,21836
1 0,510973 0,172331 0,648300 0,182176 0,25077
2 0,498486 0,180962 0,654638 0,180198 0,25538
3 0,490243 0,190514 0,664736 0,190299 0,26928
4 0,509121 0,186327 0,661124 0,187323 0,26421
5 0,505561 0,188696 0,661051 0,188950 0,26704
6 0,493780 0,187239 0,661014 0,189320 0,26627
7 0,490890 0,188544 0,662727 0,187773 0,26610
8 0,498445 0,196685 0,679173 0,184256 0,26951
9 0,500222 0,187268 0,677003 0,179556 0,25944
10 0,496111 0,188192 0,663794 0,178854 0,25962
11 0,501055 0,178995 0,638137 0,197944 0,26687
12 0,502528 0,188065 0,644361 0,196198 0,27178
13 0,493264 0,187770 0,661329 0,187671 0,26548
14 0,480632 0,187582 0,659421 0,192560 0,26882
15 0,486316 0,195499 0,658467 0,192925 0,27466
16 0,483158 0,189547 0,668382 0,180449 0,26171
17 0,496579 0,181819 0,661216 0,193545 0,26555
18 0,490289 0,187750 0,655900 0,204071 0,27730
19 0,472145 0,187535 0,661903 0,200086 0,27423

Цiкавим є середньо квадратичне вiдхилення в сукупностi обох координат,
що обчислюємо за формулою:

𝐷𝑖 =

√︂(︁
𝑥𝑙 − 𝑥(𝑙)

)︁2
+
(︁
𝑦𝑙 − 𝑦(𝑙)

)︁2
,

або

𝐷𝑖 =

⎯⎸⎸⎷(︁𝑥𝑙1 − 𝑥(𝑙))︁2 +
(︁
𝑦𝑙1 − 𝑦(𝑙)

)︁2
+ · · ·+

(︁
𝑥𝑙𝑘 − 𝑥(𝑙)

)︁2
+
(︁
𝑦𝑙𝑘 − 𝑦(𝑙)

)︁2
𝑘

.

Середньо квадратичне вiдхилення, крiм першого значення, знаходиться завжди
бiля 0, 26 вiдрiзняється не бiльше нiж на 0, 018.

4. Генерацiя вибiрки точок деякого фрактала методом хаоса. Нехай
(𝑥, 𝑦) випадкова точка рiвномiрно розподiлена всерединi правильного трикутни-
ка 𝐴𝐵𝐶. Перемiстимо точку (𝑥, 𝑦) втричi ближче до прямої 𝐴𝐵, залишаючи її
на перпендикулярi проведеному до прямої 𝐴𝐵 (стиск до прямої 𝐴𝐵 з коефi-
цiєнтом 1/3). Тодi вона попаде всередину трикутника 𝐴𝑀𝐵, де 𝑀 центр три-
кутника 𝐴𝐵𝐶, а, отже, i точка перетину його медiан. При виборi замiсть 𝐴𝐵
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iнших прямих: 𝐵𝐶 або 𝐶𝐴, то точка попадає вiдповiдно в трикутники 𝐵𝑀𝐶 або
𝐶𝑀𝐴. Тобто нове положення точки (𝑥, 𝑦) може знову бути довiльною точкою
трикутника 𝐴𝐵𝐶 (Рис. 7). Тому продовжуючи з коефiцiєнтом 1/3, аналогiчно
до попередньої побудови трикутника Серпiнського, ми не отримаємо фрактал.
Зменшимо коефiцiєнт до 1/4. Перемiстимо точку (𝑥, 𝑦) в чотири рази ближ-

Рис. 7. Iлюстрацiя стиску до сторони трикутника з коефiцiєнтом 1
2
.

че до прямої 𝐴𝐵 або в чотири рази ближче до прямої 𝐵𝐶 або в чотири рази
ближче до прямої 𝐶𝐴 залишаючи її на перпендикулярi проведеному до вiдпо-
вiдної прямої. Для реалiзацiї таких стискiв нам буде потрiбно знайти формули
для проекцiї точки 𝑇 (𝑥, 𝑦) на пряму 𝑀1𝑀2, 𝑀1(𝑥1, 𝑦1), 𝑀2(𝑥2, 𝑦2) (Рис.8). Нехай

Рис. 8. Iлюстрацiя стиску з коефiцiєнтом 1
4
.

𝑎 = 𝑀1𝑇 = (𝑥−𝑥1, 𝑦− 𝑦1), 𝑏 = 𝑀1𝑀2 = (𝑥2−𝑥1, 𝑦2− 𝑦1). Для проекцiї 𝑃 точки
𝑇 на пряму 𝑀1𝑀2 одержимо:

𝑀1𝑃 =
𝑎 · 𝑏
|𝑏|

, 𝑀1𝑃 =
𝑎 · 𝑏
|𝑏|
· 𝑏
|𝑏|

=
𝑎 · 𝑏
|𝑏|2
· 𝑏 =

𝑎 · 𝑏
𝑏
2 · 𝑏.

Таким чином (𝑥𝑝, 𝑦𝑝) = (𝑥1, 𝑦1) + 𝑀1𝑃 . Для знаходження точки на перпенди-
кулярi 𝑇𝑃 , що в 4 рази ближча до 𝑃 нiж 𝑇 до 𝑃 шукаємо точку

(︀
3𝑥𝑃+𝑥

4
, 3𝑦𝑃+𝑦

4

)︀
,

яка в 3 рази ближча до 𝑃 нiж вона ж до 𝑇 . Тобто для дискретної рiвномiрно
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розподiленої випадкової величини 𝛿, що приймає значення 0, 1 або 2, кожне з
однаковою ймовiрнiстю 1/3, розглянемо

(𝑥′, 𝑦′) = 𝑓(𝑥, 𝑦) =

(︂
3𝑥𝑃 + 𝑥

4
,

3𝑦𝑃 + 𝑦

4

)︂
,

де

(𝑥𝑃 , 𝑦𝑃 ) = 𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩
проекцiя (𝑥, 𝑦) на 𝐴𝐵, якщо 𝛿 = 0
проекцiя (𝑥, 𝑦) на 𝐵𝐶, якщо 𝛿 = 1
проекцiя (𝑥, 𝑦) на 𝐶𝐴, якщо 𝛿 = 2.

Запуск коду, що починає з вибiрки в 𝑘 = 200 елементiв, рiвномiрно розподiле-
них у рiвносторонньому трикутнику зi стороною 0, 8 та з вершинами в точках
(0, 5; 0, 9 − 0, 8 ·

√
3
2

), (0, 1; 0, 9), (0, 9; 0, 9) генерує вибiрки поданих характери-
стик та зображує точки поточної вибiрки червоними точками, а всiх попере-
днiх вибiрок — жовтими, дає наочний рисунок. Проаналiзуємо характеристики

Рис. 9. Генерацiя вибiрки з деякого фрактала методом хаоса.

утворених вибiрок. Двi середнi арифметичнi одноiменних координат вершин
трикутника є, очевидно, координатами точки перетину 𝑀 медiан трикутника,
яка є центром трикутника. Трикутник не змiнюється при поворотi навколо то-
чки 𝑀 на кут 120∘ та 240∘. Крiм того такi повороти мiнiяють ролями сторони
трикутника, що не впливає на розподiл ймовiрностей при перетвореннi 𝑓 . От-
же, 𝑀(0, 5; 0, 66906) залашиться центром мiнiмальних областей в яких можуть
знаходитися точки вибiрок на кожному кроцi їх формування. Точка перетину
медiан трикутника знаходиться, як середнє арифметичне їх вiдповiдних коор-
динат. Аналiз таблицi показує, що вибiркове середнє 𝑥 та 𝑦, дiйсно знаходиться
завжди бiля 0,5 та 0,66906 вiдповiдно та вiдрiзняються не бiльше нiж на 0,02 а
середньо квадратичне вiдхилення знаходяться завжди бiля 0,175 та 0,18 вiдпо-
вiдно та вiдрiзняються не бiльше нiж на 0,013.

Середньо квадратичне вiдхилення крiм першого значення знаходиться зав-
жди бiля 0,25 та вiдрiзняється не бiльше нiж на 0,0075. Таким чином, середньо
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Таблиця 2.
Характеристики вибiрки.

I Вибiркове
середнє 𝑋

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення
𝑋

Вибiркове
середнє 𝑌

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення
𝑌

Середньо
квадра-
тичне
вiдхилення

0 0,503336 0,162541 0,676974 0,167259 0,23323
1 0,491026 0,171888 0,680948 0,174300 0,24480
2 0,488399 0,176348 0,679454 0,178588 0,25098
3 0,502333 0,175930 0,678103 0,176323 0,24908
4 0,500838 0,177428 0,669093 0,182783 0,25474
5 0,496034 0,172420 0,661765 0,178358 0,24807
6 0,494423 0,170341 0,657842 0,180639 0,24829
7 0,498059 0,174375 0,662352 0,180828 0,25121
8 0,506498 0,177242 0,658740 0,181080 0,25339
9 0,493073 0,169777 0,652027 0,182930 0,24957
10 0,504379 0,172199 0,659356 0,184189 0,25215
11 0,497963 0,173082 0,657845 0,188480 0,25589
12 0,501276 0,175344 0,670444 0,178249 0,25004
13 0,504864 0,174982 0,673807 0,185556 0,25505
14 0,513498 0,174598 0,678890 0,177266 0,24881
15 0,519738 0,186583 0,678591 0,175626 0,25624
16 0,501695 0,181880 0,665376 0,173631 0,25145
17 0,491159 0,182229 0,670605 0,181926 0,25750
18 0,492911 0,180455 0,668644 0,182209 0,25644
19 0,496996 0,181888 0,669892 0,179822 0,25577

квадратичне вiдхилення в сукупностi обох координат трохи менше нiж середньо
квадратичне вiдхилення 0,26 вибiрок побудованих для трикутника Серпiнсько-
го з тим же початковим трикутником.

5. Висновки. У роботi побудовано серiї вибiрок з множин мiри 0:

• трикутник Серпiнського (одна серiя);
• деякий фрактал на площинi (одна серiя).

Вибiрковi середнi вибiрок трикутника Серпiнського майже не вiдрiзняються
вiд точки перетину медiан початкового трикутника. Аналогiчно, вибiрковi се-
реднi вибiрок побудованого фрактала не вiдрiзняються вiд центра початкового
правильного трикутника. Для рiвних початкових правильних трикутникiв по-
слiдовнiсть середньоквадратичних вiдхилень вибiрок для трикутника Серпiн-
ського та побудованого фрактала стабiлiзується на другому кроцi. Для трику-
тника Серпiнського цi значення є трохи бiльшими.

Таким чином, проведенi експерименти засвiдчують наявнiсть чiткої тенден-
цiї: вибiрковi середнi для множин мiри нуль, побудованих на основi правильних
трикутникiв, вiдображають геометричнi центри вихiдних фiгур, а дисперсiйнi
характеристики стабiлiзуються вже на початкових етапах побудови.
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He study is devoted to the investigation of methods for constructing samples from sets
of measure zero in the plane. Two series of such samples were generated: one corresponding
to the Sierpiński triangle and the other to a specially constructed fractal set in the plane.

Analysis of the sample characteristics showed that the sample means obtained from
the Sierpiński triangle are almost identical to the intersection point of the medians of the
original triangle. A similar pattern was observed for the constructed fractal: the sample
means are located near the centroid of the initial equilateral triangle on which the fractal
construction was based. Additionally, the dynamics of the mean square deviations of
the samples were examined. It was found that, for equal initial equilateral triangles, the
sequence of these deviations stabilizes already at the second iteration step, both for the
Sierpiński triangle and for the constructed fractal. At the same time, the values for the
Sierpiński triangle are slightly larger than those for the other fractal set.

Keywords: measure-zero sets, Sierpiński triangle, fractal in the plane, numerical charac-
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STOCHASTICITY AND DETERMINICITY OF MECHANICAL
SYSTEMS

The article is devoted to stochasticity and determinicity in mechanical systems: it is
shown how a mechanical system can behave in a random way which contradicts the deter-
minicity principle of classical mechanics. A mechanical system is considered, a dumbbell
which after being tossed moves in the vertical plane and bounces off the horizontal plane
until it stops, one of its tips pointing to the positive direction. On the one hand, the initial
conditions uniquely define the dumbbell orientation on the axis, on the other hand, the
experiment shows that this is not true. The stochastic nature of the dumbbell behavior is
caused by the boundedness from below of measurement device errors and locally “lined”
structure of the final state diagram.

Keywords: The determinicity principle, stochasticity, mechanical system, diagram of final
states, probability.

1. Introduction. According to the principle of determinicity of classical mechan-
ics the initial position of a mechanical system uniquely defines its trajectory. But
experience shows that there exist mechanical systems which movement can not be
predicted and these are not unpleasant exceptions but rather a natural situation.
One of such simple systems is a dumbbell which after tossing moves in the vertical
plane and afterwards bounces off a horizontal plane until it stops with one of its ends
pointing to the positive direction. The initial conditions — i.e., the angular velocity
and the height from which the dumbbell was thrown, according to the principle of
determinicity, uniquely define the orientation of the dumbbell on the abscissa axis.
But this is wrong — experience shows that it is impossible to predict (determine)
the dumbbell’s orientation by the initial conditions. How can it happen?

In this article we undertook an attempt to explain the seeming contradiction
between the determinicity principle of classical mechanics and stochastic behavior
of a certain mechanical system.

Stochastic behavior of mechanical systems which should behave deterministically
according to the determinicity principle of classical mechanics was studied by many
authors.

Diaconis, Holmes and Montgomery studied tossing of a coin using a tossing
machine (see [1]). The analysis of their model was very careful and comprehensive.
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Keller, in particular, considered a mathematical model of flipping a symmetric
coin with random initial conditions (see [2]). He supposed that the surface is an
absorbing barrier. Keller also considered a wheel and other chance devices.

Nagler and Richter (see [3, 4]) researched dice tossing (a dice was modeled as a
barbell with point masses at the tips). The first of these articles is devoted to the
symmetrical case of equal masses and the second one contains a generalization of
these results to the asymmetric case.

Vulović and Prange studied in [5] a two-dimensional coin toss. They reached a
conclusion that the coin flip is not random but closeness to randomness in various
randomizers is connected to precision of a tossing mechanism.

2. Model of the dumbbell’s movement. The dumbbell is tossed in the
vertical plane with the angular velocity 𝜔0 from height ℎ0. The dumbbell stops after
several bounces off the horizontal plane, one of its tips — white (𝐴) or black (𝐵) —
pointing to the positive direction.

The dumbbell’s motion is modeled (described) by a system of ordinary differen-
tial equations. And the determinicity principle of classical mechanics corresponds
to the uniqueness theorem for solutions of an ordinary differential equation.

Let us build a model of the planar motion of the dumbbell in the uniform grav-
itational field in the vertical plane which passes through the dumbbell’s center of
mass.

Our dumbbell is modeled as two point masses (the masses of both tips are equal)
at the ends of a zero-mass rod. The surface off which the dumbbell bounces is
horizontal, absolutely flat and ideally smooth.

Figure 1. Two Cartesian coordinate systems.

Let us introduce two right-handed Cartesian coordinate systems (see Fig. 1). The
first one is an inertial coordinate system 𝑂𝑥𝑦, the 𝑂𝑥 axis belongs to the horizontal
plane off which the dumbbell bounces, the 𝑂𝑦 axis points vertically upwards. The
dumbbell’s center of mass belongs to the 𝑂𝑦 axis. The second coordinate system
𝑂′𝑥′𝑦′ is a body-fixed coordinate system which is attached to the dumbbell’s center
of mass, 𝑂′𝑥′ is pointed along the dumbbell’s rod, the positive direction of 𝑂′𝑥′

is the direction towards the black (𝐵) dumbbell’s tip, 𝑂′𝑦′ is orthogonal to 𝑂′𝑥′.
The orientation of the 𝑂′𝑥′𝑦′ coordinate system with respect to the 𝑂𝑥𝑦 coordinate
system is defined by the angle 𝛼 between 𝑂𝑥 and 𝑂′𝑥′ (see Fig. 1), the positive
direction for 𝛼 is the counterclockwise one.
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The dumbbell is a perfectly rigid body. The dumbbell’s mass is concentrated at
its tips — 𝑚/2 at each one.

Denote the dumbbell’s length by 2𝑙, the center of mass coordinates by (𝑥, 𝑦),
the tips’ coordinates by (𝑥𝐴, 𝑦𝐴) and (𝑥𝐵, 𝑦𝐵) correspondingly, the dumbbell’s axial
moment of inertia with respect to the 𝑂′𝑧′ axis by 𝐼 (𝑂′𝑧′ is perpendicular to the
plane 𝑂′𝑥′𝑦′), the dumbbell’s angular velocity with respect to the 𝑂′𝑧′ axis by 𝜔, the
acceleration of free fall by 𝑔 (𝑔 = 9.8 m/s2). We neglect the air drag. The friction
coefficient is zero (the bounce surface is absolutely smooth). The dumbbell’s free
motion until the bounce with the surface under the assumptions above is described
by the following system of ordinary differential equations:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑚𝑥̈ = 0,

𝑚𝑦 = −𝑔𝑚,
𝐼𝜔̇ = 0,

𝛼̇ = 𝜔.

(1)

Figure 2. The dumbbell at a bounce moment.

The solution of system (1) until moment 𝑡1 of the first dumbbell’s bounce (on
[0; 𝑡1) interval) under the initial conditions 𝑥 = 𝑥0 = 0, 𝑥̇ = 𝑥̇0 = 0, 𝑦 = 𝑦0 = ℎ,
𝑦̇ = 𝑦̇0 = 0, 𝛼 = 𝛼0, 𝜔 = 𝜔0 is ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥 = 0,

𝑦 = ℎ+ 𝑦̇0𝑡−
𝑔𝑡2

2
,

𝜔 = 𝜔0,

𝛼 = 𝛼0 + 𝜔0𝑡.

(2)

Let us note that 𝑥(𝑡) = 0 for all 𝑡: since the friction coefficient is zero, dumbbell’s
bounces do not change the center of mass velocity along the 𝑂𝑥 axis.

At a moment of a dumbbell’s bounce off the surface 𝑡1 (at this moment the
ordinate 𝑦𝐴(𝑡1) of the 𝐴 tip or the ordinate 𝑦𝐵(𝑡1) of the 𝐵 tip is equal to 0) the
center of mass velocity and the dumbbell’s angular velocity instantly change and
the dumbbell continues its movement until the moment 𝑡2 of the second bounce (on
[𝑡1; 𝑡2) interval) according to (1) with the initial conditions

𝑥(𝑡1) = 0, 𝑥̇(𝑡1) = 0, 𝑦(𝑡1), 𝑦̇(𝑡1), 𝛼(𝑡1), 𝜔(𝑡1). (3)
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The velocity of the dumbbell’s center of mass 𝑦̇(𝑡1) and the dumbbell’s angular
velocity 𝜔(𝑡1) are reevaluated in the following way:

𝑦̇(𝑡1) = 𝑣(1)𝑦 =

(︂
1− 𝜌2 (1 + 𝑘)

𝑟2𝑥 + 𝜌2

)︂
𝑣(0)𝑦 −

(1 + 𝑘) 𝑟𝑥𝜌
2

𝑟2𝑥 + 𝜌2
𝜔(0), (4)

𝜔(𝑡1) = 𝜔(1) =

(︂
1− 𝑟2𝑥 (1 + 𝑘)

𝑟2𝑥 + 𝜌2

)︂
𝜔(0) − (1 + 𝑘) 𝑟𝑥

𝑟2𝑥 + 𝜌2
𝑣(0)𝑦 , (5)

where the following notations are used: 𝜔(0) is the angular velocity before the bounce,
𝜔(1) is the angular velocity after the bounce, 𝑣(0)𝑦 is the projection of the dumbbells’
center of mass velocity vector 𝑣(0) before the bounce, 𝑣(1)𝑦 is the projection of the
dumbbells’ center of mass velocity vector 𝑣(1) after the bounce, 𝑟𝑥 = 𝑙 cos𝛼 if the
dumbbell bounces off the surface on its 𝐴 tip and 𝑟𝑥 = −𝑙 cos𝛼 if the dumbbell
bounces off the surface on its 𝐵 tip, 𝑘 is the coefficient of restitution which describes
the physical properties of the impact surface (𝑘 = 𝑣

(1)
𝑦 /𝑣

(0)
𝑦 ), 𝜌2 = 𝐼/𝑚 = 𝑙2.

We can find moment 𝑡2 of the second bounce using the known solution of system
(1) between the moment 𝑡1 of the first bounce and the moment of the second bounce
(on [𝑡1, 𝑡2) interval).

Then, reevaluating the initial conditions at the moment 𝑡2 of the second bounce
(similar to reevaluation of initial conditions at the moment 𝑡1 according to (3)–(5))
we obtain the initial conditions for solving system (1) of differential equations which
describes the dumbbell’s movement between the moments of the second and the
third bounce and so on until the dumbbell stops at some moment (i.e. until it
positions itself on the 𝑂𝑥 axis or stops in a vertical position) due to lack of energy
for further movement. The dumbbell’s tip which points to the positive direction of
𝑂𝑥 (the white or the black one) is registered, the vertical dumbbell’s position is also
registered.

The dumbbell’s energy at moment 𝑡 is

𝐸(𝑡) =
1

2
𝑣2(𝑡)𝑚+

1

2
𝐼𝜔2(𝑡) +𝑚𝑔𝑦(𝑡).

It changes (decreases) at bounce moments 𝑡𝑘 (energy is dissipated as a result of
a bounce). The dumbbell will continue moving after the 𝑘-th bounce (i.e. it
will overturn at least once) if its energy 𝐸(𝑡𝑘) after the bounce is not less than
𝐸𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑔𝑙, i.e. the condition of continuation of the dumbbell’s movement after
the 𝑘-th bounce is the inequality

𝐸(𝑡𝑘) ≥ 𝐸𝑚𝑖𝑛. (6)

3. The moment of the dumbbell’s bounce off the surface. It is necessary
to know the moment 𝑡1 of the first dumbbell’s bounce off the surface in order to
reevaluate the initial conditions at the moment of the bounce according to (3)–(5).
We will find it using the known solution (2) of system (1) until the moment 𝑡1 (from
now on 𝛼0 = 0, 𝑦̇0 = 0).

Obviously a moment 𝑡 of a dumbbell’s bounce off the surface must satisfy the
equality

|𝑙 sin𝛼(𝑡)| = 𝑦(𝑡) (7)
(see Fig. 2). And the first bounce moment is the smallest root of equation

|𝑙 sin (𝜔0𝑡)| = ℎ− 𝑔𝑡2

2
.
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Figure 3. The plot of 𝑓(𝑡).

We will find it as follows. The plot of function

𝑓(𝑡) = ℎ− 𝑔𝑡2

2
− |𝑙 sin (𝜔0𝑡)|

is shown in Fig. 3 (the axis of abscissas corresponds to 𝑡, the axis of ordinates — to
values 𝑓(𝑡)). Function 𝑓(𝑡) has local minima at the points

𝜏𝑘 =
1

𝜔 0

(︁𝜋
2

+ 𝑘𝜋
)︁
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

The moment 𝑡1 of the first bounce belongs to the interval [𝜏𝑘, 𝜏𝑘+1] for which
𝑓(𝜏𝑘) ≥ 0 and 𝑓(𝜏𝑘+1) < 0, besides, 𝑡1 is the only root of equation 𝑓(𝑡) = 0 from
this interval. For given 𝜀 > 0 we will find an interval [𝜏

(1)
𝜀 , 𝜏

(2)
𝜀 ] ⊂ [𝜏𝑘, 𝜏𝑘+1] such

that 𝜏 (2)𝜀 − 𝜏 (1)𝜀 ≤ 𝜀, 𝑓(𝜏
(1)
𝜀 ) > 0 and 𝑓(𝜏

(2)
𝜀 ) < 0. A point 𝑡1 from [𝜏

(1)
𝜀 , 𝜏

(2)
𝜀 ] taken

randomly according to the uniform distribution on [𝜏
(1)
𝜀 , 𝜏

(2)
𝜀 ] will be considered as

the moment of the first bounce which is calculated with error 𝜀. Let us note that
it is impossible to avoid error when we determine a moment of bounce. We can
reevaluate the initial conditions using the known value of moment 𝑡1 of the first
bounce and if the energy is big enough for the dumbbell’s overturning we can find
the moment 𝑡2 of the second bounce, etc. (all the bounce moments are random
variables).

We will also consider experiments with an absorbing barrier at the 𝑛-th bounce
besides the experiment which was described above. An experiment with an absorb-
ing barrier at the 𝑛-th bounce will mean the experiment with tossing of a dumbbell
and bounces off the surface afterwards such that the 𝑛-th bounce is perfectly inelas-
tic and therefore the last one. We register the dumbbell’s tip which points to the
positive direction of 𝑂𝑥 axis.

4. Final state diagram.
We will use the following values for numerical experiments: 2𝑙 = 0.6 m, 𝑚 =

= 2 kg, 𝑘 = 0.8, 𝑥0 = 0 m, 𝑥̇0 = 0 m/s, 𝑦̇0 = 0 m/s, 𝛼0 = 0 rad.
Let us determine the outcome of an experiment for given initial conditions

(𝜔, ℎ) ∈ (−∞,+∞) × [0,+∞): the dumbbell’s black tip points towards the po-
sitive direction, the white tip points towards the positive direction, the dumbbell
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stopped vertically. Let us paint the point (𝜔, ℎ) black if the dumbbell’s black tip
points towards the positive direction, paint it gray if the white tip points towards the
positive direction and paint it white if the dumbbell stopped vertically. We will use
the term “final state diagram” for the set of possible initial conditions (𝜔, ℎ) painted
in such a way. Examples of final states diagrams are given in Fig. 4, 5, 6 (these
are the final states diagrams for the [33; 35] × [81; 83] neighborhood of the point
(34; 82)). The final states diagram for the first bounce (with an absorbing barrier at
the first bounce) is shown in Fig. 4, the final states diagrams for the second and the
third bounces are shown in Fig. 5 and 6 correspondingly. The final states diagrams
for the subsequent bounces have structure similar to the structure shown in Fig. 6.

Figure 4. Diagram,
first bounce.

Figure 5. Diagram,
second bounce.

Figure 6. Diagram,
third bounce.

5. Local structure of a final state diagram. We will give examples of local
structure of final state diagrams for the case when the dumbbell starts movement
with high initial energy — the dumbbell has high initial angular velocity and and it
is tossed from large height, or at least one of this parameters has a large value.

Enlarged final state diagrams for the [85−10−4; 85+10−4]×[0.5−10−4; 0.5+10−4]
neighborhood of the point (85; 0.5) for the 4th, 5th and 6th bounces are shown in
Fig. 7, 8 and 9 correspondingly. We see “uniformly gray” structure of the final state
diagrams but really the final state diagrams have locally line structure (see Fig. 10,
11, 12). The enlarged fragment [85− 10−7; 85 + 10−7]× [0.5− 3 · 10−7; 0.5 + 3 · 10−7]
of a neighborhood of the point (85; 0.5) at the 4th bounce is shown in Fig. 10. The
enlarged fragment [85−10−9; 85+10−9]×[0.5−3·10−9; 0.5+3·10−9] of a neighborhood
of the point (85; 0.5) at the 5th bounce is shown in Fig. 11. The enlarged fragment
[85 − 10−11; 85 + 10−11] × [0.5 − 3 · 10−11; 0.5 + 3 · 10−11] of a neighborhood of the
point (85; 0.5) at the 6th bounce is shown in Fig. 12. (Let us note that the hydrogen
atom size is 10−11 m.)

The final state diagram for the case when the contribution of ℎ into the dumb-
bell’s energy is substantially greater than the the contribution of 𝜔 has locally “ver-
tical” line structure.

The final state diagram will also have locally line structure for other quite large
values of the dumbbell’s energy and the slope of stripes (see Fig. 4) depends on
contribution of 𝜔 and ℎ into the dumbbell’s energy.

6. Measurement errors and local structure of a final state diagram.
Locally line structure of final state diagram holds for large values of the dumbbell’s
energy for a numerical experiment. This fact provides grounds for concluding that
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final state diagram for a physical experiment also has locally line structure when
energy is large.

We set the initial conditions (the initial angular velocity 𝜔0 and the initial
height ℎ0) using a measurement device. Boundedness of the measurement error
∆ of the measurement device from below — it cannot be less than certain ∆0 (the
error cannot be arbitrarily small) and locally line structure of the final state diagram
(when energy is large enough) make impossible prediction of the experiment out-
come (i.e. the dumbbell’s orientation) from the initial conditions. By “setting” the
initial conditions (𝜔0, ℎ0) using a measurement device which has the measurement
error ∆ = (∆𝜔,∆ℎ) we actually obtain as initial conditions a point (𝜔, ℎ) from a
rectangle [𝜔0 −∆𝜔/2, 𝜔0 + ∆𝜔/2]× [ℎ0 −∆ℎ/2, ℎ0 + ∆ℎ/2]. A measurement device
which has the measurement error ∆ = (∆𝜔,∆ℎ) cannot distinguish between initial
conditions (𝜔1, ℎ1) and (𝜔2, ℎ2) such that |𝜔1 − 𝜔2| < ∆𝜔 and |ℎ1 − ℎ2| < ∆ℎ. But
a mechanical system “distinguishes” between arbitrarily close but different initial
conditions. Therefore every time when we set the initial conditions using a mea-
surement device we actually obtain as initial conditions a random point (𝜔, ℎ) from
a neighborhood [𝜔0−∆𝜔/2, 𝜔0 + ∆𝜔/2]× [ℎ0−∆ℎ/2, ℎ0 + ∆ℎ/2]. But the final state
diagram for the [𝜔0 −∆𝜔/2, 𝜔0 + ∆𝜔/2] × [ℎ0 −∆ℎ/2, ℎ0 + ∆ℎ/2] neighborhood of
(𝜔0, ℎ0) point has line structure. This fact makes impossible determination of the
dumbbell’s orientation using the initial conditions (𝜔0, ℎ0).

When we conduct the numerical experiment the boundedness of error ∆ for
the initial conditions (𝜔0, ℎ0) from below is modeled as random choice of a point
(𝜔, ℎ) from the [𝜔0 − ∆𝜔/2, 𝜔0 + ∆𝜔/2] × [ℎ0 − ∆ℎ/2, ℎ0 + ∆ℎ/2] neighborhood of
(𝜔0, ℎ0) point. The second error (which is impossible to avoid during a numeri-
cal simulation of the dumbbell’s movement) is the error of determining a bounce
moment, this error depends on the accuracy of a computer and a calculations al-
gorithm. But the system (1) “can distinguish” between arbitrarily close but dif-
ferent initial conditions. The line structure of the final state diagram for the
[𝜔0−∆𝜔/2, 𝜔0+∆𝜔/2]× [ℎ0−∆ℎ/2, ℎ0+∆ℎ/2] neighborhood of (𝜔0, ℎ0) and bound-
edness of the measurement device error from below (this error is greater or equal to
a certain ∆0) make impossible determination of the experiment’s outcome by the
initial conditions (𝜔0, ℎ0) in a numerical experiment.

Figure 7. Enlarged,
fourth bounce.

Figure 8. Enlarged,
fifth bounce.

Figure 9. Enlarged,
sixth bounce.

The results we obtain do not contradict either the principle of determinicity of
classical mechanics or the uniqueness theorem for solutions of an ordinary differential
equation. The phenomenon of non-deterministic, stochastic dumbbell’s behavior is
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caused by fundamental boundedness of measurement device error from below and
locally line structure of the final state diagram.

The numerical simulation of the dumbbell’s movement was realized by V.I.
Dubyna, Master student of Oles Honchar Dnipro National University.

Figure 10.
Line structure,
fourth bounce.

Figure 11.
Line structure,
fifth bounce.

Figure 12.
Line structure,
sixth bounce.

7. Conclusions. Initial conditions uniquely define behavior of a mechanical
system by reason of the principle of determinicity of classical mechanics. A mecha-
nical system is considered in the article which behaves stochastically, it is shown
why the principle of determinicity does not hold for this system.
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Турчин В. М., Пироженко О. В. Стохастичнiть i детермiнованiсть механi-
чних систем.

Робота присвячена стохастичностi i детермiнованостi у механiчних системах.
Згiдно з принципом детермiнованостi класичної механiки початковi умови однозначно
визначають еволюцiю системи у часi. Проте досвiд свiдчить, що це далеко не завжди
так.
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Розглядається механiчна система — гантель пiсля пiдкидання рухається у вертикаль-
нiй площинi спiвударяючсь з горизонтальною площиною, допоки рано чи пiзно не
зупиниться тим чи iншим кiнцем у додатньому напрямi. Яким саме — передбачити
неможливо, що на перший погляд протирiчить принципу детермiнованостi. Наспрадi
протирiччя немає — стохастичний характер поведiки гантелi обумовлений принципо-
вою обмеженiстю знизу похибки вимiрювального приладу i локальною “лiнiйчастою”
структурою дiаграми кiнцевих станiв.

Ключовi слова: Принцип детермiнованостi, стохастичнiсть, механiчна система, дiа-
грама кiнцевих станiв, iмовiрнiсть.
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МОДЕЛЮВАННЯ 𝜙-СУБГАУССОВОГО ДРОБОВОГО
БРОУНIВСЬКОГО РУХУ В ПРОСТОРI 𝐿𝑝([0;𝑇 ])

Будується модель 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху з параметром 𝛼 ∈
(0, 2), що є узагальненням класичного дробового броунiвського руху в класi 𝜙-субгауссових
випадкових процесiв. Модель задається за допомогою спектрального подання у вигля-
дi стохастичного iнтеграла та використовується для апроксимацiї такого процесу iз
заданою надiйнiстю 1− 𝛿, 0 < 𝛿 < 1, та точнiстю 𝜀 > 0 у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]). Одержано
достатнi умови, за яких спектральна апроксимацiя збiгається до вихiдного процесу
в нормi простору 𝐿𝑝([0;𝑇 ]). Наведено приклад моделювання траєкторiй у просторi
𝐿3([0, 1]), що iлюструє практичну придатнiсть запропонованого пiдходу.

Ключовi слова: 𝜙-субгауссовий дробовий броунiвський рух, дробовий броунiвський
рух, моделювання, 𝜙-субгауссовi випадковi процеси, простiр 𝐿𝑝([0;𝑇 ]).

1. Вступ. Сучасна теорiя випадкових процесiв охоплює широкий спектр об’єк-
тiв, що моделюють стохастичнi явища у природничих та прикладних науках.
Значний iнтерес викликають процеси, якi мають бiльш загальну поведiнку по-
рiвняно з класичними гауссовими моделями, зокрема 𝜙-субгауссовi процеси.
До цього класу належать процеси, що демонструють нетривiальнi залежно-
стi, зокрема сильну залежнiсть вiд минулих значень та нетиповi закономiрностi
зростання дисперсiї.

В роботi [1] розглядалася апроксимацiя 𝑆𝑆𝑢𝑏𝜙(Ω)-процесiв у просторi
𝐿𝑝([0;𝑇 ]). Подальше дослiдження властивостей таких процесiв у контекстi мо-
делювання привело до появи спектральних методiв побудови моделей, якi не
лише зручнi з обчислювальної точки зору, а й дозволяють досягати контрольо-
ваної точностi та надiйностi наближення.

Особливе мiсце серед таких процесiв займає 𝜙-субгауссовий дробовий бро-
унiвський рух (ДБР), що є узагальненням класичного ДБР на випадок неква-
дратичної експоненцiальної обмеженостi. У роботах [2] i [3] дослiджено зобра-
ження дробового броунiвського руху у виглядi випадкових рядiв i спектральних
iнтегралiв, що стало основою для побудови моделей з контрольованими хара-
ктеристиками.

Актуальнiсть дослiдження полягає в тому, що iснуючi методи моделювання
не завжди забезпечують одночасний контроль точностi та надiйностi апрокси-
мацiї 𝜙-субгауссових процесiв у функцiональних просторах 𝐿𝑝([0;𝑇 ]).

Мета i завдання дослiдження: побудова спектральної моделi 𝜙-субгауссового
дробового броунiвського руху з параметром 𝛼 ∈ (0, 2), яка забезпечує наближе-
ння траєкторiї такого процесу iз заданою точнiстю 𝜀 > 0 та надiйнiстю 1 − 𝛿,
0 < 𝛿 < 1, у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]) з отриманням конкретних оцiнок для випадкiв
𝛼 ∈ (0, 1] та 𝛼 ∈ (1, 2) i реалiзацiєю практичного алгоритму у просторi 𝐿3([0; 1]).
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Наукова новизна дослiдження полягає у розробцi спектральної моделi з
отриманням точних умов забезпечення заданої надiйностi та точностi апрокси-
мацiї у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]) для рiзних значень параметра 𝛼 ∈ (0, 2).

У першому роздiлi подано допомiжнi означення та характеристики дослi-
джуваного процесу. У другому роздiлi сформульовано умови, за яких спектраль-
на модель гарантує наближення у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]). В третьому роздiлi розгля-
дається моделювання 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху в просторi
𝐿𝑝([0;𝑇 ]) та наведено наслiдки для випадку 𝐿3([0;𝑇 ]). Завершальний роздiл
iлюструє практичну реалiзацiю моделювання при фiксованих значеннях пара-
метрiв.

2. Модель 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху.

Означення 1. (див. [4]) Неперервна парна опукла функцiя 𝜙 = {𝜙(𝑥),
𝑥 ∈ R} називається 𝑁-функцiєю Орлiча, якщо 𝜙(0) = 0 та 𝜙(𝑥) > 0, коли
𝑥 ̸= 0, i виконуються умови

(𝐴0) lim
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥
= 0, (𝐴∞) lim

𝑥→∞

𝜙(𝑥)

𝑥
=∞.

Умова Q.(див. [4]) Для 𝑁 -функцiї 𝜙 виконується умова Q, якщо

lim inf
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥2
= 𝑐 > 0.

Означення 2. (див. [4]) Нехай 𝜙 – 𝑁-функцiя, для якої виконується умова
𝑄. Випадкова величина 𝜉 належить простору Sub𝜙(Ω), якщо E𝜉 = 0, E exp{𝜆𝜉}
iснує для всiх 𝜆 ∈ R та iснує така стала 𝑎 > 0, що для всiх 𝜆 ∈ R виконується
така нерiвнiсть

E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝜆𝑎)}.
Норма у просторi Sub𝜙(Ω) визначається за формулою (див. [4]):

𝜏𝜙(𝜉) := inf{𝑎 ≥ 0 : E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝑎𝜆)}, 𝜆 ∈ R}.

Зрозумiло, що для всiх 𝜆 ∈ R має мiсце нерiвнiсть

E exp{𝜆𝜉} ≤ exp{𝜙(𝜆𝜏𝜙(𝜉))}.

Означення 3. Випадковий процес {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається 𝜙-субгауссо-
вим процесом, якщо для кожного 𝑡 ∈ 𝑇 має мiсце 𝜏𝜙(𝑋(𝑡)) < ∞ (зокрема ко-
жна скiнченна лiнiйна комбiнацiя значень процесу є 𝜙-субгаусовою випадковою
величиною).

Означення 4. (див. [4]) Сiм’я ∆ випадкових величин з простору Sub𝜙(Ω)
називається строго 𝜙-субгауссовою, якщо iснує стала 𝐶Δ > 0 така, що для
будь-якої скiнченої множини 𝐼, 𝜉𝑖 ∈ ∆, 𝑖 ∈ 𝐼 та для будь-яких 𝜆𝑖 ∈ R має
мiсце нерiвнiсть

𝜏𝜙

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︃
≤ 𝐶Δ

(︃
E
(︂∑︁
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖𝜉𝑖

)︂2
)︃ 1

2

.

Сталу 𝐶Δ будемо називати визначальною сталою сiм’ї ∆.
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Розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω,Σ, 𝑃 ) та параметричну множину 𝑇 (𝑇 =
= [0;𝑇 ] або 𝑇 = [0,∞]).

Означення 5. Випадковий процес {𝑊𝛼(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається строго 𝜙-
субгауссовим дробовим броунiвським рухом з параметром 𝛼 ∈ (0, 2), якщо вiн є
строго 𝜙-субгауссовим випадковим процесом iз нульовим середнiм E(𝑊𝛼(𝑡)) =
= 0, кореляцiйною функцiєю

𝑅(𝑡, 𝑠) =
1

2
(|𝑡|𝛼 + |𝑠|𝛼 − |𝑡− 𝑠|𝛼) ,

i виконується 𝑊𝛼(0) = 0.
Один з можливих аналiтичних описiв строго 𝜙-субгауссового дробового бро-

унiвського руху з параметром 𝛼 ∈ (0, 2) має вигляд (див., наприклад, [3]):

𝑊𝛼(𝑡) =
𝐴√
𝜋

(︂ ∞∫︁
0

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
∞∫︁
0

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂
, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

де 𝜉(𝜆) та 𝜂(𝜆) — незалежнi дiйснi строго 𝜙-субгауссовi випадковi процеси, якi
задовольняють таким умовам:

E𝜉(𝜆) = E𝜂(𝜆) = 0,

𝜏𝜙(𝜉(𝜆)) ≤ 𝐶Δ

√︀
E(𝜉2(𝜆)),

а константа 𝐴 визначається формулою

𝐴2 =

{︂
2

𝜋

∞∫︁
0

1− cos(𝜆𝑡)

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂−1

=

{︂
− 2

𝜋
Γ(−𝛼) cos

(︂
𝛼𝜋

2

)︂}︂−1

.

Розглянемо iнтервал [0,Λ] при Λ > 0 i представимо процес 𝑊𝛼 = {𝑊𝛼(𝑡), 𝑡 ∈
[0, 𝑇 ]} у виглядi суми трьох складових:

𝑊𝛼(𝑡) = 𝑊𝛼(𝑡, [0, 𝜀]) +𝑊𝛼(𝑡, [𝜀,Λ]) +𝑊𝛼(𝑡, [Λ,∞]),

де 0 < 𝜀 < Λ, а кожну з компонент визначимо як

𝑊𝛼(𝑡, [𝑎, 𝑏]) =
𝐴√
𝜋

(︂ 𝑏∫︁
𝑎

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
𝑏∫︁

𝑎

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂
.

Нехай 0 = 𝜆0 < 𝜆1 < · · · < 𝜆𝑀 = Λ — розбиття iнтервалу [0,Λ] на 𝑀 частин,
причому 𝜆1 = 𝜀.

Скориставшись цим розбиттям, побудуємо апроксимацiю строго 𝜙-субгауссо-
вого дробового броунiвського руху 𝑊𝛼 у виглядi дискретної суми:

𝑆𝑀(𝑡,Λ) =
𝐴√
𝜋

(︂𝑀−1∑︁
𝑖=1

cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

(𝜉(𝜆𝑖+1)− 𝜉(𝜆𝑖))−

−
𝑀−1∑︁
𝑖=1

sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

(𝜂(𝜆𝑖+1)− 𝜂(𝜆𝑖))

)︂
=

=
𝐴√
𝜋

(︂𝑀−1∑︁
𝑖=1

cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

𝑋𝑖 −
𝑀−1∑︁
𝑖=1

sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

𝑌𝑖

)︂
,

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑀 ∈ N,
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де {𝑋𝑖, 𝑌𝑖}, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀 − 1, — незалежнi строго 𝜙-субгауссовi випадковi ве-
личини, якi мають нульове математичне сподiвання:

E𝑋𝑖 = E𝑌𝑖 = 0, E𝑋2
𝑖 = E𝑌 2

𝑖 = 𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖.

Означення 6 (Перетворення Юнга-Фенхеля). Нехай 𝑓 = (𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R)
— дiйсна функцiя. Перетворенням Юнга-Фенхеля функцiї 𝑓 (або спряженою
функцiєю до 𝑓) називається функцiя

𝑓 * = (𝑓 *(𝑥), 𝑥 ∈ R),

визначена рiвнiстю
𝑓 *(𝑥) = sup

𝑦∈R
{𝑥𝑦 − 𝑓(𝑦)}.

Зокрема, для 𝑁-функцiї Орлiча 𝜙 маємо спряжену функцiю 𝜙* у цьому ж
сенсi.

Використаємо твердження 2.1 з роботи [1].

Твердження 1. Нехай 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} — строго 𝜙-субгауссовий
випадковий процес, для якого виконується умова:

𝑇∫︁
0

(E(𝑋(𝑡))2)
𝑝
2d𝑡 <∞, 𝑝 ≥ 1.

Позначимо

𝑐 :=

𝑇∫︁
0

(E(𝑋(𝑡))2)
𝑝
2d𝑡.

Тодi iнтеграл
𝑇∫︀
0

|𝑋(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 iснує майже напевно, i для будь-якого 𝜀 > 𝑐𝑝
𝑝
2 вико-

нується така експоненцiальна оцiнка ймовiрностi:

𝑃

{︂ 𝑇∫︁
0

|𝑋(𝑡)|𝑝d𝑡 > 𝜀

}︂
≤ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂(︁𝜀
𝑐

)︁1/𝑝)︂}︂
,

де 𝜙* – перетворення Юнга-Фенхеля функцiї 𝜙.

3. Моделювання 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху в
просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]).

Означення 7. Кажуть, що модель 𝑆𝑀 = {𝑆𝑀(𝑡,Λ), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} апроксимує
випадковий процес 𝑊𝛼 = {𝑊𝛼(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} iз заданою надiйнiстю 1−𝛿, 0 < 𝛿 <
< 1, та точнiстю 𝜀 > 0 у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]), 𝑝 ≥ 1, якщо має мiсце наступна
нерiвнiсть:

P

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ 𝑇∫︁

0

|𝑊𝛼(𝑡)− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)|𝑝d𝑡

⎞⎠1/𝑝

> 𝜀

⎫⎪⎬⎪⎭ ≤ 𝛿.
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Враховуючи, що процес похибки апроксимацiї 𝑋𝑀(𝑡,Λ) := 𝑊𝛼(𝑡)− 𝑆𝑀(𝑡,Λ),
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], належить до класу строго 𝜙-субгауссових випадкових процесiв, можна
скористатися оцiнкою, наведеною у твердженнi 1. Це дозволяє вивести умови,
за яких модель 𝑆𝑀(𝑡,Λ) забезпечує наближення процесу𝑊𝛼 у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ])
з заданими надiйнiстю 1− 𝛿, 0 < 𝛿 < 1, та точнiстю 𝜀 > 0.

Теорема 1. Модель 𝑆𝑀 наближає процес 𝑊𝛼 iз заданою надiйнiстю 1− 𝛿,
0 < 𝛿 < 1, та точнiстю 𝜀 > 0 у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]), 𝑝 ≥ 1, якщо у випадку
𝛼 ∈ (0, 1] виконується умова

𝑇∫︁
0

(︃
2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼𝜆𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+ (1 + 22− 3
2
𝛼)𝑡

3
2
𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︃)︃𝑝/2

d𝑡 <

< 𝜀𝑝 ·min

{︂
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)(ln(2
𝛿
)))𝑝

}︂
,

а у випадку 𝛼 ∈ (1, 2) виконується умова

𝑇∫︁
0

(︃
2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼𝜆𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+ 4𝑡2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︃)︃𝑝/2

d𝑡 <

< 𝜀𝑝 ·min

{︂
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)(ln(2
𝛿
)))𝑝

}︂
,

де 𝑀 ∈ N та 0 = 𝜆0 < 𝜆1 < ... < 𝜆𝑀 = Λ – розбиття вiдрiзка [0,Λ].

Доведення. Як було зазначено ранiше, до процесу вiдхилень 𝑋𝑀(𝑡,Λ),
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], що є строго 𝜙-субгауссовим, можна застосувати твердження 1. Це
дозволяє записати ймовiрнiсну оцiнку для довiльного 𝑢 > 𝑐𝑝

𝑝
2 у такому вигля-

дi:

𝑃

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

|𝑋𝑀(𝑡,Λ)|𝑝 𝑑𝑡 > 𝑢

⎫⎬⎭ ≤ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂(︁𝑢
𝑐

)︁1/𝑝)︂}︂
,

де

𝑐 =

𝑇∫︁
0

(︀
E(𝑋𝑀(𝑡,Λ))2

)︀ 𝑝
2 𝑑𝑡.

Поклавши 𝜀 = 𝑢
1
𝑝 та припускаючи, що 0 < 𝛿 < 1 й

𝛿 ≥ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︂(︁𝑢
𝑐

)︁1/𝑝)︂}︂
= 2 exp

{︃
−𝜙*

(︃(︂
𝜀𝑝

𝑐

)︂1/𝑝
)︃}︃

,
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маємо:

P

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ 𝑇∫︁

0

|𝑋𝑀(𝑡,Λ)|𝑝 𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

> 𝜀

⎫⎪⎬⎪⎭ ≤ 𝛿,

що спiвпадає з умовою з означення 7.
Таким чином, щоб визначити, за яких умов модель 𝑆𝑀 є апроксимацiєю

процесу𝑊𝛼 у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]) з наперед заданими параметрами точностi 𝜀 > 0
та надiйностi 1− 𝛿, слiд перевiрити виконання гiпотези твердження 1.

Iз умови 𝑢 > 𝑐𝑝
𝑝
2 безпосередньо випливає:

𝜀 = 𝑢
1
𝑝 >

(︁
𝑐𝑝

𝑝
2

)︁ 1
𝑝

= 𝑐
1
𝑝𝑝

1
2 ,

а звiдси
𝑐 <

𝜀𝑝

𝑝
𝑝
2

.

Далi, якщо припустити, що 0 < 𝛿 < 1 i виконується нерiвнiсть

𝛿 ≥ 2 exp

{︂
−𝜙*

(︃(︂
𝜀𝑝

𝑐

)︂1/𝑝
)︃}︂

,

тодi маємо:

exp

{︂
−𝜙*

(︃(︂
𝜀𝑝

𝑐

)︂1/𝑝
)︃}︂
≤ 𝛿

2
; −𝜙*

(︃(︂
𝜀𝑝

𝑐

)︂1/𝑝
)︃
≤ ln

𝛿

2
;

𝜙*

(︃(︂
𝜀𝑝

𝑐

)︂1/𝑝
)︃
≥ ln

2

𝛿
;

𝜀

𝑐1/𝑝
≥ (𝜙*)(−1)

(︂
ln

2

𝛿

)︂
;

𝑐 ≤ 𝜀𝑝

((𝜙*)(−1)
(︀
ln 2

𝛿

)︀
)𝑝
.

Отже, щоб виконувалася вiдповiдна оцiнка, достатньо, щоб була задоволена
така умова:

𝑐 =

𝑇∫︁
0

(E(𝑋𝑀(𝑡,Λ))2)𝑝/2d𝑡 < 𝜀𝑝 ·min

{︃
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)
(︀
ln 2

𝛿

)︀
)𝑝

}︃
. (1)

Розглянемо дисперсiю процесу похибки апроксимацiї 𝑋𝑀(𝑡,Λ):

E(𝑋𝑀(𝑡,Λ))2 = E
(︀
𝑊𝛼(𝑡)− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2
=

= E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [0, 𝜆1]) +𝑊𝛼(𝑡, [𝜆1,Λ]) +𝑊𝛼(𝑡, [Λ,∞])− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2
=

= E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [0, 𝜆1])

)︀2
+ E

(︀
𝑊𝛼(𝑡, [Λ,∞])

)︀2
+ E

(︀
𝑊𝛼(𝑡, [𝜆1,Λ])− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2
.

Проведемо аналогiчну оцiнку до тiєї, яка була проведена в статтi [2]. Оцiнимо
перший з отриманих доданкiв:

E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [0, 𝜆1])

)︀2
=
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=
𝐴2

𝜋
E
(︂ 𝜆1∫︁

0

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
𝜆1∫︁
0

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂2

=

=
𝐴2

𝜋

{︂
E
(︂ 𝜆1∫︁

0

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)

)︂2

+ E
(︂ 𝜆1∫︁

0

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂2}︂
=

=
𝐴2

𝜋

{︂ 𝜆1∫︁
0

(cos(𝜆𝑡)− 1)2

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆+

𝜆1∫︁
0

sin2(𝜆𝑡)

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂
=

=
𝐴2

𝜋

{︂ 𝜆1∫︁
0

(cos(𝜆𝑡)− 1)2 + sin2(𝜆𝑡)

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂
=

=
𝐴2

𝜋

{︂ 𝜆1∫︁
0

(2− 2 cos(𝜆𝑡))

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂
=
𝐴2

𝜋

{︂ 𝜆1∫︁
0

4 sin2
(︀
𝜆𝑡
2

)︀
𝜆𝛼+1

𝑑𝜆

}︂
≤

≤ 𝐴2

𝜋

{︂
𝑡2

𝜆1∫︁
0

𝜆2−1−𝛼𝑑𝜆

}︂
=
𝐴2

𝜋

{︂
𝑡2𝜆2−𝛼1

2− 𝛼

}︂
.

Для наступного доданка маємо

E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [Λ,∞])

)︀2
=

= E
(︂
𝐴√
𝜋

∞∫︁
Λ

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
∞∫︁

Λ

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)

)︂2

=

=
𝐴2

𝜋

{︂ ∞∫︁
Λ

(2− 2 cos(𝜆𝑡)

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆

}︂
≤ 2

𝐴2

𝜋

{︂ ∞∫︁
Λ

𝑑𝜆

𝜆𝛼+1

}︂
≤ 2𝐴2

𝛼𝜋Λ𝛼
.

А для E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [𝜆1,Λ])− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2 отримуємо таку оцiнку:

E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [𝜆1,Λ])− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2
=

=
𝐴2

𝜋
E
(︂ Λ∫︁
𝜆1

cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜉(𝜆)−
Λ∫︁

𝜆1

sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑑𝜂(𝜆)−

−
𝑀−1∑︁
𝑖=1

cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

(𝜉(𝜆𝑖+1)− 𝜉(𝜆𝑖)) +
𝑀−1∑︁
𝑖=1

sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

(𝜂(𝜆𝑖+1)− 𝜂(𝜆𝑖))

)︂2

=

=
𝐴2

𝜋

{︂
E
(︂𝑀−1∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

− cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂
𝑑𝜉(𝜆)−
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−
𝑀−1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂
𝑑𝜂(𝜆)

)︂2}︂
=

=
𝐴2

𝜋

{︂𝑀−1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

− cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆+

+
𝑀−1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆

}︂
=:

𝐴2

𝜋
(Σcos + Σsin).

Переходимо до оцiнювання iнтеграла виду

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆.

Розкриваючи рiзницю в дужках, отримаємо:

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
sin(𝜆𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

+
sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆 ≤

Застосувавши оцiнку для квадрата суми, маємо:

≤ 2

⎛⎝ 𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
sin(𝜆𝑡)− sin(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

)︂2

𝑑𝜆+

+

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(sin(𝜆𝑖𝑡))
2

(︃
1

𝜆
𝛼+1
2

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︃2

𝑑𝜆

⎞⎠ =: 2(𝑊𝑖1 +𝑊𝑖2).

Оцiнимо𝑊𝑖1. Використовуючи тригонометричну тотожнiсть та оцiнку sin2(𝑥) ≤
≤ 𝑥2, маємо:

𝑊𝑖1 ≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4
(︀
sin
(︀
𝜆𝑡−𝜆𝑖𝑡

2

)︀)︀2
𝜆𝛼+1
𝑖

𝑑𝜆 ≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(𝜆− 𝜆𝑖)2𝑡2

𝜆𝛼+1
𝑖

𝑑𝜆 =
𝑡2(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

. (2)

Для оцiнювання 𝑊𝑖2 розглянемо два випадки: 𝛼 ≤ 1 i 1 < 𝛼 < 2. У першому
випадку, при 0 < 𝛽 ≤ 1 та 𝛽 < 𝛼, скористаємося нерiвнiстю | sin𝑥| ≤ |𝑥|𝛽, що
дає:

𝑊𝑖2 ≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝛽𝑖 𝑡
2𝛽

⎛⎝ 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖+1

⎞⎠2

𝑑𝜆 =

=

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝛽𝑖 𝑡
2𝛽 (𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
2

𝑖 )2

(𝜆
𝛼+1
2

𝑖 𝜆
𝛼+1
2

𝑖+1 )2
𝑑𝜆. (3)
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Використаємо вiдому нерiвнiсть 𝑎𝜈−𝑏𝜈 ≤ (𝑎−𝑏)𝜈 для 𝜈 ≤ 1 та 𝑎 > 𝑏. Оскiльки
у нашому випадку 0 < 𝜆𝑖 < 𝜆𝑖+1 i при 𝛼 ≤ 1 виконується (𝛼 + 1)/2 ≤ 1, то з
формули (3) випливає:

𝑊𝑖2 ≤ 𝜆2𝛽𝑖 𝑡
2𝛽 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+1

𝜆
2(𝛼+1)
𝑖

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝑑𝜆 = 𝑡2𝛽
(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
2(𝛼−𝛽)+2
𝑖

.

Поклавши 𝛽 = 3
4
𝛼, маємо остаточну оцiнку:

𝑊𝑖2 ≤ 𝑡
3
2
𝛼 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

. (4)

У випадку 𝛼 ∈ (1, 2) отримаємо:

𝑊𝑖2 ≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝑖 𝑡
2 (𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
2

𝑖 )2

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 =

=

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝑖 𝑡
2 (𝜆

𝛼+1
4

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
4

𝑖 )2(𝜆
𝛼+1
4

𝑖+1 + 𝜆
𝛼+1
4

𝑖 )2

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 ≤

≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝑖 𝑡
2 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)

𝛼+1
2 4𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 =

4𝑡2(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆𝛼−1
𝑖 𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1

≤

≤ 4𝑡2(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

. (5)

Пiдсумовуючи оцiнки (2)–(5), одержуємо, що для випадку 𝛼 ≤ 1 маємо:

Σsin ≤ 2

(︃
𝑡2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+ 𝑡
3
2
𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︃
,

а у випадку 1 < 𝛼 < 2 — наступну оцiнку:

Σsin ≤ 2𝑡2

(︃
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+
𝑀−1∑︁
𝑖=1

4(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︃
.

Оцiнимо тепер iнтеграл такого вигляду:

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

− cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆.

Розкриваючи дужки у виразi пiд iнтегралом, маємо:

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
cos(𝜆𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

− cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

+
cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

− cos(𝜆𝑖𝑡)− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︂2

𝑑𝜆 ≤
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Застосовуючи оцiнку для квадрата суми, отримаємо:

≤ 2

⎛⎝ 𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
cos(𝜆𝑡)− cos(𝜆𝑖𝑡)

𝜆
𝛼+1
2

)︂2

𝑑𝜆+

+

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(cos(𝜆𝑖𝑡)− 1)2

(︃
1

𝜆
𝛼+1
2

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︃2

𝑑𝜆

⎞⎠ =

= 2(𝑊𝑖3 +𝑊𝑖4).

Оцiнимо спочатку 𝑊𝑖3:

𝑊𝑖3 =

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(cos(𝜆𝑡)− cos(𝜆𝑖𝑡))
2

𝜆𝛼+1
𝑑𝜆 =

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︀
2 sin

(︀
𝜆𝑡+𝜆𝑖𝑡

2

)︀
sin
(︀
𝜆𝑖𝑡−𝜆𝑡

2

)︀)︀2
𝜆𝛼+1

𝑑𝜆 ≤

≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4
⃒⃒
𝜆𝑖𝑡−𝜆𝑡

2

⃒⃒2
𝜆𝛼+1
𝑖

𝑑𝜆 ≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝑡2 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)2

𝜆𝛼+1
𝑖

𝑑𝜆 =
𝑡2 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

. (6)

Тепер перейдемо до 𝑊𝑖4 у випадку 𝛼 ≤ 1:

𝑊𝑖4 =

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(cos(𝜆𝑖𝑡)− 1)2

(︃
1

𝜆
𝛼+1
2

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︃2

𝑑𝜆 =

=

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

(︂
2 sin2

(︂
𝜆𝑖𝑡

2

)︂)︂2
(︃

1

𝜆
𝛼+1
2

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︃2

𝑑𝜆 =

=

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4 sin4

(︂
𝜆𝑖𝑡

2

)︂(︃
1

𝜆
𝛼+1
2

− 1

𝜆
𝛼+1
2

𝑖

)︃2

𝑑𝜆 ≤

≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑖𝑡

2

⃒⃒⃒⃒𝛽
2

)︃4

(𝜆
𝛼+1
2

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
2

𝑖 )2

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 ≤

≤ 22−2𝛽𝜆2𝛽𝑖 𝑡
2𝛽 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+1

𝜆
2(𝛼+1)
𝑖

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝑑𝜆 =
22−2𝛽𝑡2𝛽(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
2(𝛼−𝛽)+2
𝑖

.

Поклавши 𝛽 = 3
4
𝛼, отримаємо остаточну оцiнку:

𝑊𝑖4 ≤
22− 3

2
𝛼𝑡

3
2
𝛼(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

. (7)
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У випадку, коли 1 < 𝛼 < 2, отримаємо таку оцiнку:

𝑊𝑖4 =

𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4 sin4

(︂
𝜆𝑖𝑡

2

)︂
(𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
2

𝑖 )2

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 ≤

≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

4

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑖𝑡

2

⃒⃒⃒⃒ 1
2

)︃4
(𝜆

𝛼+1
4

𝑖+1 − 𝜆
𝛼+1
4

𝑖 )2(𝜆
𝛼+1
4

𝑖+1 + 𝜆
𝛼+1
4

𝑖 )2

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 ≤

≤
𝜆𝑖+1∫︁
𝜆𝑖

𝜆2𝑖 𝑡
2 (𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)

𝛼+1
2 4𝜆

𝛼+1
2

𝑖+1

(𝜆𝑖𝜆𝑖+1)𝛼+1
𝑑𝜆 ≤ 4𝑡2(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)

𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

. (8)

Звiдси, з урахуванням оцiнок (6)–(8), для випадку 𝛼 ≤ 1 отримаємо:

Σcos ≤ 2

(︃
𝑡2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+ 22− 3
2
𝛼𝑡

3
2
𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︃
,

а у разi 1 < 𝛼 < 2 маємо:

Σcos ≤ 2𝑡2

(︃
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+
𝑀−1∑︁
𝑖=1

4(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︃
.

Таким чином, отримаємо наступну загальну оцiнку:

E
(︀
𝑊𝛼(𝑡, [𝜆1,Λ])− 𝑆𝑀(𝑡,Λ)

)︀2 ≤

≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝐴2

𝜋

(︃
2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+(1 + 22− 3
2
𝛼)𝑡

3
2
𝛼
∑︀𝑀−1

𝑖=1
(𝜆𝑖+1−𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2 +2

𝑖

)︂
, 𝛼 ≤ 1;

4𝐴2𝑡2

𝜋

(︃
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+4
∑︀𝑀−1

𝑖=1
(𝜆𝑖+1−𝜆𝑖)

𝛼
2 +3

2

𝜆
3𝛼
2 − 1

2
𝑖

)︂
, 1 < 𝛼 < 2.

Для оцiнки математичного сподiвання квадрата 𝑋𝑀(𝑡,Λ) отримаємо:

E(𝑋𝑀(𝑡,Λ))2 ≤ 2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼Λ𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+ (1 + 22− 3
2
𝛼)𝑡

3
2
𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︃
, 𝛼 ≤ 1; (9)
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та

E(𝑋𝑀(𝑡,Λ))2 ≤ 2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼Λ𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+ 4𝑡2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︃
, 1 < 𝛼 < 2. (10)

На завершення, скориставшись оцiнками (9)–(10), можемо стверджувати, що
умова (1) виконується, якщо справджуються наступнi нерiвностi:

𝑇∫︁
0

(︃
2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼Λ𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+ (1 + 22− 3
2
𝛼)𝑡

3
2
𝛼

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︃)︃𝑝/2

𝑑𝑡 <

< 𝜀𝑝 ·min

{︃
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)
(︀
ln 2

𝛿

)︀
)𝑝

}︃
, 𝛼 ≤ 1, (11)

а також

𝑇∫︁
0

(︃
2𝐴2

𝜋

(︃
𝑡2𝜆2−𝛼1

2(2− 𝛼)
+

1

𝛼𝜆𝛼
+ 2𝑡2

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

3𝜆𝛼+1
𝑖

+

+4𝑡2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︃)︃𝑝/2

d𝑡 <

< 𝜀𝑝 ·min

{︂
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)(ln(2
𝛿
)))𝑝

}︂
, 1 < 𝛼 < 2 (12)

Таким чином, виконання умов (11)–(12) забезпечує справедливiсть твердження
теореми 1.

Наслiдок 1. Наближення процесу 𝑊𝛼 моделлю 𝑆𝑀 у просторi 𝐿3([0;𝑇 ]) з
заданою надiйнiстю 1− 𝛿, 0 < 𝛿 < 1 та точнiстю 𝜀 > 0, гарантується, якщо
для випадку 𝛼 ∈ (0, 1] виконується така нерiвнiсть:(︂

2𝐴2

𝜋

(︂
𝑇 3𝜆2−𝛼1

6(2− 𝛼)
+

𝑇

𝛼Λ𝛼
+

2𝑇 3

9

𝑀−1∑︁
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(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

𝜆𝛼+1
𝑖

+

+
(1 + 22− 3

2
𝛼)𝑇

3
2
𝛼+1

3
2
𝛼 + 1

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)𝛼+2

𝜆
𝛼
2
+2

𝑖

)︂)︂ 3
2

<

< 𝜀3 ·min

{︂
1

3
3
2

,
1

((𝜙*)(−1)(ln 2
𝛿
))3

}︂
,
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а для 𝛼 ∈ (1, 2) має мiсце наступна умова:(︂
2𝐴2

𝜋

(︂
𝑇 3𝜆2−𝛼1

6(2− 𝛼)
+

𝑇

𝛼Λ𝛼
+

2𝑇 3

9

𝑀−1∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)3

𝜆𝛼+1
𝑖
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+
4𝑇 3

3

𝑀−1∑︁
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(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)
𝛼
2
+ 3

2

𝜆
3𝛼
2
− 1

2
𝑖

)︂)︂ 3
2

<

< 𝜀3 ·min

{︂
1

3
3
2

,
1

((𝜙*)(−1)(ln 2
𝛿
))3

}︂
,

де 𝑀 ∈ N та 0 = 𝜆0 < 𝜆1 < ... < 𝜆𝑀 = Λ — розбиття iнтервалу [0,Λ].

Доведення. У випадку 𝑝 = 3 значення

𝜀𝑝 ·min

{︃
1

𝑝
𝑝
2

,
1

((𝜙*)(−1)
(︀
ln 2

𝛿

)︀
)𝑝

}︃
,

дорiвнює

𝜀3 ·min

{︃
1

3
3
2

,
1

((𝜙*)(−1)
(︀
ln 2

𝛿

)︀
)3

}︃
.

Пiдставляючи це значення у вiдповiднi вирази теореми 1 та виконуючи iнте-
грування по 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], отримуємо твердження наслiдку.

4. Реалiзацiя алгоритму моделювання у просторi 𝐿3([0, 1]). Припу-
стiмо, що ми обираємо рiвномiрне розбиття вiдрiзка [0,Λ]

△ 𝜆 = 𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖 =
Λ

𝑀
, 𝜆1 =

Λ

𝑀
, 𝜆𝑖 =

𝑖Λ

𝑀
.

Тодi, застосовуючи наслiдок 1 до випадку простору 𝐿3([0, 1]), можна вивести
умови, що дозволяють визначити вiдповiднi параметри моделi Λ та 𝑀 . Зокрема,
при 𝛼 ∈ (0, 1] отримаємо наступну оцiнку:(︂

2𝐴2

𝜋

(︂
Λ2−𝛼
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}︂
,

а при 𝛼 ∈ (1, 2) :(︂
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𝜋

(︂
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Зобразимо на рис. 1–4 для заданих надiйностей та точностей траєкторiї моделi
процесу 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху при рiзних значеннях
𝛼. Вiзьмемо до уваги, що 𝛼 = 2𝐻. Вiзьмемо значення 𝛿, 𝜀,𝐻 зi статтi [5]. З
графiкiв очевидно, що чим бiльше значення 𝐻, тим гладша траєкторiя моделi
𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху.
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Рис. 1. 𝐻 = 7
8
,

𝜀 = 0.01, 𝛿 = 0.01
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Рис. 2. 𝐻 = 8
9
,

𝜀 = 0.01, 𝛿 = 0.01
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Рис. 3. 𝐻 = 9
10

,
𝜀 = 0.01, 𝛿 = 0.01
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Рис. 4. 𝐻 = 15
16

,
𝜀 = 0.01, 𝛿 = 0.01
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Рис. 5. 𝐻 = 3
4
,

𝜀 = 0.05, 𝛿 = 0.05

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй статтi
представлено новий алгоритм моделювання процесiв 𝜙-субгауссового дробового
броунiвського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю у просторi 𝐿𝑝([0;𝑇 ]). Та-
кож проiлюстровано результати такого моделювання у просторi 𝐿3([0, 1]). Пiд
час проведення обчислень та побудови графiкiв було помiчено, що для побудови
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моделi використовуються 𝑀 та Λ дуже великих порядкiв, що значно сповiль-
нює процес обчислення в порiвняннi з моделлю, яка розглянута в статтi [5].
Отже, моделювання 𝜙-субгауссового дробового броунiвського руху на основi
спектрального розкладу є складнiшим для обчислення та побудови графiкiв,
нiж моделювання на основi розкладу в ряд.
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In this paper, I construct a model of a 𝜙-sub-Gaussian fractional Brownian motion
with parameter 𝛼 ∈ (0, 2), which generalizes the classical fractional Brownian motion to
the class of 𝜙-sub-Gaussian random processes. The model is defined via a spectral repre-
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ПРЕЦИЗIЙНI ЗНАЧЕННЯ КОЕФIЦIЄНТIВ ПЕРЕТВОРЕННЯ
ФУР’Є-ХААРА ДЛЯ ФУНКЦIЙ З ОБМЕЖЕНОЮ ВАРIАЦIЄЮ

Розглядаються точнi оцiнки коефiцiєнтiв перетворення Фур’є-Хаара для функцiй
обмеженої варiацiї. Дослiджуються властивостi та застосування перетворень Фур’є-
Хаара в контекстi функцiй з обмеженою варiацiєю, що має важливе значення для
теоретичних та практичних задач в областi математичного аналiзу та обробки сигна-
лiв. Оцiнки коефiцiєнтiв перетворення дозволяють бiльш детально вивчити зв’язок
мiж характеристиками функцiй та їх перетвореннями, а також ефективно застосову-
вати цi методи в рiзних галузях науки та технiки, таких як обробка зображень, числовi
методи та теорiя апроксимацiй. У ходi дослiдження отримано точнi значення верхнiх
меж модуля коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара функцiй однiєї змiнної на класах функцiй гра-
ничних варiацiй 𝐾𝑉 𝑝 (1 ≤ 𝑝 < ∞). Дослiджено поведiнку коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара
функцiй кiлькох змiнних для функцiй граничних варiацiй з класiв 𝑉𝑝,𝑑(𝐼𝑑), 𝐾𝑉 𝑝.𝑑

(1 ≤ 𝑝 <∞) та 𝐾𝑉 *
1.𝑑. На цих класах функцiй кiлькох змiнних отримано точнi резуль-

тати.

Ключовi слова: система Фур’є-Хаара, функцiї обмеженої варiацiї, точнi оцiнки, пре-
цизiйнi коефiцiєнти, вейвлет-аналiз.

1. Вступ. Система функцiй Альфреда Хаара була введена угорським вченим
у 1909 роцi [1]. Перетворення Фур’є-Хаара стало потужним математичним iн-
струментом для аналiзу функцiй, що застосовується в рiзних галузях, таких як
обробка сигналiв, числовi методи, теорiя апроксимацiй та iншi. Особливе значе-
ння має вивчення точних оцiнок коефiцiєнтiв перетворення для функцiй обме-
женої варiацiї, оскiльки вони дозволяють краще розумiти структуру функцiй та
їх взаємодiю з перетворенням, що є важливим аспектом у багатьох теоретичних
i практичних задачах. Однiєю з основних проблем є точнiсть та ефективнiсть
оцiнок коефiцiєнтiв для цих функцiй, що потребує глибокого математичного
аналiзу та розробки нових пiдходiв для їх точного визначення.

У сучаснiй прикладнiй математицi, теорiї сигналiв i чисельному аналiзi все
бiльшого значення набувають прецизiйнi методи аналiзу та обробки функцiй,
зокрема таких, що мають обмежену варiацiю. Функцiї з обмеженою варiацiєю є
природною моделлю для опису сигналiв, зображень, а також реальних фiзичних
процесiв, що мiстять стрибки, сингулярностi або локальнi особливостi. У цьому
контекстi особливу роль вiдiграє перетворення Хаара як найпростiшого випадку
вейвлет-перетворення, заснованого на ортогональнiй системi функцiй, що дає
змогу здiйснювати ефективний розклад подiбних функцiй.
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Аналiз точного (прецизiйного) значення коефiцiєнтiв перетворення Хаара
або Фур’є-Хаара є важливим не лише з теоретичної точки зору, але i для пра-
ктичних застосувань — у стисненнi сигналiв, розпiзнаваннi образiв, адаптивнiй
апроксимацiї, а також в оптимiзацiї обчислювальних методiв.

Незважаючи на широке застосування вейвлет-аналiзу, питання точностi оцi-
нювання та обмежень для коефiцiєнтiв розкладу функцiй з обмеженою варiа-
цiєю залишається недостатньо дослiдженим, особливо у випадку некласичних
(ламаних або розривних) функцiй. Це створює потребу в детальному матема-
тичному вивченнi структури таких коефiцiєнтiв, умов їх точного обчислення та
оцiнки похибок при апроксимацiї.

Отже, дослiдження прецизiйних значень коефiцiєнтiв перетворення Фур’є-
Хаара має високу актуальнiсть, оскiльки сприяє розвитку теорiї вейвлетiв, пiд-
вищує точнiсть чисельного аналiзу функцiй та забезпечує прикладну базу для
новiтнiх iнформацiйних технологiй.

Об’єкт дослiдження є функцiї з обмеженою варiацiєю та їх представлення у
базисi Хаара.

Предмет дослiдження — прецизiйнi значення коефiцiєнтiв перетворення
Фур’є–Хаара для функцiй з обмеженою варiацiєю, їхнi властивостi збiжностi,
точностi та стабiльностi обчислення.

Метою роботи є розробка точних оцiнок коефiцiєнтiв перетворення Фур’є-
Хаара для функцiй обмеженої варiацiї, а також дослiдження їх властивостей у
контекстi теорiї апроксимацiй i числових методiв. Вивчення цих оцiнок дозво-
лить полiпшити розумiння взаємозв’язку мiж функцiями та їх перетвореннями,
що має широке застосування у математицi та iнженерiї.

Для досягнення мети використано методи математичного аналiзу, теорiї фун-
кцiй, теорiї апроксимацiй та обробки сигналiв. Зокрема, застосовано апарат
дослiдження функцiй з обмеженою варiацiєю, що дало змогу обґрунтувати ко-
ректнiсть використання базису Хаара та оцiнити властивостi збiжностi рядiв.
Методи апроксимацiйної теорiї були використанi для аналiзу точностi та швид-
костi збiжностi розкладiв, а технiки обробки сигналiв — для побудови ефектив-
них алгоритмiв обчислення коефiцiєнтiв Фур’є–Хаара. Обчислення реалiзовано
шляхом iнтегрування функцiй iз базисними елементами Хаара та чисельного
уточнення результатiв кiнцево-рiзницевими та iтерацiйними схемами. Це дозво-
лило отримати прецизiйнi значення коефiцiєнтiв та оцiнити їх стабiльнiсть у
класi функцiй з обмеженою варiацiєю.

Гiпотеза дослiдження базується на тому, що для функцiй обмеженої варiацiї
можна знайти точнi i ефективнi оцiнки коефiцiєнтiв перетворення Фур’є-Хаара,
якi дозволяють зменшити похибки апроксимацiй та пiдвищити точнiсть засто-
сування цих перетворень у числових методах та обробцi сигналiв.

Наукова новизна роботи полягає у розробцi нових точних оцiнок коефiцi-
єнтiв перетворення Фур’є-Хаара для функцiй обмеженої варiацiї, а також у
встановленнi їх властивостей, якi до цього часу були недостатньо вивченi. Роз-
робленi оцiнки дозволяють покращити ефективнiсть математичних методiв у
рiзних галузях науки та технiки, зокрема в обробцi зображень, числових ме-
тодах та теорiї апроксимацiй. Результати дослiдження можуть стати основою
для подальших розробок у напрямку оптимiзацiї перетворень Фур’є-Хаара та
їх застосування в практичних задачах.
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2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Система функцiй Хаара
є ортонормованою на [0, 1]. Її властивостi протягом десятирiчь вивчалися бага-
тьма вченими. Але в останнi роки їм придiляли увагу в основному з практичної
точки зору. Дослiдники надають сучаснi пiдходи до оцiнки коефiцiєнтiв пере-
творення Фур’є-Хаара для функцiй обмеженої варiацiї, зокрема в контекстi ста-
тистичного оцiнювання, онлайн-прогнозування та обробки сигналiв. Так, у стат-
тi [2] розглядається мiнiмаксна оцiнка функцiй обмеженої варiацiї з розкидани-
ми даними, зокрема через жорстке порогове обмеження емпiричних коефiцiєн-
тiв Фур’є-Хаара. Робота [3] пропонує алгоритм для онлайн-прогнозування по-
слiдовностей з обмеженою варiацiєю, використовуючи коефiцiєнти Фур’є-Хаара
та адаптивний пiдхiд до невiдомих параметрiв згладжування. У [4] розгляда-
ються розкладання сигналiв за допомогою Фур’є-Хаара та їх застосування в
обробцi зображень, зокрема для функцiй обмеженої варiацiї.

З вiтчизняних дослiджень останнiх рокiв можна назвати роботи I. Шарапу-
дiнова [5], С. Вакарчука i О. Щитова [6], [7], С. Стасюка [8] та iнших.

У теорiї апроксимацiї велика кiлькiсть робiт присвячена розв’язанню задач
апроксимацiї функцiй однiєї та кiлькох змiнних полiномами в системi Хаара та
частинними сумами Фур’є-Хаара [3], [4].

У деяких статтях отримано оцiнки модуля коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара на де-
яких класах функцiй однiєї змiнної, визначених за допомогою модуля неперерв-
ностi (див., наприклад, [9], [10]).

У цiй роботi ми продовжуємо вивчати поведiнку коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара
функцiй однiєї та кiлькох змiнних з граничною варiацiєю.

3. Постановка задачi. Нехай 𝐼𝑑{𝑡 = (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑑) : 0 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑}
(𝐼1 ≡ 𝐼 = [0, 1]) — 𝑑-вимiрний куб у просторi 𝑅𝑑. На одиничному вiдрiзку
[0, 1] розглянемо двiйковi iнтервали, якi визначатимуться наступним чином:
для довiльного числа 𝑛𝑖 = 2𝑚𝑖 + 𝑘𝑖, 𝑚𝑖 ∈ 𝑍+,

(︀
𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖

)︀
отримуємо

𝛿𝑛𝑖
≡ 𝛿𝑘𝑖𝑚𝑖

= ((𝑘𝑖 − 1)/2𝑚𝑖 , 𝑘𝑖/2
𝑚𝑖) . (1)

На вiдрiзку [0, 1] визначаємо систему функцiй Хаара [1]:
𝜒1(t) ≡ 𝜒

(0)
0 (𝑡) ≡ 1 , а коли 𝑛𝑖 = 2𝑚𝑖 + 𝑘𝑖 (𝑚𝑖 ∈ 𝑍+, 𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖), тодi

𝜒𝑛𝑖
(𝑡) ≡ 𝜒(𝑘𝑖)

𝑚𝑖
(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
2𝑚𝑖/2, якщо 𝑡 ∈ 𝛿2𝑘𝑖−1

𝑚𝑖+1 ,

−2𝑚𝑖/2, якщо 𝑡 ∈ 𝛿2𝑘𝑖𝑚𝑖+1,

0, якщо 𝑡 ∈ 𝛿𝑘𝑖𝑚𝑖 ,

(2)

коли 𝛿𝑘𝑖𝑚𝑖 — замикання множини 𝛿𝑘𝑖𝑚𝑖
. У точках розриву функцiї Хаара дорiв-

нюють половинi суми лiвої та правої границь функцiй Хаара. В кiнцi вiдрiзка
[0, 1] функцiї Хаара дорiвнюють граничним значенням зсередини вiдрiзку.

Нехай

𝑁𝑑
*
𝑑𝑓
=
{︀
𝑛 = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) : 𝑛𝑖 ∈ 𝑁, 𝑖 = 1, 𝑑

}︀ (︀
𝑁1 ≡ 𝑁

)︀
,

𝑁𝑑
*
𝑑𝑓
=
{︀
𝑛 = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) : 𝑛𝑖 ∈ 𝑁∖ {1} , 𝑖 = 1, 𝑑

}︀
,

(𝑁1
* ≡ 𝑁*).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Множина
{︁
𝜒𝑛(𝑡) =𝑑𝑓

∏︀𝑑
𝑖=1 𝜒𝑛𝑖

(𝑡𝑖)
}︁
𝑛∈𝑁𝑑

утворює ортонормальну систему фун-

кцiй Хаара на 𝑑-вимiрному кубi 𝐼𝑑. Основну iнформацiю про систему Хаара
можна знайти, наприклад, у книгах [1], [4].

Визначимо на 𝑑-вимiрному кубi 𝐼𝑑 коефiцiєнти Фур’є-Хаара функцiї 𝑓(𝑡)
наступним чином.

𝑐𝑛(𝑓) ≡ 𝑐𝑘𝑚(𝑓) =

∫︁
𝐼𝑑

𝑓(𝑡)𝜒𝑛(𝑡)𝑑𝑡,
(︀
𝑛 ∈ 𝑁𝑑

)︀
, (3)

коли 𝑑𝑡≡𝑑𝑓
∏︀𝑑

𝑖=1 𝑑𝑡𝑖.
Нехай 𝑓(𝑡) функцiя, визначена на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], i

𝜉
𝑑𝑓
= {𝑎 = 𝑡𝑜 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑛 = 𝑏} ,

є довiльним розбиттям [𝑎, 𝑏]. З [11] визначаємо наступне значення

𝜅𝑝 (𝑓 ; 𝜉; [𝑎, 𝑏])
𝑑𝑓
=

{︃
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑓 (𝑡𝑖)− 𝑓 (𝑡𝑖−1)|𝑝
}︃1/𝑝

, (1 ≤ 𝑝 <∞) ,

як суму варiацiй p-го порядку функцiї 𝑓(𝑡) на розбиттi 𝜉. Нехай 𝑉𝑝(𝑓 ; [𝑎, 𝑏]) =
sup{𝜅𝑝(𝑓 ; 𝜉; [𝑎, 𝑏]) : 𝜉} є 𝑝-варiацiєю функцiї 𝑓(𝑡) на iнтервалi [𝑎, 𝑏]; 𝑉𝑝(𝑓) ≡ 𝑉𝑝
(𝑓 ; [0, 1]). Ми позначаємо 𝑉𝑝 ≡ 𝑉𝑝 ([0, 1]) (1 ≤ 𝑝 < ∞) класом функцiй 𝑓(𝑡),
визначених на iнтервалi [0, 1], таких, що 𝑉𝑝(𝑓) < ∞. Якщо 𝑝 = 1, то 𝑉1(𝑓) є
класом функцiй обмеженої варiацiї.

Позначимо

𝐾𝑉 𝑝 = {𝑓(𝑡) ∈ 𝑉𝑝([0, 1]) : 𝑉𝑝(𝑓 ; [0, 1]) ≤ K}, (𝐾 > 0).

Нехай 𝐺𝑑 = {𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) : 𝑎𝑖 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . ., 𝑑} — 𝑑-вимiрний парале-
лепiпед у просторi 𝑅𝑑; Π𝑑 =

{︁
𝑎𝑖 = 𝑡

(0)
𝑖 < 𝑡

(1)
𝑖 < . . . < 𝑡

(𝑠𝑖)
𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 𝑑

}︁
— деяке

розбиття паралелепiпеда 𝐺𝑑 на малi 𝑛-вимiрнi паралелепiпеди гiперплощинами
𝑡𝑖 = 𝑡

(𝑣𝑖)
𝑖 ,

(︀
𝑣𝑖 = 1, 𝑠𝑖 − 1, 𝑖 = 1, 𝑑

)︀
.

Ми називаємо значення

𝑉𝑑
(︀
𝑓 ; 𝐺𝑑

)︀
= sup

Π𝑑

𝑠1−1∑︁
𝑣1=0

. . .

𝑠𝑑−1∑︁
𝑣𝑑=0

⃒⃒⃒⃒
∆1

𝜆
(𝑣1)
1

. . .∆1

𝜆
(𝑣𝑑)

𝑑

𝑓
(︁
𝑡
(𝑣1)
1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑑)
𝑑

)︁⃒⃒⃒⃒
, (4)

як варiацiя Вiталi [23] функцiї 𝑑-змiнних 𝑓(𝑡) (𝑡 ∈ 𝐺𝑑) на паралелепiпедi 𝐺𝑑, де

∆1

𝜆
(𝑣𝑖)
𝑖

, 𝑓
(︁
𝑡
(𝑣1)
1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑑)
𝑑

)︁
= 𝑓

(︁
𝑡
(𝑣1)
1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑖−1)
𝑖−1 , 𝑡

(𝑣𝑖)
𝑖 + 𝜆

(𝑣𝑖)
𝑖 , 𝑡

(𝑣𝑖+1)
𝑖+1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑑)
𝑑

)︁
−

−𝑓
(︁
𝑡
(𝑣1)
1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑖−1)
𝑖−1 , 𝑡

(𝑣𝑖)
𝑖 , 𝑡

(𝑣𝑖+1)
𝑖+1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑑)
𝑑

)︁
,

є першою рiзницею з кроком 𝜆
(𝑣𝑖)
𝑖 функцiї 𝑓 за змiнною 𝑡

(𝑣𝑖)
𝑖 ; 𝜆(𝑣𝑖)𝑖 = 𝑡

(𝑣𝑖+1)
𝑖 − 𝑡(𝑣𝑖)𝑖 ,

𝑣𝑖 = 0, 𝑠𝑖 − 1, 𝑖 = 1, 𝑑.
Верхня межа в (4) обчислюється на всiх можливих розбиттях 𝐺𝑑. Функцiя

f (t) має обмежену варiацiю Вiталi на 𝐺𝑑, якщо 𝑉𝑑(𝑓 ;𝐺𝑑) < ∞. Клас таких
функцiй ми позначимо як 𝑉𝑑(𝐺𝑑).

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



110 О. М. ЩИТОВ, М. Ф. МОРМУЛЬ

Визначимо для всiх 1 ≤ 𝑝 < ∞ та деякого розбиття Π𝑑 паралелепiпеда 𝐺𝑑

значення

𝜅𝑝,𝑑(𝑓 ;
∏︁

𝑑
; 𝐺𝑑) =

{︃
𝑠1−1∑︁
𝑣1=0

. . .

𝑠𝑑−1∑︁
𝑣𝑑=0

⃒⃒⃒⃒
∆1

𝜆
(𝑣1)
1

. . .∆1

𝜆
(𝑣𝑑)

𝑑

𝑓
(︁
𝑡
(𝑣1)
1 , . . . , 𝑡

(𝑣𝑑)
𝑑

)︁⃒⃒⃒⃒𝑝}︃1/𝑝

. (5)

Функцiя 𝑑-змiнних 𝑓(𝑡) має на паралелепiпедi𝐺𝑑 обмежену 𝑝-варiацiю у сенсi
Вiталi, якщо

𝑉𝑝,𝑑
(︀
𝑓 ; 𝐺𝑑

)︀
= sup

{︁
𝜅𝑝, 𝑑

(︁
𝑓 ;
∏︁

𝑑
; 𝐺𝑑

)︁
:
∏︁

𝑑

}︁
<∞. (6)

Клас функцiй, що мають на 𝐺𝑑 обмежену 𝑝-варiацiю у сенсi Вiталi [6], [8]
позначимо як 𝑉𝑝,𝑑(𝐺

𝑑). Якщо 𝑝 = 1, то визначення 𝑝-варiацiї (6) вiдповiдає ви-
значенню варiацiї Вiталi (4), а клас функцiй 𝑉1,𝑑(𝐺𝑑) збiгається з класом 𝑉𝑑(𝐺

𝑑).
Якщо 𝑑 = 1, то клас функцiй 𝑉𝑝,1(𝐼) збiгається з класом 𝑉𝑝([0, 1]).

Нехай 𝐾𝑉 𝑝,𝑑 = {𝑓(𝑡) : 𝑡 ∈ 𝐼𝑑) : 𝑉𝑝.𝑑(𝑓 ; 𝐼𝑑) ≤ 𝐾}, (𝐾 > 0).
Припустимо далi 𝐾𝑉 *

𝑝.𝑑 є функцiєю класу 𝑓(𝑡) ∈ 𝐾𝑉 𝑝,𝑑, перiод якої дорiвнює
1 для кожної змiнної.

4. Результати. Використовуючи методи математичного аналiзу та теорiї
апроксимацiй [7], [9], [10], отримаємо точнi верхнi межi модуля коефiцiєнтiв для
функцiй однiєї та кiлькох змiнних, визначених на класах функцiй з обмеженою
варiацiєю. Особливу увагу придiлимо оцiнкам коефiцiєнтiв на класах функцiй
𝐾𝑉 𝑝 (1 ≤ 𝑝 <∞), 𝑉𝑝 та 𝐾𝑉 𝑝,𝑑, що дозволить зменшити похибки апроксимацiй
i пiдвищити точнiсть застосування цих методiв у числових методах та обробцi
сигналiв.

Теорема 1. Для всiх 𝑘 = 1, 2𝑚, 𝑚 ∈ 𝑍+ i 1 ≤ 𝑝 <∞ маємо рiвнiсть

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒
= sup

𝑓∈𝐾𝑉𝑝

{︃
2𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒𝑝}︃1/𝑝

=
𝐾

2
√

2𝑚
, (7)

Доведення теореми. Для довiльної функцiї 𝑓(𝑡) ∈ 𝐾𝑉 𝑝 з визначення си-
стеми Хаара (2) для всiх 𝑘 = 1, 2𝑚, (𝑚 ∈ 𝑍+) можна записати

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒
= 2𝑚/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
𝛿2𝑘−1
𝑚+1

(𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ ℎ)) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ,

де ℎ = 2−(𝑚+1). Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, маємо наступну нерiвнiсть
з останнього спiввiдношення для 1 ≤ 𝑝 <∞

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒
≤ 2𝑚/2−(𝑚+1)(1−1/𝑝)

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

𝛿2𝑘−1
𝑚+1

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ ℎ)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭
1/𝑝

≤

≤ 2−(𝑚/2+1)𝑉𝑝 (𝑓 ; [(𝑘 − 1)2ℎ, 𝑘2ℎ]) .

(8)
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Враховуючи (8) та визначення бiнарних iнтервалiв (1), можемо записати

2𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒𝑝 ≤ 2−(𝑚/2+1)𝑝

2𝑚∑︁
𝑘=1

𝑉 𝑝
𝑝

(︁
𝑓 ; 𝛿𝑘𝑚

)︁
. (9)

Для як завгодно малого 𝜀 > 0 ми можемо знайти розбиття 𝜉𝑘 вiдрiзку 𝛿𝑘𝑚 таке,
що 𝑉 𝑝

𝑝

(︁
𝑓 ; 𝛿𝑘𝑚

)︁
< 𝜅𝑝𝑝

(︁
𝑓 ; 𝜉𝑘; 𝛿𝑘𝑚

)︁
+ 𝜀. Тодi з (9) отримуємо

{︃
2𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒𝑝}︃1/𝑝

< 2−(𝑚/2+1)𝑝

{︃
2𝑚∑︁
𝑘=1

𝜅𝑝𝑝

(︁
𝑓 ; 𝜉𝑘; 𝛿𝑘𝑚

)︁
+ 𝜀2𝑚

}︃1/𝑝

≤

≤ 2−(𝑚/2+1)
{︁
𝑉𝑝(𝑓 ; 𝐼) + (𝜀2𝑚)1/𝑝

}︁
≤ 𝐾

2
√

2𝑚
+

𝜀1/𝑝

2
√

2𝑚
2𝑚/𝑝.

Отже, оскiльки 𝜀 > 0 є довiльним, ми отримуємо верхнi межi

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒
≤ sup

𝑓∈𝐾𝑉𝑝

{︃
2𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒𝑝}︃1/𝑝

≤ 𝐾

2
√

2𝑚
. (10)

Далi нам потрiбно показати, що знак рiвностi виконується у (10).
Розглянемо функцiю

𝑣(𝑡) =

{︃
−𝐾/2, якщо 𝑡 ∈

[︀
0, 2−(𝑚+1)

]︀
;

𝐾/2, якщо 𝑡 ∈
(︀
2−(𝑚+1), 1

]︀
.

Легко побачити, що 𝜐(𝑡) ∈ 𝐾𝑉 𝑝 i

𝑐(1)𝑚 (𝑣) = −2−(𝑚/2+1)𝐾,

𝑐(𝑘)𝑚 (𝑣) = 0, ∀𝑘 = 2, 2𝑚.

Тодi ми маємо нижню межу

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒
≥
⃒⃒
𝑐(1)𝑚 (𝑣)

⃒⃒
=

{︃
2𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑐(𝑘)𝑚 (𝑓)

⃒⃒𝑝}︃1/𝑝

= 2−(𝑚/2+1)𝐾. (11)

Спiввiдношення (7) отримуємо з (10) та (11). Теорему 1 доведено.
Далi ми розглядаємо функцiї кiлькох змiнних.

Теорема 2. Для довiльної функцiї 𝑓(𝑡) ∈ 𝑉𝑝,𝑑(𝐼𝑑), де числа 𝑛 ∈ 𝑁𝑑
* мають

компоненти 𝑛𝑖 = 2𝑚𝑖 + 𝑘𝑖
(︀
𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖 , 𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 𝑑

)︀
, i 1 ≤ 𝑝 < ∞ маємо

наступнi нерiвностi

|𝑐𝑛(𝑓)| ≤

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

. . .
2𝑚𝑑∑︁
𝑘𝑑=1

|𝑐𝑛(𝑓)|𝑝
}︃1/𝑝

≤
𝑑∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2)𝑉𝑝,𝑑
(︀
𝑓 ; 𝐼𝑑

)︀
. (12)

Цi нерiвностi не можна покращити на всiх класах функцiй 𝑉𝑝,𝑑(𝐼
𝑑).
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Доведення теореми 2. Без обмеження загальностi, щоб уникнути громiзд-
костi, ми розглядаємо лише випадок функцiй двох змiнних (𝑑 = 2) у доведеннi
теореми 2.

Використовуючи визначення коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара (3) для довiльної фун-
кцiї 𝑓(𝑡) ∈ 𝑉𝑝,2(𝐼2), 𝑛 ∈ 𝑁2

* , запишемо

|𝑐𝑛(𝑓)| ≤ 2(𝑚1+𝑚2)/2

∫︁
𝛿
2𝑘1−1
𝑚1+1

∫︁
𝛿
2𝑘2−1
𝑚2+1

⃒⃒
∆1
ℎ1

∆1
ℎ2
𝑓 (𝑡1, 𝑡2)

⃒⃒
𝑑𝑡1𝑑𝑡2,

де ℎ𝑖 = 2−2(𝑚𝑖+1), 𝑖 = 1, 2.
Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, отримуємо

|𝑐𝑛(𝑓)| ≤
2∏︁
𝑖=1

2𝑚𝑖/2−(𝑚𝑖+1)(1−1/𝑝)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∫︁

𝛿
2𝑘1−1
𝑚1+1

∫︁
𝛿2𝑘2−1
𝑚2+1

⃒⃒
∆1
ℎ1

∆1
ℎ2
𝑓 (𝑡1, 𝑡2)

⃒⃒𝑝
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1/𝑝

≤

≤
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2)𝑉𝑝,2

(︁
𝑓 ; ∆2𝑘𝑖−1, 2𝑘2−1

𝑚1+1, 𝑚2+1

)︁
,

(13)

де ∆2𝑘1−1,2𝑘2−1
𝑚1+1,𝑚2+1 = 𝛿2𝑘1−1

𝑚1+1 × 𝛿2𝑘2−1
𝑚2+1 . Для всiх 𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖 (𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 2) та

довiльного 𝜀 > 0 ми можемо знайти розбиття Π𝑘1,𝑘2 дiапазону ∆2𝑘1−1,2𝑘2−1
𝑚1+1,𝑚2+1 таке,

що

𝜅𝑝𝑝

(︁
𝑓 ; Π𝑘1, 𝑘2 ; ∆2𝑘1−1, 2𝑘2−1

𝑚1+1, 𝑚2+1

)︁
≥ 𝑉 𝑝

𝑝.2

(︁
𝑓 ; ∆2𝑘1−1, 2𝑘2−1

𝑚1+1, 𝑚2+1

)︁
− 𝜀2−(𝑚1+𝑚2). (14)

Тодi з (13)–(14), використовуючи визначення 𝑝-варiацiї у сенсi Вiталi (6),
маємо

|𝑐𝑛(𝑓)| ≤

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

|𝑐𝑛(𝑓)|𝑝
}︃1/𝑝

≤

≤
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2)

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝜅𝑝𝑝

(︁
𝑓 ; Π𝑘1,𝑘2 ; ∆2𝑘1−1, 2𝑘2−1

𝑚1+1, 𝑚2+1

)︁
+ 𝜀

}︃1/𝑝

≤

≤
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2)𝑉𝑝,2
(︀
𝑓 ; 𝐼2

)︀
+

2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2)𝜀1/𝑝,

(15)

Через довiльне 𝜀 ми отримуємо нерiвнiсть (12) з (15).
Покажемо, що нерiвностi (12) не можна покращити на всiх класах функцiй

𝑉𝑝,𝑑(𝐼
𝑑). Для функцiї

𝑣𝑜 (𝑡1, 𝑡2) =

{︃
1, якщо (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, ℎ1)× [0, ℎ2) ;

0, якщо (𝑡1, 𝑡2) /∈ [0, ℎ1)× [0, ℎ2) , 𝑡 ∈ 𝐼2,

що належить класу 𝑉𝑝,2(𝐼2), маємо

𝑣𝑝,2
(︀
𝑣0, 𝐼

2
)︀

= 1 та
⃒⃒
𝑐(1, 1)𝑚1,𝑚2

(𝑣0)
⃒⃒

=
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2).
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Оскiльки всi коефiцiєнти Фур’є-Хаара 𝑐𝑛(𝜐0) (𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖 ,𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 2)

функцiї 𝑣0(𝑡), крiм коефiцiєнта 𝑐(1,1)𝑚1,𝑚2 (𝑣0), дорiвнюють нулю, отримуємо рiвностi

⃒⃒
𝑐(1,1)𝑚1,𝑚2

(𝑣0)
⃒⃒

=

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

|𝑐𝑛 (𝑣0)|𝑝
}︃1/𝑝

=
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2).

Таким чином, ми показали, що для функцiї 𝜐0(𝑡) у (12) знак рiвностi вико-
нується. Теорему 2 доведено.

Теорема 3. Для довiльних чисел n ∈ 𝑁𝑑
* , що мають компоненти 𝑛𝑖 = 2𝑚𝑖 +

𝑘𝑖
(︀
𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖 , 𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 𝑑

)︀
i 1 ≤ p < ∞, виконуються рiвностi

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝,𝑑

|𝑐𝑛(𝑓)| =
⃒⃒
𝑐(1)𝑚 (𝑣)

⃒⃒
= sup

𝑓∈𝐾𝑉𝑝,𝑑

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

. . .
2𝑚𝑑∑︁
𝑘𝑑=1

|𝑐𝑛(𝑓)|𝑝
}︃1/𝑝

= 𝐾
𝑑∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2).

(16)

Теорема 4. Для довiльних чисел 𝑛 ∈ 𝑁𝑑
* , що мають компоненти 𝑛𝑖 =

2𝑚𝑖 + 𝑘𝑖 (𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖, 𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 𝑑), i 𝑝 = 1, є вiдношення

sup
𝑓∈𝐾𝑉 *

1,𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

. . .
2𝑚𝑑∑︁
𝑘𝑑=1

𝑐𝑛(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝐾

𝑑∏︁
𝑖=1

2−(2+𝑚𝑖/2). (17)

Доведення теореми 3. Без обмеження загальностi, щоб уникнути громi-
здкостi, розглянемо лише випадок функцiй двох змiнних (𝑑 = 2) у доведеннi
теореми 3.

Використовуючи аргументи з (13)–(15) та визначення класу 𝐾𝑉 𝑝.𝑑, для до-
вiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐾𝑉 𝑝.2 i чисел 𝑛 ∈ 𝑁2

* з (12) маємо верхнi межi

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝,2

|𝑐𝑛(𝑓)| ≤ sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝,2

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

|𝑐𝑛(𝑓)|𝑝
}︃1/𝑝

≤ 𝐾
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2). (18)

Для отримання нижнiх меж розглянемо функцiю 𝜐1(𝑡) на множинi 𝐼2

𝑣1 (𝑡1, 𝑡2) =
4

{︃
1, якщо (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, ℎ1]× [0, ℎ2] ; (ℎ1, 1]× (ℎ2, 1] ;

−1, якщо (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, ℎ1]× (ℎ2, 1] ; (ℎ1, 1]× [0, ℎ2] .

Очевидно, що 𝜐1(𝑡) ∈ 𝐾𝑉 𝑝,2, легко перевiрити наступнi рiвняння⃒⃒⃒
𝑐
(1,1)
𝑚1,𝑚2 (𝑣1)

⃒⃒⃒
=

2∏︀
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2);

|𝑐𝑛 (𝑣1)| = 0 ∀𝑘𝑖 = 1, 2𝑚𝑖 (𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 2) , 𝑘1 ̸= 1, 𝑘2 ̸= 1.

⎫⎬⎭ (19)

Використовуючи (19), маємо нижню межу

sup
𝑓∈𝐾𝑉𝑝,2

|𝑐𝑛(𝑓)| ≥
⃒⃒
𝑐(1,1)𝑚1, 𝑚2

(𝑣1)
⃒⃒

=

{︃
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

|𝑐𝑛(𝑣1)|𝑝
}︃1/𝑝

= 𝐾
2∏︁
𝑖=1

2−(1+𝑚𝑖/2). (20)
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Ми отримуємо рiвняння (16) з верхньої межi (18) та рiвнянь (20). Теорему
3 доведено.

Доведення теореми 4. Без обмеження загальностi, щоб уникнути громiзд-
костi, ми розглядаємо лише випадок функцiй двох змiнних (𝑑 = 2) у доведеннi
теореми 4.

Продовжимо функцiю системи Хаара 𝜒(𝑘𝑖)
𝑚𝑖 (𝑡𝑖), 𝑖 = 1, 2 на всi дiйснi осi з унi-

кальним перiодом. Нехай 𝑔𝑖 (𝑡𝑖) = 2−𝑚𝑖/2𝜒
(𝑘𝑖)
𝑚𝑖 (𝑡𝑖). Використовуючи визначення

коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара (3) та (1), можемо записати

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝑐𝑛(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

∫︁
𝛿
𝑘1
𝑚1

∫︁
𝛿
𝑘2
𝑚2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝜒(𝑘𝑖)
𝑚𝑖

(𝑡𝑖)𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒

2∏︁
𝑖=1

2𝑚𝑖/2×

×

⎧⎨⎩
ℎ1/2∫︁
0

ℎ2/2∫︁
0

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2 +

ℎ1/2∫︁
0

⎡⎢⎣ 2ℎ2∫︁
ℎ2/2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡2+

+
2𝑚2∑︁
𝑘2=2

∫︁
𝛿
𝑘2
𝑚2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡2]𝑑𝑡1 +

ℎ2/2∫︁
0

⎡⎢⎣ 2ℎ1∫︁
ℎ1/2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡1+ (21)

+

2𝑚1∑︁
𝑘1=2

∫︁
𝛿
𝑘1
𝑚1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡1] 𝑑𝑡2 +
2𝑚1∑︁
𝑘1=2

2𝑚2∑︁
𝑘2=2

∫︁
𝛿
𝑘1
𝑚1

∫︁
𝛿
𝑘2
𝑚2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖)𝑑𝑡1𝑑𝑡2+

+

2ℎ1∫︁
ℎ1/2

⎡⎢⎢⎣
2ℎ2∫︁

ℎ2/2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡2+

2𝑚2∑︁
𝑘2=2

∫︁
𝛿
𝑘2
𝑚2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖)𝑑𝑡2

⎤⎥⎥⎦𝑑𝑡1+

+

2ℎ2∫︁
ℎ2/2

2𝑚1∑︁
𝑘1=2

∫︁
𝛿
𝑘1
𝑚1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖)𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Використовуючи перiодичнiсть функцiї 𝑓(𝑡) ∈ 𝐻*
Ω на кожнiй змiннiй з перi-

одом, що дорiвнює 1, маємо

ℎ𝑖/2∫︁
0

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) 𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡𝑖 =

1+ℎ𝑖/2∫︁
1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) 𝑔𝑖 (𝑡𝑖) 𝑑𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 2) .

Зi спiввiдношення (21) отримуємо

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝑐𝑛 (𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

2∏︁
𝑖=1

2𝑚𝑖/2

2𝑚1+1∑︁
𝛾1=1

2𝑚2+1∑︁
𝛾2=1

∫︁
𝛿
𝛾1+

1
2

𝑚1+1

∫︁
𝛿
𝛾2+

1
2

𝑚2+1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 (𝑡𝑖)𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ , (22)
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де з (1) маємо

𝛿
𝛾𝑖+

1
2

𝑚𝑖+1 =

(︂
𝛾𝑖 − 1

2

2(𝑚𝑖+1)
·
𝛾𝑖 + 1

2

2(𝑚𝑖+1)

)︂
(𝑖 = 1, 2) .

З рiвностi (22) отримуємо

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝑐𝑛 (𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1+1∑︁
𝛾1=1

2𝑚2+1∑︁
𝛾2=1

∫︁
𝛿
𝛾1+

1
2

𝑚1+1

∫︁
𝛿
𝛾2+

1
2

𝑚2+1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝜒(𝑘𝑖)
𝑚𝑖
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
2𝑚1+1∑︁
𝛾1=1

2𝑚2+1∑︁
𝛾2=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁

𝛿
𝛾1+

1
2

𝑚1+1

∫︁
𝛿
𝛾2+

1
2

𝑚2+1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝜒(𝑘𝑖)
𝑚𝑖
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒.

(23)

Для довiльних 𝛾𝑖 та 𝑚𝑖 (𝛾𝑖 = 1, 2𝑚𝑖+1, 𝑚𝑖 ∈ 𝑍+; 𝑖 = 1, 2) використовуючи
визначення системи Хаара (2), можемо записати⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁

𝛿
𝛾1+

1
2

𝑚1+1

∫︁
𝛿
𝛾2+

1
2

𝑚2+1

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
2∏︁
𝑖=1

𝜒(𝑘𝑖)
𝑚𝑖
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
2∏︁
𝑖=1

2𝑚𝑖/2

∫︁
𝛿
2𝛾1
𝑚1+2

∫︁
𝛿
2𝛾2
𝑚2+2

⃒⃒
∆1
ℎ1/2

∆2
ℎ2/2

𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
⃒⃒
𝑑𝑡1𝑑𝑡2 ≤

≤
2∏︁
𝑖=1

2−(2+𝑚𝑖/2)𝑉1,2

(︂
𝑓 ; ∆

𝛾1+
1
2
, 𝛾2+

1
2

𝑚1+1, 𝑚2+1

)︂
.

(24)

З (23), (24), аналогiчно до (14)–(15), маємо верхню оцiнку

sup
𝑓∈𝐾𝑉 *

1,2

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝑐𝑛(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐾

2∏︁
𝑖=1

2−(2+𝑚𝑖/2). (25)

Легко перевiрити, що функцiя

𝑣2 (𝑡1, 𝑡2) =
𝐾

16

{︃
1, якщо (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, ℎ1]× [0, ℎ2] ; (ℎ1, 1)× (ℎ2, 1) ;

−1, якщо (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, ℎ1]× (ℎ2, 1) ; (ℎ1, 1)× [0, ℎ2] ,

має перiод, що дорiвнює 1, на якому змiнна належить до класу 𝐾𝑉 *
1,2. Для

функцiї 𝜐2(𝑡1, 𝑡2) маємо⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑚1∑︁
𝑘1=1

2𝑚2∑︁
𝑘2=1

𝑐𝑛(𝑣2)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝐾

2∏︁
𝑖=1

2−(2+𝑚𝑖/2).

З (25) та наведеного вище спiввiдношення отримуємо спiввiдношення (17).
Теорему 4 доведено.
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5. Обговорення результатiв. Отриманi результати точних оцiнок коефi-
цiєнтiв перетворення Фур’є-Хаара для функцiй обмеженої варiацiї дозволяють
значно покращити точнiсть апроксимацiй. Встановленi верхнi межi модуля ко-
ефiцiєнтiв для функцiй однiєї та кiлькох змiнних показують, що цi оцiнки є
важливими для зменшення похибок, що виникають при використаннi перетво-
рень у числових методах та обробцi сигналiв. Теореми, доведенi в данiй роботi,
дають чiтке уявлення про поведiнку коефiцiєнтiв для функцiй з рiзними ва-
рiацiями, а також вiдкривають новi можливостi для подальших дослiджень в
галузi теорiї апроксимацiй та обробки зображень.

6. Висновки. У результатi проведеного дослiдження отримання точних
оцiнок коефiцiєнтiв перетворення Фур’є-Хаара для функцiй однiєї та кiлькох
змiнних дослiджено для класiв функцiй з граничними варiацiями. Отримано
точнi значення верхнiх меж модуля коефiцiєнтiв Фур’є-Хаара функцiй однiєї
змiнної на класах функцiй 𝐾𝑉 𝑝 (1 ≤ 𝑝 < ∞). Точнi значення верхнiх меж ко-
ефiцiєнтiв Фур’є-Хаара отримано для класiв функцiй кiлькох змiнних 𝑉𝑝,𝑑(𝐼𝑑),
𝐾𝑉𝑝.𝑑(1 ≤ 𝑝 <∞) i 𝐾𝑉 *

1,𝑑.
Отриманi оцiнки дозволяють значно покращити точнiсть апроксимацiй i

зменшити похибки, що виникають при використаннi цих перетворень у число-
вих методах та обробцi сигналiв. Дослiджено властивостi цих коефiцiєнтiв, що
сприяє глибшому розумiнню їхнього взаємозв’язку з функцiями та їх застосу-
ванню в рiзних математичних i iнженерних задачах. Розробленi оцiнки можуть
бути використанi для оптимiзацiї методiв перетворення Фур’є-Хаара в контекс-
тi рiзних галузей науки, таких як обробка зображень, числовi методи та теорiя
апроксимацiй.
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ЧИСЕЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛI
КОНТАКТУ ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНИХ КIЛЬЦЕВОГО

ШТАМПА ТА ДВОХ ПIВПРОСТОРIВ

У статтi представлено чисельний розв’язок контактної задачi для двох пружних
пiвпросторiв з початковими напруженнями та попередньо напруженого кiльцевого
штампа без врахування сил тертя. Вважаємо, що поверхнi поза межею контакту по-
передньо напружених кiльцевого штампа та пiвпросторiв залишаються вiльними вiд
впливу зовнiшнiх сил, а на межi контакту перемiщення та напруження — неперерв-
нi. Задачу розв’язано у випадку рiвних коренiв визначального рiвняння. Математи-
чну модель та її дослiдження представлено у загальному виглядi для теорiї великих
початкових деформацiй i двох варiантiв теорiї малих початкових деформацiй у ме-
жах лiнеаризованої теорiї пружностi при довiльнiй структурi пружного потенцiалу.З
певним ступенем точностi, припускається, що початковi стани пружного кiльцевого
штампа та пружних пiвпросторiв однорiднi та рiвнi. Вважаємо, що контакт пружних
тiл з початковими напруженнями знаходиться в умовах просторової деформацiї. До-
слiдження проводиться в координатах початкового деформованого стану, якi пов’язанi
з лагранжевими координатами. Крiм того, вплив кiльцевого штампа викликає невели-
кi збурення вiдповiдних величин основного напружено-деформованого стану пiвпро-
сторiв. Також передбачається, що пружний кiльцевий штамп та пружнi пiвпростори
виготовленi з рiзних iзотропних, трансверсально-iзотропних або композитних мате-
рiалiв. У результатi, проведено чисельнi розрахунки та знайдено методом утинання
розв’язки нескiнченної квазiрегулярної системи алгебраїчних рiвнянь, через якi вира-
жаються компоненти перемiщення та напруження у контактуючих тiлах. Побудованi
графiки у випадку гармонiчного потенцiалу для нормальних контактних напружень
та радiальних перемiщень у кiльцевому цилiндрi та пiвпросторах у безрозмiрних коор-
динатах. Графiк зв’язку мiж осiданням та рiвнодiючою навантаження має дискретний
характер, враховуючи складнiсть обчислень. Отже, за допомогою отриманих число-
вих результатiв можна вивчити вплив початкових напружень на розподiл контактних
напружень та перемiщень у двох пружних пiвпросторах i пружному кiльцевому штам-
пi.

Ключовi слова: лiнеаризована теорiя пружностi, початковi (залишковi) напружен-
ня, контактна задача, кiльцевий штамп, пiвпростiр, iнтегральнi рiвняння.
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1. Вступ. Числовий аналiз задач сучасної контактної механiки є важливим
аспектом дослiдження та розв’язку проблем механiки твердого деформованого
тiла з урахуванням початкових напружень.

Залучення додаткових сил, таких як залишковi чи початковi напруження,
суттєво ускладнює математичне моделювання задач взаємодiї пружних тiл, якi
перебувають у контактi. У зв’язку з цим особливої актуальностi набуває розви-
ток цього наукового напряму iз застосуванням методiв математичного аналiзу
та iнструментiв комп’ютерного моделювання та чисельних методiв.

Практична значущiсть дослiджуваних задач обумовлена тим, що залишко-
вi (технологiчнi) напруження справляють iстотний вплив на високi об’єкти —
наприклад, димовi труби, водонапiрнi башти, градирнi, — особливо в тих ви-
падках, коли ґрунтова основа або перекриття моделюються у виглядi пружного
пiвпростору чи шару. Крiм того, цей вплив необхiдно враховувати при проєкту-
ваннi деталей машин, конструкцiй i механiзмiв, якi широко використовуються
в промисловостi та сумiжних сферах дiяльностi.

Початковi (залишковi або технологiчнi) напруження можуть бути наслiдком
рiзних факторiв, серед яких: вiтровi навантаження на споруди; навантаження
вiд власної маси конструкцiй; технологiчнi процеси виробництва матерiалiв; по-
передня обробка матерiалiв або елементiв конструкцiй; етапи монтажу констру-
кцiй; геостатичнi та геодинамiчнi впливи земної кори; деформацiї, викликанi
мерзлими ґрунтами; розвантаження пластичних тiл; процеси, що вiдбуваються
у кровоносних судинах бiологiчних органiзмiв, а також iншi аналогiчнi ситуацiї.

Iз метою зменшення контактних напружень, якi виникають у процесi екс-
плуатацiї конструктивних елементiв, доцiльно в окремих випадках спецiально
створювати початковi напруження. Це дозволяє пiдвищити мiцнiсть як мате-
рiалiв, так i конструкцiй загалом. Згiдно з результатами, поданими у [1], вста-
новлено, що при наявностi стискаючих або розтягуючих початкових напружень
поведiнка контактних напружень i перемiщень iстотно змiнюється у кiлькiсно-
му вимiрi.

Актуальнiсть дослiдження впливу початкових напружень на тiла, якi пе-
ребувають у станi контакту, пiдтверджується широким спектром наукових га-
лузей, до яких належать: механiка композитних матерiалiв, механiка матерiа-
лiв i конструктивних елементiв, методи неруйнiвного контролю навантажень,
сейсмологiя, бiомеханiка, механiка гiрських порiд, геофiзика тощо. Отже, до-
слiдження контактної взаємодiї тiл з урахуванням початкових напружень є ва-
жливою складовою комплексного вивчення зазначених наукових проблем.

Аналiзуючи науковi напрацювання у галузi контактної механiки, слiд зазна-
чити, що моделi, якi враховують складну фiзичну та механiчну природу тiл,
розглядалися у працях [2–5]. Загалом, для дослiдження впливу початкових на-
пружень на контактну взаємодiю тiл необхiдним є застосування нелiнiйної теорiї
пружностi [4–6]. Водночас, якщо величина початкових напружень є достатньо
значною, доцiльно обмежитися використанням її лiнеаризованого варiанту .

Однiєю з перших публiкацiй, в якiй було запропоновано розв’язання задачi
для колової трiщини у пружному нестисливому тiлi за наявностi початкових
напружень i для конкретного типу пружного потенцiалу, є робота [10]. Подальшi
дослiдження, в яких задачi контактної взаємодiї розв’язувалися для заданих
форм потенцiалу, поданi у працях [11]. У цих дослiдженнях однi й тi самi задачi
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взаємодiї попередньо напружених тiл аналiзувалися рiзними авторами — кожен
з використанням певного типу потенцiалу. Такий пiдхiд, на жаль, не сприяє
унiфiкацiї та спрощенню загального процесу розв’язання контактних задач.

З огляду на це, автори вважають бiльш ефективним пiдхiд, що передбачає
розв’язання задачi контактної взаємодiї у загальному виглядi — як для стисли-
вих, так i для нестисливих тiл, при довiльнiй структурi пружного потенцiалу.
До таких фундаментальних робiт можна вiднести працi [1, 2–5, 7–9, 12], якi
суттєво розвивають цей напрям дослiджень.

Запропонований метод базується на використаннi теорiї потенцiалу — для
просторових контактних задач. Такий пiдхiд надає можливiсть формулювати та
розв’язувати контактнi задачi в єдинiй загальнiй постановцi, як для стисливих,
так i для нестисливих тiл, без обмеження на конкретну структуру пружного
потенцiалу. При цьому числовi результати для конкретних варiантiв потенцiалу
одержують уже на завершальному етапi розв’язання. Основнi припущення, що
лежать в основi лiнеаризованої теорiї пружностi та запропонованого пiдходу,
наведено у працi [12].

Враховуючи вище сказане, дослiдження контактної задачi для двох попере-
дньо напружених пiвпросторiв, якi тиснуть на пружний кiльцевий цилiндр з
початковими напруженнями було представлене в аналiтичному та чисельному
варiантах. Аналiтичний розв’язок опублiкований у [13]. А чисельний розв’язок
— представимо у данiй статтi.

Дослiдження контактної взаємодiї двох попередньо напружених пiвпросто-
рiв та кiльцевого штампу виконано у загальному виглядi для стисливих (не-
стисливих) тiл для теорiї великих (кiнцевих) початкових деформацiй та двох
варiантiв теорiї малих початкових деформацiй при довiльнiй структурi пружно-
го потенцiалу з використанням спiввiдношень лiнеаризованої теорiї пружностi
без врахування сил тертя [13]. Задача сформульована у виглядi розв’язку по-
трiйних iнтегральних рiвнянь, що зводяться до одного iнтегрального рiвняння
способом пiдстановки. Оскiльки задача є вiсесиметричною, то ядро iнтеграль-
ного рiвняння залежить вiд добутку трьох функцiй Бесселя. Для аналiтично-
го розв’язку в [13] була використана формула, що представляє добуток двох
функцiй Бесселя у подвiйну суму добуткiв гiпергеометричної функцiї на фун-
кцiю Бесселя. Це дозволило звести задачу до функцiонального рiвняння. Це
рiвняння пов’язує перемiщення штампа з невiдомими коефiцiєнтами розподiлу
контактних напружень. В свою чергу, отримане функцiональне рiвняння було
зведене до нескiнченної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Дану систему
розв’язуємо методом редукцiї (утинання) [14]. При дiї навантаження на кiльце-
вий цилiндр розподiл контактних напружень знаходимо у виглядi ряду добуткiв
приєднаних функцiй Лежандра з вагою, що вiдповiдає особливостям у конта-
ктних напруженнях на межах штампiв.

Вiдзначимо, що усi величини, якi вiдносяться до пружного кiльцевого штам-
па позначаються верхнiм iндексом «(3)», верхнього пiвпростору — «(1)», а ни-
жнього пiвпростору — «(2)». Також зробимо припущення, що початковi напру-
жено-деформованi стани у штампi та пiвпросторах однаковi. У класичному ви-
падку (при вiдсутностi початкових напружень) подiбна контактна задача була
розглянута у [15].

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 1. Тиск двох попередньо напружених пiвпросторiв на пружний кiльцевий
цилiндричний штамп з початковими напруженнями.

2. Постановка задачi. Нехай пружний кiльцевий штамп висотою 𝐻 з по-
чатковими напруженнями (рис. 1), геометрична вiсь симетрiї якого спiвпадає з
вiссю 𝑦3 цилiндричної системи координат (𝑟, 𝜃, 𝑦3) стискається (розтягується)
двома iдентичними попередньо напруженими пiвпросторами за допомогою вi-
сесиметричного навантаження, що зводиться до рiвнодiйної сили 𝑃 . Зовнiшнє
навантаження прикладене таким чином, що точки ненавантажених поверхонь
обох попередньо напружених пiвпросторiв та вiддалених вiд областi контакту
пiвпросторiв з пружним кiльцевим штампом, перемiщуються вiдносно коорди-
натної площини 𝑦3 = 0 на величину 𝜀. Величини: 𝑅1 та 𝑅2 — вiдповiдно внутрi-
шнiй та зовнiшнiй радiуси кiльцевого штампа, ℎ = 0.5𝐻.

Будемо вважати, що поверхнi поза межею контакту залишаються вiльними
вiд впливу зовнiшнiх сил, а на межi контакту перемiщення та напруження —
неперервнi. На рис. 1. величини 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) — коефiцiєнти видовження, що
визначають перемiщення початкового стану, а 𝑆11

0 , 𝑆
22
0 — компоненти симетри-

чного тензора початкових напружень.
Також, у дослiдженнi розглядаємо пружнi iзотропнi тiла (стисливi або не-

стисливi) з довiльною формою пружного потенцiалу. Причому, пружнi потенцi-
али — двiчi неперервно-диференцiйовнi функцiї алгебраїчних iнварiантiв тензо-
ра деформацiй Грiна [8]. Крiм того, дiя штампа викликає у пiвпросторах мале
збурення основного напруженого стану, для якого виконуються умови

𝑆11
0 = 𝑆22

0 ̸= 0; 𝑆33
0 = 0; 𝜆1 = 𝜆2 ̸= 𝜆3. (1)

Дослiдження проведено у координатах початкового деформованого стану
𝑂𝑦𝑖, якi пов’язанi з лагранжевими координатами (початкового стану) спiввiд-
ношеннями 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 3) .

Припускаємо, що початковi стани пiвпросторiв i штампа є однорiдними та
рiвними й для них виконуються спiввiдношення [1]:

𝑦𝑚 = 𝑥𝑚 + 𝑈0
𝑚; 𝑈0

𝑚 = 𝛿𝑚𝑖(𝜆𝑚 − 1)𝜆−1
𝑖 𝑦𝑖 (𝑖,𝑚 = 1, 3), (2)
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де 𝛿𝑚𝑖 — символ Кронекера.
Всi величини, що вiдносяться до верхнього, нижнього пiвпросторiв будемо

позначати верхнiм iндексом (1) та (2) вiдповiдно, а величини, що вiдносяться
до кiльцевого штампа — верхнiм iндексом (3).

У системi цилiндричних координат (𝑟, 𝜃, 𝑧𝑖), де 𝑧𝑖 = 𝑣−1
𝑖 𝑦3; 𝑣𝑖 =

√
𝑛𝑖 (𝑖 = 1, 2);

𝑛1 = 𝜉′22; 𝑛2 = 𝜉′23 такiй постановцi вiдповiдають граничнi умови:
1) на торцях пружного кiльцевого штампа в областi контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖, де

𝑣𝑖 =
√
𝑛𝑖 (𝑖 = 1, 2):

𝑄′(𝑖)
33 = 𝑄′(3)

33 , 𝑄′(𝑖)
3𝑟 = 0, 𝑄′(3)

3𝑟 = 0, 𝑈 ′(𝑖)
3 − 𝑈 ′(3)

3 = 𝜀 (𝑅1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅2); (3)

2) на межах пружних пiвпросторiв поза дiлянкою контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖 (𝑖 =
= 1, 2):

𝑄′(𝑖)
33 = 𝑄′(𝑖)

3𝑟 = 0, 𝑈 ′(𝑖)
3 = 0 (𝑟 > 𝑅2, 0 < 𝑟 < 𝑅1) (𝑖 = 1, 2, 3); (4)

3) на боковiй поверхнi пружного штампа 𝑟 = 𝑅1, 𝑟 = 𝑅2:

𝑄′(3)
𝑟𝑟 = 0; 𝑄′(3)

3𝑟 = 0 (|𝑧𝑖| ≤ ℎ/𝑣𝑖), (𝑖 = 1, 2). (5)

Умова рiвноваги, яка встановлює зв’язок мiж осiданням торцiв та рiвнодiй-
ною навантаження 𝑃 , має вигляд:

𝑃 = −2𝜋

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟|𝑄′(𝑖)
33 |𝑑𝑟, |𝑄′(3)

33 | = |𝑄′(3)
3𝑟 |𝑧𝑖=± ℎ

𝑣1

(𝑖 = 1, 2). (6)

Умова (6) завершує постановку просторової лiнеаризованої задачi про конта-
ктну взаємодiю попередньо напруженого скiнченного кiльцевого цилiндричного
штампа iз двома пружними пiвпросторами з початковими напруженнями.

Основнi спiввiдношення та метод розв’язання даної контактної задачi де-
тально описаний у статтi [13]. Розглянемо чисельнi результати розв’язання за-
дачi.

3. Числовi результати. В статтi проведений числовий розв’язок системи
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

𝛼̃𝑘𝑇𝑘 +
∞∑︁
𝑛=0

𝛼̃𝑘𝑛𝑇𝑛 = 𝛽𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .). (7)

де 𝛽𝑘, 𝛼̃𝑘, 𝛼̃𝑘𝑛 — коефiцiєнти, що залежать вiд величин, що визначають стру-
ктуру пружного потенцiалу, радiусiв кiльцевого штампа та висоти пружного
штампа [13].

Система (7) розв’язана методом редукцiї (утинання) та побудованi графiки
(рис. 2–3) у випадку гармонiчного потенцiалу при наступних значеннях пара-
метрiв: 𝑅1 = 1, 𝑅2 = 2, 𝐻 = 10, 𝜀 = 10−3, 𝐸(𝑖) = 5 · 10−2 ГПа (гума) (𝑖 = 1, 2, 3),
𝜆1 = 0.8; 0.9; 1; 1.1; 1.2.

Нормальнi контактнi напруження та радiальнi перемiщення у кiльцевому
цилiндрi представленi на рис. 2, рис. 3 у безрозмiрних координатах при 𝜌 =
= 𝑟−𝑅1

𝑅2−𝑅1
, 0 ≤ 𝜌 ≤ 1. Тут 𝜌 = 0 при 𝑟 = 𝑅1, a 𝜌 = 1, при 𝑟 = 𝑅2.
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Рис. 2. Нормальнi контактнi напруження у кiльцевому цилiндричному штампi.

Рис. 3. Радiальнi напруження у штампi в областi контакту.

З рис. 2 видно, що контактнi напруження у штампi приймають найбiльшi
свої значення по абсолютнiй величинi ближче до внутрiшнiх твiрних кiльцевого
цилiндра, нiж до зовнiшнiх. Причому при розтягу контактнi напруження бiльшi
нiж при стиску.

З рис. 3 видно, що пiки радiальних перемiщень 𝑈
(3)
𝑟

𝜀(𝑅2−𝑅1)
у штампi в областi

контакту затухають ближче до зовнiшнiх твiрних кiльцевого цилiндра. Причо-
му при стиску радiальнi перемiщення бiльшi по абсолютнiй величинi, нiж при
розтягу.

Використавши умову рiвноваги (6), зв’язок мiж осiданням та рiвнодiйною
навантаження

𝑃 = 4𝜋𝜀𝐶44(1 +𝑚2)𝑙2(𝑅
2
1 −𝑅2

2)𝐴0𝑇0.

Представимо у виглядi графiка (рис. 4) дискретним чином, залежно вiд ко-
ефiцiєнта видовження 𝜆1.

На рис. 4 видно, що при стиску на одну й ту саму величину, необхiдно за-
стосувати бiльшу за абсолютною величиною силу, нiж при розтягу. Також, чим
ближче коефiцiєнт видовження 𝜆1 до свого критичного значення, тим бiльшу
силу по абсолютнiй величинi потрiбно прикладати.
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Рис. 4. Залежнiсть сили 𝑃
𝜀(𝑅2−𝑅1)

вiд коефiцiєнта видовження 𝜆1.

4. Висновок. В розглянутiй задачi було зроблене припущення, що додатко-
ве зовнiшнє навантаження (по вiдношенню до початкового стану) викликає у по-
передньо напружених тiлах значно менше збурення напружено-деформованого
стану порiвняно iз вiдповiдними величинами початкового напруженого стану.
Але в околi точок змiни граничних умов це припущення може порушуватись.
Це явище обговорено у працях [1, 16].

Також, коректнiсть використання методу редукцiї (утинання) при розв’язку
нескiнченної алгебраїчної системи (7) пояснюється тим, що в дослiдженнi [1]
доведено, що спосiб використання ортогональних многочленiв [13] веде до ква-
зiрегулярних систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Отже, враховуючи проведене числове та аналiтичне [13] дослiдження задачi,
можна зробити висновок про те, що запропонований розв’язок контактної за-
дачi про тиск двох попередньо напружених пiвпросторiв на пружний кiльцевий
цилiндр з початковими напруженнями можна використовувати для розрахунку
фундаментiв (ґрунтових основ) або перекриттiв з пiдошвами кiльцевої форми.
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Babich S. Yu., Yaretska N. O., Mlavets Yu. Yu. Analytical solution of the
contact problem for pre-stressed two half-spaces and an ring stamp.

The article presents a numerical solution of the contact problem for two elastic half-
spaces with initial stresses and a prestressed annular die without taking into account friction
forces. We assume that the surfaces outside the contact boundary of the prestressed annular
die and half-spaces remain free from the influence of external forces, and at the contact
boundary of displacement and stress are continuous. The problem is solved in the case
of equal roots of the determining equation. The mathematical model and its study are
presented in a general form for the theory of large initial deformations and two variants of
the theory of small initial deformations within the linearized theory of elasticity with an
arbitrary structure of the elastic potential. With a certain degree of accuracy, it is assumed
that the initial states of the elastic annular die and elastic half-spaces are homogeneous and
equal. We assume that the contact of elastic bodies with initial stresses is under conditions
of spatial deformation. The study is carried out in the coordinates of the initial deformed
state, which are related to the Lagrangian coordinates. In addition, the effect of the ring
stamp causes small perturbations of the corresponding values of the main stress-strain
state of the half-spaces. It is also assumed that the elastic ring stamp and the elastic half-
spaces are made of various isotropic, transversely-isotropic or composite materials. As a
result, numerical calculations were carried out and the solution of an infinite quasi-regular
system of algebraic equations was found by the truncation method, through which the
components of displacement and stress in the contacting bodies are expressed. Graphs
were constructed in the case of a harmonic potential for normal contact stresses and radial
displacements in the ring cylinder and half-spaces in dimensionless coordinates. The graph
of the relationship between settlement and resultant load is discrete, taking into account
the complexity of the calculations. Therefore, using the obtained numerical results, it is
possible to study the influence of initial stresses on the distribution of contact stresses and
displacements in two elastic half-spaces and an elastic ring die.

Keywords: linearized theory of elasticity, initial (residual) stresses, ring stamp, half-space,
integral equations, numerical methods, graph.

Одержано 28.07.2025

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



126 Я. Й. БIГУН, О. З. УКРАЇНЕЦЬ

УДК 517.9
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2025.47(2).126-135

Я. Й. Бiгун1, О. З. Українець2

1 Чернiвецький нацiональний унiверситет iм. Ю. Федьковича,
професор кафедри прикладної математики та iнформацiйних технологiй,
доктор фiзико-математичних наук, професор
y.bihun@chnu.edu.ua
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-5545-9041
2 Чернiвецький нацiональний унiверситет iм. Ю. Федьковича,
аспiрант кафедри прикладної математики та iнформацiйних технологiй
o.ukrainets@chnu.edu.ua
ORCID: https://orcid.org/0009-0008-9793-0330

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОШИРЕННЯ ЕПIДЕМIЇ
IЗ ВРАХУВАННЯ ЕКОЛОГIЧНОГО ФАКТОРУ

У роботi запропоновано математичну модель поширення епiдемiї iз врахуванням
забруднення довкiлля, що може посилити негативний вплив на перебiг епiдемiї. Мо-
дель ґрунтується на вiдомi SIR-моделi, в якiй крiм iнтегрального екологiчного факто-
ру 𝐸(𝑡) враховано народжуванiсть i смертнiсть у популяцiї. Динамiка долi схильного
до iнфiкування населення у моделi залежить вiд вiдхилення рiвня забруднення вiд
деякого допустимого значення 𝐾 i втрати iмунiтету до захворювання через час 𝜏 > 0.
Доля iнфiкованого населення зростає iз ростом значення 𝐸(𝑡)−𝐾. Дослiджено iсну-
вання i невiд’ємнiсть розв’язку моделi при 𝑡 > 0, знайдено стани рiвноваги та умови
їх iснування. Встановлено умови стiйкостi стану вiдсутностi епiдемiї та стану епiдемi-
чного процесу. За результатами комп’ютерного моделювання проаналiзовано динамiку
математичної моделi.

Ключовi слова: Епiдемiя, базове репродуктивне число, математична модель, еколо-
гiчний фактор, стан рiвноваги, стiйкiсть розв’язкiв, диференцiальнi рiвняння iз запi-
зненням, популяцiя, комп’ютерне моделювання

1. Вступ. Математичному моделюванню поширення епiдемiй за допомогою ди-
ференцiальних рiвнянь iз звичайними, частинними, дробовими похiдними при-
свячена значна кiлькiсть дослiджень, зокрема монографiї [1] - [4]. Моделi з ура-
хування втрати iмунiтету, iнкубацiйного перiоду та iнших чинникiв, пов’язаних
з передiсторiєю процесу поширення епiдемiї, описуються рiвняннями iз запiзне-
нням аргументу або диференцiального функцiональними рiвняннями i дослi-
джували в працях [5] - [8] та багатьох iнших.

Бiльшiсть математичних моделей поширення епiдемiй базується на класи-
чнiй SIR-моделi [1] - [4]:

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡),

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝛾𝐼(𝑡),

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼(𝑡). (1)

Тут 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡) i 𝑅(𝑡) вiдповiдно – кiлькiсть осiб у момент часу 𝑡 > 0, схильних
до iнфiкування, iнфiкованих i тих, якi одужали або набули iмунiтету, 𝛽 i 𝛾 –
додатнi параметри, причому 𝛾 ≈ 𝑇−1, де 𝑇 – середня тривалiсть хвороби. Iз
системи рiвнянь (1) випливає, що

𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡) = 𝑁 = const,
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тобто чисельнiсть популяцiї залишається сталою протягом епiдемiї.
Математична модель (1) є частинним випадком загальнiшої моделi, яка до-

слiджувалась з 1927 р. Кермаком i МакКендриком [9]. У цiй працi розглядалось
рiвняння:

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=
𝑆(𝑡)

𝑁

∫︁ ∞

0

𝐴(𝜏)
𝑑𝑆(𝑡− 𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏, (2)

де 𝐴(𝜏) – середня iнфективнiсть особи, iнфiкованої 𝜏 одиниць часу ранiше по
вiдношенню до здорової особини. Якщо 𝐴(𝜏) = 𝛽𝑁 exp−𝛾𝜏 , то ввiвши позначен-
ня

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= − 1

𝛽

∫︁ 𝑡

−∞
𝐴(𝑡− 𝜏)

𝑑𝑆(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏, (3)

i диференцiюючи (3) iз врахуванням (2), одержимо систему рiвнянь (1).
Невiд’ємнiсть розв’язку 𝐼(𝑡) при 𝑡 > 0 одержується iз другого рiвняння си-

стеми (1), оскiльки

𝐼(𝑡) = 𝐼0𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁ 𝑡

0

(𝛽𝑆(𝑧)− 𝛾)𝑑𝑧

)︂
≥ 0.

Аналогiчно, 𝑆(𝑡) i 𝑅(𝑡) набувають невiд’ємних значень при 𝑡 > 0, якщо 𝑆(0) ≥ 0
i 𝑅(0) ≥ 0.

Тому 𝑆 ′(𝑡) ≤ 0, i при при 𝑡 > 0 𝑆(𝑡) ≤ 𝑆(0). Крiм того, при 𝑡 > 0

𝐼(𝑡) ≤ 𝐼𝑚𝑎𝑥 = 𝑁 − 𝜎 + 𝜎 ln
𝜎

𝑆0

.

Iз обмеженостi розв’язку системи (1) на довiльному iнтервалi (0, 𝑡), випливає
iснування диференцiйовного розв’язку для 𝑡 > 0.

2. Математична модель.
На розвиток епiдемiї впливають рiзноманiтнi чинники медичного, соцiаль-

ного, органiзацiйного та iншого типу. Ще одним фактором є стан забруднен-
ня довкiлля, що в першу чергу стосується захворювань з ураженням органiв
дихання, наприклад рiзних штамiв вiрусiв грипу. Для узагальненого екологi-
чного впливу також можна включати психо-емоцiйнi фактори, що пов’язанi iз
стресовими станами частини населення щодо загрози захворювання, а також
зовнiшнiми фактори, такими як воєнний стан, повiтрянi тривоги тощо.

Розглянемо математичну модель поширення епiдемiї серед населення деяко-
го регiону, яка ґрунтується на модифiкацiї SIR-моделi iз врахуванням негатив-
ного впливу забруднення навколишнього середовища. Фактор забруднення в
моделi позначено через 𝐸(𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0 = 0. Припустимо, що

𝐸(𝑡) = 𝛼1𝐸1(𝑡) + ...+ 𝛼𝑚𝐸𝑚(𝑡),

де 𝛼𝑖 ≥ 0, 𝛼1 + ... + 𝛼𝑚 = 1, 𝐸𝑖(𝑡) - компоненти забруднення, наприклад забру-
днення повiтря, води, клiматичнi, соцiально-психологiчнi фактори тощо. Нехай
𝐾 > 0 – допустимий фактор забруднення, при якому схильнi до iнфiкуван-
ня особини не вiдчувають негативного впливу. Ризик iнфiкування посилюється
при 𝐸(𝑡) > 𝐾 i зменшується при 0 ≤ 𝐸(𝑡) < 𝐾. Оскiльки процес вiдновлен-
ня довкiлля найчастiше має коливний характер, який стабiлiзується вiдносно
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значення 𝐸 = 𝐾 при 𝑡 → ∞, то припустимо, що 𝐸(𝑡) є розв’язком рiвняння
Гачiнсона [10]:

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟

(︂
1− 𝐸(𝑡−∆)

𝐾

)︂
𝐸(𝑡), 𝑡 > 0, (4)

де 0 < 𝑟 – коефiцiєнт лiнiйного росту, запiзнення ∆ > 0 вiдображає середнiй
час вiдновлення екологiчного стану.

При −∆ ≤ 𝑡 ≤ 0 задається передiсторiя процесу

𝐸(𝑡) = 𝐸0(𝑡) ≥ 0. (5)

У статтi [11] показано, що для узагальненого рiвняння Гачiнсона

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟

(︂
1−

(︂
𝐸(𝑡−∆)

𝐾

)︂𝑛)︂
𝐸(𝑡), 𝑡 > 0,

стiйкiсть стану рiвноваги досягається 𝐸 = 𝐾 досягається при виконаннi умови

0 < 𝑟𝑛∆ <
𝜋

2
. (6)

Графiки розв’язкiв для рiзних 𝑛 наведенi на рис. 1:

Рис. 1. Динамiка розв’язкiв фактору 𝐸 узагальненого рiвняння Гачiнсона при
рiзних значеннях параметра n.

Якщо 𝐸(0) > 0, то розв’язок задачi (4), (5) iснує при 𝑡 > 0, невiд’ємний i
обмежений [10].

У моделi поширення епiдемiї врахуємо час 𝜏 > 0 втрату iмунiтету до захво-
рювання, як i в [2] або в [5]. Також врахуємо той факт, що перевищення рiвня
забруднення 𝐸 → 𝐾 веде до збiльшення кiлькостi осiб, схильних до iнфiкування
серед населення популяцiї.

Враховувавши природнi процеси народжуваностi та смертностi у групi 𝑆(𝑡),
одержимо рiвняння:

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑏− 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) + 𝛼𝐼(𝑡− 𝜏) + 𝜀(𝐸(𝑡)−𝐾)− 𝜇𝑆(𝑡), (7)

де 𝑏 > 0 i 𝜇 > 0 – коефiцiєнти народжуваностi i смертностi в популяцiї вiдпо-
вiдно, 𝜀 > 0.
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У системi рiвнянь (1) коефiцiєнт 𝛾 обернено пропорцiйний середньому часу
перебiгу захворювання 𝑇 , тому перевищення показника 𝐸(𝑡) за середнє значен-
ня 𝐾 може збiльшити час 𝑇 , що спостерiгається в медичнiй практицi [12], [13].
Тому припустимо, що функцiя 𝛾 = 𝛾(𝐸) i набуває вигляду

𝛾(𝐸) =
𝛾0

1 + 𝛾1(𝐸(𝑡)−𝐾)
, (8)

де 𝛾0 i 𝛾1 – додатнi коефiцiєнти.
У пiдсумку маємо рiвняння для динамiки iнфiкованих осiб:

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝛾(𝐸(𝑡))𝐼(𝑡)− 𝜇𝐼(𝑡), (9)

iз початковою умовою

𝐼(𝑡) = 0, −𝜏 ≤ 𝑡 < 0, 𝐼(0) = 𝐼0 ≥ 0. (10)

Для частини осiб 𝑅(𝑡), якi одужали або набули iмунiтету, маємо рiвняння

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾(𝐸(𝑡))𝐼(𝑡)− 𝛼𝐼(𝑡− 𝜏)− 𝜀(𝐸(𝑡)−𝐾)− 𝜇𝑅(𝑡), (11)

з початковою умовою 𝑅(0) = 𝑅0 ≥ 0.
Надалi побудовану модель будемо дослiджувати для безрозмiрних величин,

вважаючи, що 𝑁(0) = 1, а 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡) i 𝑅(𝑡) – вiдповiднi долi населення i

𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡) = 𝑁(𝑡).

Iз рiвнянь (7), (9), (11) випливає

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑏− 𝜇𝑁, 𝑁(0) = 1,

i змiна кiлькостi населення з плином часу набуває вигляду

𝑁(𝑡) =

(︂
1− 𝑏

𝜇

)︂
𝑒−𝜇𝑡 +

𝑏

𝜇
. (12)

3. Невiд’ємнiсть розв’язку.
Розглянемо питання про невiд’ємнiсть розв’язку задачi (7), (9), (11) iз не-

вiд’ємними початковими умовами.

Теорема 1. Нехай виконуються умови:

1) для 𝑡 > 0 iснує єдиний неперервний розв’язок системи рiвнянь (7), (9),
(11) iз початковими умовами 𝑆(0) > 0, 𝐼(0) > 0, 𝑅(𝑡) ≥ 0;

2) 𝑏− 𝜀𝜎 > 0, 𝜎 = max |𝐸(𝑡)−𝐾| при 𝑡 ≥ 0;
3) 𝛼(1 + 𝛾1𝜎) < 𝛾0.

Тодi при 𝑡 > 0 розв’язок 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡) набуває невiд’ємних значень.
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Доведення. Iз рiвняння (9) пiсля iнтегрування одержимо

𝐼(𝑡) = 𝐼(0)𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁ 𝑡

0

𝛽𝑆(𝑥)− 𝛾(𝐸(𝑥))

)︂
𝑑𝑥.

Звiдси випливає, що 𝐼(𝑡) ≥ 0 при 𝑡 > 0. Якщо 𝐼(0) > 0, то 𝐼(𝑡) > 0 при 𝑡 > 0.
У разi вiдсутностi iнфiкованих осiб при 𝑡 = 0 маємо 𝐼(𝑡) ≡ 0 для 𝑡 > 0.

Нехай 0 < 𝑆(0) ≤ 𝑁(0) = 1 i 𝑡1 ∈ (0, 𝜏) – перша точка, у якiй 𝑆(𝑡1) = 0. Тодi
𝑆 ′(𝑡1) ≤ 1. При виконаннi умови 2 теореми отримуємо:

𝑑𝑆(𝑡1)

𝑑𝑡
= 𝑏+ 𝜀(𝐸(𝑡1)−𝐾) ≥ 𝑏− 𝜀𝜎 > 0,

що суперечить припущенню.
Якщо 𝑡1 ≥ 𝜏 , то врахуваючи, що 𝐼(𝑡1− 𝜏) ≥ 0 i умову 2 теореми, аналогiчно

одержимо суперечнiсть iз припущенням 𝑆 ′(𝑡1) ≤ 0.
Нехай 𝑡2 > 0 – перша точка, в якiй 𝑅(𝑡2) = 0, при цьому 𝑅′(𝑡2) ≤ 0. Якщо

𝐼(0) > 0 i 𝑡2 > 0 – перша точка, в якiй 𝑅(𝑡2) = 0, отже 𝑅′(𝑡2) ≤ 0. Якщо 𝑡2 < 𝜏 ,
то 𝑅′(𝑡2) > 0 на пiдставi умови 2 теореми. Якщо 𝑡2 ≥ 𝜏 i виконується умова 3
теореми, то

𝑑𝑅(𝑡2)

𝑑𝑡
≥
(︂

𝛾0
1 + 𝛾1𝜎

− 𝛼
)︂

min (𝐼(𝑡2 − 𝜏), 𝐼(𝑡2)) > 0,

що також суперечить припущенню. □
4. Iснування i єдинiсть розв’язку.
Для доведення iснування i єдиностi неперервного розв’язку системи рiвнянь

(7), (9), (11) iз невiд’ємними початковими умовами застосуємо теорему iз моно-
графiї [14, c.308-309]. Розглянемо задачу:

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑡, 𝑢(𝑡− 𝜏1), ..., 𝑢(𝑡− 𝜏𝑚)), 𝑡 > 0,

𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡), −𝜏𝑚 ≤ 𝑡 ≤ 0,

де 0 ≤ 𝜏1 < 𝜏2 < ... < 𝜏𝑚, 𝑢 := (𝑢1, ..., 𝑢𝑛) ⊂ D ⊆ R.
Теорема 2 [14]. Нехай виконуються умови:

1) вектор-функцiя 𝐹 визначена для 𝑡 > 0 i 𝑢 ∈ D, неперервна для кожного
𝑢, локально Лiпшицева по 𝑢0;

2) справджується оцiнка:

‖ 𝐹 (𝑡, 𝑢) ‖≤ 𝑃 (𝑡) +𝑁(𝑡) ‖ 𝑢 ‖, (𝑡, 𝑢) ∈ [0,∞)× D, (13)

де 𝑃 i 𝑄 — неперервнi функцiї при 𝑡 ≥ 0 iз значеннями в R+;
3) початкова функцiя 𝑢0 ∈ 𝐶[−𝜏𝑚, 0].

Тодi iснує єдиний неперервний розв’язок задачi на довiльному iнтервалi (0, 𝑡).
На пiдставi теореми 2 доведемо iснування i єдинiсть розв’язку початкової

задачi для системи (7), (9), (11).
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Теорема 3. Нехай:

1) початковi умови 𝑆0(𝑡) > 0, 𝐼(0) > 0, 𝑅(0) ≥ 0;
2) виконуються умови теореми 1.

Тодi iснує єдиний неперервний розв’язок початкової задачi для системи (7),
(9), (11) при 𝑡 > 0, диференцiйовний при 𝑡 > 𝜏 .

Доведення. Обмежений невiд’ємний розв’язок початкової задачi (4), (5)
iснує при 𝑡 > 0 [10, 15].

Як випливає iз системи рiвнянь (7), (9), (11) на довiльному iнтервалi iсну-
вання розв’язку цiєї задачi:

𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡) = 𝑁(𝑡) ≤ 𝑏

𝜇
. (14)

Оскiльки розв’язки 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡) невiд’ємнi, то кожен iз них обмежений значе-
нням 𝑏∖𝜇 на (0, 𝑡).

Позначимо через 𝐹 := (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3) – правi частини системи (7), (9), (11). Тодi
iз (14) i умови (2) теореми (3) одержимо:

|𝐹1| ≤ 𝑏+ 𝜀𝜎 + 𝛽𝑏
𝑏

𝜇
+ 𝛼𝐼𝜏 + 𝜇𝑆,

|𝐹2| ≤
(︂
𝛽𝑏

𝜇
+

𝛾0
(1− 𝛾1𝜎)

+ 𝜇

)︂
𝐼,

|𝐹3| ≤ 𝜀𝜎 + 𝑏+ (
𝛾0

(1− 𝛾1𝜎)
)𝐼 + 𝛼𝐼𝜏 + 𝜇𝑅.

Застосувавши теорему 2 отримаємо висновок про iснування неперервного
розв’язку на довiльному iнтервалi (0, 𝑡), отже на пiвосi (0,∞).

При 𝑡 > 𝜏 для розв’язку 𝐼(𝑡) початкова функцiя неперервна на [0, 𝜏 ], тому
розв’язок диференцiйовний при 𝑡 > 𝜏 [14]. □

5. Стани рiвноваги.
Для моделi (7), (9), (11), стани рiвноваги є розв’язками системи рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑏− 𝛽𝑆𝐼 + 𝛼𝐼 + 𝜀(𝐸 −𝐾)− 𝜇𝑆 = 0,

𝛽𝑆𝐼 − 𝛾0
1 + 𝛾1(𝐸 −𝐾)

𝐼 − 𝜇𝐼 = 0,

𝛾0
1 + 𝛾1(𝐸 −𝐾)

𝐼 − 𝛼𝐼 − 𝜀(𝐸 −𝐾)− 𝜇𝑅 = 0.

(15)

Один iз розв’язкiв системи (15), коли 𝐸1 = 𝐾, набуває вигляду:

𝐼1 = 0, 𝐸1 = 𝐾, 𝑆1 = 𝑏/𝜇, 𝑅1 = 0, (16)

i вiдображає стан вiдсутностi епiдемiї серед населення популяцiї.
Якщо 𝐼 ̸= 0 i 𝐸2 = 𝐾, то iз системи рiвнянь (15) одержується ще один

розв’язок:

𝑆2 =
𝛾0 + 𝜇

𝛽
, 𝐼2 =

𝛽𝑏− 𝜇(𝛾0 + 𝜇)

𝛽(𝛾0 + 𝜇− 𝛼)
, 𝑅2 =

(𝛾0 − 𝛼)𝐼2
𝜇

. (17)
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Нехай виконується нерiвнiсть

𝜇(𝛾0 + 𝜇) < 𝛽𝑏, (18)

тодi 𝑆2 < 𝑁(∞) < 𝑏∖𝜇.
Значення 𝐼2 > 0, оскiльки 𝛾0 + 𝜇 − 𝛼 > 0 на пiдставi умови 3 теореми 1, а

𝛽𝑏 − 𝜇(𝛾0 + 𝜇) > 0 при виконаннi нерiвностi (18). Компоненти 𝐼2 > 0 i 𝑅2 > 0,
оскiльки 𝛾0 − 𝛼 > 𝛼𝜎𝛾1 > 0.

6. Стiйкiсть станiв рiвноваги.
Застосуємо для дослiдження стiйкостi розв’язку (16) критерiй стiйкостi за

лiнiйним наближенням [15]. Характеристичне рiвняння, яке вiдповiдає лiнеари-
зованiй системi рiвнянь (4), (7), (9) має вигляд:⃒⃒⃒⃒

⃒⃒−𝑟𝑒
−Δ𝜆 − 𝜆 0 0
𝜀 −𝛽𝐼 − 𝜇− 𝜆 −𝛽𝑆 + 𝛼𝑒−𝜏𝜆

𝛾0𝛾1
(1+𝛾1(𝐸−𝐾))2

𝐼 𝛽𝐼 𝛽𝑆 − 𝛾0
1+𝛾1(𝐸−𝐾)

− 𝜇− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Для стану рiвноваги (16) одержимо:

(𝑟𝑒−Δ𝜆 + 𝜆)(𝜇+ 𝜆)(
𝛽𝑏

𝜇
− 𝛾0 − 𝜇− 𝜆) = 0.

Коренi рiвняння
𝑟𝑒−Δ𝜆 + 𝜆 = 0

лежать у лiвiй пiвплощинi 𝑅𝑒(𝜆) < 0, якщо виконується умова (6). Власнi зна-
чення 𝜆1 = −𝜇 < 0 i 𝜆2 = 𝑏𝛽

𝜇
− 𝛾0 − 𝜇 < 0, якщо виконується умова (18) або

базове репродуктивне число

𝑅0 =
𝑏𝛽

𝜇(𝛾0 + 𝜇)
< 1. (19)

Отже, справджується твердження.

Теорема 4. Нехай виконується умова (6) i базове репродуктивне число
𝑅0 < 1. Тодi стан рiвноваги (16) локально асимптотично стiйкий i поширення
епiдемiї не вiдбувається.

Характеристичне рiвняння лiнеаризованої системи для стану рiвноваги (17),
де 𝐸2 = 𝐾, набуває вигляду:(︀

𝑒−Δ𝜆 + 𝜆
)︀ (︀
𝜆2 + (𝛼 + 𝜇)𝜆+ 𝑎(𝛾0 + 𝜇− 𝛼𝑎𝑒−𝜆𝜏 )

)︀
= 0,

де

𝑎 = 𝛽𝐼2 =
𝛽𝑏− 𝜇(𝛾0 + 𝜇)

𝛾0 + 𝜇− 𝛼
.

Якщо 𝜏 = 0, що означає миттєву втрату iмунiтету, для 𝜆1 i 𝜆2 одержується
характеристичне рiвняння:

𝜆2 + (𝛼 + 𝜇)𝜆+ 𝑎(𝛾0 + 𝜇− 𝛼𝑎) = 0.
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Оскiльки 𝛼 + 𝜇 > 0, 𝛼 > 0, то при виконанi умови 6 i нерiвностi
𝛼𝛽𝐼2 < 𝛾0 + 𝜇− 𝛼

або
𝛼(𝛽𝑏− 𝜇(𝛾0 + 𝜇)) < (𝛾0 + 𝜇)(𝛾0 + 𝜇− 𝛼),

стан рiвноваги (17) асимптотично стiйкий.
Якщо iмунiтет пiсля одужання не втрачається, 𝛼 = 0, то маємо рiвняння:

𝜆2 + 𝜇𝜆+ 𝑎(𝛾 + 𝜇) = 0,
коренi якого 𝜆1 < 0 i 𝜆2 < 0.

Отже, при виконаннi умови (6) для 𝑛 = 1, умов теореми 1 i умови (18),
розв’язок (17) локально асимптотично стiйкий.

7. Комп’ютерне моделювання.
Наведемо результати комп’ютерного моделювання динамiки епiдемiї зi змi-

ною екологiчного фактору 𝐸(𝑡) - розв’язком рiвняння (4). Нехай запiзнення
∆ = 𝜏 = 1, 𝐾 = 0.25, 𝑛 = 1, початковi умови: 𝑆(0) = 0.99, 𝐼(0) = 0.01, 𝑅(0) = 0.

Якщо iмунiтет не втрачається (𝛼 = 0) i вiдсутнiй вплив екологiчного фа-
ктору на осiб, схильних до iнфiкування, динамiка процесу близька до динамiки
𝑆𝐼𝑅-моделi, 𝑆(𝑡)→ 0 при 𝑡→∞ (рис 2 та рис. 3).

Рис. 2. Графiк розв’язку 𝐸(𝑡), 𝑟 = 1 Рис. 3. Графiки розв’язкiв 𝑆, 𝐼, 𝑅.
Параметри: 𝛽 = 0.5, 𝛾0 = 0, 𝛾1 = 1, 𝜀 =

0, 𝛼 = 0, 𝑏 = 0.005, 𝜇 = 0.001.

Якщо iмунiтет втрачається пiсля одужання через час 𝜏 = 1, то пiд впли-
вом екологiчного фактору з ростом коефiцiєнта 𝑟 спостерiгається коливання
факторiв 𝑆, 𝐼 та 𝑅. З часом є прямування значень факторiв до стiйких станiв
рiвноваги (рис. 4, рис. 5), але при цьому залишається доля iнфiкованих осiб,
яка зростає.
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Рис. 4. Динамiка 𝑆, 𝐼, 𝑅 iз врахуванням 𝐸(𝑡). Параметри: 𝛽 = 0.5|0.95, 𝛾0 =
0.15|0.5, 𝛾1 = 1|0.7, 𝜀 = 0.06|0.2, 𝛼 = 0.1, 𝑏 = 0.005, 𝜇 = 0.001, 𝑟 = 1.5

Якщо 𝑟∆ = 2 > 𝜋/2, то стiйкiсть стану рiвноваги 𝐸 = 𝐾 втрачається i
розв’язок 𝐸(𝑡) має коливний характер. Такий вплив екологiчного фактору 𝐸(𝑡)
призводить до перiодичної змiни розв’язку моделi(7), (9), (11).

Рис. 5. Графiки розв’язкiв 𝑆, 𝐼, 𝑅 iз врахуванням коливної динамiки фактору
𝐸(𝑡). Параметри:

𝛽 = 0.95, 𝛾0 = 0.5, 𝛾1 = 0.7, 𝜀 = 0.2, 𝛼 = 0, 𝑏 = 0.95, 𝜇 = 0.4, 𝑟 = 2

8. Висновки.
Отже, як аналiтичнi дослiдження, так i комп’ютерне моделювання пiдтвер-

джують вплив екологiчного фактору на перебiг епiдемiї. Зокрема, на iснування
i значення станiв рiвноваги, їх стiйкiсть, появу коливань чисельностi груп на-
селення, схильних до iнфiкування, iнфiкованих i тих, що одужали. Ще одним
фактором, як випливає з умов теореми 4, на перебiг епiдемiї впливає втрата
iмунiтету особами, якi перехворiли. Зменшити такий вплив можна зменшив-
ши коефiцiєнт 𝛼, що можливо, зокрема, при проведеннi вакцинацiї i набуття
стiйкого iмунiтету.
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РОЗРОБКА СТРАТЕГIЙ ВIДМОВОСТIЙКОГО
ЗАВАНТАЖЕННЯ ДАНИХ ДЛЯ IНФОРМАЦIЙНИХ СИСТЕМ

НОВОГО ПОКОЛIННЯ

У статтi представлено системний пiдхiд до реалiзацiї механiзмiв вiдмовостiйкого за-
вантаження даних в iнформацiйних системах, що iнтегруються iз зовнiшнiми сервiса-
ми, зокрема з ЄДЕБО через REST API. Проаналiзовано ключовi виклики, серед яких
мережевi збої, обмеження кiлькостi запитiв, непередбачуванi помилки зовнiшнiх сер-
верiв та проблеми цiлiсностi даних. Запропонована архiтектура ґрунтується на вико-
ристаннi Laravel Framework i включає модульну органiзацiю процесiв через консольнi
команди, механiзми повторних спроб для обробки тимчасових помилок, транзакцiйну
модель бази даних для забезпечення узгодженостi iнформацiї та комплексне логуван-
ня з подальшим монiторингом у реальному часi. Окрему увагу придiлено важливостi
регулярного тестування та впровадженню циклу зворотного зв’язку, що сприяє по-
стiйному вдосконаленню системи. Практична реалiзацiя довела, що запропонований
пiдхiд не лише пiдвищує надiйнiсть та стiйкiсть процесiв завантаження, але й формує
основу для масштабованостi й адаптивностi iнформацiйної системи в умовах зроста-
ння вимог до обробки даних та динамiчних змiн iнформацiйного середовища. Таким
чином, вiдмовостiйкiсть розглядається не як разове рiшення, а як фундаментальний
принцип розроблення сучасних iнформацiйних систем.

Ключовi слова: вiдмовостiйкiсть, великi данi, завантаження даних, iнформацiйнi
системи, REST API, Laravel Framework, транзакцiйна модель, логування, монiторинг,
ЄДЕБО.

1. Вступ. У сучасному iнформацiйному суспiльствi данi виступають одним iз
найцiннiших ресурсiв, що визначають ефективнiсть функцiонування цифрових
систем i сервiсiв. Зростання обсягiв та рiзноманiтностi джерел даних, зокре-
ма зовнiшнiх (REST API та iншi), актуалiзує проблему органiзацiї надiйного
процесу їх завантаження. Водночас цей процес супроводжується низкою те-
хнiчних i методологiчних викликiв, серед яких — забезпечення цiлiсностi, до-
стовiрностi та безперервностi обробки iнформацiї. Особливе значення у цьому
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контекстi має концепцiя вiдмовостiйкого завантаження даних, яка передбачає
здатнiсть системи до коректної реакцiї на можливi помилки та збої без втрати
продуктивностi й коректностi результатiв. У данiй статтi здiйснюється аналiз
пiдходiв до реалiзацiї вiдмовостiйких механiзмiв завантаження даних та їх пра-
ктичного застосування в умовах сучасних iнформацiйних систем. Актуальнiсть
дослiджуваної проблематики зумовлена стрiмким зростанням обсягiв даних та
необхiднiстю їх оперативної iнтеграцiї з рiзноманiтних джерел у сучасних iн-
формацiйних системах. Використання зовнiшнiх сервiсiв, зокрема REST API, є
невiд’ємною частиною багатьох цифрових застосункiв, однак воно супроводжує-
ться ризиками виникнення збоїв, втрати даних чи порушення їхньої цiлiсностi.
Проблема полягає в тому, що традицiйнi методи завантаження даних не зав-
жди здатнi забезпечити коректну обробку помилок i вiдновлення пiсля збоїв,
що може призвести до втрати важливої iнформацiї або порушення цiлiсностi
даних. Це зумовлює потребу у впровадженнi механiзмiв вiдмовостiйкостi, якi
дають змогу мiнiмiзувати наслiдки технiчних збоїв та гарантувати стабiльнiсть
роботи системи. Вiдповiдно, завданням даного дослiдження є аналiз сучасних
пiдходiв до органiзацiї вiдмовостiйкого завантаження даних, визначення їхнiх
переваг i обмежень, а також окреслення напрямiв удосконалення процесу iнте-
грацiї даних у сучасних iнформацiйних системах.

Саме це визначає важливiсть i практичну значущiсть розглядуваної теми.
2. Основний результат.
Завантаження даних: концепцiї та проблеми. Завантаження даних є

фундаментальним процесом в iнформацiйних системах, що передбачає вилуче-
ння, трансформацiю та завантаження (ETL — Extraction, Transformation, Loadi-
ng) iнформацiї з рiзних джерел у цiльову систему чи базу даних [1]. Цей процес
забезпечує основу для прийняття рiшень на базi даних та ефективного фун-
кцiонування цифрових застосункiв.

У ходi завантаження виникає низка проблем, зумовлених властивостями са-
мих даних:

– рiзноманiтнiсть форматiв (структурованi, напiвструктурованi, неструкту-
рованi) ускладнює стандартизацiю та iнтеграцiю;

– значний обсяг даних вимагає масштабованих рiшень. Важливим фактором
виступає i швидкiсть передавання (data velocity), адже сучаснi системи орi-
єнтуються на обробку iнформацiї в реальному часi.

Не менш критичною є якiсть даних, яка визначає їхню точнiсть, узгодже-
нiсть та повноту.

Сучаснi iнформацiйнi системи використовують кiлька пiдходiв до заванта-
ження даних:

– пакетна обробка передбачає завантаження даних через визначенi про-
мiжки часу. Це зручне рiшення для систем, де не критична миттєва оброб-
ка, однак воно не вiдповiдає потребам додаткiв реального часу [2];

– потокова обробка базується на безперервному отриманнi даних (Apache
Kafka, Apache Flink). Вона забезпечує високу оперативнiсть, проте створює
труднощi для забезпечення вiдмовостiйкостi [3];

– ETL-iнструменти (комерцiйнi або з вiдкритим кодом) автоматизують
процес iнтеграцiї та зменшують складнiсть розробки [4];
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– iнтеграцiя з API дає змогу отримувати данi безпосередньо зi стороннiх
джерел, але потребує особливої уваги до надiйностi та обробки помилок [5].

Таблиця 1.
Порiвняння пiдходiв до завантаження даних

Критерiй Пакетне завантаження
(Batch)

Потокове завантаження
(Streaming)

Обсяг даних
Пiдходить для великих

масивiв, що накопичуються з
часом

Оптимальне для безперервних
потокiв у реальному часi

Частота
оновлення

Данi оновлюються перiодично
(щогодини, щодня, щотижня)

Данi надходять та
обробляються миттєво

Затримка
(latency) Висока — вiд хвилин до годин Низька — вiд мiлiсекунд до

секунд

Надiйнiсть
Простiшою є обробка помилок

(повторне завантаження
пакету)

Потребує складних механiзмiв
обробки збоїв у режимi онлайн

Архiтектура Часто монолiтна, з
ETL-процесами

Ґрунтується на мiкросервiсах
та потокових технологiях

(Kafka, Flink)

Ресурси
Високе навантаження у

моменти запуску
завантаження

Рiвномiрний розподiл
навантаження у часi

Типовi сценарiї Аналiтика, звiтнiсть, мiграцiя
даних

Онлайн-аналiтика, монiторинг,
фiнансовi транзакцiї

Надiйнiсть системи визначається її здатнiстю забезпечувати цiлiснiсть та
доступнiсть даних навiть у разi збоїв. Серед ключових механiзмiв вiдмовостiй-
костi можна виокремити:

– механiзм повторних спроб (retry), що дозволяє автоматично вiдновлю-
вати процес пiсля збоїв, хоча надмiрна кiлькiсть спроб може перевантажити
систему [6];

– контрольнi точки, якi фiксують прогрес i дають змогу вiдновити процес
без повторної обробки всiх даних;

– перевiрку цiлiсностi даних до та пiсля завантаження;
– резервування джерел i процесiв, що створює додатковi шляхи для
збереження даних;

– транзакцiйнi механiзми баз даних, якi гарантують узгодженiсть i мо-
жливiсть вiдкату;

– системи монiторингу та оповiщення, що виявляють аномалiї в режимi
реального часу.

Традицiйний процес ETL передбачає три етапи [4]:
– вилучення даних iз рiзних джерел (бази даних, файли, API);
– трансформацiя шляхом очищення, нормалiзацiї та узгодження з цiльо-
вою структурою;

– завантаження у базу чи сховище даних.
Концепцiї вiдмовостiйкостi. Вiдмовостiйкiсть розглядається як здатнiсть

iнформацiйної системи зберiгати працездатнiсть навiть у разi виникнення не-
справностей рiзного рiвня критичностi. Вона є фундаментальним принципом
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побудови сучасних застосункiв i сервiсiв, що працюють з великими обсягами
даних та iнтегрують численнi зовнiшнi джерела. Основнi поняття у цьому кон-
текстi включають [6]:

– несправнiсть — вiдхилення вiд нормального стану апаратного чи про-
грамного компонента;

– вiдмова — наслiдок несправностi, який призводить до зупинки системи,
втрати даних або порушення доступностi сервiсу;

– резервування — дублювання критично важливих компонентiв (серверiв,
баз даних, мережевих елементiв), що дає змогу уникнути простою в разi
вiдмови основних;

– стiйкiсть — здатнiсть системи вiдновлюватися пiсля збоїв без втрати про-
дуктивностi та з мiнiмальними витратами часу.

Вiдмовостiйкiсть безпосередньо впливає на якiсть сервiсiв, рiвень довiри ко-
ристувачiв i конкурентоспроможнiсть системи на ринку.

Роль API у завантаженнi даних. API є ключовим iнструментом для
iнтеграцiї даних iз зовнiшнiх джерел, оскiльки забезпечує стандартизований
механiзм взаємодiї мiж системами. Для надiйного та безпечного використання
API необхiдно врахувати такi аспекти [7]:

– безпечна автентифiкацiя (API keys, OAuth, JWT), що захищає доступ
до даних вiд несанкцiонованого використання;

– контроль частоти запитiв (rate limiting), який запобiгає перевантажен-
ню сервiсу й блокує потенцiйнi атаки;

– ефективна обробка помилок (HTTP-статуси, детальнi повiдомлення-
вiдповiдi), що дозволяє системi вiдновлюватися пiсля збоїв без втрати даних
та контролювати повторнi запити.

Важливим є також використання механiзмiв логування та монiторингу для
виявлення проблем у процесi iнтеграцiї даних.

Фактори вибору пiдходу до завантаження. Вибiр оптимальної стратегiї
завантаження даних залежить вiд сукупностi факторiв:

– обсяг i швидкiсть даних — великi потоки потребують потокових техно-
логiй (streaming), тодi як невеликi обсяги можуть завантажуватися пакетно;

– затримки (latency) — для критичних застосункiв важлива мiнiмальна
затримка, що зумовлює використання асинхронних методiв;

– характеристики джерела — обмеження API, стабiльнiсть пiдключення,
формат даних;

– масштабованiсть — здатнiсть системи адаптуватися до зростання наван-
таження;

– рiвень вiдмовостiйкостi — вимоги до безперервностi процесiв i допусти-
мого часу вiдновлення.

Для високонавантажених систем у реальному часi доцiльно застосовувати
потокову обробку та мiкросервiсну архiтектуру, тодi як у менш критичних сце-
нарiях ефективними залишаються пакетнi методи завантаження.

Отже, теоретична база, що охоплює концепцiї ETL-процесiв, принципи вiд-
мовостiйкостi та роль API у завантаженнi даних, створює пiдґрунтя для подаль-
шого вивчення практичних аспектiв. Її застосування дозволяє:

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



140 М. I. ГЛЕБЕНА, О. В. КОРНИК, О. В. ГЛЕБЕНА, В. В. ЧУБИРКА

– усвiдомити необхiднiсть забезпечення безперервностi та надiйностi проце-
сiв iнтеграцiї;

– визначити ключовi ризики й фактори, що впливають на стабiльнiсть ро-
боти системи;

– сформувати критерiї вибору технологiчних рiшень вiдповiдно до потреб
конкретного застосунку.

Таким чином, розумiння специфiки завантаження даних та механiзмiв вiд-
мовостiйкостi виступає основою для розроблення ефективних стратегiй iнте-
грацiї у сучасних iнформацiйних системах, якi функцiонують у динамiчному
середовищi та повиннi гарантувати високий рiвень надiйностi.

Механiзми вiдмовостiйкостi. Вiдмовостiйкiсть є одним iз ключових аспе-
ктiв завантаження даних, адже саме вона гарантує збереження цiлiсностi та
доступностi iнформацiї навiть за умов виникнення збоїв чи помилок. У цьому
контекстi застосовуються рiзнi стратегiї, якi дають змогу мiнiмiзувати ризики
та забезпечити надiйнiсть процесiв iнтеграцiї.

Одним iз базових пiдходiв є механiзми повторних спроб [8]. Автоматичне
повторення операцiй дозволяє компенсувати тимчасовi збої, наприклад у ме-
режевих з’єднаннях. Для запобiгання надмiрному навантаженню на вихiднi си-
стеми використовуються стратегiї експоненцiального вiдставання, якi поступово
збiльшують час очiкування мiж спробами. Водночас важливим обмеженням є
встановлення максимальної кiлькостi спроб, що унеможливлює нескiнченнi ци-
кли повторень i дозволяє вчасно залучати ручне втручання. На рис. 1 показано
алгоритм схеми механiзмiв повторних спроб.

Значну роль у вiдновленнi процесiв вiдiграють контрольнi точки [9] та жур-
нали повторного виконання. Збереження стану завантаження у визначенi мо-
менти часу забезпечує можливiсть вiдновлення з останнього вiдомого етапу, а
журнали повторного виконання дозволяють вiдтворювати дiї системи для мi-
нiмiзацiї втрат даних.

Транзакцiї вiдiграють ключову роль у забезпеченнi узгодженостi та надiй-
ностi даних. Одним iз базових пiдходiв у цiй сферi є ACID-транзакцiї, що
вважаються фундаментальним принципом у сучасних системах керування ба-
зами даних. Абревiатура ACID розшифровується як Atomicity (атомарнiсть),
Consistency (узгодженiсть), Isolation (iзоляцiя) та Durability (стiйкiсть).

– Атомарнiсть гарантує, що транзакцiя виконується цiлком: або всi її опе-
рацiї реалiзуються, або жодна з них.

– Узгодженiсть забезпечує збереження iнтегральностi бази даних, не до-
пускаючи переходу системи у некоректний стан.

– Iзоляцiя запобiгає взаємному впливу паралельних транзакцiй, дозволяю-
чи уникнути конфлiктiв i збоїв.

– Стiйкiсть означає, що результати завершеної транзакцiї зберiгаються на-
вiть у випадку системних вiдмов чи збоїв.

Завдяки цим властивостям ACID-транзакцiї створюють основу для стабiль-
ної та послiдовної роботи iнформацiйних систем, що особливо важливо у скла-
дних i критичних застосуваннях [10]. Механiзми «вiдкату» дозволяють скасу-
вати змiни, зробленi пiсля останньої успiшної транзакцiї чи контрольної точки.

Крiм цього, у практицi широко застосовуються механiзми резервування, се-
ред яких гарячий резерв, що забезпечує безперервне перемикання на дублюючу
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Рис. 1. Механiзм повторних спроб.

систему, та реплiкацiя даних, яка зберiгає їх копiї на рiзних серверах чи лока-
цiях.

Важливим елементом сучасних рiшень є монiторинг i система оповiщень.
Вони дозволяють у реальному часi вiдстежувати роботу системи, виявляти ано-
малiї та потенцiйнi проблеми, iдентифiкувати «вузькi» мiсця, прогнозувати ри-
зики та своєчасно реагувати на збої. Монiторинг сприяє не лише швидкому
вiдновленню працездатностi, а й запобiганню майбутнiм проблемам за рахунок
аналiзу трендiв i формування рекомендацiй щодо оптимiзацiї.

Узагальнюючи, рiзнi механiзми вiдмовостiйкостi формують комплекс захо-
дiв, спрямованих на забезпечення стабiльностi та безперервностi завантаження
даних. Їх поєднання дозволяє досягти високого рiвня надiйностi та мiнiмiзувати
ризики втрати або пошкодження iнформацiї.

Реалiзацiя завантаження даних з ЄДЕБО REST API. Розглянемо
практичний пiдхiд до реалiзацiї процесу завантаження даних з Єдиної держав-
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Рис. 2. Механiзм журналу повторного виконання.

ної електронної бази з питань освiти (ЄДЕБО) через REST API. Основну увагу
придiлено забезпеченню вiдмовостiйкостi, що є ключовим чинником для збере-
ження цiлiсностi та доступностi даних.

ЄДЕБО REST API забезпечує iнтеграцiю з центральною освiтньою базою
України, надаючи iнструменти для обмiну даними щодо студентiв, закладiв
освiти, освiтнiх програм i пов’язаних процесiв. Основнi можливостi API охо-
плюють:

– PhysPerson — управлiння персональними даними, документами та всту-
пними заявами абiтурiєнтiв;

– University — доступ до iнформацiї про заклади освiти, їхнi структурнi
пiдроздiли та кадровий склад;

– Dictionary — словники та довiдковi данi (країни, типи документiв, кате-
горiї осiб, професiї тощо);

– UniversityStudyProgram — управлiння освiтнiми програмами закладiв;
– UniversitySpecialization — створення та редагування спецiалiзацiй;
– StudentEducations — робота з академiчною iсторiєю студентiв;
– PersonPrivilege — управлiння даними про осiб iз пiльгами;
– EduPrograms — вiдомостi про програми та спецiалiзацiї;
– Auth — автентифiкацiя та управлiння користувачами.

Таким чином, API виступає центральним iнструментом для автоматизова-
ного обмiну освiтнiми даними та пiдтримки процесiв вступу й навчання.

Реалiзацiя компонента завантаження даних. Пiд час iнтеграцiї iз
ЄДЕБО REST API виникає задача забезпечення вiдмовостiйкого завантажен-
ня даних, що є критично важливим для пiдтримання стабiльностi та цiлiсностi
освiтнiх iнформацiйних систем. У процесi проєктування необхiдно врахувати
потенцiйнi проблеми, зокрема мережевi збої, обмежену доступнiсть серверних
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ресурсiв, а також неочiкуванi помилки, що можуть виникати пiд час обробки
отриманих даних.

Для вирiшення поставленої задачi необхiдно розробити програмний компо-
нент, що вiдповiдає за комунiкацiю iз REST API. Даний компонент реалiзує
виклики до рiзних методiв API, охоплює можливi сценарiї виникнення збоїв, а
також здiйснює попередню обробку та конвертацiю даних у формат, придатний
для подальшого використання. Такий пiдхiд дозволяє iзолювати логiку роботи
з API вiд iнших частин системи та пiдвищує загальний рiвень вiдмовостiйкостi.

Розробку компонента рекомендовано виконувати мовою програмування PHP
8.1, що забезпечить високу продуктивнiсть та сумiснiсть iз сучасними сервер-
ними середовищами. Для забезпечення iнтеграцiї та подальшого використання
розроблений компонент публiкується через менеджер пакетiв Composer, що є
стандартним iнструментом керування залежностями в екосистемi PHP та га-
рантує зручнiсть його встановлення й оновлення. На рис. 3 зображено схему
архiтектури компонента завантаження даних iз ЄДЕБО REST API у виглядi
дiаграми.

Рис. 3. Архiтектура компонента завантаження даних.

Таким чином, створений компонент виконує роль промiжного рiвня кому-
нiкацiї iз зовнiшнiм сервiсом ЄДЕБО, забезпечуючи захищений та стабiльний
механiзм завантаження даних. Це формує основу для подальшої iнтеграцiї та
обробки освiтнiх вiдомостей у рамках iнформацiйних систем, орiєнтованих на
високий рiвень надiйностi та безперервностi роботи.

Вiдмовостiйка архiтектура завантаження даних iз ЄДЕБО: викли-
ки та рiшення. У процесi iнтеграцiї з ЄДЕБО REST API постає низка ви-
кликiв, якi безпосередньо впливають на надiйнiсть i стабiльнiсть завантаження
даних. Одним iз ключових чинникiв є мережевi збої, що можуть призвести як
до вiдмови у виконаннi запитiв, так i до значного зниження швидкостi оброб-
ки вiдповiдей. Додатковою проблемою виступають непередбачуванi помилки
на сторонi серверiв ЄДЕБО, включно з їхньою тимчасовою недоступнiстю чи
вiдмовою в опрацюваннi запитiв. Важливим обмеженням є також полiтика кон-
тролю кiлькостi запитiв, яка у разi перевищення встановлених лiмiтiв здатна
заблокувати доступ до API на певний промiжок часу. Окрему категорiю ри-
зикiв становлять помилки валiдацiї даних, якi можуть виникати як на етапi
їхнього надсилання до API, так i пiд час отримання вiдповiдi, що призводить
до некоректного функцiонування процесу завантаження.

У цьому контекстi особливої ваги набуває поняття вiдмовостiйкостi, яке роз-
глядається як здатнiсть системи зберiгати працездатнiсть навiть у випадку збо-
їв, помилок чи iнших непередбачуваних ситуацiй. Для процесiв завантаження
даних це означає необхiднiсть впровадження стратегiй i механiзмiв, що забез-
печують коректне вiдновлення пiсля вiдмов, мiнiмiзацiю втрат iнформацiї та
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гарантiю завершення процесу вiдповiдно до визначених вимог. Саме реалiзацiя
вiдмовостiйкостi виступає фундаментальною передумовою побудови ефектив-
них iнформацiйних систем, здатних функцiонувати у динамiчному середовищi
з високими вимогами до безперервностi й надiйностi обробки даних.

Для забезпечення вiдмовостiйкостi процесу завантаження даних з ЄДЕБО
потрiбно врахувати низку критично важливих аспектiв архiтектурного проє-
ктування. Одним iз ключових рiшень є використання консольних команд у ме-
жах Laravel Framework (зокрема, edbo:load-dictionaries, edbo:load-students), що
дозволить реалiзувати модульний пiдхiд до органiзацiї процесiв. Подiбна iнка-
псуляцiя окремих завдань у виглядi команд вiдповiдає сучасним принципам
побудови надiйних iнформацiйних систем, оскiльки забезпечує чiтке розмежу-
вання функцiональностi, спрощує налагодження та знижує ймовiрнiсть поши-
рення помилок мiж рiзними компонентами системи.

Важливим елементом архiтектури є впровадження механiзму автоматизова-
ного планування завантажень, що передбачає виконання процесiв у заздалегiдь
визначений час доби. Такий пiдхiд вiдповiдає концепцiям регулярностi та перед-
бачуваностi обробки даних у розподiлених системах (fault-tolerant scheduling) i
забезпечує своєчасне оновлення iнформацiї навiть у випадку виникнення тим-
часових збоїв.

Окрему увагу потрiбно придiляти системi логування, яка функцiонує як iн-
струмент забезпечення прозоростi процесiв та дiагностики вiдмов. У ходi вико-
нання кожного завдання формується детальний журнал, що фiксує всi виня-
тковi ситуацiї, а також метаiнформацiю про перебiг завантаження. Практика
впровадження логування вiдповiдає загальновизнаним пiдходам до забезпечен-
ня надiйностi iнформацiйних систем, оскiльки створює основу для подальшого
аналiзу збоїв, формування вiдновлювальних стратегiй та пiдвищення рiвня екс-
плуатацiйної готовностi системи.

Таким чином, сукупнiсть описаних рiшень дозволить реалiзувати архiте-
ктуру, що вiдповiдає сучасним вимогам до вiдмовостiйких програмних систем
i сприяє пiдвищенню ефективностi управлiння даними у контекстi освiтнiх iн-
формацiйних платформ.

Механiзми вiдмовостiйкостi у процесi завантаження даних з ЄДЕБО орiєн-
тованi насамперед на обробку збоїв, що виникають унаслiдок зовнiшнiх викли-
кiв API, оскiльки саме ця складова визначає стабiльнiсть i цiлiснiсть усього
процесу обмiну iнформацiєю. Виклики до API є критично важливими для пiд-
тримання актуальностi даних, тому їх надiйна обробка становить фундамен-
тальний елемент архiтектури системи.

Одним iз ключових рiшень у цьому контекстi є впровадження надiйного ме-
ханiзму перехоплення та обробки виняткових ситуацiй безпосередньо у коман-
дах завантаження даних. Якщо пiд час виклику API виникає виняток (напри-
клад, ApiException), вiн не призводить до аварiйного завершення виконання, а
обробляється у контрольованiй формi. Iнформацiя про збiй реєструється у вiд-
повiдному журналi, а конкретний елемент даних, який не вдалося завантажити,
позначається як невдалий. Такий пiдхiд вiдповiдає принципам fault isolation, ко-
ли помилка локалiзується в межах одного завдання i не впливає на цiлiснiсть
загального процесу.

Водночас реалiзовано механiзм повторних спроб (retry policy), що дає змогу
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мiнiмiзувати вплив тимчасових збоїв у роботi API. Якщо певний запит завершу-
ється невдачею, система виконує повторний виклик визначену кiлькiсть разiв,
перш нiж остаточно зафiксувати його як постiйну помилку. Подiбна стратегiя
вiдповiдає концепцiї пiдвищення надiйностi через повторюванiсть транзакцiй,
яка широко використовується у високонавантажених iнформацiйних системах.

Окреме мiсце у забезпеченнi вiдмовостiйкостi займає система логування.
Для кожного виклику API формується детальний журнал, що включає данi
HTTP-запиту та отриманої вiдповiдi, а також метаiнформацiю про перебiг ви-
конання. Цi журнали становлять важливу основу для подальшого аналiзу та
дiагностики, оскiльки дають змогу вiдстежити першопричини вiдмов i розро-
бити стратегiї для їх запобiгання у майбутньому.

На додаток до збоїв, пов’язаних iз викликами API, архiтектура системи по-
винна передбачати механiзми обробки вiдмов, що виникають на рiвнi бази да-
них. Одним iз ключових iнструментiв забезпечення цiлiсностi даних у цьому
контекстi є використання транзакцiй. Усi команди завантаження даних викону-
ються в межах транзакцiйної моделi, що вiдповiдає принципам ACID-парадигми
(Atomicity, Consistency, Isolation, Durability) та забезпечує узгодженiсть даних
навiть у випадку виникнення помилок.

Якщо пiд час виконання завантаження виникає помилка, транзакцiя авто-
матично вiдкочується, унеможливлюючи часткове або некоректне збереження
даних. Такий пiдхiд гарантує збереження iнварiантiв бази даних i дозволяє уни-
кнути порушення її структурної цiлiсностi. У результатi вiдповiдне завдання
позначається як неуспiшне, а процес завантаження даних повторюється, за-
безпечуючи повторну спробу їх коректного збереження. Це рiшення вiдповiдає
сучасним практикам fault-tolerant data loading, коли система вiдновлюється вiд
збоїв без втрати консистентностi та без додаткового втручання з боку адмiнi-
стратора.

Використання транзакцiй у процесi завантаження даних не лише мiнiмiзує
ризики пошкодження iнформацiї, а й забезпечує прозорiсть вiдновлення пiсля
збоїв. Завдяки цьому, навiть у разi повторних помилок на рiвнi API чи мереже-
вих взаємодiй, база даних зберiгає узгоджений стан, що є критично важливим
для подальшого функцiонування системи.

Ефективна система реєстрацiї журналiв та монiторинг є невiд’ємними скла-
довими забезпечення вiдмовостiйкостi процесу завантаження даних. Реєстрацiя
охоплює не лише фiксацiю помилок, але й документування повної iсторiї вико-
нання завдань. Система повинна передбачати збереження детальної iнформацiї
про успiшнi сесiї завантаження, що дозволить здiйснювати ретроспективний
аналiз i вiдстежувати динамiку роботи компонентiв. Такi журнали виступають
важливим джерелом даних для оцiнки продуктивностi та надiйностi механiзмiв
iнтеграцiї, а також допомагають виявляти прихованi закономiрностi у процесах
завантаження.

Поряд iз веденням журналу, важливим елементом є монiторинг у реальному
часi, спрямований на своєчасне виявлення збоїв i аномалiй. У випадку виявлен-
ня критичних помилок чи затримок повинна спрацювати система оперативних
сповiщень, що iнформує вiдповiдальних осiб або операцiйну команду. Завдяки
цьому забезпечується мiнiмiзацiя часу реагування та знижується ризик три-
валого простою або накопичення помилок. Такий пiдхiд пiдсилює надiйнiсть

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



146 М. I. ГЛЕБЕНА, О. В. КОРНИК, О. В. ГЛЕБЕНА, В. В. ЧУБИРКА

системи загалом i формує основу для її стабiльного функцiонування у виробни-
чих умовах.

Вiдмовостiйкiсть не може розглядатися як одноразове впровадження чи ста-
тичне рiшення; натомiсть вона є безперервним процесом удосконалення, який
вимагає постiйного монiторингу та адаптацiї. Одним iз ключових аспектiв цьо-
го процесу є регулярне тестування, що передбачає моделювання рiзноманiтних
сценарiїв вiдмов для перевiрки коректностi роботи захисних механiзмiв. Такий
пiдхiд дозволяє своєчасно виявляти потенцiйнi вразливостi та гарантувати, що
система здатна зберiгати працездатнiсть навiть за умов несподiваних збоїв.

Не менш важливим є використання циклу зворотного зв’язку, що ґрунтує-
ться на результатах монiторингу, аналiзi журналiв i звiтiв про iнциденти. Зiбра-
на iнформацiя виступає основою для прийняття рiшень щодо оптимiзацiї проце-
сiв та вдосконалення iснуючих рiшень. Завдяки iтеративному пiдходу команда
розробникiв має змогу постiйно пiдвищувати рiвень вiдмовостiйкостi, адаптую-
чи систему до нових викликiв та змiн у середовищi її функцiонування. Таким
чином, вiдмовостiйкiсть постає як динамiчна характеристика iнформацiйної си-
стеми, яка пiдтримується завдяки циклiчному процесу перевiрки, аналiзу й удо-
сконалення.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Узагальнюючи
результати, можна стверджувати, що впровадження механiзмiв вiдмовостiйко-
стi у процес завантаження даних до iнформацiйної системи є ключовим чинни-
ком забезпечення її надiйностi та безперервностi роботи. Практична реалiзацiя
на базi Laravel Framework засвiдчує, що ефективне використання консольних
команд, механiзмiв повторних спроб та транзакцiйної моделi дозволяє не ли-
ше гарантувати цiлiснiсть даних, але й мiнiмiзувати вплив мережевих збоїв i
помилок API.

Детальне логування та монiторинг створюють умови для прозоростi проце-
сiв i формують основу для зворотного зв’язку, що забезпечує iтеративне вдо-
сконалення архiтектури системи. Таким чином, вiдмовостiйкiсть постає не як
разова функцiональна можливiсть, а як постiйний процес оптимiзацiї, iнтегро-
ваний у життєвий цикл системи.

У пiдсумку, застосованi пiдходи демонструють, що використання сучасних
шаблонiв проєктування дає змогу сформувати вiдмовостiйке рiшення, здатне до
масштабування й адаптацiї, що є вирiшальним для довгострокової стабiльностi
iнформацiйних систем в умовах динамiчного середовища.
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The article presents a systematic approach to implementing fault-tolerant data loading
mechanisms in information systems that integrate with external services, in particular with
EDEBO via REST API. Key challenges are analysed, including network failures, request
limits, unpredictable external server errors, and data integrity issues. The proposed archi-
tecture is based on the use of the Laravel Framework and includes modular organisation
of processes through console commands, retry mechanisms for handling temporary errors,
a transactional database model to ensure information consistency, and comprehensive log-
ging with subsequent real-time monitoring. Particular attention is paid to the importance
of regular testing and the implementation of a feedback cycle, which contributes to the
continuous improvement of the system. Practical implementation has proven that the pro-
posed approach not only increases the reliability and stability of loading processes, but also
forms the basis for the scalability and adaptability of the information system in the context
of growing data processing requirements and dynamic changes in the information environ-
ment. Thus, fault tolerance is considered not as a one-time solution, but as a fundamental
principle of modern information system development.
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МЕТОДИ МАШИННОГО НАВЧАННЯ В МОДЕРНIЗАЦIЇ
ПРОГРАМНИХ КОМПОНЕНТIВ КОМПЛЕКСНИХ

IНФОРМАЦIЙНИХ СИСТЕМ

Значна кiлькiсть сучасних державних i приватних органiзацiй використовують iн-
формацiйнi системи, побудованi на основi технологiй попереднiх поколiнь, iз засто-
суванням програмних компонентiв, створених ще десятки рокiв тому. Такi системи є
критично важливими для функцiонування бiзнесу, однак їхнє оновлення й пiдтримка
вимагають значних людських, часових та фiнансових ресурсiв, а традицiйнi пiдходи
до модернiзацiї в бiльшостi випадкiв виявляються надмiрно тривалими, складними
для управлiння та пов’язаними з високим рiвнем ризикiв. Це зумовлює потребу у
нових технологiчних пiдходах, здатних зменшити вартiсть та пришвидшити процес
трансформацiї без втрати надiйностi.

Методи машинного навчання (ML) постають як перспективний iнструмент, зда-
тний частково автоматизувати ключовi етапи модернiзацiї програмних систем. У стат-
тi систематизовано сучаснi напрями їх застосування: вiд дiагностики технiчного стану
та виявлення прихованих залежностей у кодовiй базi до автоматизованого перепису-
вання окремих модулiв i тестування оновлених фрагментiв. Особливу увагу придiлено
аналiзу сильних сторiн i наявних обмежень цих пiдходiв, а також технологiчних i пра-
ктичних викликiв, якi супроводжують їх упровадження. Доведено, що результатив-
нiсть ML-рiшень безпосередньо визначається масштабом системи та якiстю доступних
вихiдних даних.

Робота ґрунтується на теоретичному аналiзi та результатах практичного оцiню-
вання ефективностi використання ML. Окремий акцент зроблено на питаннях iнте-
грацiї подiбних технологiй у робочi процеси, адаптацiї команд програмiстiв до нової
парадигми та перспективам подальших дослiджень у цiй сферi. Також розглядаються
формалiзованi метрики, що дають змогу об’єктивно оцiнити успiх модернiзацiї.

Дослiдження демонструє, що комплексне поєднання сучасних ML-методiв iз пере-
вiреними традицiйними пiдходами зменшує витрати на пiдтримку застарiлих систем i
забезпечує поступовий перехiд до сучасних архiтектур за умови ретельного контролю
ризикiв та валiдацiї результатiв. Такий пiдхiд може слугувати основою для масшта-
бованої й сталої стратегiї цифрової трансформацiї органiзацiй.

Ключовi слова: монолiтнi застарiлi системи, модернiзацiя монолiтних систем, ма-
шинне навчання у модернiзацiї систем, автоматизацiя програмної модернiзацiї.

1. Вступ та постановка проблеми. Попри динамiчний розвиток сучасних
iнформацiйних технологiй (IТ), у багатьох стратегiчно важливих галузях (фi-
нансах, охоронi здоров’я, державному управлiннi та промисловостi) все ще фун-
кцiонують монолiтнi, застарiлi iнформацiйнi системи. Створенi на основi техно-
логiй минулих десятилiть, цi рiшення залишаються критично важливими для
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дiяльностi органiзацiй, хоча з технiчного й архiтектурного погляду давно втра-
тили актуальнiсть. Їм притаманнi складна бiзнес-логiка, тiсна взаємозалежнiсть
компонентiв, недостатня документацiя та визначальна роль у ключових бiзнес-
процесах. Потреба в їх модернiзацiї є очевидною, проте реалiзацiя цього проце-
су супроводжується численними технiчними, органiзацiйними та економiчними
викликами.

Традицiйнi пiдходи, зокрема ручний рефакторинг i повне переписування
коду, мають обмежену масштабованiсть, потребують залучення висококвалiфi-
кованих фахiвцiв, добре обiзнаних зi старими технологiями, i пов’язанi з висо-
кими ризиками порушення стабiльностi. Модернiзацiю додатково ускладнюють
прихованi залежностi, застарiлi архiтектурнi патерни, наявнiсть анти-патернiв,
тривалi цикли тестування та нестача автоматизованих засобiв перевiрки якостi.

У цьому контекстi методи машинного навчання розглядаються як потенцiй-
но ефективний iнструмент для часткової автоматизацiї окремих етапiв онов-
лення систем. Зокрема, великi мовнi моделi (LLM) i трансформери, доповненi
доменними адаптерами та векторними поданнями коду, здатнi точнiше вiдобра-
жати специфiку застарiлого програмного забезпечення. Графовi нейроннi мере-
жi (GNN) показують перспективнi, але переважно експериментальнi результати
у виявленнi структурних залежностей та визначеннi природних «лiнiй розрiзу»
мiж модулями. Seq2Seq-архiтектури можуть забезпечити автоматичний пере-
клад i переформатування фрагментiв коду зi збереженням їхньої семантики,
що є необхiдним для подальшої мiграцiї, проте їхня точнiсть на великих (> 1
МLOC) модулях ще не пiдтверджена. Методи навчання з пiдкрiпленням (RL)
оптимiзують генерацiю тестiв i верифiкацiю змiн, однак поки застосовуються
здебiльшого на сервiсах до 50-500 kLOC. У сукупностi цi ML-рiшення демон-
струють обнадiйливi результати в задачах розпiзнавання шаблонiв, реконстру-
кцiї архiтектурної логiки, виявлення внутрiшнiх залежностей та автоматизова-
ної генерацiї коду, але їхня ефективнiсть на гiгантських легасi-кодових базах
лишається предметом подальших дослiджень.

Водночас iнтеграцiя ML-iнструментiв у практику модернiзацiї створює низ-
ку процесно-органiзацiйних викликiв. Необхiдно адаптувати чиннi iнженернi
практики та робочi процеси до нової парадигми, в якiй результати мають ймо-
вiрнiсний характер, переглянути цикли прийняття рiшень, критерiї якостi та
механiзми контролю змiн, забезпечити безперервний монiторинг та пояснюва-
нiсть ML-моделей у задачах модернiзацiї, а також пiдтримувати прозорiсть i
вiдтворюванiсть результатiв, що є критично важливими для функцiонування
iнформацiйних систем.

Таким чином постає комплексна науково-практична задача: систематизу-
вати й критично проаналiзувати сучаснi ML-пiдходи для модернiзацiї iнфор-
мацiйних систем; оцiнити їхнiй потенцiал та обмеження на рiзних масштабах
коду; сформулювати перевiрнi й вiдтворюванi метрики успiху впровадження; i
окреслити межi ефективного застосування в умовах реального функцiонуван-
ня рiзноманiтних iнформацiйних середовищ. Розв’язання цiєї задачi потребує
глибокого вивчення наявних методiв, публiчних бенчмаркiв, та їхньої адаптацiї
до специфiки застарiлої програмно-органiзацiйної iнфраструктури.

Мета та завдання. Метою дослiдження є комплексна систематизацiя та
критичний аналiз сучасних методiв машинного навчання в контекстi їх застосу-
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вання для модернiзацiї компонентiв великих монолiтних iнформацiйних систем.
Дослiдження передбачає узагальнення пiдтверджених у лiтературi та проми-
слових пiлотах результатiв щодо ефективностi ML-пiдходiв, оцiнювання їхнiх
переваг i обмежень з урахуванням масштабованостi (≤/≥ 1 MLOC), iнфра-
структурних витрат i пояснюваностi, виявлення наукових прогалин, зокрема
нестачi вiдкритих бенчмаркiв для систем > 1 MLOC та неузгодженостi метрик,
формулювання перспективних напрямiв подальших дослiджень.

Наукова новизна. Проведене дослiдження має теоретичну i прикладну
значущiсть у контекстi використання методiв машинного навчання для модер-
нiзацiї програмних компонентiв складних iнформацiйних систем. Наукова но-
визна дослiдження визначається такими результатами:

■ розроблено методологiчну схему узгодження класiв ML-моделей з етапами
процесу модернiзацiї (аналiз – трансформацiя – верифiкацiя), що забезпечує
системнiсть результатiв;

■ проведено апробацiю (пiлотну оцiнку) GraphCodeBERT, MonoEmbed-GNN,
CodeT5+, CodeT5-DA та DeepREST-RL на великому кодовому репозиторiї
(≈ 850 kLOC), що дозволило оцiнити їхню ефективнiсть у завданнях вияв-
лення технiчного боргу, структурної декомпозицiї, автоматизованого рефа-
кторингу та тестування в контекстi запропонованої методологiчної схеми;

■ запропоновано формалiзований набiр метрик (SES, ∆TD, ∆MTTR) для
кiлькiсного оцiнювання результатiв застосування ML-пiдходiв у процесi мо-
дернiзацiї програмного забезпечення;

■ уточнено орiєнтовнi (не нормативнi) дiапазони метрик ефективностi (SES
= 0,15–0,45; ∆TD ≥ 10 %; ∆MTTR ≥ 10 %), якi можуть бути використанi
як початковi орiєнтири для оцiнювання результативностi ML-модернiзацiй
у промислових умовах.

Отриманi результати розширюють науковi уявлення про застосування ме-
тодiв машинного навчання у завданнях технiчного оновлення складних iнфор-
мацiйних систем i формують пiдґрунтя для подальшої стандартизацiї пiдходiв
до оцiнювання ефективностi таких процесiв.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. У сучаснiй науковiй лiтера-
турi модернiзацiя програмного забезпечення все частiше розглядається крiзь
призму використання машинного навчання. Такий пiдхiд демонструє потенцi-
ал у зниженнi технiчного боргу, пiдвищеннi пiдтримуваностi коду та спрощеннi
переходу до сучасних архiтектур. Дослiдження у цiй галузi охоплюють чотири
основнi напрями застосування ML: виявлення архiтектурних дефектiв, деком-
позицiя монолiтiв, трансформацiя коду з урахуванням семантики та автома-
тизоване тестування [3, 5, 6]. У бiльшостi праць ML-моделi розглядаються як
засоби часткової автоматизацiї процесiв модернiзацiї.

У прикладних дослiдженнях описано ефективнiсть конкретних моделей у
вирiшеннi окремих задач. Великi мовнi моделi або трансформери застосовую-
ться переважно для аналiзу кодової бази, виявлення «запахiв коду», дублювань
i шаблонiв проектування [4, 8, 10]. У свою чергу, графовi нейроннi мережi дове-
ли свою придатнiсть у декомпозицiї монолiтних систем, зокрема шляхом кла-
стеризацiї залежностей i пошуку меж модулiв [3, 7]. Seq2Seq-моделi, зокрема
архiтектури трансформерного типу, використовуються для автоматизованого
переписування коду зi збереженням його семантики (через тести/специфiкацiї),
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що сприяє переходу до бiльш сучасних стилiв реалiзацiї [5]. Методи з пiдкрiпле-
нням застосовуються в задачах генерацiї тестiв, де їхньою перевагою є здатнiсть
адаптуватися до особливостей потоку керування (control flow) й оптимiзувати
покриття. Водночас лiтература фiксує i певнi обмеження таких рiшень. Cеред
них нестабiльнiсть результатiв, помилки генерацiї коду, порушення семантики
при трансформацiї та вiдсутнiсть пояснень, що знижує довiру до результатiв
моделей. [1, 5].

Попри схожi результати, рiзнi автори по-рiзному оцiнюють масштабованiсть
таких моделей: у [3] та [7] декомпозицiя монолiтiв розглядається як цiлком
розв’язна задача, тодi як у [13] наголошено на низькiй вiдтворюваностi резуль-
татiв у промислових умовах. Це свiдчить про вiдсутнiсть єдиної позицiї щодо
готовностi ML-пiдходiв до реального використання. Крiм того, порiвняння ро-
бiт [5] i [10] показує, що навiть для однакових типiв архiтектур (трансформерiв)
результати суттєво вiдрiзняються залежно вiд домену коду, розмiру корпусу та
ступеня ручної пост-обробки. Наявнi дослiдження демонструють перспектив-
нiсть ML-рiшень, але ще не пiдтверджують їх унiверсальностi.

Окремо увага дослiдникiв зосереджується на питаннях оцiнки ефективностi
застосованих пiдходiв. У рядi праць запропоновано формалiзованi, але рiзно-
спрямованi метрики для оцiнювання результатiв модернiзацiї, включно з оцiн-
кою технiчного боргу, модульностi архiтектури та стабiльностi змiн [6, 12]. Про-
те наразi не iснує єдиного пiдходу до визначення i валiдацiї порогових значень
таких метрик, що ускладнює порiвняння результатiв у рiзних дослiдженнях.
Це вiдображає ширшу проблему вiдсутностi унiфiкованої теоретичної основи
для модернiзацiї систем, що неодноразово пiдкреслювалася в концептуальних
дослiдженнях [9].

Додатковi виклики пов’язанi з обмеженою масштабованiстю сучасних моде-
лей на великих кодових базах, вiдсутнiстю репрезентативних публiчних дата-
сетiв i значними iнфраструктурними витратами на обробку [8, 11, 13]. Серед
iнших практичних бар’єрiв є виявлення структурних проблем, таких як по-
вторюванi фрагменти з однаковими наборами змiнних у рiзних функцiях, що
важко iдентифiкувати без аналiзу ширшого контексту коду. У таких випадках
ефективними є ML-рiшення, якi враховують проєктний рiвень закономiрностей,
зокрема, каскаднi пiдходи до виявлення й автоматичного рефакторингу [10]. У
вiдповiдь на це в окремих роботах пропонуються рiшення, спрямованi на пiд-
вищення пояснюваностi моделей, адаптацiю до специфiки застарiлого коду та
створення вiдкритих еталонних бенчмаркiв. Такi iнiцiативи можуть стати осно-
вою для стабiльної iнтеграцiї ML-iнструментiв у практику модернiзацiї скла-
дних програмних систем.

Таким чином, сучасна наукова лiтература демонструє суттєвий прогрес у
використаннi ML-методiв для модернiзацiї ПЗ, але також виявляє низку неви-
рiшених проблем: вiд нестачi єдиних метрик i масштабованих бенчмаркiв до вiд-
сутностi узгодженої концептуальної рамки для порiвняння результатiв рiзних
дослiджень. Це створює об’єктивне пiдґрунтя для подальших робiт, спрямо-
ваних на формування узгодженої теоретичної та методичної бази модернiзацiї
програмних систем.

Виклад основного матерiалу. Бiльшiсть великих компанiй i державних
установ у фiнансовому, телекомунiкацiйному та промисловому секторах зали-
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шається залежною вiд монолiтних iнформацiйних систем, створених кiлька де-
сятилiть тому. Їхнiй програмний код спирається на застарiлi бiблiотеки, фра-
гментарнi оновлення та численнi ручнi модифiкацiї, що iстотно ускладнює за-
безпечення стабiльностi, масштабованостi та подальшого розвитку таких си-
стем. Технiчна документацiя переважно неповна або втратила актуальнiсть,
що створює додатковi труднощi пiд час модернiзацiї, тестування та iнтеграцiї
з сучасними технологiчними платформами. Унаслiдок цього знижується ефе-
ктивнiсть упровадження iнновацiйних методiв розроблення програмного забез-
печення та переходу до сучасних архiтектурних пiдходiв.

2. Характеристика проблемного поля. З часом в iнформацiйнiй системi
накопичився значний технiчний борг: численнi «запахи коду» (наприклад, на-
дмiрно великi класи чи дублювання функцiоналу) ускладнюють внесення змiн,
роблячи їх трудомiсткими та ризикованими. Монолiтна архiтектура створює
щiльнi мiжмодульнi залежностi, тому модифiкацiя окремого компонента може
призвести до збоїв у роботi цiлих пiдсистем, а кожен новий релiз вимагає ви-
соковартiсного регресiйного тестування. Це узгоджується з висновками [1], де
пiдкреслено, що глибокi iсторичнi шари коду значно ускладнюють його пiд-
тримку i унеможливлюють швидке оновлення за допомогою ручних методiв
рефакторингу. Додаткову складнiсть створює кадровий чинник: первиннi роз-
робники вже покинули компанiю, а новим спецiалiстам потрiбнi тривалi перiоди
адаптацiї для розумiння кодової бази. Окрiм цього, застарiла архiтектура пере-
шкоджає масштабуванню та ускладнює забезпечення безпеки.

Iснує низка вiдомих стратегiй модернiзацiї, проте кожна має вiдчутнi обме-
ження. Повне переписування системи («Big-Bang Rewrite») теоретично дозво-
ляє реалiзувати сучасну архiтектуру, однак вимагає багаторiчних iнвестицiй i
створює ризик тимчасового паралiчу бiзнес-процесiв у перiод до запуску нової
версiї. Поступовий пiдхiд за шаблоном «Strangler Fig» знижує ризики завдяки
етапному винесенню функцiональностi у мiкросервiси, однак вимагає трудо-
мiсткого аналiзу меж сервiсiв, написання тестiв i забезпечення сумiсностi. Як
зазначено в [2], ефективна декомпозицiя в мiкросервiси можлива лише за наяв-
ностi чiткої iнтерпретацiї меж сервiсiв, що стає складним без автоматизованих
iнструментiв аналiзу коду та залежностей. Традицiйний ручний рефакторинг
залежить вiд обмеженої кiлькостi експертiв, яким складно гарантувати сталiсть
стандартiв якостi та вiдслiдковувати вплив змiн на архiтектуру. Цi обмеження
також висвiтлено в [13], де наголошується, що масштабнi рефакторинговi про-
єкти без пiдтримки автоматизованих засобiв практично некерованi в умовах
складної архiтектури. У пiдсумку, такi пiдходи виявляються недостатньо мас-
штабованими для систем, що охоплюють сотнi тисяч або мiльйони рядкiв коду,
i тому зростає потреба в автоматизованих засобах, здатних зменшити наванта-
ження на людськi ресурси.

Методи машинного навчання пропонують ефективнi засоби пiдтримки мо-
дернiзацiї в кiлькох критичних напрямах. Кодовi трансформер-моделi (напри-
клад, CodeBERT чи GraphCodeBERT), доповненi доменними адаптерами, до-
зволяють iдентифiкувати архiтектурнi патерни та зони технiчного боргу, фор-
муючи прiоритетнi списки для рефакторингу. За результатами останнiх дослi-
джень точнiсть виявлення «запахiв коду» зростає на 10–15% для репозиторiїв
< 300 kLOC, але ефективнiсть на базах > 1 MLOC поки не доведена. Графовi
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нейроннi мережi (GNN), як-от MonoEmbed-GNN, аналiзують структуру коду та
пропонують природнi межi декомпозицiї у мiкросервiси, проте поки їх випро-
бувано лише на проєктах до 200 kLOC. Seq2Seq-моделi, наприклад CodeT5+ та
CodeT5-DA, трансформують код у сучаснi стилi або iншi мови програмування,
зберiгаючи семантичну точнiсть на функцiях до 200 рядкiв. Методи навчан-
ня з пiдкрiпленням (RL), такi як DeepREST, автоматично генерують тести,
пiдвищуючи покриття на 15–18 % у невеликих сервiсах. У сукупностi цi iнстру-
менти охоплюють повний цикл модернiзацiї (вiд дiагностики до трансформацiї
та верифiкацiї) й можуть суттєво зменшити тягар на команду розробки, але
потребують масштабних реплiкацiй, щоб пiдтвердити стiйкiсть результатiв у
промислових умовах. Систематизований огляд таких рiшень у [6] пiдтверджує
їх доцiльнiсть для архiтектурної трансформацiї у рядi промислових сценарiїв,
але з iстотними застереженнями щодо масштабу та домену.

Втiм, iнтеграцiя ML-рiшень не позбавлена складнощiв. LLM-моделi можуть
генерувати некоректний або нефункцiональний код особливо за наявностi до-
менного зсуву чи дефiциту якiсних даних. GNN-моделi iнодi створюють неста-
бiльнi варiанти декомпозицiї в разi неiнформативних або нерiвномiрно зваже-
них залежностей. Seq2Seq-пiдходи можуть породжувати синтаксично правиль-
нi, але семантично неточнi трансформацiї, що вимагає залучення розробника.
RL-моделi демонструють нестiйкiсть за неправильно визначеної функцiї вина-
городи, що веде до слабкого тестового покриття. Як наголошено в [1], обмеже-
ння у якостi даних та нестабiльнiсть генерацiї коду залишаються ключовими
бар’єрами для промислового застосування ML-моделей. Попри технiчнi викли-
ки, зберiгається проблема обмеженої пояснюваностi моделей, що знижує рiвень
довiри з боку бiзнесу. Водночас застосування ML зумовлює зростання сукупної
вартостi володiння системою (total cost of ownership, TCO), оскiльки потребує
додаткових ресурсiв на пiдтримку, адаптацiю та iнтеграцiю, що ставить пiд пи-
тання економiчну доцiльнiсть таких рiшень.

Незважаючи на згаданi обмеження, машинне навчання залишається перспе-
ктивним напрямом модернiзацiї програмного забезпечення. У ситуацiях, коли
монолiтнi застарiлi системи стримують розвиток IТ-iнфраструктури, а тради-
цiйнi методи модернiзацiї є занадто повiльними й затратними, ML-пiдходи вiд-
кривають шлях до швидшої, гнучкiшої та безпечнiшої трансформацiї. Вони да-
ють змогу автоматизувати аналiз, спростити декомпозицiю, забезпечити вери-
фiкацiю змiн i суттєво зменшити навантаження на iнженернi команди за умови
чiтко визначених меж зовнiшньої валiдностi та прозорих процедур контролю
якостi.

3. Методологiчнi основи впровадження ML у модернiзацiю. Мето-
дологiчнi засади iнтеграцiї методiв машинного навчання в життєвий цикл мо-
дернiзацiї iнформацiйних систем передбачають поетапне зiставлення типових
задач з вiдповiдними класами ML-моделей. Добiр моделей машинного навчан-
ня здiйснювався за трьома критерiями:

■ Спецiалiзацiя на програмному кодi та його структурi, що передбачає на-
вчання або адаптацiю моделей до домену програмного забезпечення;

■ Наявнiсть емпiрично пiдтверджених, вiдкрито опублiкованих результатiв
у контекстi задач модернiзацiї, зокрема на основi вiдкритих реалiзацiй або
бенчмаркiв;
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■ Функцiональна вiдповiднiсть етапам модернiзацiї, тобто здатнiсть моделi
розв’язувати завдання, пов’язанi з аналiзом, трансформацiєю або верифi-
кацiєю коду.

Основу аналiзу становить визначення вiдповiдного класу моделей для ко-
жного етапу (дiагностики технiчного стану, трансформацiї архiтектури та ве-
рифiкацiї змiн) та очiкуваний ефект вiд використання моделей.

Таблиця 1.
Узгодження завдань модернiзацiї з класами моделей ML та очiкуваними

результатами їх застосування

Завдання Клас
моделей

Технологiчне
рiшення

Чому обрано саме
цю модель

Очiкуваний
ефект

Перевiренi
альтер-
нативи

Виявлення
технiчного

боргу

Модифiкованi
трансформеннi

моделi
доповненi

доменним ада-
птером

GraphCode
BERT

Добре узагальнює
стилiстичнi шаблони

та графовий
контекст, а доменний

адаптер пiдвищує
точнiсть на дослi-

джуваному
репозиторiї

10–15 %
зростання
точностi
виявлен-

ня «запахiв
коду»

CodeT5+,
StarCoder-

Base,
PolyCoder,
DeepSmells

Декомпозицiя
монолiту

Графовi
нейроннi
мережi

MonoEmbed-
GNN

Враховує глобальну
структуру графа
викликiв, що дає
кращу модуляр-
нiсть (Modulari-

ty Score)

+15%
зростання
показника

модульностi

GIN-VN,
Graph2
Micro,

CodeGraph
BERT

Автоматична
мiграцiя ко-

ду

Seq2Seq
архiтектури

CodeT5+/
CodeT5-DA

Encoder-decoder
трансформує

послiдовнiсть токенiв
у цiльовий

стиль мови та
пiдтримує перевiрку

семантичної
еквiвалентностi

10–15 %
економiї

часу
на ручне

перенесення
функцiй

AlphaCode,
PLBART,
InCoder,

SantaCoder

Автоматична
генерацiя

тестiв

Навчання з
пiдкрiпленням

(RL)
DeepREST

Агент RL дозволяє
формулювати

покриття тестами
як функцiю
винагороди
й поступово

вдосконалювати
стратегiї

тест-генерацiї

15–20 %
зростання
покриття

тестами при
незмiнному

бюджетi
виконання

RLSQM,
CURE,

TestART

Очiкуванi ефекти наведено за опублiкованими експериментами 50-300 kLOC,
проте узагальнення на репозиторiї > 1 MLOC потребує додаткових дослiджень.

Для обґрунтованого впровадження ML-методiв у процес модернiзацiї недо-
статньо лише зiставлення моделей iз типами завдань. Необхiдно також визначи-
ти, за якими критерiями оцiнювати їх ефективнiсть у практичному застосуван-
нi. Це дає змогу контролювати якiсть виконання й реалiстично формалiзувати
очiкуванi результати. Нижче подано перелiк ключових метрик успiху, якi мо-
жуть слугувати орiєнтирами пiд час оцiнювання впливу ML-пiдходiв на рiзнi
етапи модернiзацiї.
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Таблиця 2.
Метрики успiху та їх пороговi значення в модернiзацiї ПЗ з використанням ML

Метрика Формула Порогове
значення

SES (Software
Evolution Score)

SES =
0,4*∆Coverage + 0,6*∆Modularity 0,15–0,45

∆TD (Change in
Technical Debt)

∆TD = (TD_before − TD_after) /
TD_before ≥ 10 %

∆MTTR
(Change in Mean
Time to Repair)

∆MTTR = (MTTR_before −
MTTR_after) / MTTR_before ≥ 10 %

Пояснення метрик:

■ ∆Coverage — прирiст рядкового або гiлкового покриття тестами пiсля змiн,
у вiдсотках.

■ ∆Modularity — змiна показника модульностi графа викликiв, у вiдсотках.
■ SES - iнтегральна метрика корпоративного рiвня, що комбiнує покриття та
модульнiсть. Коефiцiєнти 0,4 та 0,6 вiдображають середню вагу цих скла-
дникiв у трьох внутрiшнiх кейс-стадi; значення 0,15-0,45 вiдповiдає реально
досяжним приростам (≈ 15-20 % кожної складової).

■ ∆TD — вiдносне зменшення технiчного боргу (вимiрюється в людино-
годинах). Порогове ≥ 10 % узгоджується з медiаною промислових пiлотiв,
а > 20 % лишається цiллю.

■ ∆MTTR — вiдносне скорочення середнього часу на вiдновлення працезда-
тностi системи пiсля змiн. 10 % вважається мiнiмально вiдчутним ефектом,
а вищi значення залежать вiд автоматизацiї виробничого циклу.

Пороговi значення метрик SES, ∆TD i ∆MTTR залишаються робочими гi-
потезами, що ґрунтуються на оглядi вiдкритих кейсiв i внутрiшньому досвiдi
кiлькох компанiй. Вони не є нормативом i мають коригуватися пiд конкретний
домен, масштаб кодової бази й доступний бюджет iнфраструктури.

Попри наявнiсть формалiзованих метрик успiху, iнтеграцiя ML-рiшень у
процес модернiзацiї систем залишається складним i багатовимiрним завданням.
На практицi впровадження супроводжується низкою ризикiв (як технiчних, так
i органiзацiйних), що можуть iстотно вплинути на якiсть результатiв або навiть
зiрвати iнiцiативу. Нижче узагальнено типовi ризики, якi виникають пiд час
впровадження ML у задачах модернiзацiї, а також окреслено можливi шляхи
їхньої мiнiмiзацiї.

Таким чином, методологiчна iнтеграцiя машинного навчання в процес мо-
дернiзацiї iнформацiйних систем передбачає не лише вибiр моделей i визначення
метрик ефективностi, а й проактивне врахування супутнiх ризикiв з готовнiстю
до їхнього проактивного усунення. Зiставлення завдань iз вiдповiдними ML-
архiтектурами, застосування формалiзованих метрик успiху, а також iдентифi-
кацiя типових викликiв i способiв їх мiнiмiзацiї створюють основу для побудови
цiлiсної стратегiї впровадження рiшень штучного iнтелекту в практику модер-
нiзацiї. Це дає змогу забезпечити обґрунтованiсть рiшень, керованiсть процесу
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Таблиця 3.
Потенцiйнi ризики i стратегiї мiнiмiзацiї при застосуваннi ML у задачах

модернiзацiї

Ризик Технологiчне
рiшення Причина невдачi Стратегiя мiнiмiзацiї

Хибна
класифiкацiя

GraphCodeBERT +
LoRA

Неповнi тренувальнi
данi, доменний зсув

Донавчання на доменних
даних, вибiрках,
фiльтрацiя за

правилами, ручний аудит
згенерованого коду

Некоректна
декомпозицiя MonoEmbed-GNN Нерiвномiрна вага ребер,

мала вибiрка класiв

Нормалiзацiя ваг
зв’язкiв, перехресна

перевiрка декомпозицiї
на рiзних пiдсистемах,
фiльтрацiя за порогом

впевненостi

Порушення
семантичної

еквiвалентностi

CodeT5+ та
CodeT5-DA

Обмеження контексту
вхiдного коду,

недостатня перевiрка
семантики, перенавчання

на синтаксисi

Розширення
контекстного вiкна,

автоматична перевiрка
та тестування на

властивостях

Низьке покриття
тестами DeepREST RL

Невдала функцiя
винагороди, вiдсутнiсть
еталонного середовища

Переформулювання мети
навчання, поетапне

навчання, моделювання
середовища виконання

Пояснюванiсть
результатiв Усi моделi Вiдсутнiсть доступних

атрибутiв для пояснення

Використати методи
локальних i глобальних
пояснень (LIME, SHAP)
ведення журналу рiшень,

визначення зони
вiдповiдальностi моделей

Зростання
експлуатацiйних

витрат
Усi моделi Частi запити до моделей,

вiдсутнiсть кешування

Використання
полегшених мовних
моделей, пакетних
обробок запитiв,

офлайн-режим роботи
моделей, використання

економних GPU-серверiв.

трансформацiї та пiдвищення надiйностi отриманих результатiв у прикладному
середовищi.

4. Експериментальна оцiнка ефективностi ML-методiв у модернi-
зацiї. На основi проведеного аналiзу узагальнено досвiд застосування методiв
машинного навчання на ключових етапах модернiзацiї iнформацiйних систем.
Процес аналiзу охоплює три послiдовнi фази: аналiз, трансформацiю та вери-
фiкацiю. Для кожного етапу пiдiбрано вiдповiднi ML-моделi з урахуванням
їх функцiональних властивостей, а також оцiнено їхню практичну ефектив-
нiсть на основi релевантних метрик у робочих умовах. Моделi були протесто-
ванi на реальному програмному репозиторiї обсягом понад 850 тисяч рядкiв
Java/Python коду (≈ 850 kLoC), що дозволило оцiнити їхню ефективнiсть у
масштабному i практично значущому середовищi. Отриманi результати демон-
струють, що використання машинного навчання може суттєво пiдвищити рiвень
автоматизацiї та пришвидшити виконання завдань модернiзацiї.

4.1. Аналiз вхiдної системи. На цьому етапi головним завданням є ви-
явлення технiчного боргу, архiтектурних аномалiй та критичних залежностей
мiж модулями. Отриманi результати формують базу для прiоритезацiї змiн i
мiнiмiзацiї ризикiв.
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Таблиця 4.
Результати застосування ML-моделей на етапi аналiзу застарiлої системи

Завдання Технологiчне
рiшення Аргументацiя Результат

ефективностi

Виявлення
технiчного

боргу

GraphCodeBERT
+

LoRA-адаптер

Навчена на масштабному
корпусi коду; виявляє
дублювання, надмiрну

складнiсть i антипатерни, що
знижують пiдтримуванiсть

ΔTD ≈ 11–17%,
Maintainability
Index ≈ +13 %

Визначення
структурних
залежностей

MonoEmbed-
GNN

GNN Аналiзує граф викликiв
залежностей i класифiкує

вузли, що дозволяє
локалiзувати щiльнi кластери

та природнi межi мiж
модулями

ΔModularity ≈
+15-40 %

(0.38→0.53)

Пояснення метрик. ∆TD — вiдносне зменшення технiчного боргу; Maintai-
nability Index — iнтегральний показник пiдтримуваностi; ∆Modularity — прирiст
модульностi графа викликiв.

4.2. Трансформацiя архiтектури. Фаза трансформацiї охоплює авто-
матизований рефакторинг i переклад коду вiдповiдно до цiльової архiтектури.
Ключовою вимогою є збереження семантичної еквiвалентностi мiж вихiдною та
оновленою версiями.

Таблиця 5.
Результати застосування ML-моделей на етапi трансформацiї застарiлої

системи

Завдання Технологiчне
рiшення Аргументацiя Результат

ефективностi

Переписування
фрагментiв коду

CodeT5+ та
CodeT5-DA
(Seq2Seq)

Автоматично
транслює код на
iншу мову або

сучасний стиль,
гарантуючи
збереження

семантики (через
тести та

специфiкацiї)

Semantic Preservation
Rate (SPR) ≈ 0.88

±0.02, ΔMTTR ≈ 5-8 %
при SPR ≈ 0.88 та

ΔMTTR ≈ 8-11 % при
SPR ≈ 0.90

Пояснення метрики. Semantic Preservation Rate (SPR) — це показник, що
вiдображає частку коду, у якому пiсля трансформацiї повнiстю збережено фун-
кцiональну еквiвалентнiсть де вихiднi i цiльовi версiї мають однакову поведiнку
при iдентичному вхiдному наборi включно зi збереженням сигнатур та структу-
ри викликiв. ∆MTTR — це вiдносне скорочення середнього часу вiдновлення
системи внаслiдок зменшення кiлькостi та складностi помилок пiсля рефакто-
рингу.

4.3. Верифiкацiя змiн. Заключна фаза перевiряє, що модернiзована си-
стема зберiгає функцiональну стабiльнiсть. Автоматизоване тестування змен-
шує ризик регресiй i скорочує час випуску.

Пояснення метрик. ∆Coverage — це вiдносна змiна частки коду, охоплено-
го рядковим/гiлковим покриттям, пiсля автогенерацiї сценарiїв; F1-measure —
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Таблиця 6.
Результати застосування ML-моделей на етапi верифiкацiї змiн при

модернiзацiї застарiлої системи

Завдання Технологiчне
рiшення Аргументацiя Результат

ефективностi

Доповнення тестiв CodeT5-DA

Автоматично
генерує додатковi
модульнi тести на
основi сигнатур

методiв i
коментарiв,

розширюючи
покриття коду без

порушення
компiляцiї.

ΔCoverage ≈ +10-12 %,
Mutation Score ≈ +8-10
%, Compile Rate ≈ 97 %

Генерацiя тестiв DeepREST-RL

Генерує тести з
урахуванням

найбiльш
ризикованих

шляхiв
виконання,

оптимiзуючи
покриття

критичних гiлок
коду в умовах

обмежених
ресурсiв часу та

обчислень

ΔCoverage ≈ +15-18%,
F1-measure ≈ 0.84 ±0.02

узагальнений показник ефективностi автоматичної генерацiї тестiв, що поєднує
повноту (recall) i точнiсть (precision), i слугує iнтегральною метрикою якостi
згенерованих тестiв. Mutation Score — показує частку штучно внесених поми-
лок (mutants), якi були виявленi тестами, i вiдображає здатнiсть тестiв вияв-
ляти логiчнi помилки в кодi. Compile Rate — частка згенерованих тестiв, що
успiшно компiлюються без ручного виправлення, i характеризує стабiльнiсть
роботи моделi пiд час генерацiї коду тестiв.

Запропонований ланцюжок утворює логiчно зв’язаний цикл модернiзацiї вiд
первинного аналiзу технiчного боргу до фiнального етапу перевiрки внесених
змiн. У сукупностi на кейсi 850 kLOC це дало: ∆TD ≈ 15 %, ∆Modularity +0,15
п.п, ∆Coverage ≈ 15 %, ∆MTTR ≈ 6-9 %. Така комбiнацiя помiтно знижує
навантаження на команду, пiдвищує якiсть коду та скорочує загальний час мо-
дернiзацiї хоч її масштабованiсть на системах > 1 MLOC ще потребує пiдтвер-
дження.

4.4. Iнтегроване технiчне рiшення та експериментальна конфiгу-
рацiя. Для перевiрки ефективностi розробленого пiдходу створено iнтегрова-
ний конвеєр машинного навчання, який об’єднує етапи аналiзу, кластеризацiї,
рефакторингу, мiграцiї та тестування програмного коду. Конвеєр складається
з таких основних компонентiв: GraphCodeBERT, MonoEmbed-GNN, CodeT5+,
CodeT5 DA та DeepREST-RL. Кожна модель вiдповiдає за окрему фазу проце-
су модернiзацiї, забезпечуючи поступовий перехiд вiд виявлення проблем коду
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до його автоматичного вдосконалення.
Експериментальну частину проведено на двох промислових вiдкритих репо-

зиторiях: TensorFlow (≈880 тис. рядкiв коду на Python) i Apache Hadoop (≈872
тис. рядкiв коду на Java). Для аналiзу було використано репрезентативну ча-
стину вихiдного коду, що охоплює ключовi компоненти систем. Обидвi системи
характеризуються великою кiлькiстю тестiв, складною архiтектурою та добре
пiдтримуваною iнфраструктурою, що робить їх придатними для оцiнки мас-
штабованостi й вiдтворюваностi результатiв.

Етап 1. Аналiз технiчного боргу: На початковому етапi дослiдження
виконувалося виявлення технiчного боргу, дублiкатiв коду та циклiчних зале-
жностей у великих кодових базах Python i Java.

Для цього застосовано модель GraphCodeBERT, донавчену iз використан-
ням Low-Rank Adaptation (LoRA), що дозволило скоротити кiлькiсть оновлюва-
них параметрiв приблизно на 95 % порiвняно з повним fine-tuning. Такий пiдхiд
зменшив обчислювальнi витрати без втрати точностi.

Архiтектура моделi GraphCodeBERT побудована на основi RoBERTa-base з
додатковим компонентом Graph Guided Attention. Конфiгурацiя моделi вклю-
чала: 12 шарiв трансформера, 12 голiв уваги, hidden size = 768. Для LoRA
використано параметри: r = 8, б = 16, dropout = 0.05, що забезпечило баланс
мiж узагальнювальною здатнiстю моделi та стабiльнiстю градiєнтiв. Оптимiза-
цiя здiйснювалася методом AdamW (LR = 2×10−5, batch size = 8), навчання
тривало 8 епох до повної збiжностi без ознак перенавчання.

Python-проєкт TensorFlow:
Для Python-репозиторiїв TensorFlow модель GraphCodeBERT iз

LoRA-адаптацiєю аналiзувала графи викликiв (CG), гафи потоку даних (DFG)
та абстрактнi синтаксичнi дерева (AST) для iдентифiкацiї дублювання коду,
циклiчних залежностей i дiлянок iз пiдвищеною когнiтивною складнiстю. Сере-
днiй час навчання становив ≈10 годин GPU, а F1-мiра досягла 0,93, що свiдчить
про високу точнiсть виявлення технiчного боргу у Python-кодових базах.

Java-проєкт Apache Hadoop: Для Java-проєкту Apache Hadoop застосовано
аналогiчну конфiгурацiю GraphCodeBERT + LoRA. Модель обробляла пред-
ставлення коду у виглядi CFG, DFG i AST-графiв для виявлення дублiкатiв i
циклiчних залежностей мiж класами та пакетами. Середнiй час навчання склав
≈9,5 годин GPU, а F1-мiра - 0,92 (на валiдацiйнiй вибiрцi), що пiдтверджує ста-
бiльнiсть i переносимiсть пiдходу для рiзних мовних екосистем.

Узагальнення результатiв: Використання GraphCodeBERT iз
LoRA-адаптацiєю забезпечило:

■ високу якiсть виявлення технiчного боргу (F1 ≈ 0,92–0,93);
■ ефективне виявлення дублювання коду, циклiчних залежностей i складних
фрагментiв у великих кодових базах.

Отриманi результати пiдтверджують придатнiсть моделi
GraphCodeBERT+LoRA для використання у системах автоматизованого аудиту
якостi програмного забезпечення та як базового етапу подальшої архiтектурної
сегментацiї й рефакторингу коду.

Етап 2. Архiтектурна кластеризацiя: На другому етапi дослiдження
здiйснювалася структурна кластеризацiя архiтектури програмних систем iз ме-
тою виявлення внутрiшнiх залежностей мiж компонентами.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



160 О. Г. КОГУЧ, Я. М. МАТВIЙЧУК

Для цього застосовано модель MonoEmbed-GNN, яка поєднує тришарову
графову згорткову мережу (GCN 64 → 32 → 16) iз варiацiйним автоенкодером
(VAE) для зменшення розмiрностi простору ознак i формування стiйких вектор-
них представлень вузлiв. Вхiдними даними слугували графи викликiв (CG) i
графи потоку даних (DG), побудованi на основi абстрактного синтаксичного
дерева (AST) кожного модуля.

Python-проєкт TensorFlow:

■ Архiтектурна база та обсяг даних: Для TensorFlow згенеровано 37 400 ву-
злiв i 121 000 ребер, що вiдображає значну щiльнiсть внутрiшнiх залежно-
стей у кодовiй базi.

■ Конфiгурацiя моделi: MonoEmbed-GNN використовувала тришарову GCN
(64 → 32 → 16) з iнтегрованим варiацiйним автоенкодером, який оптимiзу-
вав латентний простiр вузлiв. Для кластеризацiї векторних представлень
застосовано нечiткий алгоритм Fuzzy C-Means iз параметрами k = 24, m =
1,8.

■ Результати: Модель виявила архiтектурно узгодженi групи компонентiв,
серед яких чiтко видiлилися пiдсистеми tensorflow/core, tensorflow/python
та iншi базовi модулi фреймворку. Досягнуто F1-мiри 0,75 ± 0,02, що на 6 %
вище вiд попереднiх результатiв (0,71), i забезпечено стабiльнiсть класте-
ризацiї при рiзних початкових умовах. Середнiй час виконання становив
1,9 години, що пiдтверджує високу ефективнiсть алгоритму для великих
графових структур.

Java-проєкт Apache Hadoop:

■ Архiтектурна база та обсяг даних: Для Hadoop побудовано 33 200 вузлiв
i 112 480 ребер, що вiдображає масштабнiсть мiжмодульних взаємозв’язкiв
у системi.

■ Конфiгурацiя моделi: Застосовано ту ж архiтектуру MonoEmbed-GNN
(GCN 64 → 32 → 16 + VAE). Для кластеризацiї векторних представлень
використано Fuzzy C-Means iз параметрами k = 20, m = 1,8.

■ Результати: Отриманi кластери коректно вiдтворили архiтектурну стру-
ктуру системи, чiтко виокремивши пiдсистеми hadoop/hdfs, hadoop/mapre-
duce та допомiжнi модулi ядра. Модель досягла F1-мiри 0,74 ± 0,02, що на
≈ 6 % вище за попереднi показники (0,70), i забезпечила стабiльну якiсть
кластеризацiї при рiзних вибiрках графових даних. Середнiй час виконан-
ня склав 1,7 години, що свiдчить про ефективнiсть обробки великих Java-
кодових баз.

Узагальнення результатiв: Модель MonoEmbed-GNN продемонструвала
здатнiсть формувати узгодженi векторнi представлення вузлiв i виявляти при-
хованi залежностi мiж модулями в обох типах проєктiв. Для TensorFlow i Hadoop
отримано порiвняннi результати (F1 ≈ 0,75 i 0,74 вiдповiдно), що свiдчить про
стабiльнiсть кластеризацiї незалежно вiд мови програмування чи структури
проєкту. Загалом пiдхiд забезпечує автоматичну архiтектурну сегментацiю без
ручного втручання чи додаткового налаштування гiперпараметрiв. Отриманi
кластери пiдтверджують архiтектурну цiлiснiсть i модульну декомпозицiю ве-
ликих систем, створюючи основу для подальшої автоматизацiї аналiзу та ево-
люцiйного монiторингу програмного забезпечення.
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Етап 3. Автоматичний рефакторинг i мiграцiя коду: На третьому ета-
пi експерименту дослiджувалася ефективнiсть автоматизованого рефакторин-
гу та адаптацiї програмного коду iз застосуванням трансформерних моделей
CodeT5+ i CodeT5 DA, що реалiзують архiтектуру encoder–decoder та пiдхiд
sequence-to-sequence. Конвеєр складався з двох етапiв: макроструктурний ре-
факторинг архiтектури (CodeT5+) та мiкрорiвнева адаптацiя тестiв (CodeT5
DA).

Python-проєкт TensorFlow:

■ CodeT5+ (макроструктурний рефакторинг): Модель CodeT5+ iз архiте-
ктурою encoder–decoder 12×12 (hidden size = 1024, 16 heads, ≈770 млн па-
раметрiв) навчалася на корпусi CodeSearchNet + TensorFlow subset. Пара-
метри навчання: epochs = 6, LR = 3×10−5, batch size = 4, час виконання
≈ 11 год GPU. Результати: скорочення циклiчних залежностей на 14 % та
збереження функцiональностi 98 %, що пiдтверджує здатнiсть моделi ефе-
ктивно виконувати структурну декомпозицiю та зменшувати мiжмодульнi
зв’язки без втрати працездатностi.

■ CodeT5 DA (мiкрорiвнева адаптацiя тестiв): Модель CodeT5 DA (архiте-
ктура T5-base, 220 млн параметрiв, hidden size = 768, 12 heads) навчалася
на корпусi Methods2Test + Defects4J + TensorFlow tests. Параметри навча-
ння: epochs = 5, LR = 2×10−5, batch = 4, GPU-час ≈ 5 год. Результати:
пiдвищення тестового покриття з 56 % до 66 %, line coverage +19 %, mutati-
on score +15 %. Це демонструє пiдвищення надiйностi тестiв i зменшення
кiлькостi потенцiйних дефектiв пiсля автоматичного редизайну коду.

Java-проєкт Apache Hadoop:

■ CodeT5+ (макроструктурний рефакторинг): Модель CodeT5+ iз тiєю ж
архiтектурою encoder–decoder 12×12 (hidden size = 1024, 16 heads, ≈770
млн параметрiв) навчалася на корпусi CodeSearchNet + Hadoop subset. Па-
раметри навчання: epochs = 6, LR = 3×10−5, batch = 4, GPU-час ≈ 12 год.
Результати: скорочення циклiчних залежностей на 12 % при збереженнi
функцiональностi 98 %, що свiдчить про стабiльну узагальнюванiсть моде-
лi для мов iз суворою типiзацiєю.

■ CodeT5 DA (мiкрорiвнева адаптацiя API i тестiв): Модель CodeT5 DA (ар-
хiтектура T5-base, 220 млн параметрiв, hidden size = 768, 12 heads) на-
вчалася на корпусi Methods2Test + Defects4J + Hadoop tests. Параметри
навчання: epochs = 5, LR = 2×10−5, batch = 4, GPU-час ≈ 4,8 год. Резуль-
тати: пiдвищення тестового покриття з 55 % до 64 %, line coverage +18,6 %,
mutation score +16,4 %, що пiдтверджує ефективнiсть моделi для адаптацiї
тестiв у великих Java-кодових базах.

Узагальнення результатiв: Комбiнацiя CodeT5+ i CodeT5 DA забезпечила
повноцiнний конвеєр автоматичного рефакторингу та мiграцiї коду. CodeT5+
виконує макроструктурну оптимiзацiю, зменшуючи циклiчнi залежностi в се-
редньому на ≈13 % при збереженнi функцiональностi 98 %, тодi як CodeT5 DA
реалiзує мiкрорiвневу адаптацiю, забезпечуючи прирiст тестового покриття ≈
+10 %, line coverage ≈ +18–19 % та mutation score ≈ +15 %. У середньому пiсля
адаптацiї тестове покриття обох проєктiв становило 65–66 %, що пiдтверджує
ефективнiсть запропонованого пiдходу для Python - та Java-екосистем.
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Етап 4. Генерацiя тестiв i валiдацiя: На фiнальному етапi проведено iн-
теграцiю моделей CodeT5 DA та DeepREST-RL з метою автоматичного створен-
ня та оновлення тестiв у системах TensorFlow i Apache Hadoop. Така комбiнацiя
забезпечила завершений цикл перевiрки функцiональностi, охоплюючи юнiт та
iнтеграцiйний рiвнi тестування, поєднуючи генеративнi можливостi трансфор-
мерiв iз оптимiзацiйними механiзмами навчання з пiдкрiпленням.

Python-проєкт TensorFlow:

■ CodeT5 DA (генерацiя юнiт тестiв): Модель CodeT5 DA (T5-base, hidden
size = 768, 12 heads) використовувалася для генерацiї pytest-тестiв на основi
iснуючих юнiт-наборiв пiсля попереднього рефакторингу. Параметри навча-
ння: epochs = 5, batch = 8, LR = 2×10−5, середнiй GPU-час ≈ 3 год. Було
досягнуто compile rate 95 %, що вказує на високу коректнiсть синтакси-
су згенерованих тестiв. Результати показали line coverage +18 % i mutation
score +15 %, що демонструє ефективне охоплення логiки коду та зменшення
кiлькостi прихованих дефектiв.

■ DeepREST-RL (генерацiя iнтеграцiйних тестiв): Модель DeepREST-RL, по-
будована на архiтектурi Deep Q-Network (256–128–64) з параметрами 𝛾 =
0.99, 𝛼 = 1e−4, використовувалася для генерацiї та оптимiзацiї тестiв на
основi iснуючих iнтеграцiйних сценарiїв. Вона навчалася на TensorFlow
Serving REST API (∼180 end-points) протягом 500 000 епiзодiв. Було отри-
мано branch coverage +12 % i mutation score +10 %. Пiдсумкове загальне
покриття коду становило ≈78 %.

Java-проєкт Apache Hadoop:

■ CodeT5 DA (генерацiя юнiт тестiв): Модель CodeT5 DA (T5-base, hidden
size = 768, 12 heads) використовувалася для генерацiї JUnit-тестiв на основi
iснуючих юнiт-наборiв пiсля попереднього рефакторингу. Параметри на-
вчання: epochs = 5, batch = 8, GPU-час ≈ 3 год. Було досягнуто compile
rate 94 %, що вказує на високу стабiльнiсть i синтаксичну узгодженiсть те-
стiв. Результати показали line coverage +18 % i mutation score +16 %, що
пiдтверджує узгодженiсть i сталiсть тестових сценарiїв пiсля структурних
змiн.

■ DeepREST-RL (генерацiя iнтеграцiйних тестiв): Модель DeepREST-RL, по-
будована на архiтектурi Deep Q-Network (256–128–64) з параметрами 𝛾 =
0.99, 𝛼 = 1e−4, використовувалася генерацiї та оптимiзацiї тестiв на осно-
вi iснуючих iнтеграцiйних сценарiїв. Вона навчалася на Hadoop REST API
(∼150 end-points) протягом 500 000 епiзодiв. Було отримано branch coverage
+13 % i mutation score +11 %. Пiдсумкове загальне покриття коду стано-
вило ≈77 %.

Узагальнення результатiв: Iнтеграцiя CodeT5 DA та DeepREST-RL сфор-
мувала автоматизований механiзм розширення тестових наборiв, який поєднує
генеративну адаптацiю тестiв на рiвнi вихiдного коду та пошук оптимальних
послiдовностей для iнтеграцiйного рiвня. Було отримано стiйке покращення по-
казникiв тестового покриття: Line coverage до +18 %, Branch coverage до +12-13
%, Mutation score до +15-16 %.

Пiсля завершення всiх етапiв загальне тестове покриття досягло ≈72 % для
TensorFlow i ≈70 % для Hadoop. Це пiдтверджує ефективнiсть iнтегрованого
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конвеєра моделювання, який об’єднує рефакторинг, кластеризацiю та генерацiю
тестiв у єдину автоматизовану систему пiдвищення якостi коду.

Середовище виконання: Усi експерименти виконувалися в контейнери-
зованому середовищi Docker, що забезпечувало повну iзоляцiю залежностей.
Для побудови середовища використано офiцiйний образ pytorch/pytorch:1.9.0-
cuda11.1-cudnn8 на операцiйнiй системi Ubuntu 22.04 LTS.

Кодова база складалася з двох основних стекiв - Python 3.9 i Java JDK 17
та похiдних бiблiотек дослiджуваних проектiв та технологiчних рiшень запро-
понованих у статтi. Для забезпечення статистичної узгодженостi експериментiв
усi псевдовипадковi генератори були фiксованi на однакових seed-параметрах
42. Це дало змогу мiнiмiзувати стохастичну варiативнiсть результатiв мiж по-
вторними запусками.

Обчислення проводилися на кластерi з чотирьох графiчних процесорiв NVI-
DIA A100 (40 GB VRAM кожен) та 256 GB оперативної пам’ятi. Завдяки такiй
конфiгурацiї стало можливим паралельне виконання кiлькох моделей у межах
одного конвеєра, зокрема одночасне навчання GraphCodeBERT i MonoEmbed-
GNN, паралельне тестування CodeT5 DA та DeepREST-RL. Для контролю вер-
сiй використовувалися Git-репозиторiї з повними Dockerfile-описами та YAML-
конфiгурацiями, що мiстили гiперпараметри навчання, специфiкацiю датасетiв
i контрольнi точки збереження моделей.

5. Тенденцiї розвитку та нерозв’язанi питання в пiдходах до модер-
нiзацiї. Попри значнi досягнення в адаптацiї ML-моделей до завдань модернi-
зацiї застарiлого програмного забезпечення, поточна практика свiдчить про по-
ступове формування обмеженого але стабiльного ядра технiк, що демонструють
ефективнiсть на рiзних етапах процесу модернiзацiї. Цi методи охоплюють дi-
агностику технiчного боргу, структурну декомпозицiю, автоматизовану транс-
формацiю коду та верифiкацiю змiн. Наявнiсть кiлькiсних результатiв, форма-
лiзованих метрик та пiдтвердженої працездатностi в експериментальних сцена-
рiях дозволяє розглядати їх як основу для побудови типових ML-ланцюжкiв
у задачах трансформацiї. Нижче подано узагальнення таких рiшень, якi вже
можуть слугувати вiдправною точкою для iнженерних команд у практицi ав-
томатизованої модернiзацiї.

5.1. Сформоване дослiдницьке ядро.
■ Налаштована модель GraphCodeBERT iз доменною адаптацiєю LoRA ви-
являє «запахи коду» у середньому на 10–15 % точнiше, що веде до змен-
шення технiчного боргу на 11–17 % та пiдвищення iндексу пiдтримуваностi
коду на 13 %.

■ Графовi нейроннi мережi MonoEmbed-GNN, якi аналiзують граф викликiв
залежностей, пiдвищують модульнiсть з 0,36 до 0,53, полегшуючи виокрем-
лення сервiсiв i пiдвищуючи когерентнiсть компонентiв пiд час переходу до
мiкросервiсної архiтектури.

■ Модель CodeT5+ зберiгає змiст коду на рiвнi 88 % (функцiї ≤ 200 LOC)
та скорочує середнiй час вiдновлення системи на 6–9 %, доводячи ефектив-
нiсть автоматизованого переписування коду зi збереженням бiзнес-логiки.

■ Модель CodeT5-DA автоматично генерує додатковi модульнi тести на осно-
вi сигнатур методiв i коментарiв, що пiдвищує покриття коду (∆Coverage ≈
+10-12 %) i якiсть тестiв (Mutation Score ≈ +8-10 %) при високiй стабiль-
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ностi компiляцiї (Compile Rate ≈ 95 %).
■ Агент на основi DeepREST-RL, навчений iз пiдкрiпленням, пiдвищує те-
стове покриття на 15-18 % при iнтегральному F1-measure≈ 0,84, зосереджу-
ючи перевiрку на найбiльш ризикованих гiлках виконання та скорочуючи
потребу в ручному тест-дизайнi.

■ Iнтегральна метрика ефективностi модернiзацiї SES у промислових пiло-
тах досягає 0,15–0,45 (орiєнтовно), зниження технiчного боргу ≥ 10 % i
скорочення часу вiдновлення системи ≥ 10 % формують базовi орiєнтири
для оцiнювання ML-пiдходiв i управлiння якiстю змiн та розглядаються як
реалiстичнi робочi пороги.

Незважаючи на обнадiйливi результати, досягнутi завдяки застосуванню су-
часних ML-пiдходiв на рiзних етапах модернiзацiї, низка важливих питань за-
лишається вiдкритою. Ефективнiсть уже апробованих моделей часто залежить
вiд контексту їх застосування, масштабiв системи, якостi вихiдних даних та рiв-
ня iнтеграцiї у виробничi процеси. Подальше вдосконалення пiдходiв потребує
вирiшення низки концептуальних, методичних i практичних викликiв, якi впли-
вають як на точнiсть i стабiльнiсть рiшень, так i на їхню вартiсть, масштабова-
нiсть i пояснюванiсть. У цьому роздiлi окреслено ключовi напрями для подаль-
ших дослiджень, необхiдних для досягнення бiльшої зрiлостi ML-технологiй у
сферi програмної модернiзацiї.

5.2. Вiдкритi питання та перспективи для подальших дослiджень.

■ Необхiдно кiлькiсно перевiрити як застосування методiв пояснюваностi
(LIME, SHAP) впливає на швидкiсть i якiсть ревю коду та рiвень довiри до
ML-рiшень.

■ При показнику збереження семантики частина функцiональної еквiвален-
тностi все ще губиться. У критичних модулях потрiбнi формальнi методи
та специфiкацiї на додачу до тестiв.

■ Точнiсть мовних моделей знижується на нетипових легасi-фрагментах ко-
ду, потрiбнi валiдованi стратегiї донавчання на малих доменних корпусах
та перевiрка узагальнюваностi.

■ Вiдсутнiсть чiтких показникiв готовностi до промислового впровадження
ускладнює прийняття рiшень щодо розгортання нових компонентiв у ре-
альному середовищi.

■ Своєчасне виявлення збоїв потребує сценарiїв проактивної iн’єкцiї поми-
лок та безперервного монiторингу цiлiсностi моделей у режимi реальної
експлуатацiї.

■ На великих базах коду ефективнiсть чинних методiв знижується. Потрiбнi
iнкрементальнi та потоковi моделi, якi здатнi зберiгати точнiсть пiд час
обробки мiльйонiв рядкiв.

■ Зростання iнфраструктурних витрат висуває вимогу дослiдити створення
спрощених моделей без значної втрати точностi i порiвняти точнiсть та
ресурси у реальних умовах, щоб обґрунтувати вартiсть ML-рiшень (TCO).

Таким чином, наведенi результати окреслюють стiйке дослiдницьке ядро
ML-практик для модернiзацiї та водночас акцентують на критичних прогали-
нах, вирiшення яких стане ключовим фактором наступного етапу еволюцiї пiд-
ходiв.
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6. Висновки. У роботi здiйснено комплексне узагальнення та критичний
аналiз пiдходiв до використання методiв машинного навчання в процесах мо-
дернiзацiї компонентiв складних iнформацiйних систем. Отриманi результати
пiдтверджують, що поєднання алгоритмiв аналiзу, трансформацiї та перевiрки
коду на основi машинного навчання забезпечує пiдвищення рiвня автоматизацiї
та об’єктивностi рiшень пiд час технiчного оновлення програмного забезпечен-
ня.

Науковi результати:

■ Удосконалено пiдхiд до оцiнювання ефективностi використання техноло-
гiй машинного навчання у завданнях модернiзацiї програмних систем шля-
хом упровадження кiлькiсних показникiв, що характеризують зменшення
технiчного боргу (∆TD), змiну модульностi (∆Modularity) та скорочення
середнього часу вiдновлення працездатностi (∆MTTR) пiсля модифiкацiй.

■ Експериментально пiдтверджено доцiльнiсть iнтеграцiї моделей попере-
днього навчання, графових нейронних мереж i пiдкрiпленого навчання для
реалiзацiї повного циклу модернiзацiї - вiд виявлення проблемних фрагмен-
тiв до верифiкацiї результатiв перетворень.

■ За результатами випробувань на промислових репозиторiях встановлено,
що використання розробленого пiдходу сприяє зменшенню технiчного боргу
в середньому на 11–17 %, пiдвищенню модульностi до +0,15 п.п та збiль-
шенню тестового покриття на 15–18 п.п.

Практичнi результати:

■ Реалiзований пiдхiд дає змогу зменшити витрати на технiчну пiдтримку,
скоротити час модернiзацiї програмних систем i пiдвищити надiйнiсть змiн
без необхiдностi їхнього повного перепроектування.

■ Запропонованi показники оцiнювання ефективностi можуть використову-
ватись як iнструмент контролю якостi в проєктах з технiчного оновлення
та як основа для ухвалення управлiнських рiшень.

■ Розроблена методика придатна для поступового переходу вiд монолiтних
до мiкросервiсних архiтектур iз контрольованими ризиками втрати праце-
здатностi та сумiсностi компонентiв.

■ Практичнi результати впровадження свiдчать про потенцiал застосування
машинного навчання як iнженерного iнструменту для пiдвищення техно-
логiчної зрiлостi пiдприємств у контекстi цифрової трансформацiї.

Подальший розвиток тематики доцiльно спрямувати на масштабування роз-
роблених рiшень для систем обсягом понад один мiльйон рядкiв коду, удоско-
налення механiзмiв пояснюваностi моделей, кiлькiсне оцiнювання економiчної
ефективностi впровадження та розроблення критерiїв готовностi до промисло-
вої експлуатацiї таких технологiй. Це створить передумови для формування
сталої методологiї використання машинного навчання у процесах модернiзацiї
програмного забезпечення та зниження технологiчного боргу у великих iнфор-
мацiйних системах.
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Kohuch O. H., Matviychuk Y. M. Machine learning methods in software com-
ponents modernization of complex information systems.

A significant number of modern public and private organizations rely on information
systems built on technologies of previous generations, incorporating software components
created decades ago. These systems remain critical for business operations. However, their
maintenance and modernization demand substantial human, time, and financial resources.
Traditional modernization approaches often prove excessively time-consuming, difficult to
manage, and associated with high levels of risk. This situation creates a need for new tech-
nological solutions that can reduce costs and accelerate transformation processes without
compromising reliability.

Machine learning methods emerge as a promising tool capable of partially automating
key stages of software modernization. The article systematizes current areas of ML applica-
tion: from diagnosing the technical state and detecting hidden dependencies in the codebase
to automated rewriting of individual modules and testing updated fragments. Particular
attention is devoted to analyzing the strengths and limitations of these approaches, as
well as the technological and practical challenges accompanying their implementation. It
is shown that the effectiveness of ML solutions is directly determined by the scale of the
system and the quality of available data.

The study is based on theoretical analysis and practical evaluation of ML effective-
ness. Special emphasis is placed on issues of integrating such technologies into workflows,
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adapting programming teams to the new paradigm, and prospects for further research
in this area. Formalized metrics for objectively assessing modernization success are also
considered.

The research demonstrates that a comprehensive combination of modern ML methods
with proven traditional approaches reduces the costs of maintaining legacy systems and
ensures a gradual transition to modern architecture, if risks are carefully managed and
results validated. This approach can serve as a foundation for a scalable and sustainable
strategy of digital transformation for organizations.

Keywords: legacy monolithic systems, modernization of monolithic systems, machine
learning in system modernization, automation of software modernization.
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DEVELOPMENT OF MULTI-TIMEFRAME MACHINE
LEARNING-BASED DECISION SUPPORT SYSTEMS FOR

ALGORITHMIC FOREX TRADING

The effectiveness of decision support systems (DSS) in the foreign exchange market
(FOREX) critically depends on the selected timeframe and machine learning objective
function (ML-objective). The need to determine the optimal combination of these factors
determines the relevance of this study. The aim of the work is to develop and conduct a
comparative analysis of the performance of three DSS architectures (Systems A, B and C)
to establish the optimal mathematical formulation of the market forecasting problem.

Three architectures were implemented: System A is based on regression forecasting;
System B uses classification based on features of a single timeframe (15M); System C uses
classification using multi-timeframe features. The models were trained on historical data,
and their effectiveness was verified by backtesting on an independent (OOS) data set.

The impact of multi-timeframe features and ML-objective on DSS performance for the
XAU/USD asset was studied. According to the results of the comparative analysis, System
C demonstrated exceptional results, surpassing other architectures: the total return was
3283.69%, and the maximum drawdown was only 2.07%. Prospects for further research
include: developing an integrated risk management methodology based on ML models;
implementing early position closing mechanisms (in particular, Trailing SL); and improving
the DSS to compensate for model degradation.

Keywords: algorithmic trading, FOREX, Machine Learning, Forecasting, Classification,
LSTM.

1. Introduction. Global Financial Markets serve as the primary engine for capital
allocation. The challenges associated with these markets involve high-dimensional
time-series, positioning them among the most challenging tasks in modern compu-
tational science. The Foreign Exchange (FOREX) market, being the largest and
most liquid of all global markets, is fundamental to the stability and operation of
the global system.

While traditional methodologies, such as technical analysis (TA) and funda-
mental analysis (FA), remain industry standards – they often result in subjective
and heuristic frameworks rather than deterministic decision-making systems [1].
ML-models that are built on basis of TA and FA, allowing them to retain their
explanatory power, while mitigating inherent human limitations. Unlike humans,
autonomous ML systems do not require rest, are devoid of subjectivity and emo-
tional bias, and can be trained on substantial amount of data. Furthermore, they
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can be rigorously backtested and iteratively optimized, which is significant advan-
tage over discretionary systems. As a result, algo-trading based on ML models has
gained widespread adoption.

The object of the study is non-stationary financial time-series data of foreign
Exchange Market (FOREX), specifically represented by OHLC. The subject of the
study is the influence of ML objective function on the practical efficiency and utility
of automated trading decision support systems.

A significant body of research has explored quantitative models and methods in
financial markets. Nevertheless, these studies often focus predominantly on forecast-
ing and neglect the classification approach. Even in instances where classification
models are proposed, their comparison with regression-based forecasting models is
often overlooked. When developing these models, researchers typically prioritize
minimizing continuous error metrics such as Root Mean Squared Error (RMSE).
Moreover, these works often fail to pay sufficient attention to multi-timeframe anal-
ysis. Even though, multiple studies demonstrate that models with lower RMSE do
not always yield commensurately higher trading returns or better risk management
[2–4]. Moreover this objective is fundamentally misaligned with main practical goal
of trading. Our work is focused on investigating the underlying correlation between
ML objective function and model performance. Additionally, we explore the impact
of multi-timeframe features on efficiency. By analyzing the effectiveness of these
three distinct systems, we aim to provide a more nuanced understanding of their
predictive capabilities. This paper will delve into the comparison of three distinct
decision support systems: System A, which utilizes a forecasting model as signal
generator; System B, which employs classification model with single time-frame fea-
tures, System C, which employs classification model with multi-timeframe features.

The purpose of this work is to develop and comparatively analyze the perfor-
mance of three distinct algorithmic trading decision-support systems (A, B, and C)
to determine the optimal mathematical framing of the market prediction problem.

To achieve the purpose of the work, the following problems shall be solved:

– create, and preprocess the datasets;
– design, implement and train machine learning models;
– develop and integrate decision-support system prototypes;
– conduct comprehensive backtesting, performance evaluation, and comparative
analysis.

2. Problem Statement. Let the multi-variate time series of market data be
represented as 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑇}, where 𝑥𝑖 ∈ R𝑛 (𝑛 features).

A single trade can be modeled as a decision function 𝑓 that processes the m most
recent observations and outputs a discrete action: 𝑎𝑡𝑖 = 𝑓

(︀
𝑥𝑡𝑖−𝑚

, 𝑥𝑡𝑖−𝑚+1
, . . . , 𝑥𝑡𝑖−1

)︀
.

Where the set of possible discrete actions is 𝐴 = {−1, 0, 1}, 𝑎𝑡𝑖 ∈ 𝐴. Specifically:
−1 — corresponds to a signal to open short position, 0 — signals a null action (do
nothing), and 1 — signals the opening of a long position.

The outcome of a single trade depends on action 𝑎𝑡𝑖 (entry at 𝑡𝑖, exit at 𝑡𝑖 +
+ 𝑘𝑖) and the subsequent market data: 𝑥𝑡𝑖 , 𝑥𝑡𝑖+1

, . . . , 𝑥𝑡𝑖+𝑘
. The outcome function

𝑔 maps action and future data to the resulting trade value (profit/loss): 𝑟𝑡𝑖 =
= 𝑔 (𝑎𝑡𝑖 , 𝑥𝑡𝑖 , 𝑥𝑡𝑖+1, . . . , 𝑥𝑡𝑖+𝑘𝑖), where 𝑟𝑡𝑖 is the return for the trade initiated at time
𝑡𝑖, and 𝑔 : 𝐴× (R𝑛)* → R.
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Total performance metric is defined as function ℎ, aggregating the results of all
trades taken over the observation window: 𝑃 = ℎ (𝑟𝑡1 , 𝑟𝑡2 , . . . , 𝑟𝑡𝑁 ).

Where 𝑃 represents the overall profitability or a risk-adjusted return metric.
Therefore the goal is to maximize the performance metric 𝑃 by optimizing the
decision function 𝑓 :

𝑚𝑎𝑥
𝑓∈𝐹

𝑃 = ℎ
(︁

(𝑔 (𝑓 (𝑥𝑡𝑖−𝑚, 𝑥𝑡𝑖−𝑚+1, . . . , 𝑥𝑡𝑖−1) , 𝑥𝑡𝑖 , 𝑥𝑡𝑖+1, . . . , 𝑥𝑡𝑖+𝑘𝑖))
𝑁
𝑖=1

)︁
,

where 𝐹 ⊆ {𝑓 : (R𝑛)𝑚 → 𝐴}.
Consequently the research objective is to construct the optimal model and deci-

sion making system that maximizes the defined performance metric.
3. Review of the literature. Studies [5, 6] have investigated the application

of GRU, RNN, LSTM to financial time-series forecasting. However, this body of
work focused strictly on improving predictive accuracy, and did not prioritize the
real-world trading metrics.

Subsequent research has compared ARIMA and LSTM [7], examined different
architectures, including Random Forest and LSTM [8], and evaluated novel struc-
tures like single versus dual LSTM [9]. Critically, all of these studies [7–9] primarily
assess performance solely in terms of minimizing predictive error, a methodology
which is demonstrably insufficient.

As evidenced by numerous investigations [2–4], the RMSE is and inherently
deficient metric for evaluating trading models. Because it fails to accurately reflect
practical trading objectives [2, 4], overlooks profitability and directionality [2, 4],
and is highly susceptible to market noise [3].

While minority of studies [10, 11] have explored use of classification framework
instead of forecasting. It lacks direct comparative analysis between the regression
and classification methodologies.

This necessitates exploring correlation between ML objective function and model
performance in algorithmic trading. Our study will compare: System A would use
forecasting model as signal generator, System B would use classification model with
single time-frame features, System C would use classification model with multi-
timeframe forecasting features.

4. Materials and Methods. LSTM model. Long Short-Term Memory
(LSTM) networks [9] are a type of neural network that is capable of learning from
long sequences of data. LSTMs have memory that helps them remember important
information from past data. This allows them to build connections on how past
events impact future.

LSTM has forget gates, input gates, and output gates. These gates control how
information flows inside the LSTM’s memory. LSTM can decide which information
to keep, which to forget, and how to combine it with new data to make better
predictions.

Normalization is used to bring data to a common scale. In this study, the min-
max technique (1) was employed:

𝑥′ =
𝑥− 𝑥min

𝑥max − 𝑥min

. (1)

All development were done using Python [12]. Python is high-level programming
language that is industry standard for Machine Learning. It became industry stan-
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dard because it’s easy to read with simple syntax and rich ecosystem of libraries that
utilizing C++ for performance. Pandas library was used for data storing, manip-
ulation, cleaning. For ML-models were used TensorFlow / Keras [13]. Matplotpib
was used for visualisation.

5. Experiments.
1. Datasets.
The primary financial asset investigated was XAU/USD.
We trained regression LSTM model for System A on Dataset A, which consists

of 124 176 rows. It was gathered from the finance.yahoo.com website.
Dataset A was collected on 15 minutes time-frame. And includes data for time

period from 01 January 2020 to 31 December 2024. Dataset has 8 columns. First
column labeled as Date Time serving as an index. The following four columns
labeled as Open, High, Low, Close were used as input features.

We trained classification LSTM models (System B and System C) on dataset of
trades. Let’s call it Dataset B. Dataset B were data-mined from Dataset A.

Dataset B consists of 124 176 rows. And following columns: Entry time — time
when trade was entered, also serving as an index; entry price; open; high; low;
close; exit time — time when trade was closed; direction — direction of trade(either
1(Long) or -1 (Short)); exit price — price when trade was closed; win — binary
outcome; profit — return magnitude. All columns except typed as “datetime”, win
and profit — are features. Win — is target variable.

Data were normalized to a range of [0, 1] using the Min-Max normalization
technique as shown in (1).

All datasets were divided into In Sample (IS) — used for training and tuning
of model and Out of Sample (OOS) — used for evaluation of model (backtesting).
IS includes data for time period from 01 January 2020 to 31 December 2023. OOS
includes data for time period from 01 January 2024 to 31 December 2024. IS were
divided into training set (first 70% rows) and test set (last 30% rows).

2. Scheme of experiment.
Gathering Dataset A. Dataset A was acquired by utilizing “yfinance” Python

library.
Creating Dataset B. Dataset B was generated through a data-mining process

applied to the raw price data of Dataset A. For each data point, a hypothetical trade
was initiated with predefined SL equal 2 × ATR and TP equal 6 × ATR. Initial
direction was selected randomly. The outcome of each trade—recorded as either
a win or loss—was then documented, and the process advanced to the subsequent
data point.

System A. Dataset A was utilized to train a forecasting model based on LSTM
architecture as referenced in [1]. The model implementation was conducted using
TensorFlow library.

Decision Support System A was subsequently developed to utilize Model A as
signal source. On the first tick of each bar Model A generates a prediction for high
low and close of this bar based of prior bars. Based on this forecasted price data
system executes one of three discrete actions: “Enter Long”, “Enter Short” or “Does
nothing”.

System B. As a preparatory step, Dataset B was enriched with and array of
trend, momentum, and volatility indicators derived from the 15-minute OHLC data.
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Subsequently, an LSTM classification model (Model B) was trainedon this aug-
mented dataset. Early Stopping was employed to mitigate risk of overfitting.

Decision Support System B uses model B as its signal source. At the beginning
of each bar all features are passed to the Model B. To determine the directional
action, Model B performs two separate classifications (one for Long and one for
Short), yielding a probability of success (P) for each direction.

The activation rule is governed by a confidence threshold (Θ). If the probability
of a win exceeds the threshold for only one direction, a trade is initiated in that
direction. If the probability of a win exceeds the threshold for both directions, the
trade is opened in the direction with the higher probability. If the probability of a
win falls short of the threshold for both directions, the system executes a null action
(does nothing).

The theoretical minimum threshold, derived via Expected Value optimization
given our risk-to-reward ratio of 1:3, is 0.25. However, to ensure robust perfor-
mance accounting for transaction costs, model uncertainty, and risk-adjusted re-
turns, a conservative threshold of 0.5 was selected. This choice optimally balances
the trade-off between expected return and variance: a lower threshold would signifi-
cantly increase position variance and exposure to unnecessary risk, whereas a higher
threshold would unacceptably diminish the opportunity set. The Stop Loss (SL)
and Take Profit (TP) levels are set identically to the parameters utilized during the
generation of Dataset B.

System C. System C represents an architectural extension of System B, devel-
oped with an identical modeling approach but with a significantly expanded feature
set. System C incorporates features calculated based on the current 15-minute
timeframe in conjunction with technical indicators derived from higher timeframes
(1-Hour and 4-Hour).

Implementing Backtesting framework. The specific computational require-
ments of this comparative analysis necessitated the development of a proprietary
backtesting framework. Existing backtesting solutions were insufficient due to per-
formance limitations and an inability to incorporate the non-standard architectures
of Systems B and C.

Upon completion of all prerequisite, backtesting was executed on OOS data.
All system simulations were initialized with initial balance of $100,000 and fixed
Risk-Per-Trade of 0.5%.

6. RESULTS. Table 1 presents the results obtained for the Systems A,B and
C on OOS.

Table 1.
DSS backtesting results

System A System B System C
Final Balance $109,083.41 $207,275.17 $3,383,686.07
Total Return 9.08% 107.28% 3283.69%

Win Rate 45.98% 38.66% 67.08%
Profit Factor 1.18 1.03 4.87

Max Drawdown 5.76% 66.91% 2.07%

In Figures 1-3 compared results of each of Systems A, B and C.
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Figure 1. Equity curve, drawdown, trade returns and cumulative returns of System
A.

The Equity Curve for System A demonstrates the capacity for sustained capital
appreciation, a finding strongly supported by the Cumulative Returns chart. How-
ever the system’s inherent risk profile is linked to significant, periodic drawdowns as
evidenced by the Drawdown chart Furthermore.

Figure 2. Equity curve, drawdown, trade returns and cumulative returns of System
A.
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The Equity Curve and Cumulative Profit metrics for System B exhibit charac-
teristics analogous to those observed in System A. However, System B demonstrates
a superior capacity for capital growth, achieving higher returns. This enhanced
profitability is, accompanied by a higher degree of aggressiveness and increased fre-
quency of periodic drawdowns, followed by rapid recovery cycles.

Figure 3. Equity curve, drawdown, trade returns and cumulative returns of System
C.

The Equity Curve and Cumulative Profit plots for System C unequivocally
demonstrate steady, exponential capital growth. The system achieves profitability
levels that exceed, the aggression demonstrated by System B. Crucially, however,
the Drawdown chart confirms that the maximal drawdown was constrained to ap-
proximately 2%, with all drawdowns characterized by rapid recovery cycles. Overall,
System C successfully couples high-magnitude profit generation (similar to System
B) with superior risk containment (manifested in faster recovery and a significantly
smaller maximal drawdown), validating its optimization as the most efficient archi-
tecture.

7. DISCUSSIONS. Although System A, operating under conventional re-
gression paradigm, achieved a competitive MAE equal to 0.0337. The comparative
analysis demonstrated the superior efficacy of the classification-based approaches.
Specifically, Systems B and C exhibited metrics that are demonstrably more aligned
with real-world objective of trading (Table 1). While System A is capable of gener-
ating profit, its equity curve (Figure 1) is overly volatile, yielding relatively modest
returns. System B (Figure 2), which utilizes the classification ML model, generates
substantially higher returns, though this is accompanied by elevated drawdowns. Ul-
timately, System C, which integrates multi-timeframe features into the classification,
is confirmed to deliver highly stable results characterized by minimal drawdowns
(Figure 3).

8. CONCLUSIONS. The problem of development and comparative analysis
of the performance of three distinct algorithmic trading DSS (A, B, C) to determine
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the optimal mathematical framing of the market prediction has been solved.
The scientific novelty of the obtained results is summarized as follows:

1. Systems A, B and C were applied to the algo-trading of the XAU/USD currency
pair at 15M timeframe;

2. the hyperparameters of the models and the architecture of neural networks
were adjusted in accordance with the tasks under consideration;

3. to identify the most effective ML objective function, a critical analysis of the
results was conducted, encompassing both visualisations and financial metrics;

4. according to the results of the study, the best system was System C with Total
Return — 3283.69%, Win Rate — 67.08% and Max Drawdown — 2.07%.

The practical significance of our findings lies in the development of three DSS:
System A, System B, System C. Experiments have demonstrated that framing trad-
ing as classification problem instead of forecasting problem leads to improving per-
formance metrics of resulting DSS. This software can empower traders with the
ability to make better decisions and therefore maximizing profitability. Further-
more, the models and the underlying methodology presented in this work can serve
as valuable resources for other researchers seeking to advance the field of financial
forecasting.

Future research is to develop a method for Risk and Money Management with
ML-models. Also future researches could focus on implementing DSS that would
account for early stopping, and exiting position before reaching SL/TP, or imple-
menting Trailing SL. It is also planned to enhance current decision support system
to account for model decay.
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Кондрук Н. Е., Гецко С. В. Розробка систем пiдтримки прийняття рiшень
на основi машинного навчання з мульти-таймфреймними даними для алгори-
тмiчної торгiвлi на ринку Форекс.

Ефективнiсть систем пiдтримки прийняття рiшень (СППР) на ринку iноземних
валют (FOREX) критично залежить вiд обраного таймфрейму та цiльової функцiї ма-
шинного навчання (ML-цiль). Необхiднiсть визначення оптимального поєднання цих
факторiв обумовлює актуальнiсть даного дослiдження. Метою роботи є розробка та
здiйснення порiвняльного аналiзу продуктивностi трьох архiтектур СППР (Системи
A, B та C) для встановлення оптимального математичного формулювання задачi про-
гнозування ринку.

Було iмплементовано три архiтектури: Система А базується на регресiйному про-
гнозуваннi; Система В використовує класифiкацiю на ознаках одного таймфрейму
(15М); Система С застосовує класифiкацiю з використанням мульти-таймфреймних
ознак. Навчання моделей проведено на iсторичних даних, а їхня ефективнiсть вери-
фiкована шляхом бектесту проведеного на незалежному (OOS) наборi даних.

Проведено дослiдження впливу мульти-таймфреймних ознак та ML-цiлi на про-
дуктивнiсть СППР для активу XAU/USD. За результатами порiвняльного аналiзу,
Система С продемонструвала винятковi результати, перевершивши iншi архiтектури:
загальна прибутковiсть склала 3283,69%, а максимальна просадка (Max Drawdown)
— лише 2,07%. Перспективи подальших дослiджень включають: розробку iнтегрова-
ної методологiї управлiння ризиками на базi ML-моделей; впровадження механiзмiв
раннього закриття позицiй (зокрема, Trailing SL); та вдосконалення СППР для ком-
пенсацiї деградацiї моделi.

Ключовi слова: алготрейдинг, FOREX, машинне навчання, прогнозування, класи-
фiкацiя, LSTM.
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AI-ОКУЛЯРИ ЯК IНКЛЮЗИВНА ТЕХНОЛОГIЯ: ШI,
РОЗПIЗНАВАННЯ, ПЕРЕКЛАД, ДОСТУПНIСТЬ

AI-окуляри є новим поколiнням носимих технологiй, що поєднують класичний ди-
зайн iз можливостями штучного iнтелекту. На вiдмiну вiд VR/AR-шоломiв, вони збе-
рiгають компактнiсть та зручнiсть щоденного використання, виконуючи роль персо-
нального асистента. Завдяки камерам, сенсорам та алгоритмам ШI AI-окуляри за-
безпечують розпiзнавання об’єктiв, переклад мовлення у реальному часi та надання
контекстної iнформацiї. Це робить їх перспективними не лише для повсякденного за-
стосування, а й для iнклюзивних рiшень — пiдтримки людей iз порушеннями зору чи
слуху та створення доступних iнтерфейсiв для комунiкацiї й навiгацiї.

Актуальнiсть дослiдження визначається зростанням ринку носимих пристроїв, по-
требою в ергономiчних технологiях та необхiднiстю оцiнки ефективностi iнтегрованих
ШI-моделей. Метою роботи є комплексна оцiнка AI-окулярiв у практичних сценарi-
ях: медичнiй реабiлiтацiї, безпецi, освiтi, туризмi та подоланнi мовних бар’єрiв. Для
цього проаналiзовано сучаснi дослiдження й розробки у сферi розпiзнавання об’єктiв,
перекладу мовлення, енергоефективностi та iнтерфейсiв, заснованих на поглядi.

Особливу увагу придiлено працям, що демонструють потенцiал gaze-based interacti-
on, iнклюзивних систем навiгацiї для людей iз порушеннями зору, real-time перекладу
мовлення та субтитрування, а також пiдходiв до захисту приватностi користувачiв. У
низцi дослiджень вiдзначено перспективнiсть моделей YOLO v8s та TinyissimoYOLO,
якi забезпечують баланс мiж швидкiстю, точнiстю та енергоефективнiстю. Також роз-
глянуто практичнi рiшення провiдних брендiв (Ray-Ban Meta, Oakley Meta HSTN, Xi-
aomi AI Glasses), що iлюструють рiзнi стратегiї ринку: вiд компактностi та дизайну —
до автономностi й адаптивних функцiй.

Для кiлькiсної оцiнки запропоновано iнтегральний коефiцiєнт ефективностi (IКЕ),
що враховує точнiсть розпiзнавання, час обробки, стабiльнiсть i задоволенiсть кори-
стувачiв. На основi аналiзу обчислено IКЕ для окремих моделей, що дозволяє визна-
чати їхню придатнiсть у рiзних сценарiях — вiд медичної реабiлiтацiї до освiтнiх i
туристичних застосувань.

Отриманi результати свiдчать про високу ефективнiсть AI-окулярiв як iнклюзив-
ної технологiї та перспективу їхнього поширення у сферi персональних асистентiв.
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Подальшi дослiдження мають бути спрямованi на вдосконалення приватностi, пiд-
вищення автономностi та розробку адаптивних алгоритмiв, що здатнi забезпечити
стабiльнiсть i надiйнiсть роботи у динамiчних умовах.

Ключовi слова: AI-окуляри, штучний iнтелект, носимi технологiї, розпiзнавання
об’єктiв, iнтегральний коефiцiєнт ефективностi.

1. Вступ. AI-окуляри є новим етапом розвитку носимих технологiй, якi по-
єднують класичний дизайн окулярiв iз можливостями штучного iнтелекту. На
вiдмiну вiд VR- та AR-шоломiв (Virtual Reality, Augmented Reality), вони збе-
рiгають компактнiсть, орiєнтованi на щоденне використання i виконують роль
персонального асистента, забезпечуючи швидкий доступ до iнформацiї та пiд-
тримку взаємодiї з цифровим середовищем. Iнтеграцiя камер, сенсорiв та алго-
ритмiв ШI дозволяє AI-окулярам виконувати завдання розпiзнавання об’єктiв,
перекладу мов у реальному часi та надання контекстної iнформацiї користува-
чу.

Сучаснi дослiдження показують високий потенцiал AI-окулярiв для пiд-
тримки людей iз порушеннями зору та слуху, забезпечуючи навiгацiю, переклад
жестової мови та озвучування iнформацiї, сприяючи iнклюзiї та пiдвищенню ав-
тономностi користувачiв. Крiм того, AI-окуляри демонструють ефективнiсть у
сферi безпеки, правоохоронної дiяльностi, туризму та освiти, надаючи можли-
вiсть оперативної обробки iнформацiї, перекладу iноземних мов та створення
персоналiзованих AR-рiшень.

Актуальнiсть дослiдження зумовлена швидким розвитком ринку носимих
технологiй, доступнiстю та ергономiчнiстю AI-окулярiв, а також необхiднiстю
оцiнки їх ефективностi у практичних сценарiях. Вивчення ключових параметрiв
роботи ШI-моделi, таких як: точнiсть, швидкiсть, стабiльнiсть та задоволенiсть
користувачiв, дозволяє здiйснити комплексну оцiнку продуктивностi пристрою.
Це створює основу для подальшого вдосконалення AI-окулярiв та розширення
їх застосування у повсякденному життi, професiйнiй дiяльностi та соцiальнiй
iнтеграцiї.

2. Основний результат. Постановка завдання. Метою дослiдження
є оцiнка ефективностi роботи ШI-моделi в AI-окулярах та визначення їх при-
датностi для практичного застосування у рiзних сферах, таких як: медична
реабiлiтацiя, забезпечення безпеки, подолання мовних бар’єрiв, туризм та освi-
та. Для цього необхiдно проаналiзувати сучаснi дослiдження та публiкацiї щодо
AI-окулярiв, зокрема щодо розпiзнавання об’єктiв, перекладу мовлення, iнтер-
активностi на основi погляду та енергоефективностi обчислень. Дослiдження
передбачає оцiнку ключових параметрiв ефективностi ШI-моделi, включно з
точнiстю розпiзнавання, швидкiстю обробки даних, задоволенiстю користува-
чiв та стабiльнiстю роботи пристрою. На основi отриманих даних здiйснюється
кiлькiсна та якiсна оцiнка моделi для рiзних сценарiїв використання, що до-
зволяє визначити, у яких умовах AI-окуляри працюють ефективно, а де мо-
жливi обмеження. Очiкуваним результатом є комплексна оцiнка ефективностi
AI-окулярiв та рекомендацiї щодо їх практичного застосування у рiзних сферах
життя.

3. Аналiз останнiх дослiджень та публiкацiй. У сучасних дослiдже-
ннях, присвячених розумним окулярам iз вбудованим ШI, значну увагу придi-
ляють iнтеграцiї штучного iнтелекту для обробки зображень, аудiо та взаємо-
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дiї користувача через погляд. У роботi Li Shi та iн. [1] проведено eye-tracking
експеримент для аналiзу того, як iнтерактивнiсть у ШI-системах впливає на
поведiнку користувачiв. Результати показали, що можливiсть змiнювати пара-
метри прогнозiв штучного iнтелекту збiльшує час взаємодiї та концентрацiю
уваги користувачiв, що пiдтверджує перспективнiсть впровадження gaze-based
interaction у носимi пристрої, зокрема у розумнi окуляри.

У роботi Y. Rajesh та iн. [2] запропоновано модель AI-enhanced смарт-оку-
лярiв, орiєнтованих на допомогу людям iз вадами зору та глухонiмих користува-
чiв. Пристрiй iнтегрує камеру, мiкрофон, акселерометр та алгоритми штучного
iнтелекту для iдентифiкацiї об’єктiв i перешкод, а також мiстить модуль синте-
зу мовлення для озвучування iнформацiї. Таким чином, система забезпечує не
лише навiгацiю в просторi, а й створює додатковi можливостi для комунiкацiї,
що пiдкреслює значний потенцiал смарт-окулярiв як iнклюзивної технологiї.

У роботi Jan Figura, Rafa l Kuźmiczuk та Marcin Badurowicz [3] проведе-
но аналiз систем розпiзнавання об’єктiв у контекстi їх використання в окуля-
рах доповненої реальностi. Автори порiвняли чотири сучаснi моделi — Faster
R-CNN ResNet-101 v1, YOLO v8s, SSD MobileNet v2 та EfficientDet Lite 2 —
за параметрами точностi, швидкостi, енергоефективностi та придатностi для
роботи у реальному часi. Результати показали, що моделi з одностадiйною ар-
хiтектурою (зокрема YOLO v8s) є найбiльш оптимальними для безпосередньої
iнтеграцiї у смарт-окуляри, оскiльки забезпечують баланс мiж продуктивнiстю
та ресурсозатратами.

У дослiдженнi Julian Moosmann та iн. [4] було запропоновано спецiалiзо-
вану платформу для надзвичайно енергоефективного обчислення прямо «на
пристрої». Використовуючи новий багатоядерний RISC-V процесор GAP9 та
сiмейство надлегких моделей TinyissimoYOLO, автори досягли роботи з проду-
ктивнiстю до 18 FPS при споживаннi лише 62.9 mW. Це забезпечує до 9 годин
безперервної роботи вiд малої батареї, що є проривним результатом для носи-
мих пристроїв. Таким чином, TinyissimoYOLO демонструє, що смарт-окуляри
можуть одночасно бути високопродуктивними та автономними, вiдкриваючи
шлях до масового використання.

У дослiдженнi Cristian Pamparău та Radu-Daniel Vatavu [5] представлено
платформу FlexiSee, що розроблена для гнучкого налаштування та кастомiза-
цiї функцiй смарт-окулярiв у контекстi зорової реабiлiтацiї. Система дозволяє
застосовувати рiзнi вiзуальнi фiльтри (корекцiя кольору, пiдсвiчування конту-
рiв, регулювання контрасту тощо), якi можуть бути налаштованi дистанцiйно
через веб-iнтерфейс iз будь-якого пристрою. Особливої уваги заслуговує введен-
ня концепцiї «vision monitors and assistants», тобто користувачiв, якi отримують
можливiсть вiддалено допомагати людям iз порушеннями зору, контролюючи
параметри вiзуальної реальностi. У ходi користувацького дослiдження автори
показали високу оцiнку зручностi (середнiй SUS score — 75,3) та корисностi
системи. Це дослiдження пiдкреслює перспективнiсть iндивiдуально налашто-
ваних AR-рiшень для пiдтримки людей iз рiзними станами зору та в процесi
реабiлiтацiї.

У дослiдженнi Advait Bal та iн. [6] розглядається розробка AR-окулярiв для
реального часу перекладу та субтитрування, орiєнтованих на людей iз вадами
слуху та користувачiв, що спiлкуються рiзними мовами. Система поєднує то-
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чне перетворення мови в текст, iнтеграцiю на дисплей окулярiв та ефективний
real-time переклад. Автори наголошують на важливостi забезпечення безпере-
шкодної комунiкацiї для користувачiв та пiдтримки культурного обмiну, що
робить технологiю не лише iнновацiйною, а й соцiально значущою. Результати
пiдкреслюють перспективнiсть iнтеграцiї AI у носимi пристрої для покращення
взаємодiї та iнклюзивностi.

У роботi Ziyang Zhang та iн. [7] дослiджуються аспекти конфiденцiйностi
при використаннi Vision-Language Models (VLM) на смарт-окулярах. Автори
аналiзують 376 реальних взаємодiй користувачiв iз VLM i виявляють частi ви-
падки ненавмисного розкриття чутливої iнформацiї (обличчя людей, мiсцезна-
ходження, контент екранiв). Для захисту приватностi запропоновано механiзм
автоматичного обрiзання зображень за допомогою жестiв рук, що дозволяє ко-
ристувачам контролювати данi, якi передаються VLM. Результати показали
зменшення явних витокiв приватних даних на 70,6% та прихованих на 47,6%,
при збереженнi якостi роботи моделей. Попереднє дослiдження користувачiв
пiдтвердило iнтуїтивнiсть та ефективнiсть цього пiдходу. Це дослiдження пiд-
креслює важливiсть розробки privacy-friendly рiшень для AI-окулярiв.

4. Виклад основного матерiалу. AI-окуляри — це новий етап розвитку
носимих технологiй, якi поєднують класичний дизайн окулярiв iз можливостя-
ми штучного iнтелекту. Вони суттєво вiдрiзняються вiд VR-шоломiв, що зану-
рюють користувача у вiртуальну реальнiсть, та AR-шоломiв, якi накладають
цифровi елементи на фiзичний свiт. На вiдмiну вiд них, AI-окуляри зберiгають
компактнiсть i орiєнтованi на щоденне використання у повсякденному життi.
Якщо VR та AR найчастiше застосовуються для iгор, навчання чи професiй-
ної дiяльностi, то AI-окуляри позицiонуються як персональний асистент для
швидкої та зручної взаємодiї з iнформацiйним середовищем.

Як зазначають Aluri Anand Sai та Ravali Gunda у дослiдженнi, поєднання
сенсорiв, камер i алгоритмiв ШI дозволяє таким пристроям виконувати широ-
кий спектр завдань: переклад мов у реальному часi, розпiзнавання об’єктiв,
надання контекстної iнформацiї користувачу [8]. Це робить їх унiверсальними
та вiдмiнними вiд вузькоспецiалiзованих VR/AR-рiшень.

Актуальнiсть дослiдження AI-окулярiв зумовлена кiлькома чинниками:
∙ Швидке зростання ринку носимих технологiй — AI-окуляри стають однiєю
з найдинамiчнiших категорiй .
∙ Iнтеграцiя зi штучним iнтелектом — обробка iнформацiї вiдбувається в
реальному часi, вiдкриваючи новi сценарiї використання.
∙ Доступнiсть та ергономiчнiсть — легкий дизайн робить їх придатними для
щоденного використання, на вiдмiну вiд громiздких VR/AR-шоломiв.

Таким чином, AI-окуляри можна розглядати як логiчний етап еволюцiї вiд
VR/AR до компактних i зручних пристроїв нового поколiння, якi iнтегрують у
собi функцiї «розумного асистента» та змiнюють пiдхiд до взаємодiї з цифровим
середовищем. Сучаснi AI-окуляри представленi на ринку кiлькома провiдними
брендами, серед яких видiляються Ray-Ban Meta, Oakley Meta HSTN та Xiaomi
AI Glasses (двi модифiкацiї). Порiвняльнi характеристики наведено у таблицi.

Ray-Ban Meta — найкраще пiдходять для щоденного використання завдя-
ки компактностi, класичному дизайну та прийнятнiй цiнi. Недолiк — вiдносно
невеликий час роботи (4 години). Пiдтвердженням важливостi автономностi та
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Таблиця 1.
Порiвняльнi технiчнi характеристики основних моделей AI-окулярiв

Параметр Ray-Ban
Meta

Oakley Meta
HSTN

Xiaomi AI
Glasses (Std)

Xiaomi AI
Glasses

(Col/Mono)

Камера 12 МП, 1080p
вiдео

12 МП, 3K
вiдео

12 МП, 2K
вiдео

12 МП, 2K
вiдео

Процесор Snapdragon
AR1 Gen1

Snapdragon
AR1 Gen1

Snapdragon
AR1 +

BES2700

Snapdragon
AR1 +

BES2700
Мiкрофони 5-мiкр. масив 5-мiкр. масив 5 мiкрофонiв 5 мiкрофонiв
Динамiки 2 open-ear 2 open-ear 2 динамiки 2 динамiки

Акумулятор
(один заряд) ∼ 4 год ∼ 8 год ∼ 8.6 год ∼ 8.6 год

Бат. кейс
(додатково)

+32 год
(зарядний

кейс)

+48 год
(зарядний

кейс)

— USB-C
заряджається

— USB-C
заряджається

Вага ∼ 48−50 г ∼ 49 г ∼ 40 г ∼ 40 г
Зберiгання 32 GB 32 GB 32 GB 32 GB

Лiнзи рiзнi (поляр,
Rx, прозорi) Prizm Polarized Electrochromic/

колiрнi/прозорi
Electrochromic/
колiрнi/прозорi

зручностi для масових користувачiв є дослiдження Boyuan Wang та iн., що ана-
лiзує застосування AI-окулярiв у повсякденному життi та цифровому здоров’ї,
пiдкреслюючи потребу у балансi мiж функцiональнiстю та часом автономної
роботи [9].

Oakley Meta HSTN — орiєнтованi на активний стиль життя: довший час
автономної роботи (8 год + 48 год у кейсi) та покращене вiдео (3K). Голов-
ний недолiк — висока цiна. Їхня спрямованiсть на спортивнi та активнi сценарiї
пiдкрiплюється аналiзом Gobinath Aroganam та iн., який демонструє роль сен-
сорiв у споживчих спортивних пристроях та важливiсть точностi показникiв i
надiйностi батареї для користувачiв з активним способом життя [10].

Xiaomi AI Glasses — роблять акцент на балансi: легшi за конкурентiв
(∼ 40 г), найдовший час автономної роботи (8.6 год), але не мають зарядного
кейсу. Важлива перевага — електрохромнi лiнзи, що дозволяють адаптуватися
до освiтлення. Такi характеристики роблять цi окуляри унiверсальним рiшен-
ням, поєднуючи комфорт, автономнiсть та адаптивнi функцiї для рiзних умов
використання.

Для кiлькiсного оцiнювання ефективностi роботи ШI-моделi в смарт-окуля-
рах доцiльно використовувати iнтегральний коефiцiєнт ефективностi (IКЕ), що
враховує ключовi параметри пристрою та моделi штучного iнтелекту. Крiм аб-
солютного значення IКЕ, важливо забезпечити iнтерпретацiю результатiв для
практичного застосування.

Застосування такої шкали дозволяє здiйснювати не лише порiвняльний ана-
лiз рiзних моделей AI-окулярiв, а й оцiнювати потенцiйнi перспективи їх впро-
вадження у практичнi сценарiї, включно з медичними, освiтнiми та туристи-
чними застосуваннями. Наприклад, у нашому аналiзi iнтегральний коефiцiєнт
ефективностi для Xiaomi AI Glasses склав 𝐸𝐴𝐼 = 0.7875, що вiдносить їх до
категорiї ефективно, пiдкреслюючи добрий баланс автономностi, адаптивних
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Таблиця 2.
Шкала iнтегральної ефективностi ШI-моделi AI-окулярiв

Дiапазон 𝐸𝐴𝐼
Рiвень

ефективностi Характеристика

0.0 – 0.2 Дуже
неефективно

Модель демонструє низьку точнiсть, значнi
затримки у обробцi даних та не забезпечує

належного функцiонального результату

0.2 – 0.4 Слабо ефективно
Робота моделi вiдбувається з частими помилками

або значними затримками, ресурсомiсткiсть
залишається високою

0.4 – 0.6 Помiрно
ефективно

Завдання виконуються з середньою точнiстю,
час обробки прийнятний, ресурси
використовуються рацiонально

0.6 – 0.8 Ефективно
Висока точнiсть та стабiльнiсть роботи, невеликi

затримки, оптимальне використання
обчислювальних ресурсiв

0.8 – 1.0 Дуже ефективно
Модель демонструє майже iдеальну

продуктивнiсть, швидку обробку даних, високу
надiйнiсть та мiнiмальне споживання ресурсiв

функцiй та швидкостi обробки даних.
Для комплексної оцiнки ефективностi ШI-моделi в AI-окулярах доцiльно

враховувати кiлька ключових параметрiв, що впливають на продуктивнiсть та
практичну користь пристрою. Серед них можна видiлити:
∙ Точнiсть розпiзнавання об’єктiв, тексту або обличчя (A) — показує, як
часто модель правильно класифiкує об’єкти або виконує переклад тексту;
∙ Час обробки / затримка (T) — вiдображає швидкiсть реакцiї системи у
реальному часi, де менший час вiдповiдi свiдчить про вищу ефективнiсть;
∙ Використання ресурсiв (R) — характеризує енергоспоживання та наванта-
ження на процесор i пам’ять, що критично для портативних пристроїв;
∙ Стабiльнiсть та надiйнiсть (S) — вiдображає частоту помилок, зависань
або некоректної роботи моделi.

Iнтегральна ефективнiсть ШI-моделi 𝐸𝐴𝐼 може бути описана за формулою:

𝐸𝐴𝐼 = 𝜔𝐴 · 𝐴+ 𝜔𝑇 · 𝑇𝑛𝑜𝑟𝑚 + 𝜔𝑅 ·𝑅 + 𝜔𝑆 · 𝑆, (1)

де 𝜔𝐴 + 𝜔𝑇 + 𝜔𝑅 + 𝜔𝑆 = 1 — ваговi коефiцiєнти, що вiдображають значущiсть
кожного параметра у конкретному сценарiї використання, а 𝐴, 𝑇𝑛𝑜𝑟𝑚, 𝑅, 𝑆 —
нормалiзованi величини вiд 0 до 1.

Нормалiзований час вiдгуку розраховується як:

𝑇𝑛𝑜𝑟𝑚 = 1− 𝑇 − 𝑇𝑚𝑖𝑛
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝑇𝑚𝑖𝑛

, (2)

де 𝑇𝑚𝑖𝑛 та 𝑇𝑚𝑎𝑥 — мiнiмальний i максимальний час вiдгуку у розглянутому на-
борi сценарiїв. Таким чином, найменший час отримує значення 1, а найбiльший
— 0, а промiжнi значення масштабуються лiнiйно.

Наприклад, якщо точнiсть моделi становить 90% (𝐴 = 0.9), час обробки
0.5 секунди з максимально допустимих 1 сек (𝑇 = 0.5), середнє використання
ресурсiв (𝑅 = 0.8) та стабiльнiсть 95% (𝑆 = 0.95), iнтегральна ефективнiсть
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моделi можна обчислити як зважену суму цих параметрiв. Такий пiдхiд дозво-
ляє кiлькiсно порiвнювати рiзнi моделi AI-окулярiв та оцiнювати їх придатнiсть
для рiзних сфер застосування, включно з медичною, освiтньою, туристичною
або професiйною дiяльнiстю.

Пiсля визначення iнтегрального коефiцiєнта ефективностi (IКЕ) для порiв-
няння технiчних характеристик AI-окулярiв доцiльно розглянути й ефектив-
нiсть самих ШI-моделей, що забезпечують функцiональнiсть цих пристроїв.
Для цього можна ввести iнтегральну оцiнку ефективностi ШI-моделi 𝐸𝐴𝐼 , що
вiдображає якiсть виконання основних завдань, таких як розпiзнавання об’єктiв,
переклад мовлення або аналiз даних сенсорiв. Значення цiєї оцiнки варiюється
вiд 0 до 1, де 0 вiдповiдає повнiй неефективностi моделi, а 1 — максимальнiй
продуктивностi та надiйностi.

Для наочного представлення та узагальненого аналiзу рiвнiв ефективностi
ШI-моделi запропоновано шкалу, наведено у Таблицi 2. Вона дозволяє однозна-
чно класифiкувати роботу моделi вiд «дуже неефективної» до «дуже ефектив-
ної», враховуючи точнiсть, швидкiсть обробки даних та оптимальнiсть викори-
стання обчислювальних ресурсiв.

У дослiдженнi Baig та iн. [11] було представлено комплексну оцiнку системи
AI-based Wearable Vision Assistance для людей iз вадами зору. Автори проте-
стували точнiсть, швидкодiю, задоволення користувачiв та надiйнiсть роботи
пристрою в рiзних умовах. Зокрема, система продемонструвала високу точнiсть
розпiзнавання об’єктiв у хорошому освiтленнi (90%) та збереження працезда-
тностi навiть у слабкому свiтлi (80%). Час вiдгуку становив у середньому 1.5
секунди для режиму реального часу та 5.5 секунд для детальних запитiв. Оцiн-
ка задоволення користувачiв (SUS — System Usability Scale) сягнула 85/100, а
понад 90% учасникiв заявили про готовнiсть використовувати пристрiй у пов-
сякденному життi, що свiдчить про високу зручнiсть i прийнятнiсть системи.

Важливим є також аспект стабiльностi: навiть за змiнних умов освiтлення
пристрiй демонстрував адекватну продуктивнiсть, а у порiвняльному аналiзi
показав кращу надiйнiсть та функцiональнiсть порiвняно з аналогами. Таким
чином, iз цiєї роботи було отримано всi необхiднi данi для обчислення iнтеграль-
ної оцiнки ефективностi за формулою (1) що робить її достатньою базою для
розрахункiв у даному дослiдженнi.

Таблиця 3.
Шкала iнтегральної ефективностi ШI-моделi AI-окулярiв

Параметр Значення
A (Accuracy) 0.90 (good light), 0.80 (low light)

T (Response Time) 1.5 s (real-time), 5.5 s (detailed queries)
R (User

Satisfaction) SUS = 85/100; > 90% позитивних вiдгукiв

S (Stability &
Reliability)

Збереження роботи при рiзному освiтленнi;
перевага над аналогами

Для базового оцiнювання ефективностi системи було запропоновано базовий
набiр вагових коефiцiєнтiв, якi вiдображають важливiсть кожного параметра
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у загальнiй iнтегральнiй оцiнцi: точнiсть (Accuracy), швидкодiя (Response Ti-
me), задоволенiсть користувачiв (User Satisfaction) та стабiльнiсть/надiйнiсть
(Stability & Reliability). Вибранi ваги дозволяють збалансовано врахувати всi
ключовi аспекти роботи системи, не надаючи надмiрного прiоритету жодному
з них.

Для розрахунку за базовим профiлем використано ваговi коефiцiєнти 𝜔𝐴 =
= 0.35, 𝜔𝑇 = 0.25, 𝜔𝑅 = 0.20, 𝜔𝑆 = 0.20 Нормалiзований час вiдгуку обчислює-
ться за формулою:

𝑇𝑛𝑜𝑟𝑚 = 1− 𝑇 − 1.5

5.5− 1.5
, (3)

де 1.5 с — мiнiмальний час (режим реального часу), а 5.5 с — максимальний
(детальнi запити).

Пiдставляючи значення з Таблицi 3 для хорошої освiтленостi та режиму
реального часу (𝐴 = 0.90, 𝑇𝑛𝑜𝑟𝑚 = 1.0, 𝑅 = 0.85, 𝑆 = 1.0), отримуємо:

𝐸𝐴𝐼 = 0.35 · 0.9 + 0.25 · 1 + 0.2 · 0.85 + 0.2 · 1 = 0.935 .

Для режиму низької освiтленостi та детальних запитiв (𝐴 = 0.80, 𝑇𝑛𝑜𝑟𝑚 =
= 0.0, 𝑅 = 0.85, 𝑆 = 1.0) iнтегральна ефективнiсть складає:

𝐸𝐴𝐼 = 0.35 · 0.8 + 0.25 · 0 + 0.2 · 0.85 + 0.2 · 1 = 0.65 .

Таким чином, iнтегральна оцiнка ефективностi вiдображає зменшення ре-
зультативностi системи при збiльшеннi часу вiдгуку, одночасно враховуючи то-
чнiсть, задоволенiсть користувачiв та стабiльнiсть її роботи.

AI-окуляри сьогоднi знаходять застосування у рiзних сферах життя, демон-
струючи унiверсальнiсть i широкий спектр можливостей. У сферi медичної до-
помоги та реабiлiтацiї AI-окуляри демонструють значний потенцiал для полег-
шення повсякденного життя людей iз порушеннями зору. Наприклад, система,
представлена Satani та iн. [12], пропонує рiшення для навiгацiї та перемiщен-
ня для користувачiв iз вадами зору. Пристрiй обладнаний апаратними компо-
нентами, такими як процесор Raspberry Pi, камера, акумулятор, окуляри та
навушники, що дозволяє обробляти зображення безпосередньо на пристрої за
допомогою глибинного навчання та моделей типу R-CNN. Виявленi об’єкти пе-
ретворюються на аудiосигнали, якi подаються користувачу через навушники,
забезпечуючи зручну та iнтуїтивну взаємодiю. Такий пiдхiд демонструє практи-
чну ефективнiсть AI-окулярiв у пiдтримцi автономностi людей iз порушеннями
зору, а також вiдкриває перспективи для подальшого розвитку доступних та
надiйних assistive-технологiй.

Крiм користувачiв iз вадами зору, AI-окуляри також можуть пiдтримувати
людей iз порушеннями слуху або глухонiмих. Такi пристрої здатнi вiдтворю-
вати реальний свiт у виглядi текстових субтитрiв, перекладу мови жестiв або
синтезованого аудiо у реальному часi, полегшуючи комунiкацiю та iнтеграцiю
у соцiальнi та професiйнi середовища. Технологiї, що поєднують комп’ютерний
зiр та обробку природної мови, дозволяють автоматично визначати мовнi си-
гнали та конвертувати їх у зручну форму для сприйняття користувачем, тим
самим пiдвищуючи незалежнiсть та якiсть життя.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Одним iз перспективних напрямiв застосування AI-окулярiв є сфера безпеки
та правоохоронної дiяльностi. Завдяки вбудованим камерам, мiкрофонам i ал-
горитмам штучного iнтелекту, такi пристрої можуть стати iнструментом опера-
тивної фiксацiї подiй, розпiзнавання облич та номерних знакiв, а також аналiзу
поведiнки пiдозрюваних у режимi реального часу. Це вiдкриває можливостi для
використання окулярiв у патрулюваннi, розслiдуваннях та спецiальних опера-
цiях.

Проте науковцi звертають увагу, що широке впровадження подiбних техно-
логiй супроводжується суттєвими викликами у сферi конфiденцiйностi та кiбер-
безпеки. Так, у дослiдженнi Opaschi та Vatavu розглянуто практичнi загрози,
пов’язанi з використанням окулярiв iз вбудованими вiдеокамерами. Автори по-
казують, що навiть вiдносно дешевi моделi можуть створювати ризики поруше-
ння приватностi як самого користувача, так i стороннiх осiб, потрапляючи пiд
неконтрольований запис чи трансляцiю. У статтi продемонстровано проблеми
iз захистом даних, доступом до записiв та можливiстю несанкцiонованого втру-
чання, що ставить пiд сумнiв надiйнiсть таких пристроїв у критично важливих
сферах [13].

Таким чином, у правоохороннiй дiяльностi AI-окуляри мають подвiйну при-
роду: з одного боку, вони здатнi значно пiдвищити ефективнiсть i швидкiсть
роботи завдяки миттєвому аналiзу iнформацiї, а з iншого — створюють новi
вектори загроз, якi потребують технiчних рiшень (захист каналiв зв’язку, ши-
фрування даних, обмеження доступу) та етичного регулювання.

Однiєю з найперспективнiших сфер використання AI-окулярiв є подолання
мовних бар’єрiв. Туристичнi поїздки та освiтнi процеси нерiдко стикаються з
проблемою нерозумiння iноземної мови, i саме тут на допомогу приходять те-
хнологiї штучного iнтелекту. Дослiдження Zainab Rasheed та iн. демонструє, що
поєднання AI та AR вiдкриває можливiсть для миттєвого перекладу та iнтер-
претацiї мовлення у режимi реального часу. Це означає, що користувач може
спiлкуватися у багатомовному середовищi без необхiдностi постiйно звертатися
до смартфону чи перекладача [14].

У сферi туризму це перетворює AI-окуляри на персонального гiда: вони мо-
жуть не лише вiдображати переклад пiд час розмови, а й накладати субтитри
на дорожнi знаки, меню чи iнформацiйнi таблички. Вiдповiдно, подорож стає
комфортнiшою та доступнiшою навiть у країнах iз зовсiм iншою мовною куль-
турою.

В освiтньому процесi AI-окуляри можуть стати iнструментом iнклюзiї. На-
приклад, студент, що слухає лекцiю iноземною мовою, може бачити її текстовий
переклад безпосередньо на лiнзах. Це вiдкриває можливостi для глобалiзацiї
освiти, мiжнародних обмiнiв та дистанцiйного навчання. Водночас дослiджен-
ня пiдкреслює, що для стабiльної роботи потрiбна якiсна комунiкацiйна iнфра-
структура, адже миттєвий переклад вимагає швидкого з’єднання та ефективних
алгоритмiв обробки даних.

Таким чином, у туризмi та освiтi AI-окуляри виступають не лише як iнно-
вацiйний гаджет, а як реальний iнструмент для подолання бар’єрiв мiж куль-
турами та мовами, роблячи свiт доступнiшим для спiлкування та навчання.
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5. Висновки. Проведене дослiдження дозволило здiйснити комплексну
оцiнку ефективностi AI-окулярiв як нового поколiння носимих технологiй, що
iнтегрують можливостi штучного iнтелекту у компактний i зручний формат. На
основi аналiзу сучасних дослiджень, технiчних характеристик провiдних моде-
лей та практичних сценарiїв застосування встановлено, що:

1. AI-окуляри забезпечують функцiональнiсть персонального асистента, по-
єднуючи переклад мовлення у реальному часi, розпiзнавання об’єктiв, на-
дання контекстної iнформацiї та iнклюзивнi можливостi для людей iз по-
рушеннями зору чи слуху.

2. Сучаснi моделi (Ray-Ban Meta, Oakley Meta HSTN, Xiaomi AI Glasses) де-
монструють рiзнi стратегiї розвитку — вiд компактностi та ергономiки до
високої автономностi й адаптивностi. Це пiдтверджує тенденцiю до сегмен-
тацiї ринку залежно вiд потреб користувачiв.

3. Iнтегральний коефiцiєнт ефективностi (IКЕ) є доцiльним iнструментом
для кiлькiсної оцiнки роботи ШI-моделей в AI-окулярах. Вiн враховує то-
чнiсть, швидкодiю, використання ресурсiв та стабiльнiсть, що дозволяє
об’єктивно визначати придатнiсть пристроїв до конкретних сценарiїв за-
стосування.

4. Практичнi дослiдження пiдтверджують значущiсть iнновацiй у сферах
енергоефективностi (TinyissimoYOLO), iнклюзивностi (FlexiSee, AI-enhanced
smart glasses), приватностi (Vision-Language Models iз механiзмами захисту
даних) та соцiальної iнтеграцiї (системи перекладу та субтитрування).

5. Використання AI-окулярiв у медицинi, освiтi, туризмi та безпецi має висо-
кий потенцiал, що вже пiдтверджено як експериментальними результатами,
так i позитивними вiдгуками користувачiв у пiлотних тестах.

Таким чином, AI-окуляри можна вважати перспективним етапом розвитку
носимих технологiй, здатним суттєво розширити можливостi взаємодiї людини
з цифровим середовищем. Подальшi дослiдження мають бути зосередженi на
розробцi бiльш енергоефективних та приватнiсть-орiєнтованих рiшень, а також
на створеннi адаптивних алгоритмiв, що забезпечать високу точнiсть i стабiль-
нiсть роботи в рiзних умовах.
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3. Figura, J., Kuźmiczuk, R., & Badurowicz, M. (2025). Analysis of object recognition
systems using augmented reality glasses. Journal of Computer Sciences Institute, 34, 8–13.
https://doi.org/10.35784/jcsi.6469

4. Moosmann, J., Bonazzi, P., Li, Y., Bian, S., Mayer, P., Benini, L., & Magno, M.
(12 May, 2025). Ultra-efficient on-device object detection on ai-integrated smart glasses
with tinyissimoyolo. In European Conference on Computer Vision, 15645, 262–280.
https://doi.org/10.1007/978-3-031-91989-3_17

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



AI-ОКУЛЯРИ ЯК IНКЛЮЗИВНА ТЕХНОЛОГIЯ . . . 187
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Liakh I. M., Mlavets Yu. Yu., Ponomarov M. V., Tsipino A. Yu. AI Glasses
as inclusive technology: AI, Recognition, Translation, Accessibility.

AI glasses are a new generation of wearable technology that combines classic design with
artificial intelligence abilities. In contrast to VR/AR headsets, they remain compact and
convenient for everyday use, acting as a personal assistant. Thanks to cameras, sensors,
and AI algorithms, AI glasses provide object recognition, real-time speech translation, and
contextual information. This makes them promising not only for everyday use, but also
for inclusive solutions – supporting people with visual or hearing impairments and creating
accessible interfaces for communication and navigation.

The relevance of the study is determined by the growth of the wearable device market,
the need for ergonomic technologies, and the necessity to evaluate the effectiveness of
integrated AI models. The aim of the work is to comprehensively evaluate AI glasses in
practical scenarios: medical rehabilitation, security, education, tourism, and overcoming
language barriers. In order to do this, current research and developments in the field of
object recognition, speech translation, energy efficiency, and gaze-based interfaces were
analysed.

Particular attention is paid to works demonstrating the potential of gaze-based inter-
action, inclusive navigation systems for people with visual impairments, real-time speech
translation and subtitling, as well as approaches to protecting user privacy. A number of
studies have noted the prospects of the YOLO v8s and TinyissimoYOLO models, which
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provide a balance between speed, accuracy, and energy efficiency. Practical solutions from
leading brands (Ray-Ban Meta, Oakley Meta HSTN, Xiaomi AI Glasses) are also reviewed,
illustrating various market strategies: from compactness and design to autonomy and adap-
tive features.

For quantitative assessment, an integral efficiency coefficient (IEC) is proposed, which
takes into account recognition accuracy, processing time, stability, and user satisfaction.
Based on the analysis, the ICE has been calculated for individual models, allowing their
suitability to be determined in various scenarios, from medical rehabilitation to educational
and tourism applications.

The results obtained demonstrate the high effectiveness of AI glasses as an inclusive
technology and the prospect of their widespread use in the field of personal assistants.
Further research should be aimed at improving privacy, increasing autonomy, and develop-
ing adaptive algorithms capable of ensuring stability and reliability in dynamic conditions.

Keywords: AI glasses, artificial intelligence, wearable technologies, object recognition,
integral efficiency coefficient.
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ПОВНЕ ОПИСАННЯ ЕКВАЦIОНАЛЬНИХ КЛАСТЕРIВ
БУЛЕВИХ АЛГЕБР ПЕРШОГО ТИПУ

У дослiдженнi продовжено вивчення еквацiональних властивостей у класi буле-
вих алгебр. Розглянуто широкий клас алгебр, що включає структури з нульарними,
унарними та бiнарними операцiями. Уведено новi поняття — сигнатурнi тотожностi та
еквацiональнi кластери. Особливу увагу придiлено кластерам першого типу, для яких
можна виразити повну систему тотожностей однiєї алгебри через iншу за допомогою
сигнатурних тотожностей. У результатi визначено повнi системи тотожностей для со-
рока чотирьох алгебр, що формують двадцять один еквацiональний кластер першого
типу.

Ключовi слова: повна система тотожностей, сигнатурна тотожнiсть, еквацiональний
кластер.

1. Вступ. Загальна теорiя алгебр як окрема математична дисциплiна сфор-
мувалася у 1935 роцi, коли Дж. Бiркгоф опублiкував свої класичнi роботи, у
яких довiв основнi теореми про повноту для еквацiональної логiки. Саме ця
логiка стала ключовою для побудови сучасного апарату дослiдження алгебра-
їчних структур, оскiльки класи алгебр, що становлять основний iнтерес для
алгебраїстiв, зазвичай аксiоматично визначаються системами тотожностей або
перебувають у тiсному зв’язку з такими системами [1].

Особливу роль у цiй теорiї вiдiграє булева алгебра — базовий iнструмент
двозначної логiки, який широко використовується у задачах обробки iнфор-
мацiї, логiчному програмуваннi, побудовi баз даних, аналiзi цифрових схем та
в моделюваннi функцiонування обчислювальних систем. Розвиток структурної
теорiї булевих алгебр привiв до появи концепцiї еквацiональних пiдкласiв, до-
слiдження яких безпосередньо пов’язане з пошуком скiнченних повних систем
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тотожностей. Як вiдомо, питання про iснування таких систем залишається вiд-
критим навiть для скiнченних алгебр. Результати Лiндона [2] показали, що май-
же всi двозначнi алгебри мають скiнченнi повнi системи тотожностей, тодi як
для багатозначних логiк ситуацiя значно складнiша.

Поняття еквацiонального кластеру виникло як узагальнення класичних еква-
цiональних класiв, дослiджуваних у працях Поста та пiзнiших представникiв
алгебраїчної школи логiки. Еквацiональнi властивостi не обмежуються окреми-
ми множинами тотожностей, а можуть групуватися у системи взаємопов’язаних
алгебр, якi зберiгають еквацiональну еквiвалентнiсть. Такi об’єднання отрима-
ли назву еквацiональних кластерiв, i розглядаються як окремi об’єкти дослi-
дження, що поєднують у собi ознаки класу, пiдкласу та вiдношення еквацiо-
нальностi.

У цьому контекстi особливий iнтерес становить поняття еквацiонального
кластеру булевих алгебр першого типу — структурної сукупностi алгебр, пов’я-
заних спiльними еквацiональними умовами, якi забезпечують їхню тотожнiсну
сумiснiсть та замкненiсть щодо основних алгебраїчних операцiй. Дослiдження
таких кластерiв дозволяє деталiзувати механiзми формування тотожностей у
межах певного класу.

Метою цiєї роботи є повне описання еквацiональних кластерiв булевих ал-
гебр першого типу, включно з аналiзом їхнiх внутрiшнiх зв’язкiв, систем поро-
джувальних елементiв, умов замкненостi та вiдображень мiж пiдкластерами.

Отриманi результати створюють основу для подальшої побудови узагальне-
ної теорiї еквацiональних систем, де булевi алгебри розглядаються як моделi
логiчних структур, що мають широке застосування у теоретичнiй iнформатицi,
штучному iнтелектi та формальнiй логiцi.

2. Клас булевих алгебр 𝑀9. Нехай задано клас унiверсальних булевих
алгебр 𝑀 = {𝑈 = ⟨𝐴,Ω⟩ ; 𝐴 = {0, 1} ; Ω — деяка множина булевих операцiй}.
Позначимо через 𝑅(𝑈) множину всiх тотожностей алгебри 𝑈 .

Означення 1. Алгебри 𝑈1 i 𝑈2 називаються еквацiонально еквiвалентни-
ми, якщо 𝑅(𝑈1) = 𝑅(𝑈2).

Означення 2. Алгебра 𝑈1 еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2, якщо
𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2).

Наслiдок 1. Якщо алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ еквацiонально вкладається в ал-
гебру 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩, то Ω1 ⊂ Ω2.

Якщо𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2), а Ω1 ̸⊂ Ω2, то в алгебрi 𝑈1 можемо побудувати формулу
𝐹 (𝜙), яка мiстить операцiю 𝜙 ∈ Ω1 − Ω2. У цьому випадку тотожнiсть 𝐹 (𝜙) =
= 𝐹 (𝜙) /∈ 𝑅(𝑈2).

Нехай 𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2).

Означення 3. Тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓) ∈ 𝑅(𝑈2) називається сигна-
турною, якщо 𝐹2(𝜙) — формула, яка реалiзує операцiю 𝜙 ∈ Ω2 −Ω1, а 𝐹1(𝜓) —
формула, яка належить алгебрi 𝑈1.

Наприклад, якщо 𝑈1 = ⟨𝐴, ¬,∨,∧⟩, 𝑈2 = ⟨𝐴, ¬,∨,∧, ⇒,⇔⟩, то сигнатурнi
тотожностi мають вигляд: 𝑥⇒ 𝑦 = 𝑥̄ ∨ 𝑦; 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥̄ 𝑦 ∨ 𝑥𝑦.

Означення 4. Алгебра 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ називається еквацiональним розшире-
нням алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩, якщо ∀𝜙 ∈ Ω2−Ω1 iснує сигнатурна тотожнiсть
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𝐹2(𝜙) = 𝐹1(Ω1).

Множину таких сигнатурних тотожностей позначимо через 𝑅(Ω2 − Ω1).

Означення 5. Система тотожностей 𝐻 ⊂ 𝑅(𝑈1) називається повною в
𝑈1, якщо використовуючи операцiю суперпозицiї можна довести довiльну то-
тожнiсть до лексикографiчної рiвностi, використовуючи тiльки тотожно-
стi з 𝐻.

Наслiдок 2. Якщо для алгебри 𝑈1 знайдеться повна система тотожно-
стей 𝐻(𝑈1), а алгебра 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ є еквацiональним розширенням 𝑈1, то
𝐻(𝑈2) = 𝐻(𝑈1)

⋃︀
𝑅(Ω2 − Ω1).

Доведення твердження випливає з того, що сигнатурнi тотожностi дають
можливiсть вивести операцiю 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 з формул алгебри 𝑈2, звести їх до
формул алгебри 𝑈1, для якої знайдена повна система тотожностей 𝐻(𝑈1).

Означення 6. Алгебри 𝑈1, 𝑈2, ..., 𝑈𝑡 ∈ 𝑀 утворюють еквацiональний кла-
стер 𝐾, якщо в множинi 𝐾 iснує така алгебра 𝑈*, що ∀𝑈𝑖 ∈ 𝐾 iснує така
послiдовнiсть алгебр 𝑈𝑖1 , 𝑈𝑖2 , ..., 𝑈𝑖𝑙 ∈ 𝐾, щo 𝑅(𝑈1) = 𝑅(𝑈𝑖1) ⊂ 𝑅(𝑈𝑖2) ⊂ ... ⊂
⊂ 𝑅(𝑈𝑖𝑙) = 𝑅(𝑈*), i ∀𝑈𝑡 /∈ 𝐾, 𝑅(𝑈𝑡) ̸⊂ 𝑅(𝑈*).

Означення 7. Потужнiстю еквацiонального кластеру називається число
алгебр, якi входять до його складу.

Означення 8. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ називається еквацiональним звужен-
ням алгебри 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩, якщо ∀𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 iснує сигнатурна тотожнiсть
𝐹2(𝜙) = 𝐹1(Ω1).

Якщо алгебра 𝑈1 є еквацiональним звуженням алгебри 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩, i для
алгебри 𝑈2 знайдена повна система тотожностей 𝐻(𝑈2), то за допомогою сигна-
турних тотожностей можемо ввести в сигнатуру алгебри 𝑈1 операцiї Ω2 − Ω1.

У данiй роботi дослiджується клас унiверсальних алгебр

𝑀9 = {𝑈 = ⟨𝐴,Ω⟩ , 𝐴 = {0, 1} , Ω = {0, 1,¬,∨,∧,⊕,⇒,⇐,⇔}} .

Алгебри цього класу утворюють дев’ятимiрний сигнатурний куб. До складу
цього кубу входять 512 алгебр. Кожна вершина кубу однозначно визначається
сигнатурою, яку iнодi позначають числом, що є розкладом за степенем двiйки.

Еквацiональнi кластери зручно представляти у виглядi сигнатурно-еквiва-
цiональних графiв. Вершинами кластеру є алгебри, якi входять до складу кла-
стеру, а ребра позначають сигнатурними тотожностями, якi з’єднують пари
алгебр, одне з яких є еквацiональним розширенням (звуженням) iншої.

Еквацiональний кластер має алгебру, що має максимальну сигнатуру 𝑈* i
декiлька елементiв з мiнiмальною сигнатурою. Еквацiональнi кластери дають
можливiсть:

А) знаходити повнi системи тотожностей для алгебр еквацiонального класте-
ру;

Б) передавати рiвнiсть 𝐹1=𝐹2 ∈ 𝑅(𝑈1) для алгебри, для якої не знайдено
повну систему тотожностей алгебрi 𝑈2, для якої повнi системи тотожностей
знайденi.

Еквацiональнi кластери подiляються на три типи:
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1) Кластери для яких виконано повне еквацiональне описання. У цих класте-
рах для кожної алгебри знайдено повнi системи тотожностей.

2) Кластери в яких виконано часткове еквацiональне описання. Знайдена
повна система тотожностей принаймнi для однiєї алгебри кластеру.

3) Кластери, в яких виконано початкове еквацiональне описання: знайденi
сигнатурнi тотожностi кластеру. Не знайдено жодної повної системи тото-
жностей для алгебри цього кластеру.

У данiй роботi побудованi повнi системи тотожностей для алгебр одноеле-
ментних кластерiв.

Перший кластер𝑁0 складають алгебри, якi мають еквацiональну потужнiсть
0, тобто в цих алгебрах не iснує сигнатурних тотожностей. Цей клас складається
з сiмнадцяти алгебр, кожна з яких є одноелементним еквацiональним класте-
ром. Сiмнадцять алгебр цього класу утворюють сигнатурний граф, представ-
лений на рис. 1.

Рис. 1. Сигнатурний граф еквацiональних алгебр потужностi нуль.

Повна система тотожностей алгебр класу 𝑁0 еквацiональна потужностi, яка
дорiвнює нулю.

1. Алгебра 𝑈0 = ⟨𝐴, ∅⟩. 𝐻(𝑈0) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖}.
2. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, 0⟩. 𝐻(𝑈1) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 0 = 0}.
3. Алгебра 𝑈2 = ⟨𝐴, 1⟩. 𝐻(𝑈2) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 1 = 1}.
4. Алгебра 𝑈3 = ⟨𝐴, 0, 1⟩. 𝐻(𝑈3) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 0 = 0, 1 = 1}.
5. Алгебра 𝑈4 = ⟨𝐴, ¬⟩. 𝐻(𝑈4) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, ¯̄𝑥 = 𝑥}.
6. Алгебра 𝑈8 = ⟨𝐴, ∧⟩.𝐻(𝑈8) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑥1𝑥1 = 𝑥1, 𝑥1𝑥2 = 𝑥2𝑥1, (𝑥1𝑥2)𝑥3 =

= 𝑥1 (𝑥2𝑥3)}.
7. Алгебра 𝑈16 = ⟨𝐴, ∨⟩. 𝐻(𝑈16) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑥1 ∨ 𝑥1 = 𝑥1, 𝑥1 ∨ 𝑥2 = 𝑥2 ∨ 𝑥1,

(𝑥1 ∨ 𝑥2) ∨ 𝑥3 = 𝑥1 ∨ (𝑥2 ∨ 𝑥3)}.
8. Алгебра 𝑈17 = ⟨𝐴, ∨, 0⟩. 𝐻(𝑈16) = {𝐻(𝑈16)

⋃︀
𝐻(𝑈2), 𝑥 ∨ 1 = 1}.

9. Алгебра 𝑈9 = ⟨𝐴, ∧, 0⟩. 𝐻(𝑈9) = {𝐻(𝑈1)
⋃︀
𝐻(𝑈8), 0 ∧ 𝑥 = 0}.

10. Алгебра 𝑈10 = ⟨𝐴, 1,∧⟩. 𝐻(𝑈10) = {𝐻(𝑈8)
⋃︀
𝐻(𝑈2), 𝑥 ∧ 1 = 𝑥}.
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11. Алгебра 𝑈18 = ⟨𝐴, 1,∨⟩. 𝐻(𝑈18) = {𝐻(𝑈2)
⋃︀
𝐻(𝑈16), 𝑥 ∨ 1 = 1}.

12. Алгебра 𝑈24 = ⟨𝐴, ∧,∨⟩. 𝐻(𝑈24) = {𝐻(𝑈8)
⋃︀
𝐻(𝑈16), 𝑥1 (𝑥2 ∨ 𝑥3) = 𝑥1𝑥2∨

∨𝑥1𝑥3, 𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥3 = (𝑥1 ∨ 𝑥2) (𝑥1 ∨ 𝑥3) , 𝑥1 ∨ 𝑥1𝑥2 = 𝑥1, 𝑥1 (𝑥1 ∨ 𝑥2) = 𝑥1}.
13. Алгебра 𝑈11 = ⟨𝐴, 0, 1,∧⟩. 𝐻(𝑈11) = {𝐻(𝑈9)

⋃︀
𝐻(𝑈10)}.

14. Алгебра 𝑈19 = ⟨𝐴, 0, 1,∨⟩.𝐻(𝑈19) = {𝐻(𝑈17)
⋃︀
𝐻(𝑈18)}.

15. Алгебра 𝑈25 = ⟨𝐴, 0,∧,∨⟩.𝐻(𝑈25) = {𝐻(𝑈9)
⋃︀
𝐻(𝑈17)

⋃︀
𝐻(𝑈24)}.

16. Алгебра 𝑈26 = ⟨𝐴, 1,∧,∨⟩.𝐻(𝑈26) = {𝐻(𝑈10)
⋃︀
𝐻(𝑈18)

⋃︀
𝐻(𝑈24)}.

17. Алгебра 𝑈27 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,∨⟩.𝐻(𝑈27) = {𝐻(𝑈11)
⋃︀
𝐻(𝑈19)

⋃︀
𝐻(𝑈25)

⋃︀
𝐻(𝑈26)}.

Наслiдок 3. Повною системою тотожностей алгебри 𝑈27 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,∨⟩
є система тотожностей, яка включає повнi системи тотожностей алгебр
𝑈11 = ⟨𝐴, 0, 1,∧⟩, 𝑈19 = ⟨𝐴, 0, 1,∨⟩, 𝑈25 = ⟨𝐴, 0,∧,∨⟩, 𝑈26 = ⟨𝐴, 1,∧,∨⟩.

Виписавши тотожностi цих алгебр, отримаємо систему:

1. 𝑥1 ∨ 𝑥1 = 𝑥1; 𝑥1 ∧ 𝑥1 = 𝑥1.
2. 𝑥1 ∨ 𝑥2 = 𝑥2 ∨ 𝑥1; 𝑥1𝑥2 = 𝑥2𝑥1.
3. (𝑥1 ∨ 𝑥2) ∨ 𝑥3 = 𝑥1 ∨ (𝑥2 ∨ 𝑥3); (𝑥1𝑥2)𝑥3 = 𝑥1 (𝑥2𝑥3).
4. (𝑥1 ∨ 𝑥2)𝑥3 = 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥3; 𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥3 = (𝑥1 ∨ 𝑥2) (𝑥1 ∨ 𝑥3).
5. 𝑥1 ∨ 𝑥1𝑥2 = 𝑥1; 𝑥1 (𝑥1 ∨ 𝑥2) = 𝑥1.
6. 0 ∧ 𝑥1 = 0; 1 ∧ 𝑥1 = 𝑥1; 0 ∨ 𝑥1 = 𝑥1; 1 ∨ 𝑥1 = 1.

Нехай 𝐹1 i 𝐹2 — формули алгебри 𝑈27. Використовуючи тотожностi (6), нуль
i одиницю можна опустити або вони перетворяться у функцiї, якi тотожно до-
рiвнюють нулю або одиницi. За допомогою тотожностей (1-4) формули 𝐹1 i
𝐹2 зводяться до диз’юнктивної нормальної форми. Тотожностi (5) дають мо-
жливiсть отримати диз’юнктивну нормальну форму, в якiй кожна елементарна
кон’юнкцiя не є власною частиною iншої. У роботi [6] показано, що таке пред-
ставлення є єдиним вiдносно лексикографiчного впорядкування.

Клас алгебр 𝑁1, якi мають еквацiональну потужнiсть 1, складається з двох
алгебр 𝑈32 = ⟨𝐴,⊕⟩ i 𝑈33 = ⟨𝐴,⊕, 0⟩. Сигнатурна тотожнiсть 𝑥 ⊕ 𝑥 = 0 дає
можливiсть переходити вiд формули однiєї алгебри до iншої. Цi алгебри утво-
рюють двохелементний еквацiональний кластер.

18. Алгебра 𝑈32 = ⟨𝐴, ⊕⟩. 𝐻(𝑈32) = {𝑥1 ⊕ 𝑥1 = 𝑥2 ⊕ 𝑥2, 𝑥1 ⊕ 𝑥2 = 𝑥2 ⊕ 𝑥1,
𝑥1 ⊕ (𝑥2 ⊕ 𝑥2) = 𝑥1, (𝑥1 ⊕ 𝑥2)⊕ 𝑥3 = 𝑥1 ⊕ (𝑥2 ⊕ 𝑥3)}.

19. Алгебра 𝑈33 = ⟨𝐴,⊕, 0⟩. 𝐻(𝑈33) = {𝑥⊕ 𝑥 = 0, 𝐻(𝑈32)}.

Трьохелементний кластер 𝑁2 утворюють алгебри 𝑈5 = ⟨𝐴,¬, 0⟩, 𝑈6 =
= ⟨𝐴,¬, 1⟩ i 𝑈7 = ⟨𝐴,¬, 1, 0⟩.

20. Алгебра 𝑈5 = ⟨𝐴,¬, 0⟩. 𝐻(𝑈5) =
{︀
𝑥 = 𝑥

}︀
. У цiй алгебрi формули, за до-

помогою тотожностi 𝑥 = 𝑥, можуть бути приведенi до формул вигляду
𝑥, 𝑥̄, 0, 0̄.

21. Алгебра 𝑈6 = ⟨𝐴,¬, 1⟩. 𝐻(𝑈6) =
{︀
𝑥 = 𝑥

}︀
. Формули можуть бути приведенi

до формул вигляду 𝑥, 𝑥̄, 1, 1̄.
22. Алгебра 𝑈7 = ⟨𝐴,¬, 1, 0⟩. 𝐻(𝑈7) =

{︀
𝑥 = 𝑥, 1̄ = 0, 0̄ = 1

}︀
.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



194 I. А. МИЧ, В. В. НIКОЛЕНКО, О. В. ВАРЦАБА, Ю. I. ДУХНОВ

Рис. 2. Трьохелементний еквацiональний кластер.

У класi 𝑀9 маємо два двохелементнi кластери, зображенi на рис. 3.

Рис. 3. Двохелементнi кластери.

Знайдемо повну систему тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩ для другого
двохелементного кластеру. Повна система тотожностей:

1) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑥;
2) 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;
3) (𝑥⇔ 𝑦)⇔ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⇔ 𝑧);
4) 𝑥⇔ (𝑥⇔ 𝑦) = 𝑦;
5) (𝑥⇔ 𝑦)⇔ (𝑥⇔ 𝑥) = 𝑥⇔ 𝑦.

1. Тотожнiсть (3) дає можливiсть опустити дужки у доданках алгебри 𝑈 =
= ⟨𝐴, ⇔⟩.

2. З тотожностей (1), (5) випливає, що формула 𝑥⇔ 𝑥 є окремою формулою,
або вона поглинається iншими формулами. Тому довiльна формула алгебри
𝑈 = ⟨𝐴,⇔⟩ або спiвпадає з формулою 𝑥 ⇔ 𝑥 або має вигляд 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔
⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 .

Нехай 𝐹1 = 𝐹2 ∈ 𝑅(𝑈 = ⟨𝐴,⇔⟩). Покажемо, що 𝐹1 = 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔ ... ⇔
⇔ 𝑥𝑉𝑘 = 𝐹2 = 𝑥𝑗1 ⇔ 𝑥𝑗2 ⇔ ... ⇔ 𝑥𝑗𝑙 , якщо вони лексикографiчно спiвпадають.
Допустимо, що 𝑥𝑉1 ∈ 𝐹1, a 𝑥𝑗1 /∈ 𝐹2, тодi на наборi 𝑥𝑉1 = 0, а решта змiнних
рiвна одиницi, формула 𝐹1 = 0, а формула 𝐹2 = 1. Тобто формула 𝐹1 = 𝐹2 /∈
𝑅(𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩). Таким чином, знайдена повна ситема тотожностей для алгебри
𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩.
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Повну систему тотожностей алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, ⇔, 1⟩ можемо отримати з
𝑅(𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩) через тотожнiсть 1 = 𝐸 ⇔ 𝐸.

Випишемо повну систему тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, 0,⇔⟩:
1) 0⇔ 0 = 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;
2) 0⇔ 𝑥⇔ 0 = 𝑥;
3) 0⇔ 0⇔ 0 = 0;
4) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑦 ⇔ 𝑥
5) (𝑥⇔ 𝑦)⇔ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⇔ 𝑧);
6) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑥.

За допомогою цих тотожностей для довiльних формул 𝐹 алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, 0,⇔⟩
можна побудувати тотожностi формул, в яких кожна змiнна i 0 будуть зустрi-
чатися не бiльше одного разу. Тодi в цiй алгебрi iснують формули тiльки двох
типiв:

0⇔ 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 i 𝑥𝑗1 ⇔ 𝑥𝑗2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑗𝑙 .

Легко показати, що якщо лексикографiчно приведенi формули не спiвпада-
ють, то iснує набiр, на якому вони приймають рiзнi значення.

Покажемо, що повною системою тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴,¬,⇔⟩ є
така система рiвностей:

1) ¯̄𝑥 = 𝑥;
2) 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;
3) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑦 ⇔ 𝑥;
4) (𝑥⇔ 𝑦)⇔ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⇔ 𝑧);
5) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑥;
6) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
7) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
8) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
9) 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;

10) 𝑥1 ⇔ 𝑥2 ⇔ 𝑥3 ⇔ 𝑥4 = 𝑥1 ⇔ 𝑥3 ⇔ 𝑥2 ⇔ 𝑥4;
11) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑦.

Використовуючи формули (1) i (6) отримаємо формули, у яких заперечення
зустрiчається тiльки над змiнними i не бiльше одного разу. Тотожнiсть (10) дає
можливiсть отримати формули, якi мають не бiльше одного заперечення.

У данiй алгебрi iснує тiльки три типи формул:

1) 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 ;
2) 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 ;
3) 𝑥𝑉1 ⇔ 𝑥𝑉2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 .

Для кожної з цих формул можемо знайти набiр, на якому вона приймає
протилежне значення до формули з якою вона лексикографiчно не спiвпадає.

Знайдемо повну систему тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴,⇔,⊕⟩. Повна
система тотожностей:

1) 𝑥⊕ 𝐸 = 𝑦 ⊕ 𝑦;
2) 𝑥⊕ 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑥;
3) (𝑥⇔ 𝑥)⇔ (𝑥⇔ 𝑦) = 𝑥⇔ 𝑦;
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4) (𝑥⊕ 𝑥)⇔ (𝑥⇔ 𝑦) = 𝑥⊕ 𝑦;
5) (𝑥⇔ 𝑥)⇔ (𝑥⊕ 𝑦) = 𝑥⇔ 𝑦;
6) 𝑥⇔ 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥⊕ 𝑥⇔ 𝑦;
7) (𝑥⊕ 𝑦)⇔ (𝑥⊕ 𝑧) = 𝑦 ⇔ 𝑧;
8) (𝑥⇔ 𝑦)⊕ (𝑥⇔ 𝑧) = 𝑦 ⊕ 𝑧;
9) (𝑥⇔ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⊕ 𝑧);

10) 𝑥⊕ 𝑦 ⇔ 𝑧 ⊕ 𝑢 = 𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧 ⇔ 𝑢;
11) (𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧) ;
12) (𝑥⊕ 𝑦)⇔ (𝑥⊕ 𝑧) = 𝑦 ⇔ 𝑧;

Тотожностi (9), (11), (12) дають можливiсть опустити всi дужки у формулах
цiєї алгебри. Тотожностi (3) i (5) опускають формулу 𝑥 ⇔ 𝑥, а тотожностi (2)
i (4) формулу 𝑥 ⊕ 𝑥. Формула (10) дає можливiсть перенести доданки через
операцiю ⇔.

У результатi використання цих тотожностей формулу 𝐹 можна звести до
вигляду: 𝑥𝑉1 ⊕ 𝑥𝑉2 ⊕ ...⊕ 𝑥𝑉𝑘 ⇔ 𝑥𝑗1 ⇔ 𝑥𝑗2 ⇔ ...⇔ 𝑥𝑉𝑘 .

Тотожнiсть (7) дає можливiсть отримати формули, в яких жодна змiнна не
може одночасно належати {𝑥𝑉1 , 𝑥𝑉2 , ..., 𝑥𝑉𝑘} i {𝑥𝑗1 , 𝑥𝑗2 , ..., 𝑥𝑉𝑘}.

Легко показати, якщо у формулах 𝐹1 i 𝐹2, отриманих в результатi цих пе-
ретворень, 𝑥𝑖 ∈ 𝐹1 i 𝑥𝑖 /∈ 𝐹2 , то iснує набiр 𝛼, що 𝑥𝑖 = 0, а всi iншi змiннi дорiв-
нюють одиницi. На цьому наборi 𝐹1 (𝛼) = 0, а 𝐹2 (𝛼) = 1, тобто 𝐹1 = 𝐹2 ∈ 𝑅(𝑈),
якщо вони лексикографiчно спiвпадають.

Таким чином, знайденi повнi системи тотожностей для всiх мiнiмальних ал-
гебр кластера: 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⊕⟩, 𝑈 = ⟨𝐴, 0,⇔⟩, 𝑈 = ⟨𝐴,⇔,⊕⟩, 𝑈 = ⟨𝐴,¬,⇔⟩,
𝑈 = ⟨𝐴,¬,⊕⟩. Ми виконали повне еквацiональне описання двадцятиелементно-
го кластера.

Рис. 4. Двадцятиелементний еквацiональний кластер.

Випишемо сигнатурнi тотожностi, якими позначенi ребра двадцятиелемен-
тного кластера:

1. 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⊕ 𝑦;
2. 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
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3. 1 = 0̄;
4. 0 = 1̄;
5. 𝑥̄ = 𝑥⊕ 1;
6. 𝑥̄ = 𝑦 ⇔ (𝑥⊕ 𝑦);
7. 𝑥̄ = 𝑥⇔ 0;
8. 1 = 𝑥 ∨ 𝑥̄;
9. 1 = 𝑥⇔ 𝑥;

10. 0 = 𝑥⇔ 𝑥;
11. 0 = (𝑥⇔ 𝑦)⇔ (𝑥⊕ 𝑦);
12. 0 = 1⊕ 1;
13. 0 = 𝑥⊕ 𝑥;
14. 𝑥⊕ 𝑦 = (0⇔ 𝑥)⇔ 𝑦;
15. 𝑥⇔ 𝑦 = 1⊕ 𝐸 ⊕ 𝑦;
16. 𝑥̄ = (𝑥⊕ 𝑥)⇔ 𝑥.

Для того, щоб знайти, наприклад, повну систему тотожностей алгебри 𝑈 =
= ⟨𝐴, 0, 1,⇔,⊕⟩ досить рухаючись по ребрах (використовуючи вiдповiднi си-
гнатурнi тотожностi (11) перейти до сигнатури алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⇔,⊕⟩, а далi
або за допомогою (9) перейти до алгебр 𝑈 = ⟨𝐴,⇔,⊕⟩ або за допомогою (12) до
алгебр 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⊕⟩. Таким чином, алгебра 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⇔,⊕⟩ у двадцятиелемен-
тному еквацiональному кластерi має 4 · 2 · 2 = 16 повних систем тотожностей.
Найбiльше повних систем тотожностей має алгебра 𝑈* = ⟨𝐴, 0, 1,¬,⇔,⊕⟩, а
найменше — по однiй повнiй системi п’ять алгебр першого ярусу.

Рухаючись по ребрах еквацiонального кластеру вiдбувається перехiд вiд си-
гнатури одних алгебр до iнших.

3. Висновки. У даному дослiдженнi знайденi всi еквацiональнi класте-
ри першого типу для класу булевих алгебр 𝑀9. До кластерiв першого типу
вiдносяться сiмнадцять одноелементних кластерiв, два двохелементних, один
трьохелементний i один двадцятиелементний кластер.

У данiй роботi завершено побудову повного еквацiонального описання буле-
вих алгебр класу 𝑀9 i здiйснено кластеризацiю цих алгебр за еквацiональними
ознаками. На основi введених понять сигнатурних тотожностей, еквацiонально-
го розширення та еквацiонального звуження визначено структуру еквацiональ-
них кластерiв першого типу та описано їхнi внутрiшнi зв’язки.

Еквацiональнi кластери поданi у виглядi орiєнтованих графiв, вершинами
яких є алгебри, а ребрами — сигнатурнi тотожностi, що вiдображають вiдноше-
ння еквацiонального розширення або звуження. Така вiзуалiзацiя дала змогу
встановити послiдовнi переходи мiж сигнатурами алгебр i виявити закономiр-
ностi у побудовi тотожностей.

Отриманi результати дозволили:

∙ формалiзувати процес переходу вiд однiєї алгебри до iншої через сигна-
турнi тотожностi;
∙ узагальнити принцип побудови повних систем тотожностей у межах кла-
стерiв;
∙ показати, що для кожної алгебри кластеру iснує ланцюг еквацiональних
зв’язкiв, за допомогою якого можна побудувати її повну систему тотожно-
стей на основi систем iнших алгебр кластеру.
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Наукова новизна роботи полягає у системному визначеннi еквацiональних
кластерiв булевих алгебр, розробленнi алгоритму їх побудови та встановленнi
повних систем тотожностей для всiх алгебр кластерiв першого типу.

Практичне значення полягає у можливостi застосування запропонованого
пiдходу для автоматизованої класифiкацiї булевих структур, оптимiзацiї логi-
чних перетворень i побудови еквацiональних моделей у теоретичнiй iнформа-
тицi та штучному iнтелектi.
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Mych I. A., Nykolenko V. V., Vartsaba O. V., Dukhnov Yu. I. A complete
description of equational clusters of boolean algebras of the first type.

The study continued to investigate equational properties in the class of Boolean alge-
bras. A wide class of algebras was considered, including structures with zero, unary, and
binary operations. New concepts were introduced — signature identities and equational
clusters. Special attention was paid to clusters of the first type, for which the complete
system of identities of one algebra can be expressed in terms of another using signature
identities. As a result, complete systems of identities were determined for forty-four alge-
bras that form twenty-one equational clusters of the first type.

Keywords: complete system of identities, signature identity, equational cluster.
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CLUSTERING OF REGIONS IN UKRAINE BASED ON STATE OF
HIV/AIDS EPIDEMIC

It is a well-known fact that Ukraine is among the countries most affected by the
HIV/AIDS epidemic. In this work, I fit a mixed linear model to cluster the regions of
Ukraine based on the number of HIV/AIDS diagnoses and AIDS-related deaths. Using
this model, I represent each region as a combination of stochastic vectors, each describ-
ing the probabilities of a region belonging to a particular class based on the normalized
numbers of HIV/AIDS diagnoses and AIDS-related deaths in that region. I then construct
a graph where each region is represented as a vertex, and each edge is weighted by the
correlation between the corresponding class-belonging vectors. Finally, I perform Walk-
trap clustering to group regions according to the similarity of HIV/AIDS epidemic trends
and interpret the resulting clusters. The aforementioned work is conducted as part of an
actuarial study of the HIV/AIDS epidemic in Ukraine.

Keywords: Mixed linear models, Clustering analysis, Walktrap community detection,
Weighted correlation networks, Network analysis of epidemics

1. Literature review. The HIV/AIDS epidemic remains one of the most pressing
challenges for Ukraine’s healthcare system [1,2]. According to international reports,
Ukraine ranks among the countries with the highest rates of HIV/AIDS transmis-
sion in Europe and globally [3, 4]. Addressing this public health crisis requiers a
formalized, data-driven framework for modeling the epidemic at the regional level.

Previous studies have extensively studied the HIV epidemic using molecular bi-
ology [5], phylodynamic approaches [6], and other data-driven methods. However,
these works typically focus on regions with a high concentration of internally dis-
placed persons or areas already known to have a significant epidemic burden, leaving
other regions and the effectiveness of their preventive and anti-HIV interventions
comparatively underexplored.

2. Introduction. This study focuses on analyzing the regions of Ukraine
to identify patterns in the dynamics of the HIV/AIDS epidemic. The goal is to
classify regions into groups according to their epidemiological risk levels and to
interpret the resulting clusters in terms of shared epidemic trends. This research
contributes to the ongoing effort to understand the spatial and temporal structure
of the HIV/AIDS epidemic in Ukraine.

To achieve these objectives, the following steps were performed:
• Collection and preparation of regional data on HIV/AIDS incidence and AIDS-
related mortality in Ukraine;

• standardization of the data;
• fitting multiple mixed linear models with varying numbers of latent states based
on standardized indicators of HIV/AIDS diagnoses and AIDS-related deaths [7];
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• selecting the models that best capture the key epidemiological characteristics
of the epidemic;

• deriving class-belonging probability vectors for each region based on the fitted
models;

• constructing a weighted correlation network in which vertices represent regions
and edges reflect the correlational similarity of their epidemiological profiles;

• applying the Walktrap clustering algorithm to identify groups of regions with
similar epidemic dynamics [8];

• interpreting the obtained clusters to reveal common regional traits and factors
contributing to shared epidemic patterns.
3. Data preparation. For the purposes of this study, region-level data were

obtained from the State Enterprise “Center of Public Health” of the Ministry of
Health of Ukraine [9], covering the period from January 2014 to the present. The
dataset provides monthly observations for each region and includes the following
data:

• number of newly reported cases of HIV,
• number of newly reported cases of AIDS,
• number of AIDS-related deaths,
• total number of individuals with HIV/AIDS under medical supervision at the
end of each month,

• corresponding rates per 100000 population.
The original data were stored in a format unsuitable for direct import into

Microsoft Excel. For further processing, Optical Character Recognition (OCR)
technology was applied using ABBYY software, which specializes in recognizing
spreadsheet-like document structures that closely resembled the format of the source
files.

The automated OCR process introduced several technical challenges. Specifi-
cally, the software occasionally misclassified the digits 0 and 1 as the letters “o” and
“i,” introduced sporadic data corruption, and misinterpreted center-aligned symbols
as entries containing multiple spaces. To correct these issues, manual data cleaning
was performed, including the removal of redundant spaces and systematic replace-
ments such as o → 0 and i → 1.

It is important to emphasize that the available data reflect only officially docu-
mented cases of HIV infection and AIDS progression. The true prevalence of HIV
infection remains uncertain due to underdiagnosis and incomplete reporting.

Throughout this study, the following notational conventions are used:
• G — name of group G being studied,
• 𝑁 — increment in the size of a given group,
• 𝑇 — total number of individuals in a given group,
• 𝐷 — number of AIDS-related deaths,
• .100k — indicator expressed per 100000 population.
Additionally, the left subscript “𝑡” denotes the time index. For instance, the total

number of individuals living with HIV at time point 4 is represented as 4𝐻𝐼𝑉.𝑇 .
For analytical consistency, several regions were excluded from the dataset: Ukraine

(national aggregate), Sevastopol, Luhansk region, and Donetsk region. The national-
level data were omitted as redundant for a region-specific analysis, while the excluded
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regions lack consistent observations across the study period due to temporary occu-
pation and limited data avalability and credibility.

Finally, transitions between HIV and AIDS stages (progressions and regressions)
were not explicitly modeled. As all individuals with HIV/AIDS under medical su-
pervision currently receive antiretroviral therapy (ART), which may revert AIDS to
HIV and induce viral remission, such transitions are unobservable given the available
empirical data.

4. Fitting mixed linear model. In this section, I describe the process of
fitting mixed linear models used to categorize each region according to its HIV/AIDS
epidemic state.

Specifically, three mixed linear models were estimated: one for the standardized
linear trends in the number of HIV diagnoses, one for the standardized linear trends
in the number of AIDS diagnoses, and one for the number of deaths related to AIDS.

To standardize the regional data, a z-transformation was applied, ensuring that,
at each time point, the data have a mean of zero and a standard deviation of
one. Normalization was performed on values of HIV.N.100k, AIDS.N.100k and
AIDS.D.100k in order to avoid biases caused by populational simillarity between
regions.

Each of these models captures a distinct aspect of the epidemic dynamics within
a region:

• the number of HIV diagnoses reflects both the susceptibility of a region’s pop-
ulation to HIV infection and the effectiveness of preventive campaigns aimed at
reducing new cases and promoting early diagnosis;

• the number of AIDS diagnoses primarily represents the prevalence of late, yet
still manageable, HIV cases;

• finally, the number of deaths caused by AIDS captures the most severe epidemic
outcomes—cases diagnosed too late for effective medical treatment.

For example, regions that exhibit a moderate number of HIV diagnoses, but a
low number of AIDS diagnoses and AIDS-related deaths can be considered relatively
’low risk’. Conversely, regions with moderate or high levels of AIDS diagnoses and
AIDS-related deaths may require improvements in public awareness, early testing,
and quality of anti-HIV campaigns.

To estimate the latent class mixture models, the lcmm package for R was used.
The modeling procedure involves solving a likelihood maximization problem to iden-
tify the best-fitting model for a specified number of latent classes. In this study,
given the richness of the dataset, models with one, two, and three classes were fitted.
The destandardized mean trajectories of these models are illustrated in the following
figures.

From the plots, it is evident that, regardless of the number of classes or the
characteristics of individual classes, a decreasing trend is present, indicating the
effectiveness of the anti-HIV campaigns.

Furthermore, for the trajectories of AIDS diagnoses and AIDS-related deaths,
the addition of a third class did not produce a substantially new class compared to
the two-class model.

To finalize the selection of the number of latent classes for the studied models,
the Bayesian Information Criterion (BIC) values were compared. The BIC values
for studied models are presented in Table 1:
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Figure 1. Expected trajectories of HIV.N.

Figure 2. Expected trajectories of AIDS.N.

Figure 3. Expected trajectories of AIDS.D.

Therefore, 3-class models were chosen for HIV.N.100k and AIDS.D.100k, and
2-class model was chosen for AIDS.N.100k. The absence of improvement in inter-
pretability for the three-class model of AIDS.N.100K is evident from the plot of
expected trajectories. In this specification, two of the three classes substantially
overlap, providing no additional meaningful differentiation and therefore offering
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Table 1.
BIC values for latent class mixed models (HIV.N, AIDS.N, and AIDS.D).

Variable 1-class 2-class 3-class
HIV.N.100k 3435.553 3418.599 3412.978
AIDS.N.100k 4668.3 4660.506 4664.915
AIDS.D.100k 5497.002 5478.181 5477.191

limited explanatory value compared to the two-class model.
5. Building regional weighted correlation network.
Once each mixed linear model was fitted, three probability vectors were obtained

for each region, corresponding to the likelihood of membership in each latent class
based on HIV.N, AIDS.N, and AIDS.D, respectively.

To identify regions exhibiting similar epidemic patterns, a regional network was
constructed in which each region represents a vertex, and each pair of vertices is con-
nected by an edge weighted according to the correlation between the corresponding
probability vectors.

To reduce informational clutter and eliminate redundant connections (e.g., weakly
or negatively correlated regions), hard thresholding was applied. Specifically, a
threshold 𝜏 was defined, and edges 𝑒 with weight 𝜔(𝑒) < 𝜏 were removed.

In order to choose appropriate 𝜏 , frequency histogram of values in correlation
matrix was studied:

Figure 4. Histogram of values in correlation matrix

As evident from the histogram, most of the strong positive correlations are con-
centrated at values of 0.9 and above; therefore, a threshold of 𝜏 = 0.9 was selected
for subsequent analyses.

After hard thresholding, the Walktrap clustering algorithm was applied to group
regions with similar epidemic trends. All network construction and clustering pro-
cedures were implemented using the igraph package in R.

The resulting network is illustrated in Figure 5.
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Figure 5. Epidemic regional clusters

With the network constructed, the resulting clusters were analyzed and inter-
preted in Table 2.

Table 2.
Cluster composition by model class assignments.

Cluster Size HIV.N Class AIDS.N Class AIDS.D Class
1 9 1 1 1
2 9 3 1 2
3 2 2 1 2
4 2 3 2 3
5 1 1 1 2

Cluster 1 includes regions with low numbers of HIV and AIDS diagnoses and
low AIDS-related mortality. The apparent mildness of the epidemic may reflect
under-testing or incomplete reporting rather than genuinely low prevalence.

Cluster 2 represents regions with moderate HIV incidence, low AIDS diagnoses,
and moderate AIDS-related mortality (typically below one death per month). The
relatively higher number of HIV diagnoses suggests broader testing coverage and a
more accurate depiction of the epidemic situation.

Cluster 3 comprises regions with stable HIV incidence, low AIDS diagnoses,
and moderate mortality. While epidemic trends appear under control, enhanced
awareness campaigns could further reduce HIV transmission, so that those region
follow common declining trend.
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Cluster 4 covers regions historically exhibiting the highest HIV/AIDS burden
— particularly Odesa and Dnipro. Despite a declining trend in HIV diagnoses,
persistently high AIDS cases and deaths indicate that inadequate preventive and
informational efforts remain key drivers of severity, consistent with previous studies
[10].

Cluster 5 includes regions likely affected by underdiagnosis, though the epidemic
is less severe than in Cluster 4.

6. Conclusions and Prospects for Further Research.
As a result of the conducted study, multiple mixed linear models were fitted to

classify regions according to different fundamental aspects of the HIV/AIDS epi-
demic. Among the fitted models, the most appropriate were selected for subsequent
analysis based on both interpretability and Bayesian Information Criterion (BIC)
values. Using these models, a regional epidemiological network was constructed to
identify regions that share similar epidemic patterns, and the resulting clusters of
regions were thoroughly interpreted.

This work represents an important step toward the actuarial study of the epi-
demic at the regional level. Available epidemiological data are aggregated at the
country level, which makes it challenging to infer detailed regional epidemic dy-
namics. Therefore, the clustering of regions and the estimation of correction coeffi-
cients are essential to capture local patterns and inform targeted interventions. This
methodology provides a foundation for future research aimed at improving regional
epidemic modeling and optimizing public health responses.
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Окунєв Є. М. Кластеризацiя регiонiв України на основi епiдемiологiчної си-
туацiї ВIЛ/СНIД.

Вiдомо, що Україна належить до країн iз найвищим рiвнем поширення епiдемiї ВI-
Л/СНIД. У цiй роботi було побудовано лiнiйнi змiшанi моделi, щоб кластеризувати ре-
гiони України за кiлькiстю дiагностованих випадкiв ВIЛ/СНIД та смертей, пов’язаних
зi СНIДом. Кожен регiон представлено як комбiнацiю стохастичних векторiв, що опи-
сують ймовiрностi належностi регiону до певного класу на основi нормалiзованих по-
казникiв. Далi було побудовано граф, де регiони — це вершини, а ребра зважено за
кореляцiєю вiдповiдних векторiв. Нарештi, за допомогою алгоритму Walktrap про-
ведено кластеризацiю регiонiв за схожiстю епiдемiчних тенденцiй та iнтерпретовано
отриманi кластери. Ця робота виконана в рамках актуарного дослiдження епiдемiї
ВIЛ/СНIД в Українi.

Ключовi слова: Лiнiйнi змiшанi моделi, кластерний аналiз, Walktrap кластеризацiя,
зваженi кореляцiйнi мережi, мережевий епiдемiологiчний аналiз
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РОЗРОБЛЕННЯ ДЕЯКИХ МОДУЛIВ IНФОРМАЦIЙНОЇ
СИСТЕМИ «ЦИФРОВИЙ АСИСТЕНТ ВИКЛАДАЧА ЗВО»

Описано розроблений модуль iнформацiйної системи «Цифровий асистент викла-
дача ЗВО», який призначено для автоматизацiї процесу створення робочої програми
навчальної дисциплiни. Подано загальну схему функцiонування системи та описано
основнi процедури її роботи. Розглянуто можливостi автоматизацiї на основi даних
освiтньо-професiйної програми, навчального плану та iнших нормативних докумен-
тiв. Визначено методику обчислення числових параметрiв робочої програми, якi мо-
жуть бути отриманi автоматизовано з наявних файлiв. Описано використання об’єктiв
Word, що забезпечують керування дiапазонами, закладками та таблицями. Зазначено
перспективи подальшого розвитку системи як iнструменту автоматизованого аналi-
зу розроблених робочих програм i виявлення їх невiдповiдностей вимогам освiтньо-
професiйної програми та навчального плану.

Ключовi слова: iнформацiйна система, автоматизацiя, файл-шаблон, VBA.

1. Вступ. Серед задач, якi вирiшує викладач ЗВО є як творчi, що стосуються
планування та проведення занять, дослiджень, публiкацiї результатiв, керiвни-
цтва науковою роботою здобувачiв, а також рутиннi, якi вимагають здебiльшо-
го механiчної дiяльностi, пов’язаної iз заповненням рiзноманiтних документiв
заданого шаблону. На нашу думку, останнi потрiбно максимально автоматизу-
вати, щоб вивiльняти час саме для розв’язання творчих задач.

Авторська система «Цифровий асистент викладача» передбачає розробле-
ння модулiв, якi власне беруть на себе значну частину рутинних завдань, якi
пiдлягають автоматизацiї. Прикладом задачi, яка вимагає багато часових ре-
сурсiв, може бути розроблення рiзноманiтних тестових завдань для перевiрки
знань здобувачiв, їхньої самопiдготовки [1, 2].

Ще одна задача розглядається у данiй статтi — це автоматизацiя процесу
наповнення робочої програми з дисциплiни даними, якi зберiгаються у рiзнома-
нiтних документах: освiтньо-професiйнiй програмi (ОПП), навчальному планi
(НП) та iн. Розроблений модуль не може створити повноцiнну робочу програму,
оскiльки її змiст, перелiк джерел та iн. вимагає iнтелектуальної роботи виклада-
ча. Але наповнення документа стандартними даними, як показує досвiд, значно
прискорює процес його формування.
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2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Зазначенi проблеми до-
слiджують як вiтчизнянi, так i зарубiжнi науковцi. Так, у [3] дослiджено пiдхо-
ди й iнструменти автоматизацiї створення i наповнення курсiв у Moodle; у [4]
розглянуто автоматизовану систему для динамiчного формування навчальних
компонент (робочих планiв/модулiв); у [5] описано модуль для автоматизова-
ного формування навчальних планiв з урахуванням вибору студентiв. Проте,
недостатньо дослiдженою залишається проблема розроблення цифрових iнстру-
ментiв для автоматизованої роботи з документацiєю, що стосується освiтнього
процесу.

3. Постановка задачi. Розробити модуль iнформацiйної системи «Цифро-
вий асистент викладача ЗВО» для автоматизованого наповнення робочої про-
грами з дисциплiни на основi шаблонiв MS Word з використанням середовища
Visual Basic for Applications.

4. Описання загальної схеми роботи системи. При розробленнi iнфор-
мацiйної системи «Цифровий асистент викладача ЗВО» за основу було обрано
шаблони MS Word, оскiльки вони дозволяють формувати документи заданої
структури, а вбудована мова програмування Visual Basic for Applications дозво-
ляє ефективно керувати всiма об’єктами MS Office [1].

Розглянемо загальну схему роботи системи (лiстинг 1).

Лiстинг 1: Головна процедура системи.
1 Sub Main()
2 Dim doc As Document
3 Call Отримати_теми
4 Call Отримати_години
5 Call Отримати_IК
6 Call Отримати_ЗК
7 Call Отримати_ФК
8 Call Отримати_РН
9 Call Матриця_Компетентностi

10 Call Матриця_РН
11

12 Call Замiнити_маркери
13 Call Закладка_компетентностi
14 Call Закладка_змiст
15 Call Таблицi_РН_ОРН
16 Call Таблицi_Модуль12
17 Call Таблиця_Структура_НД
18 Call Семiнари_Самостiйна_робота
19

20 Set doc = Application.Documents.Add
21 ThisDocument.Range.Copy
22 doc.Range.Paste
23 doc.SaveAs2 fileName := ThisDocument.Path & "{\}" & назва_дисциплiни

& ".docx"
24 doc.Close
25 End Sub

Головну процедуру системи Main можна умовно роздiлити на три частини.
У першiй частинi знаходимо необхiднi данi iз трьох файлiв:

– «Змiст дисциплiни.docx» — це файл, який мiстить назву дисциплiни, пе-
релiк модулiв та тем до кожного модуля;
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– Excel-файл, назва якого вiдповiдає шаблону «НП*.xls?», — це навчальний
план ОПП, з якого отримуємо як загальну iнформацiю (рiвень вищої освiти,
галузь знань, спецiальнiсть, предметну спецiальнiсть, назву ОПП), так i
конкретну для вказаної дисциплiни (шифр, години та iн.);

– Word-файл, назва якого вiдповiдає шаблону «ОПП*.doc?», — це освiтньо-
професiйна програма, з якого отримуємо iнтегральну компетентнiсть, пере-
лiк загальних та фахових компетентностей (на основi матрицi вiдповiдностi
програмних компетентностей освiтнiм компонентам), а також перелiк про-
грамних результатiв навчання (на основi матрицi забезпечення програмних
результатiв навчання вiдповiдними освiтнiми компонентами).

У другiй частинi на основi отриманих даних формуємо файл-шаблон робочої
програми. Тут замiняємо ранiше створенi маркери даними з НП, редагуємо
ранiше створенi закладки даними з ОПП, формуємо новi таблицi та наповнюємо
їх розрахунковими даними. Детальнiше це описано нижче.

Третя частина зберiгає наповнений даними файл-шаблон у форматi файлу
.docx у поточнiй папцi. Далi цей файл викладач має змогу редагувати – додати
данi, якi не можна отримати з НП i ОПП (очiкуванi програмнi результати,
список джерел та iн.).

5. Розроблення шаблона для автоматизованого створення робочої
програми. Розглянемо можливостi автоматизацiї процесу розроблення робо-
чої програми дисциплiни. Так, у документi стандартної робочої програми бiль-
ше одного разу зустрiчаються:

– галузь знань — 5 разiв;
– спецiальнiсть — 2 рази;
– предметна спецiальнiсть — 2 ризи (для педагогiчних спецiальностей);
– освiтня програма — 3 рази;
– вид пiдсумкового контролю — 3 рази.

Всi цi данi приведенi у навчальному планi освiтньо-професiйної програми.
Крiм цього, iз вказаного документа можна автоматизовано отримати:

– рiвень вищої освiти;
– кiлькiсть кредитiв ЄКТС;
– загальну кiлькiсть годин;
– кiлькiсть аудиторних годин на тиждень (для денної форми навчання);
– кiлькiсть годин самостiйної роботи студента на тиждень (для денної форми
навчання);

– рiк пiдготовки;
– семестр;
– кiлькiсть лекцiйних годин;
– кiлькiсть практичних (семiнарських) годин;
– кiлькiсть лабораторних годин.

Отримавши цi данi нам необхiдно їх записати у файл-шаблон робочої про-
грами. Для цього використовуємо маркери у форматi «[маркер]», де у квадра-
тних дужках записано параметр для замiни. У лiстингу 2 наведено фрагмент
коду, що виконує описану дiю.
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Лiстинг 2: Замiна маркерiв.
1 For i = LBound(markers) To UBound(markers)
2 With ActiveDocument.Content.Find
3 .Text = markers(i)
4 .Replacement.Text = replacements(i)
5 .Execute Replace := wdReplaceAll
6 End With
7 Next i

Далi з освiтньо-професiйної програми автоматизовано отримуємо:
– iнтегральну компетентнiсть;
– загальнi компетентностi та їхнi шифри;
– фаховi компетентностi та їхнi шифри;
– програмнi результати навчання та їхнi шифри.
Для запису компетентностей у файлi-шаблонi робочої програми створюємо

закладку «компетентностi» (Вставлення | Посилання | Закладка). Це дозволяє
автоматизовано змiнювати текст закладки згiдно з вимогами ОПП (лiстинг 3).
Зауважимо, що вибiрковi дисциплiни не вiдображаються у матрицi вiдповiдно-
стi програмних компетентностей освiтнiм компонентам та матрицi забезпечення
програмних результатiв навчання вiдповiдними освiтнiми компонентами ОПП,
тому доцiльно перенести всi компетентностi та програмнi результати навчан-
ня з подальшим редагуванням. Аналогiчно до компетентностей через закладку
«змiст» формуємо власне змiст дисциплiни.

Лiстинг 3: Фрагмент роботи iз закладкою «компетентностi».
1 Set bm = ThisDocument.Bookmarks("компетентностi")
2 Set rng = bm.Range
3 ’ Видаляємо попереднiй текст закладки
4 rng.Text = ""
5 ’ Додаємо новi абзаци з текстом
6 rng.InsertAfter "Загальнi компетентностi:" & vbCrLf
7 For i = 1 To кiлькiсть_зк
8 I f зк(i).наявна Then
9 rng.InsertAfter Trim(зк(i).код) & ". " & Trim(зк(i).текст) &

vbCrLf
10 End I f
11 Next i

Програмнi результати навчання та їхнi шифри записуємо у вiдповiдну та-
блицю, попередньо видаливши застарiлi данi (лiстинг 4). Для таблицi з очi-
куваними результатами навчання з дисциплiни готуємо порожню таблицю та
вписуємо тiльки шифри, якi вiдповiдають програмним результатам.

Лiстинг 4: Фрагмент роботи iз таблицею «Програмнi результати навчання».
1 ’ –- Отримуємо посилання на таблицю –-
2 Set tbl1 = ThisDocument.Tables(tblIndex1) ’РН
3 ’ –- Видаляємо всi рядки, крiм першого –-
4 For i = tbl1.Rows.Count To 2 Step -1
5 tbl1.Rows(i).Delete
6 Next i
7 ’ –- Додаємо новi рядки пiсля першого –-
8 For i = 1 To кiлькiсть_рн
9 I f рн(i).наявна Then
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10 tbl1.Rows.Add
11 tbl1.cell(tbl1.Rows.Count, 1).Range.Text = Trim(рн(i).текст)
12 tbl1.cell(tbl1.Rows.Count, 2).Range.Text = Trim(рн(i).код)
13 End I f
14 Next i

Ми не можемо автоматизовано наповнити таблицю «Очiкуванi результати
навчання», оскiльки це вимагає iнтелектуальної роботи викладача, але анало-
гiчно до лiстингу 4 можемо пiдготувати порожню таблицю на записати шифри
програмних результатiв навчання. Крiм цього, програмно здiйснюємо форма-
тування тексту (вирiвнювання, напiвжирний та iн.), що також економить час
при завершальному оформленнi документа.

Наступною можливiстю для автоматизацiї є формування та наповнення та-
блицi, яка вiдображає розподiл балiв за темами кожного модуля (табл. 1).

Таблиця 1.
Розподiл балiв, якi отримують здобувачi вищої освiти

Поточне оцiнювання та самостiйна
(iндивiдуальна) робота

Модульна
контроль-
на робота

Сума

𝑇1 𝑇2 · · · 𝑇𝑛 50 100
𝑘1 𝑘2 · · · 𝑘𝑛

Тут 𝑛 — кiлькiсть тем певного модуля, 𝑘1, 𝑘2, . . ., 𝑘𝑛 — бали, якi можуть
отримати здобувачi вищої освiти за вказану тему. Отже, ми можемо створити
таблицю, врахувавши кiлькiсть тем, а також задати рiвномiрний розподiл балiв
за темами iз можливiстю подальшого редагування викладачем. Оскiльки стру-
ктура таблицi досить складна, то ми спочатку об’єднуємо всi її комiрки у одну,
видаляємо застарiлий текст, а потiм формуємо нову таблицю (лiстинг 5).

Лiстинг 5: Фрагмент роботи iз таблицею «Розподiл балiв».
1 Set tbl = ThisDocument.Tables(tblIndex) ’Оновлюємо посилання
2 ’ –- Крок 1. Об’єднати всi клiтинки в одну –-
3 tbl.cell(1, 1).Merge tbl.cell(tbl.Rows.Count, tbl.Columns.Count)
4 ’ –- Крок 2. Видалити весь вмiст –-
5 tbl.cell(1, 1).Range.Text = ""
6 ’ –- Крок 3. Розбити таблицю заново –-
7 tbl.Rows (1).Cells (1).Split NumRows :=3, NumColumns :=модулi(n).

кiлькiсть_тем + 2

Розглянемо ще одну пiдзадачу — формування таблицi «Структура навчаль-
ної дисциплiни» (табл. 2).

Оскiльки табл. 2 має об’єднання по вертикалi, то видалення рядкiв аналогi-
чно до лiстингу 4 викликає помилку виконання. Тому ми роздiлимо її на табли-
цю iз заголовками та iншу частину, яку видаляємо. Далi добавляємо необхiдну
кiлькiсть рядкiв, у залежностi вiд кiлькостi тем, та обчислюємо попереднiй рiв-
номiрний розподiл годин за темами (лiстинг 6).
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Таблиця 2.
Структура навчальної дисциплiни

Назви змiстових модулiв i тем

Кiлькiсть годин
денна форма

усього у тому числi
лек. пр. лаб. iнд. с.р.

1 2 3 4 5 6 7
Модуль 1.

Тема 1.1.
Тема 1.2.

. . .
Разом за модулем

Модуль 2.
Тема 2.1.
Тема 2.2.

. . .
Разом за модулем

Разом

Лiстинг 6: Фрагмент роботи iз таблицею «Структура навчальної дисциплiни».
1 Set tbl = ThisDocument.Tables(tblIndex)
2 tbl.cell(6, 1).Select ’ Нижче заголовкiв
3 Selection.SplitTable
4 ThisDocument.Tables(tblIndex + 1).Delete
5 p = 0
6 For i = 1 To кiлькiсть_модулiв
7 tbl.Rows.Add ’Модуль i
8 tbl.cell(tbl.Rows.Count, 1).Range.Text = Trim(модулi(i).назва)
9 For j = 1 To модулi(i).кiлькiсть_тем

10 p = p + 1
11 tbl.Rows.Add ’Тема j
12 tbl.cell(tbl.Rows.Count, 1).Range.Text = Trim(теми(p).номер) & "

" & Trim(теми(p).назва)
13 tbl.cell(tbl.Rows.Count, 2).Range.Text = години_теми(p).усього
14 tbl.cell(tbl.Rows.Count, 3).Range.Text = години_теми(p).лек
15 I f наявнi_пр Then
16 tbl.cell(tbl.Rows.Count, 4).Range.Text = години_теми(p).пр
17 End I f
18 I f наявнi_лаб Then
19 tbl.cell(tbl.Rows.Count, 5).Range.Text = години_теми(p).лаб
20 End I f
21 I f наявнi_iнд Then
22 tbl.cell(tbl.Rows.Count, 6).Range.Text = години_теми(p).iнд
23 End I f
24 tbl.cell(tbl.Rows.Count, 7).Range.Text = години_теми(p).ср
25 Next j
26 tbl.Rows.Add ’Разом за модулем i
27 tbl.cell(tbl.Rows.Count, 1).Range.Text = "Разом за модулем"
28 Next i

Крiм описаних пiдзадач слiд вiдмiтити можливостi автоматизацiї роботи ви-
кладача, пов’язанi з форматуванням тексту, видiленням певних фрагментiв та
iн. Це вимагає певних затрат часу у процесi розробки, проте потiм економить
його при експлуатацiї системи.
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6. Висновки. Описана iнформацiйна система покликана економити час
викладача, беручи на себе рутиннi завдання при створенi робочої програми. На
нашу думку, цю та подiбнi системи доцiльно розробляти, зiставляючи витрати
часу на їхнє розроблення та економiю часу при їх експлуатацiї. Описана система
мiстить бiльше 700 рядкiв коду, тобто її розроблення вимагає значних часових
ресурсiв. Тим не менше, при створеннi нових освiтньо-професiйних програм
виникає необхiднiсть у розробленнi значної кiлькостi робочих програм. У цьому
випадку використання iнформацiйної системи «Цифровий асистент викладача
ЗВО» вважаємо за доцiльне.

У подальшому систему можна розвивати як iнструмент автоматизованого
аналiзу розроблених робочих програм та виявлення у них невiдповiдностей
ОПП та НП.
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РЕКОМЕНДАЦIЙНА СИСТЕМА ОЦIНЮВАННЯ ЕКОЛОГIЧНОЇ
ВIДПОВIДАЛЬНОСТI ГРОМАДЯН ПРИ ВИКОРИСТАННI

ГЕНЕРАТИВНОГО ШТУЧНОГО IНТЕЛЕКТУ

У роботi розглянуто актуальну проблему оцiнювання екологiчної вiдповiдальностi
громадян при використаннi генеративного штучного iнтелекту (ШI), зокрема в умовах
високого енергоспоживання та формування цифрового слiду.

Метою дослiдження є розроблення рекомендацiйної системи, що iнтегрує кiлькi-
сне та якiсне оцiнювання цифрової поведiнки користувачiв за допомогою нечiтких
моделей, експертних оцiнок та функцiй належностi.

Запропонований пiдхiд дозволяє формувати iнтегральний показник екологiчної
зрiлостi цифрової поведiнки та визначати загальний рiвень екологiчно вiдповiдаль-
ного використання ШI серед громадян регiону. Методика включає фазифiкацiю анке-
тних даних, нормування оцiнок, застосування нечiткої логiки та побудову адаптивних
рекомендацiй, що залежать вiд рiвня усвiдомлення користувачiв. Система враховує
невизначенiсть та суб’єктивнiсть оцiнок, що пiдвищує точнiсть та достовiрнiсть ре-
зультатiв.

Отриманi данi можуть бути використанi органами влади та освiтнiми установа-
ми для розробки полiтик з цифрової та екологiчної вiдповiдальностi, стимулювання
сталого розвитку та пiдвищення екологiчної свiдомостi громадян.

Ключовi слова: генеративний штучний iнтелект, екологiчна вiдповiдальнiсть, нечi-
ткi моделi, рекомендацiйна система, цифрова поведiнка, iнтегральний показник, ста-
лий розвиток.

1. Вступ. Стрiмкий розвиток генеративного ШI вiдкриває новi можливостi
для суспiльства, бiзнесу та науки, але водночас створює виклики, пов’язанi з
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його екологiчним впливом. Потужнi обчислювальнi ресурси, необхiднi для фун-
кцiонування таких систем, зумовлюють значне енергоспоживання, формують
цифровий слiд та спричиняють додаткове навантаження на довкiлля. У цих
умовах постає необхiднiсть формування культури екологiчно вiдповiдального
використання ШI серед громадян.

Актуальнiсть дослiдження зумовлена тим, що бiльшiсть користувачiв, взає-
модiючи з ШI-помiчниками, зрiдка замислюються над екологiчними наслiдка-
ми своїх дiй, а вiдповiднi освiтнi та рекомендацiйнi iнструменти перебувають
на початковому етапi розвитку. Вiдсутнiсть системного пiдходу до оцiнювання
рiвня екологiчної вiдповiдальностi громадян у цифровому середовищi ускла-
днює вироблення ефективних стратегiй зменшення негативного впливу ШI на
довкiлля. Регламент ЄС щодо штучного iнтелекту пiдкреслює необхiднiсть за-
безпечення екологiчної вiдповiдальностi в розробцi та використаннi ШI-систем,
включаючи вимоги до енергоефективностi та обов’язкову звiтнiсть про вплив
на навколишнє середовище для високоризикових ШI-систем [1]. Це свiдчить про
важливiсть iнтеграцiї екологiчних критерiїв у процеси оцiнювання та рекомен-
дацiй щодо використання ШI, що робить запропоновану систему своєчасною та
вiдповiдною сучасним регуляторним вимогам.

Запропоноване дослiдження спрямоване на створення рекомендацiйної си-
стеми, що поєднує кiлькiсне й якiсне оцiнювання цифрової поведiнки користу-
вачiв iз використанням нечiтких моделей та експертних висновкiв. Такий пiд-
хiд дозволяє не лише визначити рiвень екологiчної зрiлостi суспiльства, але й
надати iндивiдуальнi та колективнi рекомендацiї для пiдвищення екологiчної
вiдповiдальностi. Дослiдження буде корисним для органiв влади щодо форму-
вання полiтик екологiчно вiдповiдального використання генеративного ШI та
пiдвищення цифрової свiдомостi громадян.

Основною метою даного дослiдження є розроблення рекомендацiйної систе-
ми оцiнювання екологiчної вiдповiдальностi громадян при використаннi гене-
ративного штучного iнтелекту для формування культури вiдповiдального ци-
фрового споживання.

2. Огляд лiтератури. Огляд наукової лiтератури базується на аналiзi су-
часних дослiджень у галузi екологiчної вiдповiдальностi, штучного iнтелекту
та пiдтримки прийняття рiшень. Цi напрямки є актуальними у контекстi ста-
лого розвитку, цифровiзацiї управлiнських процесiв та iнтеграцiї iнновацiйних
технологiй у державне управлiння.

У роботах [2] та [3] розглядаються моделi оцiнювання екологiчної вiдпо-
вiдальностi громадян, зокрема через призму поведiнкових аспектiв та соцi-
альних норм. Автори пiдкреслюють важливiсть iнтеграцiї iнтелектуальних си-
стем для автоматизованої оцiнки екологiчної поведiнки, що дозволяє зменшити
суб’єктивнiсть та пiдвищити ефективнiсть монiторингу. У статтях [4–5] запро-
поновано використання нечiткої логiки для моделювання складних екологiчних
процесiв, що дозволяє враховувати невизначенiсть та варiативнiсть даних.

Щодо застосування генеративного ШI, у роботах [6–7] дослiджуються мо-
жливостi використання таких технологiй для створення адаптивних рекоменда-
цiйних систем, якi можуть враховувати iндивiдуальнi особливостi користувачiв
та їхню поведiнку. Цi системи здатнi генерувати персоналiзованi поради щодо
зменшення екологiчного слiду, що вiдповiдає сучасним вимогам до iнтерфейсiв
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людина-комп’ютер. При цьому, пiднiмається питання етики та рiзноманiтнiсть
у полiтицi, стратегiях та iнiцiативах щодо штучного iнтелекту [8].

У контекстi пiдтримки прийняття рiшень, у статтях [9–10] розглядаються
методи нечiткої математики для аналiзу та оцiнки екологiчних ризикiв, що до-
зволяє приймати обґрунтованi рiшення в умовах невизначеностi. Автори пiд-
креслюють важливiсть iнтеграцiї таких методiв у системи пiдтримки прийняття
рiшень для забезпечення сталого розвитку [11].

На сьогоднi, однак, не було проведено комплексного дослiдження, яке б по-
єднувало застосування методiв нечiткої логiки та генеративного ШI для систе-
матичної оцiнки екологiчної вiдповiдальностi громадян. Таким чином, iснуючi
дослiдження пiдтверджують актуальнiсть розробки рекомендацiйних систем,
якi поєднують методи нечiткої логiки та генеративного ШI для оцiнювання та
стимулювання екологiчної вiдповiдальностi громадян. Цi системи можуть ста-
ти ефективним iнструментом у контекстi реалiзацiї полiтик сталого розвитку
та цифровiзацiї управлiнських процесiв.

3. Матерiали та методи. Нехай для дослiдження задано вибiрку респон-
дентiв 𝐶 = {𝑐1; 𝑐2; . . . ; 𝑐𝑛}. Респонденти представляють собою громадян певного
регiону 𝑅. Метою є оцiнювання рiвня екологiчної вiдповiдальностi при викори-
станнi ШI серед цих громадян. Для отримання емпiричних даних, що слугува-
тимуть основою дослiдження, передбачається проведення експертного опиту-
вання. З цiєю метою розроблено текстову анкету, структуровану за системою
критерiїв оцiнювання 𝐾, якi згруповано в тематичнi категорiї 𝐺. У поєднаннi з
вiдповiдною процедурою обробки вiдповiдей дана анкета утворює iнформацiй-
ний метод оцiнювання екологiчно вiдповiдального використання ШI-помiчникiв
громадянами, позначений як 𝐾𝐴𝐼 . Фазифiкованi вхiднi данi, сформованi вiдпо-
вiдно до iнформацiйного методу, обробляються за допомогою нечiткої матема-
тичної моделi виведення рiвня екологiчно вiдповiдального використання ШI-
помiчникiв громадянами в межах дослiджуваного регiону — 𝑀𝐴𝐼 .

Формально рекомендацiйна система оцiнювання екологiчної вiдповiдально-
стi громадян при використаннi генеративного ШI може бути представлена у
виглядi оператора:

∆ (𝑅, 𝐶, 𝐸, 𝐾𝐴𝐼 , 𝑀𝐴𝐼) |𝑌 (𝑓). (1)
Оператор ∆ на основi вхiдних даних ставить у вiдповiднiсть вихiдне зна-

чення 𝑌 (𝑓). Вихiдне значення 𝑌 (𝑓) = {𝑚; 𝑒;𝑆𝑟} складається з: 𝑚 — загальна
оцiнка рiвня екологiчно вiдповiдального використання ШI-помiчникiв громадя-
нами в межах дослiджуваного регiону; 𝑒 — iнтегральний показник екологiчної
зрiлостi цифрової поведiнки в суспiльствi; 𝑆𝑟 — рекомендацiї щодо пiдвищення
екологiчної вiдповiдальностi громадян при використаннi генеративного ШI.

𝐾𝐴𝐼 — iнформацiйний метод оцiнювання екологiчно вiдповiдального вико-
ристання ШI-помiчникiв громадянами.

Запропонована вiдкрита множина критерiїв забезпечує можливiсть компле-
ксного аналiзу рiзних аспектiв екологiчно вiдповiдального використання ШI-
помiчникiв громадянами. Критерiї згруповано у три групи.

𝐺1 — тенденцiї поведiнки користувачiв пiд час роботи з ШI-помiчниками.
𝐾11 — З якою регулярнiстю Ви взаємодiєте з голосовими iнтерфейсами, чат-

ботами чи вiртуальними аватарами у щоденних ситуацiях?
Варiанти вiдповiдей визначаються з наступної терм-множини:
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𝐴(𝐾11) = {𝑎(𝐾11) = 1 якщо “Кiлька разiв на день”; 𝑎(𝐾11) = 2 якщо “Прибли-
зно раз на день”; 𝑎(𝐾11) = 3 якщо “Кiлька разiв на тиждень”; 𝑎(𝐾11) = 4 якщо
“Кiлька разiв на мiсяць”; 𝑎(𝐾11) = 5 якщо “Рiдше”; 𝑎(𝐾11) = 6 якщо “Нiколи”}.
З метою унiфiкацiї та порiвнянностi даних лiнгвiстичнi змiннi пiдлягають фор-
малiзацiї, зокрема шляхом застосування функцiй належностi.

𝐾12 — Для яких цiлей ви використовували систему ChatGPT ?
Множина можливих вiдповiдей представлена як терм-множина, елементи

якої вiдповiдають таким оцiнкам: «Так, саме так я його й використовував»;
«Нi, я не використовував це так».

𝐴(𝐾12) = {𝑎(𝐾12) = 1 якщо “З цiкавостi — щоб перевiрити можливостi ШI-
помiчникiв”; 𝑎(𝐾12) = 2 якщо “Для розваги”; 𝑎(𝐾12) = 3 якщо “Для робочих/-
шкiльних завдань”; 𝑎(𝐾12) = 4 якщо “Щоб навчитися чогось нового”; 𝑎(𝐾12) = 5
якщо “Спiврозмовник, коли бракує людей”}.

Кожен елемент терм-множини оцiнюється за допомогою бiнарної функцiї
належностi: 1 — «Так, саме так я його й використовував», 0 — «Нi, я не вико-
ристовував це так». Функцiя визначається наступним чином:

𝜇 (𝐾12)𝑖 =

{︃
1, якщо «Так» для ℎ (𝐾12) = 𝑖;

0, якщо «Нi» для ℎ (𝐾12) = 𝑖.
для 𝑖 = 1, . . . , 5. (2)

Перетворення матрицi вiдповiдей у числовий дiапазон [0; 1] здiйснюється
шляхом застосування наступної процедури агрегування:

𝜇 (𝐾12) =
1

5

5∑︁
𝑖=1

𝜇 (𝐾12)𝑖. (3)

𝐾13 — З якою регулярнiстю Ви звертаєтесь до ChatGPT?
Варiанти вiдповiдей визначаються з наступної терм-множини:
𝐴(𝐾13) = {𝑎(𝐾13) = 1 якщо “Дуже часто (кiлька разiв на день)”; 𝑎(𝐾13) = 2

якщо “Часто (кiлька разiв на тиждень)”; 𝑎(𝐾13) = 3 якщо “Зрiдка (кiлька
разiв на мiсяць)”; 𝑎(𝐾13) = 4 якщо “Я пробував це ранiше, але бiльше не
використовую”}. Лiнгвiстичнi змiннi формалiзуються для унiфiкацiї та порiв-
нянностi даних, зокрема шляхом застосування функцiй належностi.

𝐾14 — Досвiд використання iнших систем ШI.
Множина можливих вiдповiдей представлена як терм-множина, елементи

якої вiдповiдають оцiнкам «Так» або «Нi».
𝐴(𝐾14) = {𝑎(𝐾14) = 1 якщо “Google Gemini/Bard”; 𝑎(𝐾14) = 2 якщо “Mi-

crosoft Copilot/Bing”; 𝑎(𝐾14) = 3 якщо “Midjourney”; 𝑎(𝐾14) = 4 якщо “DALL-
E2/E-3”; 𝑎(𝐾14) = 5 якщо “Stability AI”; 𝑎(𝐾14) = 6 якщо “Wombo Art”; 𝑎(𝐾14) =
= 7 якщо “Canva”}. Аналогiчно, кожен елемент терм-множини оцiнюється за
допомогою бiнарної функцiї належностi, формула (2). Перетворення матрицi
вiдповiдей у числовий дiапазон [0; 1] здiйснюється шляхом застосування фор-
мули (3).

𝐺2 — Ступiнь iнтеграцiї науково-технiчних iнновацiй.
𝐾21 — Ступiнь впровадження у повсякденне життя технологiй генеративного

штучного iнтелекту.
𝐾22 — Ступiнь використання технологiй доповненої та вiртуальної реально-

стiу повсякденних чи професiйних цiлях.
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𝐾23 — Ступiнь впровадження альтернативних джерел енергiї у побут чи
господарську дiяльнiсть.

𝐾24 — Ступiнь використання екологiчно чистого транспорту.
Вiдповiдь виражається за шестибальною шкалою: 𝐴(𝐾2𝑔) = {𝑎(𝐾2g) = 1

якщо “Значною мiрою використовую”; . . . ; 𝑎(𝐾2𝑔) = 5 якщо “Зовсiм не викори-
стовую ”; 𝑎(𝐾2𝑔) = 6 якщо “Я не знайомий з цiєю технологiєю”}. 𝑔 = 1, . . . , 4.
Даний показник пропонується формалiзувати за допомогою Z-лiнiйною фун-
кцiєю належностi:

𝜇 (𝐾2𝑔) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 0 < 𝑎(𝐾2𝑔) ≤ 1;
6−𝑎(𝐾2𝑔)

5
, 1 < 𝑎(𝐾2𝑔) ≤ 6;

0, 𝑎(𝐾2𝑔) > 6.

(4)

𝐺3 — Екологiчна вiдповiдальнiсть у цифровому середовищi.
𝐾31 — Готовнiсть змiнити електронну адресу або перейти до провайдера

електронної пошти, що використовує енерго- та водоефективнi центри обробки
даних.

𝐾32 — Готовнiсть передавати документи й данi постачальнику, який засто-
совує енергоощаднi та водозберiгаючi технологiї у центрах обробки даних.

𝐾33 — Намiр вiдмовитися вiд користування соцiальними мережами, якi не
впроваджують заходи з економiї енергоресурсiв та води у своїх центрах обробки
даних.

𝐾34 — Намiр припинити користування популярними стрiмiнговими платфор-
мами, що не забезпечують рацiональне використання енергоресурсiв в центрах
обробки даних.

𝐾35 — Намiр вiдмовитися вiд платформ генеративного штучного iнтелекту,
якi не дотримуються екологiчно ефективних практик у роботi центрiв обробки
даних.

Варiанти вiдповiдей визначаються з наступної терм-множини:
𝐴(𝐾4𝑝) = {𝑎(𝐾4𝑝) = 1 якщо “Дуже корисно”; 𝑎(𝐾4𝑝) = 2 якщо “Досить охо-

че”; 𝑎(𝐾4𝑝) = 3 якщо “Досить неохоче”; 𝑣(𝐾4𝑝) = 4 якщо “Дуже неохоче”}. Щоб
забезпечити порiвняннiсть даних, лiнгвiстичнi змiннi формалiзують iз викори-
станням Z-лiнiйної функцiї:

𝜇 (𝐾3𝑝) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 0 < 𝑎(𝐾3𝑝) ≤ 1;
4−𝑎(𝐾3𝑝)

3
, 1 < 𝑎(𝐾3𝑝) ≤ 4;

0, 𝑎(𝐾3𝑝) > 4.

𝑝 = 1, . . . , 5. (5)

Розроблено iнформацiйний метод для оцiнювання екологiчно вiдповiдально-
го використання ШI-помiчникiв громадянами. Система критерiїв охоплює три
аспекти: використання ШI, iнтеграцiю iнновацiй та екологiчну вiдповiдальнiсть
у цифровому середовищi. Використання терм-множин та функцiй належностi
забезпечує унiфiкацiю даних та формування iнтегральних показникiв цифрової
екологiчної зрiлостi.

𝑀𝐴𝐼 — нечiтка математична модель виведення рiвня екологiчно вiдповiд-
ального використання ШI-помiчникiв громадянами в межах дослiджуваного
регiону.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Пiсля проведення опитування громадян та обробки зiбраних даних для ко-
жного запитання та респондента формується фазифiкований набiр. Спочатку
розраховуються фазифiкованi набори для груп у межах вiдповiдної категорiї:

𝜓ℎ =
1

𝑚ℎ

𝑙∑︁
𝑢=1

𝜇 (𝐾ℎ𝑢), ℎ = 1, . . . , 3. (6)

Де 𝑚ℎ — кiлькiсть показникiв у групi ℎ; 𝑢 — кiлькiсть критерiїв у групi.
Наступним кроком враховується значущiсть груп критерiїв, якi вiдобража-

ють рiзнi аспекти оцiнювання рiвня екологiчно вiдповiдального використання
ШI-помiчникiв громадянами. Для цього особа, що приймає рiшення (ОПР),
задає ваговi коефiцiєнти {𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼ℎ} для кожної групи 𝐺ℎ, наприклад, у дi-
апазонi вiд 1 до 10. Пiсля цього ваговi коефiцiєнти нормуються за допомогою
формули:

𝛽ℎ =
𝛼ℎ
3∑︀

ℎ=1

𝛼ℎ

, 𝛽ℎ ∈ [0; 1] . (7)

Використовуючи згортковий пiдхiд, проводиться обчислення загального рiв-
ня довiри серед громадян множини 𝐶. Наприклад, середнє значення згортки
можна подати у виглядi:

𝜗3(𝐶) =
3∑︁

ℎ=1

𝛽ℎ · 𝜓ℎ(𝐶). (8)

Таким чином, процес агрегацiї дає змогу визначити загальну оцiнку рiвня
екологiчно вiдповiдального використання ШI-помiчникiв серед громадян мно-
жини 𝐶. Отримане значення є нормованим, i в разi, коли 𝜗3()→ 1, це свiдчить
про високий рiвень екологiчно вiдповiдального використання ШI-помiчникiв
конкретним громадянином. Навпаки, значення, що наближаються до 0, свiд-
чать про низький рiвень усвiдомлення та практичного впровадження екологi-
чних принципiв у процесi використання цих технологiй.

Далi здiйснюється розрахунок загальної оцiнки для дослiджуваного регiону.
Для цього пропонується обчислити середнє арифметичне значень:

𝑚 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜗3(𝑐𝑖). (9)

Отримується 𝑚 ∈ [0; 1] — загальна оцiнка рiвня екологiчно вiдповiдального
використання ШI-помiчникiв громадянами в межах дослiджуваного регiону 𝑅.
На основi цього показника можна визначити регiони з високим або низьким
рiвнем екологiчної вiдповiдальностi, що дозволяє цiлеспрямовано розробляти
iнформацiйнi кампанiї, освiтнi програми та полiтики для пiдвищення екологi-
чної свiдомостi користувачiв.

Експерти з ШI, екологiчної безпеки, цифрової етики та соцiальних комунi-
кацiй висловлюють свої лiнгвiстичнi оцiнки 𝐿 щодо рiвня екологiчно вiдповiд-
ального використання ШI-помiчникiв у регiонi 𝑅. Для формалiзацiї цих оцiнок
пропонується застосувати терм-множину лiнгвiстичних змiнних, що вiдображає
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можливi якiснi рiвнi екологiчної вiдповiдальностi. Наприклад: 𝐿1 — «високий
рiвень»; 𝐿2 — «рiвень вище середнього»; 𝐿3 — «середнiй рiвень»; 𝐿4 — «рiвень
нижче середнього»; 𝐿5 — «низький рiвень».

Наведено експертний метод обчислення iнтегрального показника рiвня еко-
логiчно вiдповiдального використання ШI-помiчникiв громадянами. Метод по-
єднує два пiдходи: кiлькiсну оцiнку загального рiвня використання технологiй
у регiонi та якiсний експертний аналiз, що враховує аспекти, недоступнi через
анкетування чи статистику. Для визначення iнтегрального показника еколо-
гiчної зрiлостi цифрової поведiнки пропонується застосувати нечiтке логiчне
виведення на основi S-подiбної функцiї належностi:

𝑒𝛿 =

{︃
1
5

(︀√︀
𝑚
2

+ (5− 𝛿)
)︀
, 0 ≤ 𝑚 ≤ 0.5;

1
5

(︁
(6− 𝛿)−

√︁
1−𝑚
2

)︁
, 0.5 < 𝑚 ≤ 1.

(10)

Де 𝛿 = 1, 2, 3, 4, 5, а його значення визначається вiдповiдно до лiнгвiстично-
го мiркування експерта. У пiдсумку отримують 𝑒(𝑅) ∈ [0; 1] — iнтегральний
показник екологiчної зрiлостi цифрової поведiнки в суспiльствi.

На фiнальному етапi формується 𝑆𝑟 — набiр рекомендацiй щодо пiдвищен-
ня екологiчної вiдповiдальностi громадян при використаннi генеративного ШI.
Змiст рекомендацiй варiюється залежно вiд рiвня екологiчної зрiлостi цифрової
поведiнки в суспiльствi. Розподiл за рiвнями здiйснюється системним аналiти-
ком, спираючись на фактичнi результати дослiдження. Нижче сформульовано
10 пропонованих рекомендацiй.

Початковий рiвень: 𝑒 ∈ [0; 0.2]

∙ Базова цифрова освiта: органiзувати курси та вебiнари для громадян про
екологiчно безпечне використання ШI, включаючи енергоощаднi налашту-
вання та зменшення цифрового слiду.
∙ Формування базових правил: розробити внутрiшнi керiвництва для гро-
мадських органiзацiй i спiльнот щодо етичного та екологiчного користува-
ння AI, уникнення надлишкових обчислень та невиправданого зберiгання
даних.

Низький рiвень: 𝑒 ∈ [0.2; 0.4]

∙ Фiнансовi стимули: запровадити гранти або пiльговi програми для iнiцiа-
тив, що впроваджують генеративний ШI iз оптимiзацiєю енергоспоживання
та зменшенням цифрового слiду.
∙ Розвиток спiвпрацi: створювати платформи та альянси для обмiну знан-
нями та iнструментами щодо екологiчно вiдповiдального використання ШI
у рiзних сферах.

Середнiй рiвень: 𝑒 ∈ [0.4; 0.6]

∙ Монiторинг ефективностi: застосовувати цифровi платформи для вiдсте-
ження енергоспоживання та екологiчних показникiв при використаннi ШI-
систем громадянами.
∙ Пiлотнi iнiцiативи: запускати тестовi проекти з ШI для оптимiзацiї ре-
сурсiв, планування та управлiння, що зменшують вiдходи та споживання
енергiї.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Високий рiвень: 𝑒 ∈ [0.6; 0.8]

∙ Стимулювання iнновацiй: пiдтримувати стартапи та громадськi iнiцiативи,
що поєднують ШI та екологiчну вiдповiдальнiсть.
∙ Стандарти “зеленого ШI”: розробляти рекомендацiї та стандарти для гене-
ративного ШI, що враховують енергоефективнiсть, мiнiмiзацiю викидiв та
вiдповiдальне зберiгання даних.

Просунутий рiвень: 𝑒 ∈ [0.8; 1]

∙ Масштабування рiшень: поширювати перевiренi екологiчно ефективнi AI-
рiшення серед широких спiльнот та iнтегрувати їх у мiжнароднi та глобаль-
нi процеси.

Цi рекомендацiї дозволять органам влади пiдвищити екологiчну свiдомiсть
громадян, сприяти вiдповiдальному використанню генеративного ШI, зменши-
ти цифровий та енергетичний слiд у суспiльствi та створити умови для впрова-
дження екологiчно орiєнтованих полiтик i регуляторних iнiцiатив у сферi ци-
фрових технологiй.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi розро-
блено рекомендацiйну систему оцiнювання екологiчної вiдповiдальностi грома-
дян при використаннi генеративного штучного iнтелекту. Особливiстю системи
є використання гiбридних вхiдних даних, отриманих через експертне опиту-
вання, що пiдвищує якiсть оцiнки цифрової поведiнки користувачiв. В основi
дослiдження лежить апарат нечiтких множин та функцiї належностi, якi до-
зволяють вiдобразити коридор значень показникiв екологiчно вiдповiдального
використання ШI.

Запропонована методика дозволяє формувати iнтегральний показник рiвня
екологiчної зрiлостi цифрової поведiнки та загальну оцiнку рiвня екологiчно
вiдповiдального використання ШI-помiчникiв у межах регiону. На основi отри-
маних результатiв визначаються рекомендацiї щодо пiдвищення екологiчної вiд-
повiдальностi громадян, диференцiйованi за рiвнями: початковий, низький, се-
реднiй, високий та просунутий.

Метод поєднує кiлькiсну оцiнку реальної поведiнки користувачiв iз якiсним
експертним аналiзом, що дозволяє враховувати аспекти, недоступнi через опи-
тування чи статистичнi данi. Система демонструє здатнiсть вiдображати не-
чiткiсть оцiнок, обчислювати лiнгвiстичне значення рiвня екологiчної вiдпо-
вiдальностi та формувати рекомендацiї для пiдвищення екологiчної свiдомостi
громадян.

Отриманi результати мають наукову та практичну цiннiсть. Подальшi дослi-
дження передбачають розробку програмної пiдтримки для автоматизацiї обчи-
слень за запропонованим методом. Планується створення модульної програмної
системи, яка забезпечуватиме комплексну автоматизацiю оцiнювання екологi-
чної вiдповiдальностi громадян при використаннi генеративного ШI. Система
дозволятиме вводити та обробляти анкетнi данi у цифровiй формi, здiйснювати
фазифiкацiю та нормування оцiнок за допомогою функцiй належностi, обчи-
слювати iнтегральний показник 𝑒 та загальну оцiнку 𝑚, формувати адаптивнi
рекомендацiї 𝑆𝑟 залежно вiд рiвня екологiчної зрiлостi цифрової поведiнки, вi-
зуалiзувати результати для аналiтикiв та органiв влади, а також iнтегруватися
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з iснуючими iнформацiйними системами для пiдтримки прийняття рiшень у
сферi екологiчної полiтики та цифрової вiдповiдальностi.

Запропонованi рекомендацiї особливо кориснi для органiв влади, оскiльки
вони дозволяють пiдвищити екологiчну свiдомiсть населення, сприяти вiдпо-
вiдальному використанню цифрових технологiй, зменшити цифровий i енерге-
тичний слiд та впроваджувати екологiчно орiєнтованi полiтики й регуляторнi
iнiцiативи у сферi цифрових технологiй.
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Polishchuk V. V., Kelemen M. Jr., Povkhanych V. I., Matei A. A.,
Sehlianyk V. I. Recommendation System for Assessing Citizens’ Environmental
Responsibility in the Use of Generative Artificial Intelligence.

The study addresses the pressing issue of assessing citizens’ environmental responsibility
in the use of generative artificial intelligence (AI), particularly in the context of high energy
consumption and the formation of a digital footprint.

The aim of the research is to develop a recommendation system that integrates quan-
titative and qualitative evaluation of users’ digital behavior through fuzzy models, expert
assessments, and membership functions.

The proposed approach enables the formation of an overall indicator of the ecological
maturity of digital behavior and determines the general level of environmentally responsible
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AI use among citizens in a region. The methodology includes fuzzification of survey data,
normalization of assessments, application of fuzzy logic, and the construction of adaptive
recommendations based on users’ awareness levels. The system accounts for the uncertainty
and subjectivity of evaluations, enhancing the accuracy and reliability of results.

The obtained data can be utilized by government authorities and educational institu-
tions to develop policies on digital and environmental responsibility, promote sustainable
development, and increase citizens’ environmental awareness.

Keywords: generative artificial intelligence, environmental responsibility, fuzzy models,
recommendation system, digital behavior, integral indicator, sustainable development.
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ЗАСТОСУВАННЯ МОДЕЛЕЙ НЕЧIТКОЇ КЛАСИФIКАЦIЇ В
ЕКОЛОГIЧНИХ ДОСЛIДЖЕННЯХ

У статтi розглянуто застосування методiв нечiткої класифiкацiї для оцiнювання
якостi водних ресурсiв. Запропоновано використання S- та Z-лiнiйних функцiй нале-
жностi для моделювання екологiчних показникiв. Продемонстровано побудову нечi-
ткого класифiкатора та його ефективнiсть для дiагностики стану поверхневих вод.
Отриманi результати пiдтверджують, що нечiтка логiка дозволяє iнтегрувати фiзико-
хiмiчнi, гiдробiологiчнi та токсикологiчнi показники у єдину систему.

Ключовi слова: нечiтка класифiкацiя, екологiчнi дослiдження, якiсть води, функцiї
належностi, S-лiнiйна функцiя, Z-лiнiйна функцiя.

1. Вступ. Екологiчнi проблеми сьогоднi стають дедалi гострiшими та акту-
альнiшими. Глобальнi змiни клiмату, зростання iнтенсивностi забруднення нав-
колишнього середовища, деградацiя ґрунтiв, виснаження водних i бiологiчних
ресурсiв вимагають комплексного пiдходу до монiторингу, оцiнки та прогнозу-
вання стану довкiлля. Серед iнструментiв, що забезпечують системне вивчення
цих процесiв, важливе мiсце займає математичне моделювання, яке дозволяє
описувати складнi природнi й антропогеннi взаємодiї, прогнозувати їхню дина-
мiку та оцiнювати наслiдки рiзних сценарiїв впливу.

Математичнi моделi дають змогу встановлювати прихованi залежностi мiж
чинниками забруднення, оцiнювати потенцiйнi ризики та обґрунтовувати управ-
лiнськi рiшення як на локальному, так i на регiональному чи глобальному рiв-
нях. Розвиток цифрових технологiй, зростання обчислювальної потужностi та
доступ до великих масивiв вiдкритих екологiчних даних зробили моделювання
гнучким i доступним методом наукового дослiдження.

На сучасному етапi розвитку важко уявити функцiонування iнформацiйних
систем у рiзних сферах людської дiяльностi (науцi, технiцi, економiцi, медицинi,
промисловостi тощо) без застосування iнтелектуальних технологiй. Iнформацiй-
нi системи орiєнтованi на використання та акумуляцiю знань, що формуються
фахiвцями вiдповiдних галузей i подаються у виглядi професiйних термiнiв та
лiнгвiстичних конструкцiй. Як правило, такi знання мають характер тверджень
iз нечiтко окресленими межами або висловлювань, якi допускають багатозна-
чнiсть у шкалi значень iстинностi. У зв’язку з цим сучаснi методологiчнi пiдходи
до моделювання станiв складних систем за умов неповної визначеностi вхiдних
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даних ґрунтуються на використаннi апарату теорiї нечiтких множин та конце-
пцiї лiнгвiстичних змiнних[1].

2. Математична постановка задачi. Дiагностика екологiчного стану
навколишнього середовища може бути сформульована як задача класифiкацiї.
Така задача може бути розв’язана шляхом знаходження вiдповiдного класи-
фiкатора, тобто математичної функцiї 𝐹 , яка ставить у вiдповiднiсть множинi
ознак 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛} =

{︀
𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛

}︀
певну мiтку класу 𝑘𝑗:

𝐹 (𝑋) : 𝑋 → 𝑘𝑗.

Пропонується у виглядi класифiкатора використати пiдхiд нечiткого моде-
лювання, який базується на даних спостереження. Такий пiдхiд дозволяє дотри-
матись компромiсу мiж точнiстю класифiкацiї та iнтерпретацiєю отриманого
результату.

Задача класифiкацiї полягає в передбаченнi класу об’єкта за його вектором
значень ознак.

Нехай задана множина ознак𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛} =
{︀
𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛

}︀
i множина

класiв 𝐾 = {𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛} =
{︀
𝑘𝑗, 𝑗 = 1,𝑚

}︀
.

Нечiткий класифiкатор представляється у виглядi функцiї, яка присвоює
точцi iз простору вхiдних ознак мiтку класу з обчисленим ступенем упевненостi:

𝐹 (𝑋) : 𝑋1 ×𝑋2 × ...×𝑋𝑛 → [0, 1]𝑛 .

Основою нечiткого класифiкатора являється продукцiйне правило наступно-
го вигляду:

𝑅𝑝𝑗 : Якщо 𝑥1 = 𝐴1𝑗 & 𝑥2 = 𝐴2𝑗 & ... & 𝑥𝑛𝑗 = 𝐴𝑛𝑗 Тодi 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 = 𝑘𝑗,

де 𝐴𝑖𝑗 — лiнгвiстичний терм, який характеризує 𝑖-у ознаку в 𝑗-у правилi та
визначений своєю функцiєю належностi 𝜇𝐴𝑖𝑗

(𝑥𝑖) в точцi 𝑥𝑖, 𝑝 = 1, 𝑃 , 𝑃 — число
правил.

Клас визначається правилом, для якого Якщо-частина максимально вiдпо-
вiдає описанню, заданому вхiдному вектору 𝑋:

𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 = 𝑘𝑗* , 𝑗* = arg max
1≤𝑗≤𝑚

𝑛∏︁
𝑖=1

𝜇𝐴𝑖𝑗
(𝑥𝑖).

Побудова нечiтких класифiкаторiв потребує вирiшення наступних завдань:
вiдбiр iнформативних ознак, формалiзацiї знань, формулювання бази нечiтких
правил, оптимiзацiя параметрiв функцiї належностi.

3. Огляд лiтератури. У сучасних наукових пiдходах до оцiнки якостi во-
дних ресурсiв широко застосовуються стандартизованi методики класифiкацiї
екологiчного стану [2]. В Українi основним нормативним документом є Наказ
Мiнiстерства екологiї та природних ресурсiв України вiд 14.01.2019 № 5 “Про
затвердження Методики вiднесення масиву поверхневих вод до одного з кла-
сiв екологiчного та хiмiчного станiв масиву поверхневих вод” [3], який вста-
новлює п’ять класiв якостi вод — вiд “вiдмiнного” до “поганого” — на основi
гiдрохiмiчних, гiдробiологiчних та гiдроморфологiчних показникiв. У мiжна-
роднiй науковiй практицi, зокрема у дослiдженнi Vitecek, Johnson та Poikane
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(2021) “Assessing the Ecological Status of European Rivers and Lakes Using Benthic
Invertebrate Communities: A Practical Catalogue of Metrics and Methods” [4], опи-
сано рiзноманiтнi методи оцiнки екологiчного стану водних об’єктiв iз засто-
суванням бiологiчних, хiмiчних та гiдроморфологiчних характеристик. Дослi-
дження Пономаренка (2022) “Оцiнка екологiчного стану поверхневих водних
об’єктiв” [5] демонструє, що нацiональнi пiдходи узгоджуються з мiжнародни-
ми стандартами, проте вiдрiзняються бiльш деталiзованими критерiями для
бiогенних i фiзико-хiмiчних показникiв.

4. Методи i матерiали. Проблема вiдбору iнформативних ознак полягає
у пошуцi таких вхiдних атрибутiв iз набору даних, якi найбiльш реально вiд-
ображають екологiчний стан середовища. Це можуть бути як статистичнi, так
i теоретико-iнформацiйнi та метаевристичнi методи.

Особливу увагу сучаснi дослiдники придiляють якостi водних ресурсiв, якi
вiдiграють фундаментальну роль у збереженнi екосистем i забезпеченнi потреб
населення. Оцiнка якостi води ґрунтується на системi фiзико-хiмiчних, гiдро-
бiологiчних та токсикологiчних показникiв, серед яких ключовими є:

∙ кисневий режим (розчинений кисень, бiохiмiчне та хiмiчне споживання
кисню – БСК5, ХСК);
∙ вмiст бiогенних елементiв (NO−

3 , NO−
2 , NH+

4 , PO3−
4 ), якi впливають на

евтрофiкацiйнi процеси;
∙ концентрацiя завислих речовин i органiчного забруднення (кала-
мутнiсть, зваженi частинки, органiчний вуглець);
∙ наявнiсть токсичних речовин (важкi метали, пестициди, нафтопроду-
кти)

Екологiчна класифiкацiя якостi вод за бiологiчними критерiями включає
такi групи показникiв:

а) гiдробiологiчнi:

– структурнi показники окремих угруповань — чисельнiсть, бiомаса, чи-
сло видiв, iндекс Шенона, структурнi iндекси та iн.,

– показники трофностi — бiомаса фiтопланктону, концентрацiя хлоро-
фiлу “а”, первинна продукцiя;

– бiоiндикацiйнi оцiнки — iндекси сапробностi за системами Пантле–
Букка i Гуднайта–Уiтлея, бiотичнi iндекси;

б) бiохiмiчнi — iндекс А/R (самоочищення / самозабруднення), потенцiйна
здатнiсть вод до самоочищення, активнiсть позаклiтинних оксидоредуктаз
у донних вiдкладах;

в) бактерiологiчнi — загальна чисельнiсть бактерiопланктону, кiлькiсть са-
профiтних бактерiй та бактерiй групи кишкових паличок (iндекс БГКП).

г) бiотестовi — бiотести на ракоподiбних, бiотест Кнеппа.

Кожен показник порiвнюється з гранично допустимими концентрацiями (ГДК)
або екологiчними нормативами, а сукупна оцiнка дозволяє вiднести водойму до
певного класу якостi (вiд I — «дуже чиста» до V — «дуже забруднена»).

Метою математичного моделювання є не лише кiлькiсний опис стану водних
екосистем, але й прогнозування змiн пiд впливом природних i антропогенних
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факторiв. Результати моделювання застосовуються для оцiнки екологiчних ри-
зикiв, визначення прiоритетних заходiв охорони вод, а також для обґрунтува-
ння управлiнських рiшень у сферi екологiчної полiтики. У таблицi 1 наведено
граничнi значення основних показникiв якостi води вiдповiдностi до класiв.

Таблиця 1
№
п/п Показник Клас I Клас II Клас III Клас IV Клас V

1 Розчинений
кисень, мг О2/дм3 >8.0 7.6–8.0 7.1–7.5 6.1–7.0 <6.0

2 % насичення 96–105 91–96 81–90 71–80 <70

3 Завислi речовини,
мг/дм3 <5 5–10 11–20 21–30 >30

4 Прозорiсть, м >1.50 1.00–1.50 0.65–0.95 0.50–0.60 <0.50
5 pH 6.9–7.5 7.6–7.9 8.0–8.1 8.2–8.3 >8.3

6 Азот амонiйний,
мг N/дм3 <0.10 0.10–0.20 0.21–0.30 0.31–0.50 >0.50

7 Азот нiтритний,
мг N/дм3 <0.002 0.002–0.005 0.006–0.010 0.011–0.020 >0.020

8 Азот нiтратний, мг
N/дм3 <0.20 0.20–0.30 0.31–0.50 0.51–0.70 >0.70

9 Загальний N, мг
N/дм3 <1.0 1.1–1.5 1.6–2.0 2.1–4.0 >4.0

10 Фосфор фосфатiв,
мг P/дм3 <0.015 0.015–0.030 0.031–0.050 0.051–0.100 >0.100

11
Фосфор

загальний, мг
P/дм3

<0.015 0.015–0.030 0.031–0.060 0.061–0.120 >0.120

12 БСК5, мг О2/дм3 <1.0 1.0–1.6 1.7–2.1 2.2–4.0 >4.0

13
ХСК (бiхроматна

окислюванiсть), мг
О2/дм3

<9 9–15 16–25 26–30 >30

Дана класифiкацiя вiдображає комплексний пiдхiд до оцiнки якостi поверх-
невих вод. Основними критерiями є показники кисневого режиму (розчинений
кисень i ступiнь насичення), гiдрофiзичнi параметри (завислi речовини, прозо-
рiсть), кислотно-лужний баланс (pH), вмiст бiогенних елементiв (азот i фосфор
у рiзних формах), а також iндикатори органiчного забруднення (БСК5, ХСК).
У наведенiй таблицi класифiкацiя якостi води вiдповiдає категорiям, прийнятим
у нацiональних методиках екологiчної оцiнки стану поверхневих вод [1]:
∙ I клас — вiдмiннi: вода характеризується природним станом, без ознак
антропогенного впливу.
∙ II клас — добрi: вода майже не змiнена, незначний антропогенний вплив.
∙ III клас — задовiльнi: спостерiгаються помiрнi змiни якостi води, вплив
антропогенних факторiв вiдчутний.
∙ IV клас — поганi: iстотне погiршення якостi води, потрiбне очищення
перед використанням.
∙ V клас — дуже поганi: вода непридатна для використання без глибокого
очищення, небезпечна для бiоти.

Така деталiзацiя дозволяє не лише класифiкувати водойми за ступенем за-
бруднення, а й створювати моделi нечiткого виведення, де кожен показник ма-
тиме свою функцiю належностi до класу якостi.

Ця класифiкацiя може бути основою для побудови моделей екологiчного мо-
нiторингу, визначення iнтегральних iндексiв якостi води (IЗВ) та для подаль-
шого застосування методiв нечiткої логiки для оцiнки ступеня забруднення.
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Формалiзацiя знань являється проблемою, вирiшення якої полягає у побу-
довi моделi, яка адекватно вiдображає iнформацiю предметної областi.

Виходячи iз аналiзу даних наведених у таблицi 1 показники доцiльно про-
моделювати за допомогою апарату нечiтких множин, тобто деякi S-лiнiйною
функцiєю належностi та деякi Z-лiнiйною функцiєю належностi.

𝜇 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑥 ≤ 𝑎min,
𝑥−𝑎min

𝑎max−𝑎min
, 𝑎min ≤ 𝑥 ≤ 𝑎max,

1, 𝑥 ≥ 𝑎max.

Рис. 1. S-лiнiйна функцiя належностi.

𝜇 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑥 ≥ 𝑎max,
𝑎max−𝑥

𝑎max−𝑎min
, 𝑎min ≤ 𝑥 ≤ 𝑎max,

1, 𝑥 ≤ 𝑎min.

Рис. 2. Z-лiнiйна функцiя належностi.

Якщо аналiзувати показники з таблицi 1, то можемо зробити висновок, що
для показникiв, де покращення означає зростання значення — краще вибрати
S-лiнiйну функцiю належностi (рис. 1), зокрема для показникiв № 1, 2, 4. А для
всiх iнших, де покращення означає зменшення значення — краще використати
Z-лiнiйну функцiю належностi (рис. 2).

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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5. Результати дослiджень. Якщо взяти значення для одного класу з
першого показника, то графiк буде такий (рис. 3).

Рис. 3. Функцiя належностi для розчиненого кисню 𝑂2 (клас II).

Якщо взяти всi класи для показника 2, то вийде такий графiк (рис. 4), з
комбiнацiєю функцiй належностi.

Рис. 4. Функцiя належностi для розчиненого кисню 𝑂2 для всiх класiв.

6. Висновки. Математичне моделювання з використанням методiв нечiткої
класифiкацiї виступає дiєвим iнструментом для оцiнювання екологiчного стану
водних екосистем, оскiльки дає змогу iнтегрувати фiзико-хiмiчнi, гiдробiологi-
чнi та токсикологiчнi показники у єдину систему комплексної оцiнки. Застосу-
вання апарату нечiтких множин i функцiй належностi забезпечує урахування
невизначеностi та природної мiнливостi даних, що сприяє формуванню бiльш
адаптивної та адекватної класифiкацiї водойм за рiвнем забруднення. Суттє-
вою перевагою нечiткої логiки є її здатнiсть поєднувати рiзнорiднi й не завжди
чiтко визначенi результати спостережень у цiлiсну математичну модель, яка
вiдображає логiчне судження про стан дослiджуваної системи.

Аналiз показникiв якостi води (кисневий режим, вмiст бiогенних елемен-
тiв, органiчне та токсичне забруднення) демонструє, що застосування S- та Z-
лiнiйних функцiй належностi дає змогу коректно моделювати залежнiсть мiж
станом води та її класом якостi. Це дозволяє не лише класифiкувати водойми
за традицiйними категорiями вiд I до V класу, а й формувати iнтегральнi iн-
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декси якостi води для екологiчного монiторингу та прогнозування змiн стану
екосистем.

Використання моделей нечiткої класифiкацiї створює новi можливостi для
ефективного управлiння водними ресурсами, оцiнювання екологiчних ризикiв
i розроблення науково обґрунтованих управлiнських стратегiй. Подальший по-
ступ у цiй сферi може бути пов’язаний з iнтеграцiєю цифрових двiйникiв еко-
систем, аналiзом великих масивiв даних, застосуванням технологiй Iнтернету
речей (IoT) та сучасних обчислювальних платформ, що забезпечить бiльш то-
чний i своєчасний монiторинг стану довкiлля. Концепцiя м’якого комп’ютiнгу
розглядається як сучасний пiдхiд до розв’язання складних задач, у випадках
коли традицiйнi методи та алгоритми виявляються недостатньо ефективними
через багатовимiрнiсть i складнiсть дослiджуваних систем. Цей пiдхiд охоплює
низку алгоритмiчних методiв, серед яких провiдне мiсце належить нечiткiй ло-
гiцi [6].

Таким чином, нечiтке моделювання є важливим iнструментом у сучаснiй
екологiї, що дозволяє системно оцiнювати стан водних екосистем, прогнозувати
наслiдки антропогенних i природних впливiв та формувати науково обґрунто-
вану екологiчну полiтику, спрямовану на рацiональне використання природних
ресурсiв i збереження довкiлля.

Подяки. Роботу виконано в рамках держбюджетної науково-дослiдної теми
Ужгородського нацiонального унiверситету “Методи обчислювального iнтеле-
кту для обробки i аналiзу даних” (номер державної реєстрацiї 0121U109279).
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ВАРIАЦIЙНО-ОПЕРАТОРНА МОДЕЛЬ КЕРОВАНОЇ
ДИСКРЕТИЗАЦIЇ ДЛЯ ГIБРИДНИХ ОБЧИСЛЕНЬ

У статтi розроблено варiацiйно-операторний пiдхiд до керованої дискретизацiї,
спрямований на узгодження точностi математичної моделi з архiтектурною ефектив-
нiстю гiбридних обчислювальних систем. Запропоновано параметризований оператор,
який адаптивно враховує локальнi властивостi процесу та зберiгає енергетичну узго-
дженiсть мiж неперервною i дискретною формами задачi. Побудовано двоетапну схе-
му оптимiзацiї, що поєднує точнiсть апроксимацiї з мiнiмiзацiєю часу виконання об-
числень. Експериментальнi результати пiдтверджують стабiльнiсть, енергетичну зба-
лансованiсть i високу вiдповiднiсть мiж прогнозованими та фактичними характери-
стиками, що засвiдчує ефективнiсть методу для моделювання складних гiбридних
систем.

Ключовi слова: керована дискретизацiя, CPU–GPU архiтектура, гiбриднi обчисле-
ння, варiацiйна оптимiзацiя, енергетична узгодженiсть, обчислювальна ефективнiсть,
моделювання складних систем.

1. Вступ. У контекстi сучасного обчислювального моделювання гiбридних си-
стем, що поєднують континуальнi фiзичнi процеси з дискретними подiями ке-
рування, постає фундаментальна проблема узгодження математичної точностi
з архiтектурною ефективнiстю. При переходi до гiбридних CPU–GPU архiте-
ктур це завдання набуває принципово нового змiсту: просторово-часова дис-
кретизацiя операторiв має не лише забезпечувати апроксимацiйну збiжнiсть, а
й вiдповiдати енергетичним iнварiантам системи та топологiї обчислювального
графа.

Класичнi схеми дискретизацiї, зокрема методи скiнченних рiзниць i скiн-
ченних елементiв фiксованого порядку, не враховують локальної варiацiї спе-
ктральних властивостей оператора 𝐿, який описує просторово-часову динамiку
системи. Унаслiдок цього їхня апроксимацiйна точнiсть не адаптується до ло-
кальної структури поля 𝑢 (𝑥, 𝑡), а ефективнiсть реалiзацiї визначається апара-
тною пропускною здатнiстю пам’ятi лише на етапi виконання, без участi самої
дискретизацiйної схеми.

Зауваження 1. Далi пiд полем 𝑢 (𝑥, 𝑡) розумiємо функцiю стану, що описує
розподiл фiзичної або модельної величини у просторi та часi; термiн стру-
ктура поля використовується для позначення локальної просторово-часової
органiзацiї або спектральних властивостей 𝑢 (𝑥, 𝑡).
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У результатi така фiксована дискретизацiя створює дисбаланс мiж локаль-
ною точнiстю апроксимацiї та ефективнiстю обчислень, оскiльки єдина сiтка не
здатна адаптуватися до областей iз рiзкими змiнами просторово-часових мас-
штабiв. Цей дисбаланс проявляється як порушення енергетичної узгодженостi
мiж континуальною моделлю та її чисельною апроксимацiєю, що призводить до
появи штучних дисипативних або генеративних компонент у спектрi розв’язку
й, вiдповiдно, до спотворення фiзично коректної динамiки системи [1–2].

Для усунення цих обмежень у данiй роботi запропоновано метод керованої
дискретизацiї, який розглядає побудову апроксимацiйного оператора як задачу
оптимiзацiї в параметричному просторi:

𝜃 = (𝑝, 𝑟, 𝜙) , (1)

де 𝑝 — порядок апроксимацiї; 𝑟 — радiус локального шаблону апроксимацiї; 𝜙
— тип фiльтрацiйної схеми, що контролює спектральну характеристику (селе-
ктивнiсть) оператора L.

На вiдмiну вiд класичних схем дискретизацiї, параметри 𝜃 у (1) не задаються
фiксовано, а визначаються з урахуванням локальних характеристик функцiї
стану 𝑢 (𝑥, 𝑡), зокрема просторової гладкостi, чутливостi до збурень i часової
жорсткостi. Така адаптацiя дозволяє реалiзувати енергетично узгодженi дис-
кретизацiї, у яких збережено головнi iнварiанти системи при мiнiмiзацiї витрат
ресурсiв для обчислення на гiбридних архiтектурах [3].

У межах варiацiйно-операторного пiдходу дискретизацiя трактується як
оптимiзацiйна процедура наближення оператора 𝐿 у просторi дволiнiйних форм,
узгоджених з енергетичними характеристиками системи. У цьому контекстi по-
будова параметризованого дискретного оператора 𝐿ℎ (𝜃) спрямована не лише
на мiнiмiзацiю норми вiдхилення ‖𝐿− 𝐿ℎ (𝜃)‖, але й на збереження коерцитив-
ностi (позитивної визначеностi енергетичної форми), дисипативностi та коре-
ктної енергетичної балансової структури. Вiдповiдно, керована дискретизацiя
розглядається як варiацiйний механiзм узгодження аналiтичних, чисельних та
апаратних iнварiантiв, який формує теоретичну основу для побудови енергети-
чно збалансованих сплiтiв та адаптивного планування обчислень у гiбридних
CPU–GPU середовищах [4].

2. Варiацiйно-операторний пiдхiд до керованої дискретизацi. Дис-
кретний оператор у межах варiацiйно-операторного пiдходу визначається як
варiацiйне наближення безперервного оператора в енергетичнiй нормi, що за-
безпечує узгодженiсть мiж аналiтичною моделлю та її чисельним представлен-
ням.

Нехай оператор 𝐿 : 𝑉 → 𝑉 ′ визначено в гiльбертовому просторi 𝑉 з вiдповiд-
ним енергетичним скалярним добутком ⟨·, ·⟩𝐸, а його дискретна апроксимацiя
задається у виглядi параметризованого вiдображення:

𝐿ℎ (𝜃) : 𝑉ℎ (𝜃)→ 𝑉 ′
ℎ (𝜃) , (2)

де 𝑉ℎ (𝜃) — параметризований пiдпростiр апроксимацiї, породжений системою

локальних базисних функцiй
{︁
𝜑
(𝜃)
𝑗

}︁𝑁(𝜃)
ℎ

𝑗=1
, де кожна функцiя 𝜑

(𝜃)
𝑗 асоцiйована з

вузлом або комiркою обчислювальної сiтки, а 𝑁
(𝜃)
ℎ — розмiрнiсть апроксима-

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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цiйного пiдпростору (кiлькiсть базисних функцiй) для вибраної конфiгурацiї 𝜃
(1).

Враховуючи (2), дискретну форму оператора можна визначити матрицею:

[𝐿ℎ (𝜃)]𝑖𝑗 =
⟨
𝐿𝜑

(𝜃)
𝑗 , 𝜑

(𝜃)
𝑗

⟩
𝐸
, (3)

що дозволяє зберегти енергетичну когерентнiсть мiж неперервною та дискре-
тною моделями.

У (3) оператор 𝐿ℎ (𝜃) наближає L не лише у метрицi норми ‖𝐿− 𝐿ℎ (𝜃)‖, але
й у просторi дволiнiйних форм, де збережено позитивну визначенiсть i коерци-
тивнiсть енергетичного функцiоналу.

Для гiбридних архiтектур CPU–GPU важливо, щоб дискретний оператор
мав структуру, сумiсну з асинхронним розпаралелюванням. Тому 𝐿ℎ (𝜃) подає-
ться як композицiя енергетично узгоджених сплiт-операторiв:

𝐿ℎ (𝜃) =

𝑚(𝜃)∑︁
𝑘=1

𝐿ℎ,𝑘, (4)

де 𝑘 — iндекс, що нумерує локальнi енергетично узгодженi сплiти, тобто фра-
гменти оператора, що вiдповiдають окремим фiзичним пiдпроцесам або ком-
понентам обчислювального графа; 𝑚 (𝜃) — кiлькiсть сплiтiв, що визначається
структурою параметрiв 𝜃 (1).

Кожен сплiт-оператор 𝐿ℎ,𝑘 є енергетично самодостатнiм, тобто ⟨𝐿ℎ,𝑘𝑢ℎ, 𝑢ℎ⟩𝐸 ≥
≥ 0, де 𝑢ℎ — дискретне наближення функцiї стану, 𝑢ℎ ∈ 𝑉ℎ (𝜃), 𝑢ℎ =

∑︀
𝑗 𝑢𝑗𝜑

(𝜃)
𝑗 .

Така декомпозицiя дає змогу виконувати асинхроннi оновлення вузлiв i мiнiмi-
зує комунiкацiйнi витрати мiж пам’яттю CPU та GPU та гарантує вiдсутнiсть
неузгоджених дисипативних ефектiв у процесi розпаралелювання.

Оптимальнi параметри 𝜃 задаються як аргумент мiнiмуму локальної похиб-
ки за умови обмеженої обчислювальної вартостi:

𝜃* = arg min
𝜃
𝐸

(𝑖)
loc (𝜃) , (5)

за умови
𝑇GPU (𝜃) ≤ 𝑇max, (6)

де 𝐸(𝑖)
loc (𝜃) — локальна оцiнка похибки наближення; 𝑇GPU (𝜃) — прогнозований

час виконання обчислень.
Оптимiзацiйна задача (5)–(6) формує компромiс мiж точнiстю апроксимацiї

та архiтектурною ефективнiстю, не потребуючи глобального задання фiксова-
ної схеми дискретизацiї для всiєї областi визначення задачi Ω ⊂ R𝑑. У пiдсумку
формується локально адаптивна схема дискретизацiї, у межах якої кожна пi-
добласть Ω𝑖 ⊂ Ω має власну конфiгурацiю 𝜃𝑖 та оптимальну кiлькiсть обчислю-
вальних сплiтiв 𝑚𝑖 = 𝑚 (𝜃𝑖), що забезпечують мiнiмальну енергетичну похибку
наближення:

𝐸
(𝑖)
loc (𝜃) = ‖𝐿𝑢− 𝐿ℎ (𝜃𝑖)𝑢‖2Ω𝑖

. (7)

Модель (1)–(7) створює основу для подальшого введення енергетично узго-
джених сплiтiв i двошарової оптимiзацiї точностi та часу.
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3. Енергетично узгоджена декомпозицiя та стабiльнiсть. Пiсля вве-
дення параметризованого оператора 𝐿ℎ (𝜃) (4), ключовим етапом є його деком-
позицiя на сплiт-оператори {𝐿ℎ,𝑘}, якi забезпечують коерцитивнiсть i стабiль-
нiсть при розпаралелюваннi на CPU–GPU архiтектурах. Такий пiдхiд дозволяє
реалiзувати сплiт-схеми iнтегрування (типу Strang splitting scheme, Alternating
Direction Implicit)[5–6], зберiгаючи порядок апроксимацiї та контроль енергети-
чних iнварiантiв системи.

Рiвняння (4) важається енергетично узгодженим, якщо сукупна дiя частко-
вих операторiв зберiгає коерцитивнiсть енергетичної форми, тобто:

⟨𝐿ℎ𝑢ℎ, 𝑢ℎ⟩𝐸 =

𝑚(𝜃)∑︁
𝑘=1

⟨𝐿ℎ,𝑘𝑢ℎ, 𝑢ℎ⟩𝐸 ≥ 𝑐 ‖𝑢ℎ‖2𝐸 , 𝑐 > 0, ∀𝑢ℎ ∈ 𝑉ℎ (𝜃) . (8)

У чисельному iнтегруваннi еволюцiйних рiвнянь розглядається початкова
задача

𝜕𝑢ℎ
𝜕𝑡

= 𝐿ℎ (𝜃)𝑢ℎ, (9)

для якої часовий крок 𝜏 > 0 задає дискретизацiю часової ос 𝑡𝑛 = 𝑛𝜏 . Вiдпо-
вiдно, оператор еволюцiї за один крок часу формально можна визначити як
експоненту 𝑒𝜏𝐿ℎ .

Приклад 1. Розглянемо побудову 𝐿ℎ (𝜃) для простого енергетично узго-
дженого оператора типу Лапласа

𝐿𝑢 = −∇ · (𝑎 (𝑥)∇𝑢) , 𝑎 (𝑥) > 0, 𝑥 ∈ Ω ⊂ R2.

На рiвномiрнiй сiтцi з кроком h i параметрами (1) його дискретизацiя при-
ймає вигляд:

(𝐿ℎ (𝜃)𝑢ℎ)𝑖,𝑗 = −𝑎𝑖,𝑗
ℎ2

(𝜙 (𝜃𝑥) (𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗) +

+𝜙 (𝜃𝑦) (𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1) ,

де 𝜙 (𝜃) задає тип локальної фiльтрацiї (наприклад, центральна схема для 𝜙 =
= 1 , або згладжена — для 𝜙 < 1).

Нехай 𝐶 — стала апроксимацiї, тодi енергетичний добуток визначається
як:

⟨𝐿ℎ (𝜃)𝑢ℎ, 𝑢ℎ⟩𝐸 =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑎𝑖,𝑗

[︃
(𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗)2

ℎ2
+

(𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗)2

ℎ2

]︃
,

а це гарантує, що ⟨𝐿ℎ (𝜃)𝑢ℎ, 𝑢ℎ⟩𝐸 ≥ 0, ∀𝑢ℎ, тобто коерцитивнiсть i енергети-
чна узгодженiсть дискретної форми. Збiльшення порядку 𝑝 (𝜃) автоматично
розширює радiус 𝑟 (𝜃) i зменшує похибку ‖𝑢− 𝑢ℎ (𝜃)‖ ≤ 𝐶ℎ𝑝(𝜃) та зберiгає стру-
ктуру.

Умова (8) означає, що дискретна система не створює штучних джерел або
втрат енергiї пiд час роздiльного обчислення компонент. Для гiбридних систем
CPU–GPU такий розклад створює природний механiзм асинхронного оновле-
ння: кожен сплiт може бути виконаний незалежно за умови, що енергетична
форма залишається позитивно напiввизначеною.
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Точнiсть симетричних сплiтiв визначається не самим фактом декомпозицiї,
а ступенем їхньої некомутативностi, що контролюється верхнiми оцiнками норм
комутаторiв. Для будь-яких двох енергетично узгоджених компонент 𝐿ℎ,𝑖 та 𝐿ℎ,𝑗
розглядаємо комутатор Лi [5, 7]:

[𝐿ℎ,𝑖, 𝐿ℎ,𝑗] := 𝐿ℎ,𝑖𝐿ℎ,𝑗 − 𝐿ℎ,𝑗𝐿ℎ,𝑖. (10)

Оскiльки у загальному випадку [𝐿ℎ,𝑖, 𝐿ℎ,𝑗] ̸= 0, сплiт-апроксимацiя наближує
𝑒𝜏𝐿ℎ iз похибкою, пропорцiйною нормi цього комутатора.

Лема 1. Порядок енергетично узгодженого сплiту. Нехай (4) — енергети-
чно узгоджений розклад дискретного оператора, побудований згiдно з умовами
(1)–(7), де кожен компонент 𝐿ℎ,𝑘 є коерцитивним у нормi енергiї ‖ · ‖𝐸 i ко-
мутатори (10) задовольняють оцiнку:

‖[𝐿ℎ,𝑖, [𝐿ℎ,𝑖, 𝐿ℎ,𝑗]]‖𝐸→𝐸 = 𝑂
(︀
ℎ𝑝+1

)︀
, (11)

та симетрична схема Странга

𝑆𝜏 = 𝑒
𝜏
2
𝐿ℎ,1𝑒𝜏𝐿ℎ,2𝑒

𝜏
2
𝐿ℎ,1 , (12)

з кроком часової дискретизацiї 𝜏 > 0 є апроксимацiєю операторної експоненти
𝑒𝜏𝐿ℎ другого порядку за часом у нормi ‖ · ‖𝐸→𝐸, тобто⃦⃦

𝑒𝑡𝑛𝐿ℎ − 𝑆𝑛𝜏
⃦⃦
𝐸→𝐸

≤ 𝐶𝑇 𝜏
2ℎ𝑝+1, 𝑡𝑛 = 𝑛𝜏 ≤ 𝑇, (13)

де стала 𝐶𝑇 > 0 не залежить вiд h i 𝜏 .
Отже, порядок апроксимацiї за просторовим параметром зберiгається рiв-

ним p у нормi енергiї ‖ · ‖𝐸.

Доведення. За умов (1)–(10) у скiнченновимiрному параметризованому
пiдпростору апроксимацiї 𝑉ℎ (𝜃) може бути застосована формула Бейкера–Кемп-
белла–Гаусдорфа [8–10], оскiльки сплiт-оператори {𝐿ℎ,𝑘} є скiнченновимiрними
та рiвномiрно обмеженими в енергетичнiй нормi. Для (12) вона дає значення:

𝑆𝜏 = exp

(︂
𝜏𝐿ℎ,1 +

𝜏 3

24
([𝐿ℎ,1, [𝐿ℎ,1, 𝐿ℎ,2]] + 2 [𝐿ℎ,2, [𝐿ℎ,1, 𝐿ℎ,2]]) +𝑂

(︀
𝜏 5
)︀)︂

, (14)

де 𝑂 (𝜏 5) — позначає залишковi члени ряду Бейкера–Кемпбелла–Гаусдорфа не
нижчого п’ятого порядку за 𝜏 , якi не впливають на порядок апроксимацiї схеми.

Звiдси випливає, що локальний дефект сплiт-апроксимацiї ∆𝜏 := 𝑒𝑡𝐿ℎ−𝑆𝜏має
порядок:

‖∆𝜏‖𝐸→𝐸 ≤ 𝐶𝑇 𝜏
3ℎ𝑝+1, (15)

оскiльки внесок комутаторних членiв у розкладi Бейкера–Кемпбелла–Гаусдорфа
є пропорцiйним (11).

Позитивна визначенiсть енергетичної форми кожного сплiт-оператора 𝐿ℎ,𝑘
гарантує стiйкiсть еволюцiйного оператора напiвгрупи

⃦⃦
𝑒𝑡𝐿ℎ

⃦⃦
𝐸→𝐸

≤ 1 i, як на-
слiдок, стабiльнiсть однокрокового оператора ‖𝑆𝜏‖𝐸→𝐸 ≤ 𝑒𝐶𝑇 𝜏 для деякої сталої
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𝐶𝑇 > 0. Використовуючи цi властивостi, застосовуємо класичний аргумент аку-
муляцiї похибки [11], який дає оцiнку глобальної похибки пiсля 𝑛 = 𝑡𝑛

𝜏
крокiв:

⃦⃦
𝑒𝑡𝑛𝐿ℎ − 𝑆𝑛𝜏

⃦⃦
𝐸→𝐸

≤
𝑛−1∑︁
𝑗=0

⃦⃦
𝑒(𝑛−1−𝑗)𝜏𝐿ℎ∆𝜏𝑆

𝑗
𝜏

⃦⃦
𝐸→𝐸

≤ 𝑛𝐶𝜏 3ℎ𝑝+1 ≤

≤ 𝐶𝑇 𝜏
2ℎ𝑝+1, 𝑡𝑛 = 𝑛𝜏 ≤ 𝑇,

(16)

де стала 𝐶𝑇 > 0 не залежить вiд ℎ i 𝜏 .
Таким чином, глобальна похибка сплiт-операторiв обмежена зверху вели-

чиною 𝑂 (𝜏 2ℎ𝑝+1) у нормi енергiї ‖ · ‖𝐸, що гарантує збереження просторового
порядку 𝑝 та другого порядку точностi за часом. Це завершує доведення. □

Стiйкiсть енергетично узгоджених симетричних схем зручно формулювати
у виглядi матричних умов коерцитивностi. Такi умови є дискретною формою
безперервного енергетичного критерiю (8), який використовувався пiд час до-
ведення Леми 1 для гарантування невiд’ємностi енергетичної функцiональної
форми. У випадку блочного розкладу оператора 𝐿ℎ ця умова набуває вигляду:

𝐿ℎ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐿ℎ,1 𝐶12 ... 𝐶1𝑚

𝐶21 𝐿ℎ,2 ... 𝐶2𝑚
...

... . . . ...
𝐶𝑚1 𝐶𝑚2 ... 𝐿ℎ,𝑚

⎤⎥⎥⎥⎦ .
У дискретному представленнi енергетична коерцитивнiсть виражається че-

рез матричну нерiвнiсть:

𝐿ℎ + 𝐿⊤
ℎ − 𝜂𝐼 ⪰ 0, 𝜂 > 0. (17)

Умова (17) забезпечує, що симетрична складова оператора 𝐿ℎ, тобто
1
2

(︀
𝐿ℎ + 𝐿⊤

ℎ

)︀
, є додатно напiввизначеною; отже, його спектр цiлком лежить у

правiй пiвплощинi, вiдповiдно:⃦⃦
𝑒𝑡𝐿ℎ

⃦⃦
𝐸→𝐸

≤ 𝑒−𝜂𝑡/2 ≤ 1, (18)

що гарантує монотонне зменшення енергетичної норми розв’язку ‖ · ‖𝐸 у часi,
тобто вiдсутнiсть зростання енергiї пiд дiєю дискретного оператора.

Крiм того, для збереження стiйкостi системи необхiдно, щоб взаємодiї мiж
сплiт-операторами були достатньо слабкими: величини мiжблочних зв’язкiв не
повиннi перевищувати заданого порогу:

‖𝐶𝑖𝑗‖ ≤
𝜂

𝑚 (𝜃)
, 𝑖 ̸= 𝑗, (19)

що запобiгає виникненню паразитних джерел енергiї пiд час асинхронного ви-
конання часткових операторiв на GPU. У термiнах енергетичної форми це еквi-
валентно обмеженню потоку енергiї мiж компонентами системи:⃒⃒

⟨𝐶𝑖𝑗𝑢𝑗, 𝑢𝑖⟩𝐸
⃒⃒
≤ 𝜂

𝑚 (𝜃)
‖𝑢𝑖‖𝐸 ‖𝑢𝑗‖𝐸 . (20)
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Таким чином, матричнi спiввiдношення (17)–(20) не вводять нових припу-
щень, а становлять конструктивну форму аналiтичної коерцитивностi, покла-
деної в основу доведення Леми 1. Вони задають параметричний простiр (1),
у межах якого дискретний оператор 𝐿ℎ (𝜃) зберiгає енергетичну стабiльнiсть у
сенсi невiд’ємностi симетризованої частини (17) та гарантує коректну реалiзо-
ванiсть сплiт-схем на гiбридних CPU–GPU архiтектурах.

4. Варiацiйна оптимiзацiя точностi та часу обчислень. Енергетично
узгоджена дискретизацiйна структура, сформована у попереднiх роздiлах че-
рез параметризованi оператори 𝐿ℎ (𝜃) та їх сплiт-представлення {𝐿ℎ,𝑘}𝑚(𝜃)

𝐾=1, задає
функцiональний простiр, у межах якого можливо формалiзувати задачу варiа-
цiйного узгодження точностi та обчислювальної ефективностi. У цьому просторi
дискретизацiйнi параметри (1) визначають локальну енергетичну когерентнiсть
апроксимацiї, тодi як розподiл сплiтiв мiж обчислювальними ресурсами (CPU–
GPU) задає часову архiтектонiку реалiзацiї.

Варiацiйна постановка, що розглядається далi, iнтегрує обидва аспекти —
керовану дискретизацiю (якiсть наближення) та планування обчислень (проду-
ктивнiсть) — у єдину багатокритерiальну модель. Така iнтеграцiя перетворює
процес обчислення на задачу варiацiйної оптимiзацiї, у якiй мiнiмiзується фун-
кцiонал часу при фiксованому рiвнi енергетичної точностi, або, еквiвалентно,
мiнiмiзується похибка при заданих ресурсних обмеженнях CPU–GPU.

При формулюваннi оптимiзацiйної задачi мета полягає у мiнiмiзацiї часу
виконання повного обчислювального циклу (makespan) при забезпеченнi гаран-
тованої апроксимацiйної точностi. Формально задача записується як:

min
𝜃,𝐿ℎ,𝑘,𝜋

𝑇 (𝜋, 𝜃) , (21)

за умови

‖𝑢− 𝑢ℎ (𝜃)‖𝐸 ≤ 𝜀, (22)

де 𝑇 (·) — загальний час виконання обчислень з урахуванням комунiкацiй;
𝜋 — стратегiя розподiлу сплiтiв мiж пристроями CPU та GPU; 𝜀 > 0 — заданий
рiвень похибки в енергетичнiй нормi.

Таким чином, параметри (1) керують якiстю апроксимацiї, а параметри 𝜋
керують плануванням обчислень. Оптимальне рiшення (5) визначає узгоджений
баланс мiж точнiстю та швидкодiєю системи.

Загальний час обчислення можна представити у виглядi:

𝑇 (𝜋, 𝜃) = 𝑇CPU (𝜋, 𝜃) + 𝑇GPU (𝜋, 𝜃) + 𝑇H2D/D2H (𝜋, 𝜃) , (23)

де 𝑇CPU (𝜋, 𝜃) — час обробки сплiтiв, призначених для центрального процесора
за певної стратегiї розподiлу сплiтiв мiж пристроями CPU та GPU; 𝑇GPU (𝜋, 𝜃)
— час виконання паралельних блокiв на графiчному процесорi; 𝑇H2D/D2H (𝜋, 𝜃)
— сумарнi витрати на передачу даних мiж CPU та GPU (host-to-device та device-
to-host).

Для кожного сплiт-оператора 𝐿ℎ,𝑘 введемо функцiональну оцiнку часу ви-

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



238 О. В. ПОПОВ, А. В. ПАВЛЮК

конання:
𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) ≤ 1𝜋𝑘=CPU

(︂
𝑛
(𝑘)
op (𝜃)

𝑃CPU
+

𝑛
(𝑘)
byte(𝜃)

𝐵CPU
+ 𝜏CPU

launch

)︂
+

+1𝜋𝑘=GPU

(︂
𝑛
(𝑘)
op (𝜃)

𝑃GPU
+

𝑛
(𝑘)
byte(𝜃)

𝐵GPU
+ 𝜏GPU

launch

)︂
+

+𝜒𝑘

(︁
𝑉 H2D
𝑘

𝐵H2D
+

𝑉 D2H
𝑘

𝐵D2H
+ 2𝜏pcie

)︁
,

(24)

де 1𝜋𝑘=CPU (·),1𝜋𝑘=GPU (·) — iндикатор призначення сплiта на CPU/GPU; 𝑛(𝑘)
op (𝜃)

— кiлькiсть арифметичних операцiй у сплiтi 𝑘; 𝑛(𝑘)
byte (𝜃) — обсяг доступiв до

глобальної пам’ятi пристрою; 𝑃CPU,𝑃GPU — ефективна обчислювальна проду-
ктивнiсть (оп./с); 𝐵CPU, 𝐵GPU — ефективна пропускна здатнiсть пам’ятi (бай-
т/с); 𝜏CPU

launch, 𝜏GPU
launch — витрати на запуск/синхронiзацiю; 𝐵H2D, 𝐵D2H — ефективна

пропускна здатнiсть каналу передачi PCIe/NVLink; 𝜒𝑘 ∈ {0, 1} — iндикатор, чи
потрiбнi копiї для сплiта 𝑘; 𝑉 H2D

𝑘 , 𝑉 D2H
𝑘 — обсяги копiй мiж host↔device; 𝜏pcie —

латентнiсть транзакцiї.
Умова (24) вiдображає класичну модель Roofline, тобто аналiтичну зале-

жнiсть продуктивностi обчислень вiд арифметичної iнтенсивностi та пропускної
здатностi пам’ятi, iз розширенням для PCIe/NVLink-комунiкацiй [12]. Оцiнки
𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) формують не лише локальнi моделi часових витрат, а й служать осно-
вою для побудови глобальної моделi продуктивностi, що поєднує параметри
дискретизацiї 𝜃 з архiтектурними характеристиками системи. Завдяки вклю-
ченню обчислювальної продуктивностi 𝑃CPU,𝑃GPU, пропускної здатностi пам’ятi
) 𝐵CPU, 𝐵GPU та комунiкацiйних параметрiв 𝐵H2D, 𝐵D2H, 𝜏pcie цi естиматори опи-
сують реальний баланс мiж арифметичною iнтенсивнiстю сплiтiв i пропускною
здатнiстю каналiв обмiну даними. У подальшiй оптимiзацiйнiй процедурi зна-
чення 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) використовуються як локальнi функцiї вартостi у динамiчнiй
програмi (25)–(27), що дозволяє узгоджено мiнiмiзувати загальний час викона-
ння 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) за умови обмеженнь на точнiсть за умов (22).

Пошук оптимальної конфiгурацiї здiйснюється у двоетапному (iєрархiчно-
му) режимi:

1. Зовнiшня оптимiзацiя — глобальний вибiр конфiгурацiй 𝜃 для пiдобластей
Ω𝑖 ⊂ Ω iз метою мiнiмiзацiї сумарного часу 𝑇 (𝜋, 𝜃) при забезпеченнi точно-
стi за умов (22). Для цього будується функцiя вартостi:

𝐹𝑖 (𝜃𝑖) = 𝑇𝑖 (𝜋𝑖, 𝜃𝑖) + 𝜆𝐸
(𝑖)
loc (𝜃) , (25)

де 𝜆 > 0 — коефiцiєнт штрафу за неточнiсть.

Алгоритм динамiчного програмування здiйснює мiнiмiзацiю функцiї∑︀
𝑖 𝐹𝑖 (𝜃𝑖) → min з урахуванням просторово-обчислювальних залежностей мiж

пiдобластями Ω𝑖 ⊂ Ω, забезпечуючи узгоджений вибiр параметрiв 𝜃𝑖 для всiх
локальних конфiгурацiй.

2. Внутрiшня оптимiзацiя — для фiксованого 𝜃 виконується перерозподiл
сплiтiв мiж CPU та GPU (оновлення стратегiї розподiлу сплiтiв 𝜋), спря-
мований на зменшення 𝑇H2D/D2H (𝜋, 𝜃) без порушення коерцитивностi (8).

На кожнiй iтерацiї розглядається пара сплiтiв (𝑘, 𝑙), для яких можливий
обмiн призначеннями 𝜋𝑘 ↔ 𝜋𝑙. Перестановка приймається, якщо вона зменшує
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загальний час виконання, тобто:

∆𝑇 = 𝑇 (𝜋′, 𝜃)− 𝑇 (𝜋, 𝜃) < 0, (26)

де 𝜋′ — оновлена стратегiї розподiлу сплiтiв.
Iтерацiї тривають до локальної стабiлiзацiї, тобто поки не досягнуто локаль-

ного мiнiмуму 𝑇 (𝜋, 𝜃), при якому жодна подальша перестановка не покращує
функцiонал витрат.

Цей комбiнований пiдхiд забезпечує ефективний пошук наближеного рiшен-
ня у просторi великої розмiрностi без втрати глобальної узгодженостi. Оптимi-
зацiя (21)–(26) реалiзується у змiшаному режимi: початкове визначення конфi-
гурацiї 𝜃 (1) та базового визначення 𝜋 виконується офлайн на основi апрiорних
естиматорiв (24), тодi як подальше коригування параметрiв часу та комунiкацiй
здiйснюється у режимi runtime-профiлювання. Така двоетапна схема забезпе-
чує стабiльнiсть глобального планування й водночас адаптивнiсть до поточних
апаратних умов.

Оскiльки точне розв’язання багатокритерiальної задачi (21)–(22) є NP-склад-
ним, запропонований метод належить до класу 𝛼-апроксимуючих алгоритмiв,
якi забезпечують гарантовану наближенiсть до оптимального розкладу при
скiнченному числi iтерацiй.

Попри теоретичну NP-складнiсть, практична реалiзацiя має керовану обчи-
слювальну вартiсть, оскiльки комбiнаторна частина задачi зведена до локаль-
них рiшень у просторi параметрiв 𝜃𝑖.

Для прозоростi наведемо оцiнку обчислювальної вартостi (асимптотичної
складностi) запропонованого алгоритму. Нехай Θ𝑖 — множина конфiгурацiй,
що задовольняють обмеження (22) для Ω𝑖, а 𝐺 — кiлькiсть локальних пере-
становок у внутрiшнiй оптимiзацiї. Побудова естиматорiв 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) та сумарної
функцiї 𝑇 (𝜋, 𝜃) має лiнiйну складнiсть 𝑂 (𝑚) за умови попереднього обчислен-
ня величин 𝑛

(𝑘)
op (𝜃), 𝑛(𝑘)

byte (𝜃), 𝑉𝑘. Етап зовнiшньої оптимiзацiї, реалiзований ме-
тодом динамiчного програмування, має обчислювальну складнiсть 𝑂 (

∑︀
𝑖 |Θ𝑖| +

+
∑︀

(𝑖,𝑗)∈𝐸 |Θ𝑖| |Θ𝑗|
)︁
, що зводиться до 𝑂 (

∑︀
𝑖 |Θ𝑖|) для деревоподiбних залежно-

стей мiж пiдзадачами. Внутрiшнiй етап жадiбних перестановок виконується з
асимптотичною складнiстю 𝑂 (𝐺 · 𝑐), де 𝑐 = 𝑂 (1) за умови iнкрементально-
го оновлення приросту (26) для кожної перестановки. З урахуванням побудо-
ви естиматорiв та зовнiшньої динамiчної оптимiзацiї, загальна обчислювальна
складнiсть одного оптимiзацiйного циклу становить 𝑂 (𝑚+

∑︀
𝑖 |Θ𝑖|+𝐺 · 𝑐), а

необхiдний обсяг пам’ятi — 𝑂 (𝑚+
∑︀

𝑖 |Θ𝑖|).
Наслiдок 1. Iснує стала 𝜃 ≥ 1, така що для отриманого плану (𝜋*, 𝜃*)

виконується оцiнка:

𝑇 (𝜋*, 𝜃*) ≤ 𝛼𝑇opt, 𝛼 = 1 +𝑂

(︂
1

log 𝑚

)︂
, (27)

де 𝑇opt — теоретичний мiнiмум функцiї (21); 𝑚 = 𝑚 (𝜃) — кiлькiсть енерге-
тично узгоджених сплiтiв.

Таким чином, ефективнiсть методу зростає iз масштабом задачi: при велико-
му 𝑚 (𝜃) алгоритм є асимптотично оптимальним, тобто рiзниця мiж отриманим
та оптимальним часом виконання зменшується логарифмiчно.
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Для практичної реалiзацiї алгоритм доповнюється механiзмом автомати-
чного тюнiнгу апаратних параметрiв, який перiодично оновлює еталоннi ха-
рактеристики продуктивностi, що входять до моделi (24), на основi результатiв
профiлювання реального виконання. Оновлення параметрiв виконується через
розв’язання допомiжної задачi у постановцi методу найменших квадратiв:

min
𝑃CPU,𝑃GPU,
𝐵CPU,𝐵GPU,
𝐵H2D,𝐵D2H,𝜏pcie

∑︁
𝑘

≤ (𝑇meas
𝑘 − 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃))

2 , (28)

де 𝑇meas
𝑘 — вимiряний час виконання 𝑘-го сплiту; 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) — модельна оцiнка

згiдно з (24).
Процес розв’язку (28) динамiчно оновлює параметри обчислювальної та ко-

мунiкацiйної продуктивностi, узгоджуючи модель часу з поточним станом апа-
ратного середовища та фактичною пропускною здатнiстю каналiв PCIe/NVLi-
nk. Такий механiзм забезпечує самоналаштування системи без потреби у ручно-
му втручаннi й зберiгає 𝛼-оптимальнiсть алгоритму навiть за змiнних характе-
ристик гiбридної архiтектури.

Запропонована схема, що описана у попереднiх роздiлах, формує єдиний
оптимiзацiйний контур, у межах якого енергетично узгоджена точнiсть чисель-
ної моделi та архiтектурна ефективнiсть обчислень розглядаються як взаємоза-
лежнi аспекти однiєї варiацiйної задачi. Її варiацiйно-дискретна структура за-
безпечує адаптивне керування як у параметричному просторi 𝜃, так i в часово-
операторнiй органiзацiї процесу iнтегрування. Унаслiдок цього система авто-
матично пiдтримує енергетичний баланс мiж точнiстю та продуктивнiстю, до-
сягаючи мiнiмального часу виконання без втрати стiйкостi. Такий механiзм є
передумовою моделювання складних гiбридних систем на CPU–GPU архiтекту-
рах iз гарантованою узгодженiстю енергетичних i обчислювальних iнварiантiв.

5. Тестування моделi. Метою тестування було оцiнити, наскiльки мо-
дель часу 𝑇𝑘 (𝜋𝑘, 𝜃) з (24) здатна вiдтворювати фактичнi витрати виконання
сплiтiв𝑇meas

𝑘 на гiбриднiй CPU–GPU архiтектурi. Процедура тестування поєд-
нувала калiбрування й оцiнювання моделi, оскiльки задача (28) вирiшувалася
в межах авто-тюнiнгу як частина єдиного обчислювального процесу.

В процесi тестування було використано 120 синтетично згенерованих сплiтiв
рiзних типiв (SpMV, stencil, reduce) з параметрами (𝑝, 𝑟, 𝜙), що забезпечували
широкий дiапазон 𝑛(𝑘)

op (𝜃) ∈ [108, 1010], 𝑛(𝑘)
byte (𝜃) ∈ [108, 1011].

Тестування запропонованого методу виконувалося у середовищi Google Colab
iз типовою конфiгурацiєю вiртуальної гiбридної системи CPU–GPU. Обчислю-
вальний вузол складався з двоядерного процесора Intel Xeon CPU @ 2.20 GHz (4
потоки) та графiчного прискорювача NVIDIA Tesla T4 iз 40 обчислювальними
модулями SM i архiтектурою Compute Capability 7.5. Загальний обсяг оператив-
ної пам’ятi становив 12.67 GB. Середовище виконання базувалося на операцiй-
нiй системi Linux 6.6.97+ з iнтерпретатором Python 3.12.11, бiблiотеками NumPy
2.0.2 та CuPy 13.3.0. Така конфiгурацiя вiдповiдає типовим умовам розгортан-
ня високопродуктивних навчальних середовищ i забезпечує репрезентативнiсть
результатiв тестування гибридних моделей типу CPU–GPU. Профiлювання ви-
конувалося окремо для CPU та GPU з урахуванням передач H2D/D2H. Якiсть
апроксимацiї оцiнювали за метриками MAPE, 𝑅2 та перехресною валiдацiєю
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(80/20), що дало змогу перевiрити узагальнюванiсть i стабiльнiсть моделi.

Таблиця 1.
Порiвняльнi показники точностi та ефективностi схем планування в моделi

керованої дискретизацiї

Scheme MAPE
(%) ↓ 𝑅2 ↑ Pred.

Makespan, s

Meas.
Total,

s

Meas.
Makespan, s

Meas.
CPU, s

Meas.
GPU, s

CPU-only 33.1 0.404 0.352 0.591 0.591 0.591 0
GPU-only 26.05 0.069 0.186 0.194 0.194 0 0.194

HEFT 34.57 0.564 0.127 0.279 0.165 0.165 0.114
Proposed 34.87 0.736 0.117 0.203 0.106 0.097 0.106

Отриманi результати (таблиця 1) демонструють вiдчутне покращення узго-
дженостi моделi продуктивностi пiсля введення стабiлiзованих сплiт-моделей
та авто-тюнiнгу параметрiв енергетичного балансу. Для всiх розглянутих схем
часового розкладу вiдзначається зниження середньої похибки прогнозу до рiв-
ня MAPE ≈ 26–35%, що вiдповiдає високiй точностi оцiнювання складних гi-
бридних систем у режимi реального часу. Найкращу узгодженiсть мiж про-
гнозованим та вимiряним часом показала запропонована схема «Proposed» з
R² = 0.736, що свiдчить про збереження стабiльностi моделi навiть за наяв-
ностi неоднорiдних латентностей CPU–GPU i флуктуацiй каналiв PCIe. Вона
забезпечує найменший прогнозований (0.117с) i реальний (експериментально
зафiксований) час завершення моделювання з урахуванням паралельного ви-
конання (0.106с), перевищуючи ефективнiсть класичних пiдходiв типу HEFT
(Heterogeneous Earliest Finish Time) або однорiдних CPU/GPU-стратегiй.

Рис. 1. Кореляцiя мiж прогнозованим та вимiряним часом виконання.

Графiк на рисунку 1 вiдображає стiйку лiнiйну залежнiсть мiж прогнозо-
ваними та експериментально вимiряними часовими характеристиками сплiтiв,
що свiдчить про коректнiсть побудованої моделi оцiнювання продуктивностi.
Концентрацiя бiльшостi точок уздовж лiнiї iдеальної вiдповiдностi 𝑦 = 𝑥 пiд-
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тверджує високий рiвень апроксимацiйної узгодженостi та валiднiсть енергети-
чно узгодженої дискретизацiї для опису часової динамiки гiбридних CPU–GPU
обчислень.

Позитивна динамiка узагальнюваностi моделi (K = 5, CV→MAPE = 43.6%,
𝑅2 = 0.38) свiдчить про коректне формування варiацiйного простору параме-
трiв 𝜃 та ефективнiсть застосованої регуляризацiї. Порiвняння показує, що за-
пропонована схема не лише знижує сумарний час виконання, але й зберiгає
коерцитивнiсть часткових операторiв без порушення енергетичної стабiльностi
системи. Це пiдтверджує теоретичну та практичну обґрунтованiсть пiдходу ке-
рованої дискретизацiї та двошарового планування як унiверсального механiзму
оптимiзацiї продуктивностi на гiбридних CPU–GPU архiтектурах.

6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi сфор-
мульовано варiацiйно-операторну модель керованої дискретизацiї, що забезпе-
чує енергетичну узгодженiсть мiж неперервною та дискретною формами задачi.
Запропонований пiдхiд iнтегрує параметричну адаптацiю операторiв iз двоша-
ровим плануванням обчислень на гiбридних CPU–GPU архiтектурах, мiнiмi-
зуючи час виконання без втрати точностi. Розроблена модель часу показала
високу прогностичну здатнiсть (𝑅2 = 0.736, MAPE ≈ 35%), що пiдтверджує
адекватнiсть запропонованої схеми в умовах асинхронних комунiкацiй та варiа-
тивного навантаження. Метод довiв ефективнiсть у збереженнi коерцитивностi
операторiв i стабiльностi енергетичних iнварiантiв.

Подальшi дослiдження доцiльно спрямувати на розширення теорiї варiацiй-
ної оптимiзацiї для нестацiонарних операторiв, автоматизацiю побудови ада-
птивних енергетичних сплiтiв на основi машинного навчання, а також на реалi-
зацiю запропонованого пiдходу у контекстi багаторiвневих моделей керування
складними кiберфiзичними системами.
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АНАЛIЗ ПОПУЛЯРНОСТI ВЕБФРЕЙМВОРКIВ REACT,
ANGULAR ТА VUE ЗА ДАНИМИ GOOGLE TRENDS

У статтi дослiджено динамiку популярностi трьох провiдних JavaScript-фреймвор-
кiв — React, Angular та Vue — на основi даних сервiсу Google Trends за перiод 2020–
2025 рр. Для аналiзу часових рядiв застосовано моделi ARIMA (AutoRegressive Integra-
ted Moving Average) та ETS (Error, Trend, Seasonality), що дало змогу оцiнити трендовi,
сезоннi та випадковi компоненти. Данi були попередньо нормалiзованi та перевiренi
на стацiонарнiсть iз використанням критерiю Дiкi–Фуллера. Результати показують,
що React зберiгає стабiльний висхiдний тренд, Angular демонструє поступовий спад,
тодi як Vue характеризується горизонтальною динамiкою з незначною сезоннiстю.
Ljung–Box критерiй пiдтвердив адекватнiсть моделей ARIMA, тодi як ETS в окремих
випадках виявляє залишкову автокореляцiю.Проведений аналiз пiдтверджує ефектив-
нiсть методiв часових рядiв для прогнозування технологiчних трендiв та пiдкреслює
аналiтичний потенцiал Google Trends як джерела емпiричних даних про розвиток веб-
технологiй.

Ключовi слова: Google Trends, часовi ряди, ARIMA, ETS, React, Angular, Vue, по-
пулярнiсть фреймворкiв.

1. Вступ. Сучасна веб-розробка характеризується швидким розвитком те-
хнологiй, серед яких ключову роль вiдiграють фреймворки JavaScript — React
[6], Angular [7] та Vue [8]. Вони визначають архiтектурнi принципи побудови
iнтерфейсiв i формують екосистему iнструментiв, що впливають на швидкiсть
розробки, масштабованiсть i ефективнiсть команд. Вибiр фреймворку стає стра-
тегiчним рiшенням, вiд якого залежать витрати часу, продуктивнiсть i стабiль-
нiсть продукту. Тому аналiз динамiки популярностi фреймворкiв є важливим
iндикатором технологiчного розвитку галузi. Попри актуальнiсть цього питан-
ня, єдиної метрики популярностi фреймворкiв не iснує. Кожне джерело даних —
Google Trends [9], npm [10], GitHub [11] чи Stack Overflow [12] — вiдображає ли-
ше окремий аспект прийняття технологiї. Так, npm показує практичне викори-
стання бiблiотек, тодi як GitHub характеризує активнiсть спiльноти. Натомiсть
Google Trends дозволяє оцiнити суспiльний iнтерес, що часто передує факти-
чному зростанню використання технологiї. У науковiй лiтературi Google Trends
розглядається як корисне джерело поведiнкових даних для аналiзу соцiально-
економiчних i технологiчних тенденцiй. Eichenauer та iн. [1] показують, що данi
GT можуть мiстити частотнi неузгодженостi, якi потребують математичної ко-
рекцiї, тодi як Cebrián i Domenech [2] наголошують на необхiдностi перевiрки
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їхньої якостi та узгодження семплiнгових похибок. Аналогiчно, дослiдження
прикладного характеру [3] демонструє можливiсть використання GT для ана-
лiзу динамiки IТ-трендiв в Українi. Практичнi iндустрiальнi джерела, як-от
Tkrotoff [4] та Relia Software [5], узгоджено фiксують перевагу React i стабiль-
нiсть Vue у порiвняннi з Angular, що пiдтверджує актуальнiсть подальшого
статистичного аналiзу цих технологiй.

Метою цього дослiдження є моделювання та iнтерпретацiя часових рядiв
пошукового iнтересу до React, Angular i Vue за даними Google Trends за перiод
2020–2025 рр.. Для цього використано методи ARIMA [13–14] та ETS (Error–
Trend–Seasonality)[14], якi дозволяють формалiзувати тренди, видiлити сезон-
нiсть i оцiнити прогностичну здатнiсть моделей. Адекватнiсть перевiрено за до-
помогою критерiїв Дiкi–Фуллера та Льюнга–Бокса, що забезпечує статистичну
надiйнiсть результатiв.

2. Основний результат. У цьому дослiдженнi використано данi сервiсу
Google Trends, який вiдображає динамiку частоти пошукових запитiв у ча-
сi. Об’єктами аналiзу виступають три провiднi JavaScript-фреймворки — React,
Angular та Vue, якi репрезентують рiзнi архiтектурнi пiдходи у сучаснiй
фронтенд-розробцi. Перiод спостереження охоплює п’ять рокiв — iз сiчня 2020
по вересень 2025 року, що дозволяє зосередитися на поточних тенденцiях роз-
витку та взаємному перерозподiлi iнтересу мiж технологiями.

Google Trends нормалiзує значення у дiапазонi 0–100, де 100 вiдповiдає ма-
ксимальному рiвню популярностi за обраний перiод. Такi показники є вiдносни-
ми, тобто вiдображають частку запитiв певного термiна серед усiх пошукiв у
конкретний момент часу. Це робить данi порiвнюваними мiж рiзними фрейм-
ворками, хоча слiд враховувати, що вони не вiдображають абсолютної кiлькостi
запитiв.

Перш нiж перейти до опису джерел даних i процедури їх обробки, доцiльно
розглянути математичнi основи методiв, використаних у цьому дослiдженнi.

Для моделювання часових рядiв популярностi веб-фреймворкiв застосовано
два класичнi пiдходи — ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Average)[13-
14] та ETS (Error–Trend–Seasonality)[14], якi дозволяють виявити трендову, се-
зонну та випадкову складовi даних.

Крiм того, для перевiрки статистичних властивостей отриманих моделей
використано критерiї Дiкi–Фуллера (ADF) та Льюнга–Бокса, що забезпечують
оцiнку стацiонарностi та адекватностi прогнозiв.

2.1. Математичне формулювання.
ARIMA-модель
Модель ARIMA (𝑝, 𝑑, 𝑞) (AutoRegressive Integrated Moving Average)[13–14]

описує часовий ряд 𝑦𝑡 через авторегресiйну та ковзну середню компоненти пiсля
𝑑-го порядку диференцiювання (див. формулу (1)):

Φ𝑝 (𝐵) (1−𝐵)𝑑 𝑦𝑡 = Θ𝑞 (𝐵) 𝜀𝑡, 𝜀𝑡 ∼WN
(︀
0, 𝜎2

)︀
. (1)

Тут 𝐵 — оператор зсуву (𝐵𝑦𝑡 = 𝑦𝑡−1);

Φ𝑝 (𝐵) = 1− 𝜑1𝐵 − 𝜑2𝐵
2 − . . .− 𝜑𝑝𝐵𝑝, Θ𝑞 (𝐵) = 1 + 𝜃1𝐵 + 𝜃2𝐵

2 + . . .+ 𝜃𝑞𝐵
𝑞.

Оптимальнi параметри (𝑝, 𝑞, 𝑑) добираються за критерiями AIC або BIC;
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𝑑 > 0 усуває нестацiонарнiсть. Для перевiрки стацiонарностi ряду викори-
стовується розширений критерiй Дiкi–Фуллера.

Критерiй Льюнга–Бокса (Ljung–Box)
Для перевiрки незалежностi залишкiв застосовується критерiй Льюнга–Бокса.

Зазвичай, рiвень значущостi обирають на рiвнi 0.05. А отже, якщо p-value >
0.05, то вважають, що модель адекватна iз рiвнем значущостi 0.05.

Позначення (оператор зсуву)
Оператор зсуву визначається рiвняннями (2):

B 𝑦𝑡 = 𝑦𝑡−1, (1−𝐵) 𝑦𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1. (2)

Формули (1)–(2) утворюють математичну основу застосованої методологiї
аналiзу часових рядiв. Моделi ARIMA та ETS забезпечують вiдтворення трен-
дової й сезонної структури, а критарiї ADF i Ljung–Box — статистичну перевiр-
ку стацiонарностi та адекватностi моделей.

2.2. Тип даних i обґрунтування вибору. Google Trends пропонує два
типи одиниць пошуку — тематичнi запити (topics) та пошуковi слова (search
terms). У цьому дослiдженнi використано саме search terms, оскiльки не для
всiх фреймворкiв iснують однаково визначенi тематичнi категорiї. Наприклад,
“React (JavaScript library)” доступний як окремий topic, тодi як для “Vue.js” чи
“Angular” система iнодi об’єднує кiлька контекстiв або мовних варiантiв. Щоб
забезпечити методологiчну узгодженiсть i можливiсть прямого порiвняння мiж
фреймворками, усi три запити (“React”, “Angular”, “Vue”) було завантажено як
однаковi пошуковi слова (search terms). Цей пiдхiд фiксує реальну частоту вве-
дення термiнiв користувачами й дозволяє дослiджувати iнтерес на рiвнi реаль-
них пошукових патернiв, а не алгоритмiчно агрегованих тем.

2.3. Пiдготовка та перетворення даних.
• Отриманi CSV-файли з Google Trends мiстили щомiсячнi значення iндексу
популярностi. Попередня обробка включала такi кроки:

• Усунення початкових нульових значень, що не несуть статистично значу-
щої iнформацiї;

• Стандартизацiю часових рядiв iз частотою frequency = 12 (щомiсячна);
• Вирiвнювання стартових точок для синхронного порiвняння фреймворкiв;
• Перевiрку стацiонарностi за допомогою критерiю Дiкi–Фуллера (ADF).
2.4. Моделювання часових рядiв.

1. Для кожного фреймворку виконувався повний цикл обробки:
2. Моделювання ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Average) — для

оцiнки трендових i стохастичних компонент;
3. Моделювання ETS (Error, Trend, Seasonality) — для аналiзу сезонних ко-

ливань i короткострокової динамiки;
4. STL-декомпозицiя (Seasonal-Trend decomposition using Loess) для виокрем-

лення тренду, сезонностi та шуму;
5. Box–Cox трансформацiя (за потреби) для стабiлiзацiї дисперсiї;
6. Ljung–Box критерiй — для перевiрки вiдсутностi автокореляцiї залишкiв i

статистичної адекватностi моделей;
7. Побудова прогнозiв на горизонт 24 мiсяцi з довiрчими iнтервалами 80 % i

95 %.
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Автоматичний пiдбiр параметрiв здiйснювався за допомогою функцiй
auto.arima() та ets() iз пакету forecast. Результати зберiгалися у виглядi стру-
ктурованих спискiв, що мiстили моделi, дiагностику, точнiсть (MAE, RMSE,
MAPE) i графiки.

2.5. Моделювання часових рядiв. Прогнози ARIMA та ETS об’єднува-
лись у комбiнований графiк без розриву мiж фактичними та прогнозними да-
ними, що забезпечує безперервнiсть часової лiнiї. На рисунку 1 маємо наступне:

• Фактичнi значення — чорна лiнiя;
• ARIMA-прогноз — суцiльна синя;
• ETS-прогноз — пунктирна помаранчева;
• Довiрчi iнтервали — напiвпрозорi областi навколо лiнiй прогнозу.
Прогнознi значення обмежувалися у межах [0, 100], щоб вiдповiдати нор-

малiзованiй шкалi Google Trends. Крiм того, для кожної моделi створювали-
ся дiаграми ACF/PACF залишкiв та STL-декомпозицiї, що дозволяло оцiнити
структурнi характеристики часових рядiв i ступiнь сезонностi.

Таким чином, використання пошукових слiв (search terms) забезпечило унi-
фiкований пiдхiд до аналiзу трьох фреймворкiв i дозволило побудувати стати-
стично обґрунтованi прогнози популярностi на основi реальної поведiнки кори-
стувачiв у Google.

3. Результати та iнтерпретацiя. Результати аналiзу демонструють суттє-
вi вiдмiнностi у динамiцi пошукової популярностi трьох провiдних фреймворкiв
— Angular, React та Vue — за перiод 2020–2025 рр. На основi побудованих
часових рядiв i прогнозiв моделей ARIMA та ETS отримано узгодженi оцiнки
трендiв, сезонностi й майбутнiх змiн популярностi, представленi на комбiнова-
ному графiку (рис. 1) та окремих декомпозицiях (рис. 2–4).

3.1. Порiвняльний прогноз (ARIMA vs ETS). Комбiнований графiк
(рис. 1) вiдображає фактичнi значення (чорна лiнiя) та прогнознi дiлянки мо-
делей ARIMA (суцiльна синя) i ETS (пунктирна помаранчева) iз довiрчими
iнтервалами 80%. Прогнози побудовано без розриву мiж фактичним i прогно-
зним перiодами, у межах шкали [0–100].

React зберiгає найвищий рiвень iнтересу серед трьох фреймворкiв (у сере-
дньому 60–80 пунктiв iндексу Google Trends) та демонструє помiрно висхiдний
тренд. Модель ARIMA для React вiдтворює зростаючу тенденцiю з перiодични-
ми сезонними коливаннями, тодi як ETS — бiльш згладжене плато. Це свiдчить
про стабiльну популярнiсть React iз потенцiалом подальшого помiрного зроста-
ння.

Angular, навпаки, показує стале зниження рiвня пошукової активностi.
ARIMA-прогноз фiксує плавне зменшення значень до 2026 р., тодi як ETS мо-
дель, зважаючи на iсторичну сезоннiсть, передбачає коливання навколо ниж-
чої бази (10–15 пунктiв). Така поведiнка вказує на поступовий спад iнтересу до
Angular, який, попри стабiльну спiльноту, втрачає частку у вiдносних пошуках.

Vue посiдає промiжну позицiю. Його тренд переважно горизонтальний: пi-
сля короткострокових коливань 2021–2023 рр. популярнiсть стабiлiзувалася в
дiапазонi 10–20 пунктiв. ETS-прогноз показує незначну сезоннiсть, тодi як ARI-
MA передбачає майже стацiонарну динамiку. Це узгоджується з фактом, що
Vue досяг зрiлостi як технологiя й має стабiльну, але не експоненцiйну базу
користувачiв.
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Рис. 1. Комбiнований прогноз популярностi фреймворкiв React, Angular та
Vue за моделями ARIMA i ETS (2020–2025).

3.2. Декомпозицiйний аналiз. Декомпозицiя часових рядiв (рис. 2–4)
дає змогу роздiлити спостереження на чотири компоненти: спостережувану
(Observed), трендову (Trend), сезонну (Seasonal) та випадкову (Random):

• React характеризується чiтко вираженим висхiдним трендом iз регуляр-
ною сезонною хвилею тривалiстю близько 12 мiсяцiв. Це може вiдображати
циклiчнiсть навчальних або корпоративних запитiв (наприклад, активнiсть
у перiод лiтнiх релiзiв). Випадкова компонента має невелику амплiтуду, що
свiдчить про стабiльнiсть iнтересу;

• Angular демонструє низхiдний тренд, який спостерiгається вiд 2020 р.
Сезоннiсть у ньому слабша, проте зберiгаються перiодичнi пiки, пов’язанi
з релiзами нових версiй фреймворку. Випадковi коливання дещо вищi, нiж
у React, що може свiдчити про непостiйний iнтерес користувачiв;

• Vue має горизонтальний тренд iз незначною амплiтудою сезонностi. Його
динамiка вирiвняна, а випадковi компоненти є мiнiмальними — це вказує
на стабiльнiсть запитiв i вiдсутнiсть суттєвих змiн у загальному iнтересi з
2022 р.

Рис. 2-4. Декомпозицiя часових рядiв для Angular, React та Vue вiдповiдно.

3.3. Перевiрка адекватностi та дiагностика моделей. Для перевiрки
якостi побудованих моделей ARIMA та ETS було проведено аналiз залишкiв та
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тестування їхньої автокореляцiї за допомогою критерiю p-value Льюнга–Бокса
(Ljung–Box). Всюди у роботi використовувався рiвень значущостi 0.05. Резуль-
тати p-value наведено у таблицi нижче.

Таблиця 1.
Результати p-value перевiрки автокореляцiї залишкiв моделей ARIMA та ETS

для часових рядiв Google Trends

Фреймворк Ljung–Box p-value
(ARIMA)

Ljung–Box p-value
(ETS)

React 0.3529 0.0277
Angular 0.3008 0.0535

Vue 0.7438 0.2266

Як видно з таблицi, ARIMA-моделi для всiх трьох фреймворкiв мають
𝑝-значення > 0.05, що вказує на вiдсутнiсть статистично значущої автокореляцiї
у залишках i пiдтверджує адекватнiсть моделi. Натомiсть ETS-моделi у випад-
ку React (𝑝 = 0.0277) показують незначну автокореляцiю, що може свiдчити
про наявнiсть недоопрацьованих сезонних компонент або залишкових трендо-
вих ефектiв.

Для пiдтвердження цих висновкiв було проведено вiзуальний аналiз автоко-
реляцiйних та часткових автокореляцiйних функцiй (ACF та PACF) залишкiв
для обох типiв моделей. На рисунках 5–7 зображено порiвняльнi дiаграми для
Angular, React та Vue вiдповiдно.

Рис. 5-7. Дiагностика залишкiв для моделей ARIMA та ETS (ACF/PACF)
вiдповiдно для Angular, React та Vue.
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У бiльшостi випадкiв значення автокореляцiй не перевищують довiрчi межi
(±0.2 . . .±0.3), що узгоджується з результатами тестiв. Винятком є ETS-модель
для React, де спостерiгаються поодинокi пiки на лагу≈ 12, що може бути наслiд-
ком рiчної сезонностi, не повнiстю врахованої експоненцiйним згладжуванням.

Таким чином, можна зробити висновок, що ARIMA-моделi демонструють
кращу адекватнiсть у межах обраного горизонту прогнозу (24 мiсяцi) та вiдтво-
рюють внутрiшню структуру трендiв без суттєвих автокореляцiйних залишкiв.

3.4. Висновки до роздiлу “Результати та iнтерпретацiя”. У ходi ана-
лiзу даних Google Trends за перiод 2020–2025 рр. було виявлено такi основнi
закономiрностi:

1. React залишається найпопулярнiшим фреймворком, демонструючи стiй-
кий тренд iз незначними коливаннями та потенцiалом подальшого зроста-
ння за прогнозами ARIMA.

2. Angular характеризується поступовим спадом популярностi з помiрною се-
зонною варiацiєю, однак без рiзких зламiв тенденцiї.

3. Vue показує стабiльнiсть на нижчому рiвнi iнтересу, iз незначною тенден-
цiєю до зниження у довгостроковiй перспективi.

4. Застосованi методи (ARIMA та ETS) продемонстрували узгодженiсть про-
гнозiв, при цьому ARIMA виявилась бiльш стiйкою до залишкових автоко-
реляцiй та точнiше моделює загальну динамiку.

5. Результати Ljung–Box критерiю та дiаграм ACF/PACF пiдтвердили аде-
кватнiсть бiльшостi моделей i вiдсутнiсть систематичних похибок у зали-
шках.

Отже, проведений аналiз засвiдчує, що методи часових рядiв є ефективним
iнструментом для дослiдження популярностi технологiй, а Google Trends мо-
же виступати надiйним iндикатором динамiки iнтересу до вебфреймворкiв у
середовищi розробникiв.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Проведене до-
слiдження дозволило на основi даних Google Trends за перiод 2020–2025 рр.
оцiнити та порiвняти динамiку популярностi трьох провiдних JavaScript-фрейм-
воркiв — React, Angular та Vue. Отриманi результати мають як аналiтичне, так
i прогностичне значення для розробникiв, аналiтикiв IТ-ринку та дослiдникiв
технологiчних трендiв. Основнi пiдсумки роботи можна сформулювати таким
чином:

1. Методологiчно, застосування моделей ARIMA та ETS (Holt–Winters)
у поєднаннi з декомпозицiєю часових рядiв забезпечує глибоке розумiння
структури даних пошукового iнтересу — роздiлення його на трендову, се-
зонну та випадкову компоненти.

2. React пiдтвердив статус найпопулярнiшого фреймворку з домiнуючим
трендом i потенцiалом подальшого зростання iнтересу.

3. Angular демонструє стабiльний, але поступово спадний iнтерес, що може
бути пов’язано з насиченням його ринкової нiшi та конкуренцiєю з боку
React i нових lightweight-рiшень.

4. Vue зберiгає вiдносну стабiльнiсть, однак прогноз свiдчить про легку тен-
денцiю до зниження популярностi у довгостроковiй перспективi.
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5. Ljung–Box критарiї та дiаграми ACF/PACF пiдтвердили адекватнiсть
бiльшостi моделей, зокрема ARIMA, що свiдчить про якiсне вiдтворення
внутрiшньої динамiки без суттєвої автокореляцiї залишкiв.

6. Google Trends, навiть за використання окремих пошукових термiнiв (а
не тематичних “топiкiв”), показав себе як надiйне джерело iнформацiї про
технологiчну активнiсть i суспiльний iнтерес до фреймворкiв.

Таким чином, результати дослiдження демонструють, що методи часових
рядiв можуть бути ефективно використанi для кiлькiсної оцiнки тенденцiй роз-
витку веб-технологiй, а платформи на кшталт Google Trends здатнi виступати
емпiричною базою для прогнозування змiн у технологiчному ландшафтi. Пер-
спективами подальших дослiджень є:

• розширення аналiзу на iншi фреймворки (Next.js, Svelte, Nuxt тощо);
• порiвняння з альтернативними джерелами даних (npm, GitHub, Stack
Overflow Trends);

• побудова комбiнованих моделей iз використанням методiв машинного на-
вчання (наприклад, SARIMAX або Prophet) для пiдвищення точностi про-
гнозiв.
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Rozora I. V., Veretonkin O. S. Analysis of the Popularity of Web Frameworks
React, Angular and Vue Based on Google Trends Data.

The article investigates the dynamics of popularity of three leading JavaScript frame-
works — React, Angular, and Vue — based on Google Trends data for the period 2020–
2025. The time series were analyzed using ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving
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Average) and ETS (Error, Trend, Seasonality) models, which allowed for the estimation
of trend, seasonal, and random components. The data were pre-normalized and tested for
stationarity using the Dickey–Fuller test. The results show that React maintains a stable
upward trend, Angular demonstrates a gradual decline, while Vue is characterized by hori-
zontal dynamics with minor seasonality. The Ljung–Box test confirmed the adequacy of the
ARIMA models, whereas the ETS models in some cases revealed residual autocorrelation.
The conducted analysis confirms the effectiveness of time series methods for forecasting
technological trends and emphasizes the analytical potential of Google Trends as a source
of empirical data on the development of web technologies.

Keywords: Google Trends, time series, ARIMA, ETS, React, Angular, Vue, framework
popularity.
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МОДЕЛЬ ПОРУШЕНЬ, ПОЛIТИК ВIДНОВЛЕННЯ ТА
ЛОКАЛIЗАЦIЇ У ПРОСТОРI СТАНIВ ПРОЦЕСНОГО РIВНЯ
IНФОРМАЦIЙНОЇ СИСТЕМИ НА МОБIЛЬНIЙ ПЛАТФОРМI

У роботi запропоновано удосконалену модель процесного рiвня з простором станiв,
що описується чотирма змiнними: обсяг черги, часовий запас до дедлайну, валiднiсть
даних, дотримання причинно-часового порядку. Усi вимоги об’єднано в iнтегральний
бар’єрний показник, додатково введено показник локальностi як радiус впливу вiд-
хилень. Порушення формалiзовано як оператори переходiв, що дає змогу кiлькiсно
оцiнювати їхнiй внесок у деградацiю. Розроблено R/L-полiтику, яка пiд частковою
спостережуванiстю обирає дiї з гарантованим пiдвищенням бар’єра i прiоритетом ло-
калiзацiї. Сформульовано критерiї коректностi та умови здiйсненностi за заданих бю-
джетiв часу i ресурсiв. Реалiзовано стенд i виконано експериментальнi дослiдження
для двох профiлiв навантаження. Результати дослiдження пiдтверджують застосов-
нiсть i вiдтворюванiсть пiдходу та демонструють скорочення типового часу вiдновле-
ння i кращу локалiзацiю вiдхилень.

Ключовi слова: iнформацiйна система, процес, локалiзацiя, критерiй коректностi,
оператор переходу, живучiсть.

1. Вступ. Одна iз проблем адаптацiї складних iнформацiйних систем до умов
функцiонування на базi мобiльних платформ (БПЛА та iнших рухомих пла-
тформ) полягає у забезпеченнi безперебiйного виконання критично важливих
процесiв в умовах переривчастої зв’язностi, часткової спостережуваностi та
жорстких ресурсно-часових обмежень [1]. В таких умовах на процесному рiвнi
iнформацiйної системи можуть виникати збурення у функцiональностi елемен-
тiв системи, спричиненi короткими локальними вiдхиленнями (необґрунтованi
запити на збiльшення ресурсiв на тлi їхнього дефiциту, неадекватна конкурен-
цiя за ресурси, неконсистентнi переходи станiв процесiв тощо), здатнi каскаду-
вати у макронаслiдки та знижувати живучiсть iнформацiйної системи на мо-
бiльнiй платформi.

Аналiз класичних комплексних пiдходiв до забезпечення живучостi iнфор-
мацiйних систем показує задовiльнi результати на макрорiвнi iнформацiйної
системи [2–3], але є непридатними для опису, локалiзацiї та гарантованого вiд-
новлення процесiв у разi деструкцiй саме в просторi станiв процесного рiвня. Це
пояснюється тим, що класичнi пiдходи є ресурсоємними, iнерцiйними i не врахо-
вують тонку причинно-часову структуру деструкцiй мiкрорiвня iнформацiйної
системи, що характерно в умовах її функцiонування на мобiльнiй платформi.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



254 I. В. РУБАН, В. М. ТКАЧОВ

Мета роботи полягає у розробцi моделi порушень та полiтик вiдновлення
i локалiзацiї у просторi станiв процесного рiвня iнформацiйної системи на мо-
бiльнiй платформi, що пов’язує деструкцiї з iнварiантами причинно-часової кон-
систентностi та забезпечує iснування полiтик, якi повертають стан процесу в
допустиму область з подальшою локалiзацiєю негативних наслiдкiв.

2. Постановка завдання. Для досягнення мети сформульовано наступнi
завдання, якi необхiдно вирiшити в рамках цього дослiдження:

– формалiзувати простiр станiв процесного рiвня iнформацiйної системи та
визначити допустиму область i iнварiанти причинно-часової консистентно-
стi;

– ввести поняття класiв деструкцiй (порушень) i формалiзувати їх як опе-
ратори переходiв станiв;

– розробити полiтики вiдновлення та локалiзацiї у виглядi керованих перехо-
дiв i механiзмiв контролю за виконанням процесiв в iнформацiйнiй системi;

– сформулювати критерiї коректностi та умови здiйсненностi за ресурсно-
часових обмежень i часткової спостережуваностi;

– дослiдити застосовнiсть моделi на стендовiй iнформацiйнiй системi на мо-
бiльнiй платформi.

3. Аналiз дослiджень i публiкацiй. У статтi [4] запропоновано розпо-
дiлену формальну модель самовiдновних поведiнок iз верифiкацiєю в просторi
станiв i статистичною перевiркою кiлькiсних властивостей, що знiмає архiте-
ктурну залежнiсть специфiкацiї полiтик вiдновлення. Втiм, в роботi [4] не вра-
ховується специфiка мобiльних платформ, яка бiльш жорстко визначає часовi
обмеження локалiзацiї/вiдновлення.

У статтi [5] показанi результати дослiджень щодо iнтеграцiї пiдходiв плану-
вання вiдновлення елементiв iнформацiйних систем пiсля збоїв i забезпечення
безперервностi виконання процесiв, окреслює значимiсть отриманих результатiв
у стiйкостi множини iнформацiйних систем (мегасистеми). Автор систематизує
рiзнi стратегiї — вiд резервного копiювання й вiдновлення до хмарних сценарi-
їв вiдновлення. Однак органiзацiйно-технологiчний рiвень дослiдження лишає
поза уваги питання формування iнварiантiв та формування темпоральних меж
локалiзацiї/вiдновлення.

Стаття [6] присвячена питанням структурної живучостi та надiйностi комп’ю-
терних мереж, якi можна розглядати як цiлiсна система. Автори подають пра-
вила й формули для послiдовних та паралельних з’єднань, еквiвалентних пере-
творень, а також вводять показник живучостi мережi у виглядi зваженої суми
за станами (iз ймовiрностями їх настання), демонструючи числовi приклади.
Отриманi мережнi метрики можна розглядати як зовнiшнi умови для моделi,
яка пропонується у данiй роботi. Водночас процеси, описанi у [6] лишаються
на макрорiвнi мережної структури i не формалiзують порушення процесно рiв-
ня з точки зору подання їх у виглядi операторiв переходiв у простори станiв з
iнварiантами причинно-часової узгодженостi.

За результатами аналiзу дослiджень i публiкацiй [4–6], варто зазначити, що
вони частково дають формалiзацiї порушень у просторi станiв, не встановлюю-
чи жорстких меж часу вiдновлення/локалiзацiї та умов локальностi впливу за
переривчастої зв’язностi й часткової спостережуваностi.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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4. Виклад основного матерiалу.
4.1. Формалiзацiя простору станiв процесного рiвня та iнварiантiв

причинно-часової консистентностi. Моделювання процесного рiвня iнфор-
мацiйної системи здiйснюється у дискретному часi 𝑡 ∈ Z≥ з фiксованим кроком
моделювання. Нехай у iнформацiйнiй системi одночасно виконується 𝑁 проце-
сiв з iдентифiкаторами 𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 . Стан 𝑖-го процесу на кожному iз крокiв
𝑡 задається як:

𝑥𝑖(𝑡) = (𝑞𝑖(𝑡), 𝜉𝑖(𝑡), 𝜓𝑖(𝑡), 𝜁𝑖(𝑡)) , (1)

де:
– 𝑞𝑖(𝑡) ∈ Z≥ — одиницi буферизацiї (черги, кiлькiсть незавершених квантiв
обробки даних);

– 𝜉𝑖(𝑡) ∈ R — часовий запас функцiональної здатностi процесу;
– 𝜓𝑖(𝑡) ∈ R≥ — актуальнiсть процесних даних;
– 𝜁𝑖(𝑡) ∈ {0, 1} — показник, який приймає значення «1», якщо дотримано
причинно-часовий порядок подiй для цього процесу. У iншому випадку було
виявлено порушення, наприклад, коли порушено послiдовнiсть подiй про-
цесу.

Тодi вектор стану процесного рiвня задається як поєднання станiв усiх про-
цесiв:

𝑠(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑁(𝑡)) ∈ 𝑆 ⊆
(︀
Z≥ × R× R≥ × {0, 1}

)︀𝑁
, (2)

де:
– 𝑆 – простiр станiв процесного рiвня iнформацiйної системи.
Далi для кожного 𝑖-го процесу необхiдно зафiксувати параметри допускiв:
– 𝐵′

𝑖 ∈ Z≥ — параметр граничної черги, який задає кiлькiсть одиниць роботи
процесу, який можна накопичити без його деградацiї;

– ∆′
𝑖 ∈ R≥ — параметр максимально допустимого порогу актуальностi даних

(у розумiннi втрати валiдностi або застарiлостi даних);
– порiг часового вiдрiзку функцiональної здатностi процесу у контекстi по-
казника 𝜉𝑖. При значеннi 𝜉𝑖(𝑡) ≥ 0iнформацiйна система вважає, що порiг
не досягнуто.

Параметри допуску можуть задаватися з вимог предметної областi на етапах
розробки iнформацiйної системи.

Причинно-часова коректнiсть на процесному рiвнi фiксується наступними
iнварiантами, що мають виконуватися для кожного 𝑖-го процесу та задаються
як:

– черговий iнварiант 𝐼(𝑖)𝑞 — необхiдний для встановлення обмежень наванта-
ження процесу:

0 ≤ 𝑞𝑖(𝑡) ≤ 𝐵′
𝑖; (3)

– темпоральний iнварiант 𝐼(𝑖)𝜉 — необхiдний для перевiрки виконання умови
часових обмежень:

𝜉𝑖(𝑡) ≥ 0; (4)

– iнварiант актуальностi даних 𝐼(𝑖)𝜓 — необхiдний для валiдацiї даних за озна-
кою втрати їх актуальностi у процесi виконання процесу:
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𝜓𝑖(𝑡) ≤ ∆′
𝑡; (5)

– порядковий iнварiант 𝐼(𝑖)𝜁 — необхiдний для процесного локального причи-
нно-часовий порядку:

𝜁𝑖(𝑡) = 1. (6)

Допустиму область процесного рiвня, виходячи iз (2)–(6) можна задати у
виглядi деякої множини 𝐴:

𝐴 =

{︂
𝑠 ∈ 𝑆 :

𝑁

Λ
𝑖=1

(︁
𝐼(𝑖)𝑞 ∧ 𝐼

(𝑖)
𝜉 ∧ 𝐼

(𝑖)
𝜓 ∧ 𝐼

(𝑖)
𝜁

)︁}︂
. (7)

З (7) очевидно, що 𝑠(𝑡) ∈ 𝐴 тодi i тiльки, коли всi процеси iнформацiйної
системи одночасно задовольняють свої чотири iнварiанти (3)–(6).

Щоб унiфiкувати аналiз i синтез полiтик, для 𝑖-го процесу доцiльно ввести
вiдстанi до порушення заданого iнварiанту (3)–(6):

𝑧
(𝑖)
𝑞 (𝑡) := 𝐵′

𝑖 − 𝑞𝑖(𝑡),
𝑧
(𝑖)
𝜉 (𝑡) := 𝜉𝑖(𝑡),

𝑧
(𝑖)
𝜓 (𝑡) := ∆′

𝑡 − 𝜓𝑖(𝑡),

𝑧
(𝑖)
𝜁 (𝑡) :=

{︂
+1, 𝜁𝑖(𝑡) = 1,
−1, 𝜁𝑖(𝑡) = 0.

Тобто, 𝑧 < 0 означає, що спостерiгається порушення.
Локальний бар’єр (межа) 𝑖-го процесу можна задати як:

𝐵𝑖(𝑠(𝑡)) := min
{︁
𝑧(𝑖)𝑞 , 𝑧

(𝑖)
𝜉 , 𝑧

(𝑖)
𝜓 , 𝑧

(𝑖)
𝜁

}︁
, (8)

а системний бар’єр всього процесного рiвня iнформацiйної системи:

𝐵(𝑠(𝑡)) := min
1≤𝑖≤𝑁

𝐵′(𝑠(𝑡)). (9)

Тодi𝑠(𝑡) ∈ 𝐴⇔ 𝐵(𝑠(𝑡)) ≥ 0.
В масштабах iнформацiйної системи бар’єр 𝐵(𝑠) можна використовувати у

якостi узагальненого iндикатора — чим вiн бiльший, тим вiддаленою буде iнфор-
мацiйна система вiд будь-якого порогу втрати функцiональностi на процесному
рiвнi. Вiдповiдно, 𝐵(𝑠) може iнтерпретуватися як цiльова величина для вибору
управляючих дiй вiдновлення/локалiзацiї процесiв, тобто, дiї пiдбираються так,
щоб збiльшити 𝐵(𝑠) i повернути стан у 𝐴.

4.2. Класи порушень i їх формалiзацiя як операторiв переходiв. З
урахуванням (1), (2), порушення класу 𝑐 з параметрами iнтенсивностi/ жорс-
ткостi 𝜃 (прирости черг, швидкiсть втрати валiдностi даними («старiння» да-
них) тощо), тривалiстю 𝜏 (кiлькiсть умовних процесних тактiв, коли спостерi-
гається порушення) та цiльовою множиною процесiв I ∈ {1, . . . , 𝑁} (сукупнiсть
iндексiв пошкоджених процесiв) можна змоделювати оператором переходiв як:

𝐷
(𝑐)
𝜃,𝜏,I : 𝑆 → 𝑆, 𝑠(𝑡+ 1) = 𝐷

(𝑐)
𝜃,𝜏,I (𝑠(𝑡)) , (10)

який протягом 𝜏 локально модифiкує компоненти (1) (тiльки для 𝑖 ∈ I, у ра-
зi потреби, i для їхнiх безпосереднiх сусiдiв у процесних залежностях. Пiсля
завершення тривалостi 𝜏 дiя порушення зникає.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Щоб задати «сусiдство» в рамках процесного рiвня iнформацiйної системи,
спочатку треба ввести вiдношення залежностей 𝑅 ∈ {1, . . . , 𝑁}2. Це вiдношення
можна порiвняти з органiзацiйною схемою продюсерiв (процеси, якi є генерують
нову iнформацiї, залежностi) та консюмерiв (процеси, якi обробляють iнфор-
мацiю та пiдпорядковуються залежностям). Для 𝑖 ∈ Iозначимо:

Ω(𝑖) = {𝑗 : (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑅 01 > (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑅} .

Порушення вражає ядро I i, навiть, окiл першого порядку
⋃︀
𝑖∈I Ω(𝑖) (на-

приклад, збiй процесу-продюсера призведе до зростання черг даних у процесу-
консюмера). Якщо уявити це у виглядi процесного графу iнформацiйної систе-
ми, то радiус впливу буде 1.

Доцiльно ввести поняття бiблiотеки базових класiв порушень процесiв, яка
буде включати типовi класи 𝑐 з простими, але чiткими правилами оновлення
компонент 𝑥𝑖 (1) за один так порушення 𝜏 . Далi всi мiжтактовi подiї процесу
iнтерпретуються як такi, що доданi до номiнальної динамiки цього процесу.
Тодi, у контекстi 𝑖 ∈ I, вводимо наступнi позначення:

– 𝛿𝑞 ≥ 0 — прирiст до черги;
– 𝛿𝜉 ≥ 0 — зменшення запасу часового вiкна (швидкiсть «виїдання» 𝜉);
– 𝛿𝜓 ≥ 0 — прирiст вiку даних («старiння» даних).

Вiдтак маємо наступнi класи порушень:

– клас пiкових навантажень на процес. Порушення у класi включають ра-
птовi напливи субзадач та, як наслiдок, ресурсну конкуренцiю, що має вiд-
ображення суто на процесних змiнних (𝑞𝑖 ← 𝑞𝑖 + 𝛿𝑞(𝜃), 𝜉𝑖 ← 𝜉𝑖 − 𝛿𝜉(𝜃));

– клас тимчасових джиттерiв. Порушення у класi включають локальне упо-
вiльнення виконання процесу ( 𝜉𝑖 ← 𝜉𝑖 − 𝛿𝜉(𝜃));

– клас псевдовиключень взаємодiї процесiв. З темпоральної точки зору, не-
доступнiсть взаємодiї означає, що черга не розвантажується, а данi «старi-
ють», тобто перестають бути валiдними (𝑞𝑖 ← 𝑞𝑖 + 𝛿𝑞(𝜃), 𝜓𝑖 ← 𝜓𝑖 + 𝛿𝜓(𝜃));

– клас порушень порядку дiй. До класу входять порушення характеру при-
чинно-часової невiдповiдностi ( 𝜁𝑖 ← 0);

– клас порушень актуальностi даних. До класу входять порушення, якi вини-
кають тодi, коли спостережуванi данi не оновлюються вчасно, вiдбувається
старiння даних (𝜓𝑖 ← 𝜓𝑖 + 𝛿𝜓(𝜃));

– клас дедлок-порушень. До класу входять порушення, якi виникають тодi,
коли виникають короткi ступори виконання процесу (дедлок), що «пiд’їдає»
запас часу на виконання процесу та створює локальнi згустки пiдвищених
потреб у ресурсах (𝑞𝑖 ← 𝑞𝑖 + 𝛿𝑞(𝜃), 𝜉𝑖 ← 𝜉𝑖 − 𝛿𝜉(𝜃)).

Поширення на сусiднi процеси (10) описується таким чином: для 𝑗 ∈ Ω(𝑖)
дозволяються згладженi впливи (за малими значеннями коефiцiєнтiв, якi мо-
жна ввести як 𝛼𝑞, 𝛼𝜉, 𝛼𝜓 ∈ [0, 1)), що вiдображає процесну локальнiсть, так як
збiй стадiї виконання процесу впливає на сумiжнi стадiї всього процесу:

𝑞𝑗 ← 𝑞𝑗 + 𝛼𝑞𝛿𝑞, 𝜓𝑗 ← 𝜓𝑗 + 𝛼𝜓𝛿𝜓, 𝜉𝑗 ← 𝜉𝑗 − 𝛼𝜉𝛿𝜉.

Якщо на одному тактi 𝜏 активнi кiлька класiв 𝑐 ∈ 𝐶, то вони мають застосо-
вуватися послiдовно до тих самих 𝑥𝑖 та агрегуватися за найгiршим iз них, коли:

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



258 I. В. РУБАН, В. М. ТКАЧОВ

прирости до 𝑞, 𝜓 — адитивнi, зменшення 𝜉 — адитивне, 𝜁 стає 0, якщо щонай-
менше одне порушення його перевело в це значення. Таким чином, формально,
для кожного компоненту береться сума дельт, а для 𝜁 — логiчне об’єднання зi
скиданням в нуль, якщо трапилося порушення порядку дiй.

Враховуючи (7)–(9), для кожного класу порушень необхiдно визначити мiнi-
мальний очiкуваний спад локального бар’єра (8) за такт 𝛽(𝐴)

𝜏 (𝜃) ≥ 0 (наприклад,
для класу пiкових навантажень на процес спад визначається як min {𝛿𝑞, 𝛿𝜉}, для
класу порушень актуальностi даних — 𝛿𝜓, а для класу порушень порядку дiй
— рiзкий перехiд 𝑧(𝑖)𝜁 : (+1→ −1)). Тодi:

𝐵𝑖

(︀
𝐷(𝑐)(𝑠)

)︀
≤ 𝐵𝑖(𝑠)− 𝛽(𝐴)

𝜏 (𝜃), 𝐵
(︀
𝐷(𝑐)(𝑠)

)︀
≤ 𝐵(𝑠)− 𝛽(𝐴)

min(𝜃), (11)

де:
– 𝛽

(𝐴)
min — мiнiмум по процесах, уражених у 𝜏 -такт.

Це (11) дає прямий зв’язок мiж класом порушення та зменшенням запасу
до iнварiантiв, з чим i будуть конкурувати полiтики вiдновлення процесу.

Процес порушень триває 𝜏 тактiв (епiзод порушень). Протягом кожного та-
кту дiють 𝛿𝑞, 𝛿𝜉, 𝛿𝜓 та/або скидання 𝜁. Пiсля 𝜏 тактiв оператор 𝐷

(𝑐)
𝜃,𝜏,I (10) при-

пиняє вплив (далi iнформацiйна система вiдпрацьовує за номiнальними пра-
вилами). Якщо протягом епiзоду 𝐵(𝑠) → 𝐵(𝑠) < 0, то вiдбувається локальне
порушення iнварiантiв (вихiд iз допустимої областi 𝐴). I тут завдання полi-
тик вiдновлення — термiново повернути 𝐵(𝑠)→ 𝐵(𝑠) ≥ 0.

В реальнiй iнформацiйнiй системi на мобiльнiй платформi апрiорi неможли-
во бачити точний стан (1) кожного процесу на кожному тактi, так як iнформацiя
про стани процесiв може мiстити пропуски, тому доводиться реально працювати
з наближеними вимiрюваннями станiв процесiв. Вектор спостережень (монiто-
ринговi агенти, лiчильники тощо) 𝑦(𝑡) ∈ R𝑝:

𝑦(𝑡) = ℎ (𝑠(𝑡)) + 𝜂(𝑡), 𝜂(𝑡) ∈ E, (12)

де:
– ℎ(·) – вiдображення доступних елементiв (2);
– 𝜂(𝑡) – похибка вимiрювання (з введеним обмеженням ‖𝜂(𝑡)‖ ≤ 𝛿𝑦 для деякої
вiдомої константи 𝛿𝑦 ≥ 0.

Частина елементiв (12) може бути вiдсутня (пропуски). Для цього доцiльно
ввести поняття маски доступностi 𝑀(𝑡) ∈ {0, 1}𝑝 .

𝑀(𝑡) = 1, якщо пропускiв немає; 𝑀(𝑡) = 0, якщо пропуски є. Далi, коли
здiйснюється порiвняння станiв процесiв, недоступнi компоненти деактивую-
ться покомпонентним множенням (операцiя Адамара [7]) 𝑀(𝑡)⊙ (·).

Замiсть однiєї точки стану (2) вводиться множина можливих станiв:

Ξ(𝑡) = {𝑠 ∈ 𝑆 : 𝑀(𝑡)⊙ (ℎ(𝑠)− 𝑦(𝑡)) ∈ [−𝛿𝑦, 𝛿𝑦] , 𝑠 узгоджується з усiма Ξ(𝑡− 1)} .

Ξ(𝑡) включає усi стани, якi могли породити спостереження в межах похибки
𝛿𝑦, з урахуванням припустимої динамiки процесного рiвня iнформацiйної си-
стеми (номiнальний крок + можливi порушення, описанi в бiблiотецi базових
класiв порушень процесiв).
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На практицi, можно зберiгати iнтервали для кожної процесної змiнної:

𝑞𝑖 ∈
[︁
𝑞
𝑖
, 𝑞𝑖

]︁
, 𝜉𝑖 ∈

[︁
𝜉
𝑖
, 𝜉𝑖

]︁
, 𝜓𝑖 ∈

[︁
𝜓
𝑖
, 𝜓𝑖

]︁
, 𝜁𝑖(𝑡) ∈ {0, 1} або невiдомо.

Iнтервали (·, ·̄) необхiдно оновлювати за наступним алгоритмом: спочатку
прогнозуємо за номiнальною динамiкою та «найгiршим» впливом активних по-
рушень, а потiм корегуємо (12) з допусками 𝛿𝑦 та маскою доступностi 𝑀(𝑡).

Далi, враховуючи (7)–(9), в умовах невизначеностi, аби не допустити по-
милкового рiшення про досягнення режиму вiдновлення, працюємо з iнфiум-
оцiнкою бар’єра 𝐵(𝑡) := inf

𝑠∈Ξ(𝑡)
𝐵(𝑠), яку просто обчислити через нижнi запаси

(7):
𝑧
(𝑖)
𝑞 = 𝐵′

𝑖 − 𝑞𝑖,
𝑧
(𝑖)
𝜉 = 𝜉

𝑖
,

𝑧
(𝑖)
𝜓 = ∆′

𝑡 − 𝜓𝑖,

𝑧
(𝑖)
𝜁 =

{︂
+1, 𝜁𝑖 = 1,
−1, 𝜁𝑖 = 0 01 > = 52𝑉 4 ><> .

Вiдповiдно до (8): 𝐵(𝑡) = min𝑖 min
{︁
𝑧
(𝑖)
𝑞 , 𝑧

(𝑖)
𝜉 , 𝑧

(𝑖)
𝜓 , 𝑧

(𝑖)
𝜁

}︁
,якщо:

– 𝐵(𝑡) ≥ 0, то точно всi iнварiанти виконанi не зважаючи на невизначенiсть;
– 𝐵(𝑡) ∈ [−𝜀, 0), то процес у околi вiдновлення;
– 𝐵(𝑡) < −𝜀, то є мiсце гарантованому порушенню, тодi потрiбно застосувати
найсильнiшi дiї вiдносно процесу, на кшталт, iзоляцiї.

Коли i параметри порушення точно невiдомi, то замiсть 𝛽(𝐴)
𝜏 (𝜃)можна вико-

ристати допустимий дiапазон Θ i визначити найгiрший очiкуваний спад бар’єру
за такт (робастний пiдхiд): 𝛽(𝐴)

𝑟𝑜𝑏𝑢𝑠𝑡(𝜃) = min
𝜃∈Θ

𝛽
(𝐴)
𝜏 (𝜃).

Додаємо ще «цiну невизначеностi спостережень» 𝜂𝑣𝑖𝑒𝑤, яка лiнiйно пов’язана
з 𝛿𝑦 та частотою пропускiв, i переходимо до сумарного найгiршого просiдання
за тракт:

𝛽′ := 𝛽
(𝐴)
𝑟𝑜𝑏𝑢𝑠𝑡 + 𝜂𝑣𝑖𝑒𝑤. (13)

Отримане визначення i є величиною, з якою має у подальшому конкурувати
вiдновлювальна дiя процесу.

Небезпека невизначеностi породжує ймовiрнiсть неправильного вибору дiї.
Для виходу iз ситуацiї пропонується наступне рiшення. Нехай 𝑈 — множина
допустимих процесних дiй, а 𝐷 — оператор процесного переходу (10) пiд дiєю
𝑢 ∈ 𝑈та реалiзацiєю подiї середовища впливу на процес 𝜎, причому її конкре-
тика тут неважлива, — важливо лише, що вона не погiршує оцiнки понад (13).
Тодi застосовуємо таку 𝑢(𝑡), що максимiзує найгiрший прирiст бар’єра:

𝑢′(𝑡) ∈ arg max
𝑢∈𝑈

inf
𝑠∈Ξ(𝑡)

(𝐵(𝐷(𝑠, 𝜎, 𝑢)−𝐵(𝑠)) ,

та забезпечуємо iснування гарантованого приросту бар’єру 𝛼 з

inf
𝑠∈Ξ(𝑡)

(𝐵(𝐷(𝑠, 𝜎, 𝑢′)−𝐵(𝑠)) ≥ 𝛼 𝑉 𝛼 > 𝛽′.

Це означає, що навiть у найгiршому станi процесу прирiст бар’єра вiд дiї 𝑢′
буде бiльший, нiж найгiрше «просiдання» вiд порушень i невизначеностi, тож
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траєкторiя виконання процесу гарантовано прямує назад у допустиму область
𝐴.

4.3. Полiтика вiдновлення та локалiзацiї на процесному рiвнi. За-
дачу вiдновлення процесу в iнформацiйнiй системi можна формалiзувати як
якнайшвидше пiдняття бар’єру 𝐵(𝑠) до 𝜀↑ > 0, тобто повернення його в потрi-
бну субобласть (R-задача). Задачу локалiзацiї процесу в iнформацiйнiй системi
можна формалiзувати як стримання поширення вiдхилень (порушень) мiж про-
цесами (L-задача).

Пропонується наступний каталог процесних дiй (дiї представлено таким чи-
ном, аби ефект вiд їх застосування одразу був означений):

Таблиця 1.
Каталог процесних дiй

Легенда Змiст Ефект

retime(i)
Перепланування (збiльшення 𝜉𝑖) (наприклад,
перерозподiл у черзi планувальника; дрiбнi

переноси у вiкнах доступностi)
𝜉𝑖 ↑⇒ 𝑧

(𝑖)
𝜉 ↑

clean(i)
Очистка черги (наприклад, видалення/злиття

некритичних елементiв, прiоритезацiя
критичних)

𝑞𝑖 ↓⇒ 𝑧
(𝑖)
𝑞 ↑

rollback(i) Локальний вiдкат кроку, що порушив порядок
𝜁𝑖 := 1, 𝜓𝑖 ↓⇒

𝑧
(𝑖)
𝜁 ↑

fence(i)
Утворення примусового бар’єру перед наступним

тактом (наприклад, увiмкнення додаткової
перевiрки послiдовностi)

𝜁𝑖 := 1⇒ 𝑧
(𝑖)
𝜁 ↑

throttle(i) Стримування запуску (наприклад, тимчасове
обмеження нових екземплярiв процесу) 𝑞𝑖 ↘⇒ 𝑧

(𝑖)
𝑞 ↑

degrade(i)
Контрольована деградацiя якостi (наприклад,

пропуск некритичних фаз процесу, толерантнiсть
до дефiциту ресурсiв).

𝑞𝑖 ↓, 𝜉𝑖 ↑

isolate(i)
Локальна iзоляцiя у графi процесних

залежностей (наприклад, тимчасове розiмкнення
процесних потокiв вiд/до сусiднiх)

𝜌 ↓ (антикаскад)

Для того, аби пiдняти бар’єр та стиснути радiус поширення порушень, необ-
хiдно абстрагуватися вiд того, що на тактi 𝜏 вiдомий точний стан процесу. Тут
доцiльно оперувати саме Ξ(𝑡). Тому виконується оцiнка найгiршого можливого
бар’єру через нижнi межi запасiв𝐵(𝑡) = inf

𝑠∈Ξ(𝑡)
𝐵(𝑠).

Далi оцiнюємо для кожної дiї 𝑢 найгiрший прирiст бар’єру:

Υmin(𝑢) := inf
𝑠∈Ξ(𝑡)

(𝐵(𝐷(𝑠, 𝑢)−𝐵(𝑠)) ,

Важливо теж вiдстежувати i значення радiусу впливу 𝜌 за процесним гра-
фом залежностей.

Вiдтак формулюємо правило вибору дiї:

– якщо наявний радiус впливу бiльше порогового значення, спершу необхi-
дно виконати локалiзацiю, тобто обрати дiю isolate/throttle на елементах
iнформацiйної системи, якi є джерелами вiдхилень, доки наявний радiус не
зменшиться до порогового значення;

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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– у iншому випадку — виконуємо вiдновлення, тобто обираємо дiю з найбiль-
шим гарантованим пiдняттям бар’єра навiть у найгiршому сумiсному станi.
А у разi рiвностi прiоритетiв — виконати дiю rollback/fence (за наявностi
порушень порядку), далi — clean/retime, i на сам кiнець — degrade.

Iдея правила — спершу зупини «розповзання» (L-частина), далi максималь-
но швидко повернутись у нормальну субобласть 𝐴 (R-частина).

Так як iз (13) маємо «найгiрший спад» вiд порушень та спостережень, то
полiтика вмикає вiдновлення лише тодi, коли для обраної дiї 𝑢′ виконується:

Υmin(𝑢′) ≥ 𝛼 > 𝛽′, (14)

тобто пiдйом бар’єрe (у гiршому випадку) перевищує гiрше «просiдання».
Координацiю дiй мiж кiлькома процесами у спрощеному виглядi можна по-

дати через жадiбнi алгоритми [8]. Спочатку визначається множина критичних
процесiв iнформацiйної системи 𝐶 ′′, потiм оцiнюється ∆𝑖

min(𝑢) для локальних
дiй, далi визначенi дiї виконуються для одного/двох найкритичнiших процесiв
(щоб не перевантажити пiдсистему органiзацiї процесiв iнформацiйної системи),
решту — вiдкласти на наступну iтерацiю.

У рамках одного такту можна побудувати наступний сценарiй розвитку по-
дiй:

– здiйснюється монiторинг за процесами → будуються iнтервали → форму-
ються Ξ(𝑡) та 𝐵(𝑡);

– визначається 𝜌 та застосовується правило вибору дiї;
– здiйснюється перехiд до наступного кроку, цикл повторюється, поки𝐵(𝑠) ≥
𝜀↑ не стабiлiзується.

Таким чином, маємо R/L-логiку для процесного рiвня iнформацiйної систе-
ми, яка працює у ролi «щита», який не дає каскаду розповзатися i цiлеспря-
мовано пiднiмає мiнiмальний запас iнварiантiв. Саме така комбiнацiя робить
вiдновлення процесiв локально-швидким, що критично для iнформацiйної си-
стеми на мобiльнiй платформi.

4.4. Критерiї коректностi та умови здiйсненностi за ресурсно-часо-
вих обмежень i часткової спостережуваностi. В рамках цього дослiдже-
ння пропонується введення наступних критерiїв коректностi:

1. Безпековий критерiй «Safety Criterion». Суть критерiю полягає у тому,
що навiть з урахуванням невизначеностi вимiрювань iнформацiйна система
зберiгає всi процеснi iнварiанти. Тобто, якщо у деякий квант часу 𝑡0 на тактi
𝜏 маємо 𝐵(𝑡0) ≥ 0, то полiтика на основi R/L-логiки не допустить виходiв
з допустимої областi:𝐵(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 ≥ 𝑡0.

2. Темпоральний критерiй вiдновлення «Recovery Criterion». Суть критерiю
полягає у тому, що гарантований «позитивний дрейф» бар’єра забезпечує
повернення в субобласть ↑ за скiнченне число тактiв 𝜏 . Тобто, якщо початко-
вi заходи з вiдновлення лежать у 𝐵(𝑡0) ≥ −𝜀 i у кожному кроцi виконується
(14) як: ∑︁

𝑢∈𝑈𝑡

∆min(𝑢) ≥ 𝛼 > 𝛽′, (15)
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то iснує верхня межа часу вiдновлення (повернення) 𝑇recovery до субобластi
↑:

𝑇recovery ≤
⌈︂
𝜀↑ −𝐵(𝑡0)

𝛼− 𝛽′

⌉︂
. (16)

3. Критерiй локалiзацiї «Localization Сriterion». Суть критерiю полягає у то-
му, щоб унеможливити безсконтрольний рiс каскаду порушень шляхом ло-
калiзацiї областi впливу порушення до прийнятного радiуса. Тобто, якщо у
тактах 𝜏 , коли 𝜌(𝑡) > 𝜌′, полiтика застосовує хоча б одну «iзолюючу» дiю
(типу isolate або throttle) з ефективнiстю 𝜒 ≥ 1, то за не бiльш нiж:

𝑇𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 ≤
⌈︂
𝜌(𝑡0)− 𝜌′

𝜒

⌉︂
(17)

крокiв матимемо 𝜌(𝑡) ≤ 𝜌′.
4. Критерiй дальнiх радiусiв «Long-Range Criterion». Так як дiя вiдновлення

процесу – локальне явище, то критерiєм забезпечується локалiзацiя цiєї дiї
без впливу на iншiй процеси в околi процесiв, якi не зазнали деструктивних
впливiв. Тобто, для процесiв поза околом джерела вiдхилення (порушення,
на процесному графi), дiї з 𝑈𝑡 не повиннi зменшувати їхнi локальнi запаси.

Щоб вищенаведенi критерiї виконувалися в умовах функцiонування iнфор-
мацiйної системи на мобiльнiй платформi, треба, щоб запропонованi ранiше дiї
вмiщалися в бюджет (ресурснi можливостi) i давали потрiбний «пiдйом» бар’єра
на кожному кроцi. Для цього вводяться наступнi умови:

1. Обмеження обчислювального бюджету. Виходимо з того, що кожна дiя 𝑢
описує свої потреби у виглядi обчислювального бюджету 𝑐𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑖𝑛𝑔(𝑢) та за-
требуваного часу виконання 𝑐𝑡𝑖𝑚𝑒(𝑢). Вiдповiдно, на кроцi 𝑡 такту 𝜏 доступнi
бюджети 𝐶𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑖𝑛𝑔(𝑡) та ∆(𝑡). Тодi умова формулюється як:∑︁

𝑢∈𝑈𝑡

𝑐𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑖𝑛𝑔(𝑢) ≤ 𝐶𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑖𝑛𝑔(𝑡), max
𝑢∈𝑈𝑡

𝑐𝑡𝑖𝑚𝑒(𝑢) ≤ ∆(𝑡).

2. Доступнiсть процесних вiкон. Деякi дiї (таблиця 1) мають передумови
(наприклад, rollback потребує пiдтверджених даних). Позначимо це буле-
вим предикатом ℘(𝑢, 𝑡). Тодi умова формулюється як: усi дiї в 𝑈𝑡 мають
℘(𝑢, 𝑡) = true.

3. Вимога до позитивного дрейфу. З огляду на те, що умови 1-2 мають за-
безпечити (15), то сукупний гарантований прирiст бар’єра за крок має пе-
ревищувати найгiрший спад вiд порушень (з урахуванням невизначеностi
спостережень).

4. Контроль кiлькостi одночасних дiй над одним процесом. В умовах обме-
женостi ресурсiв iнформацiйної системи на мобiльнiй платформi є мiсце
обмеженню кiлькостi дiй за такт. Вiдповiдно, умова полягає у тому, аби
брати топ процесiв з мiнiмальним 𝐵𝑖 i на кожному iз них застосовувати
дiю з найбiльшим ∆min протягом виконання умов 1-3. Таким чином, це мо-
жна iнтерпретувати як жадiбну координацiю, що дає потрiбний дрейф без
складних методик оптимiзацiї.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Далi враховуємо обмеження часткової спостережуваностi. На пiдставi (13)
беремо обмеження похибок вимiрюваного стану процесу як 𝛿𝑦 та частку пропу-
скiв як 𝜑 ∈ [0, 1) для «цiни невизначеностi»: 𝜂𝑣𝑖𝑒𝑤 = 𝜂 (𝛿𝑦, 𝜑) .

Тобто, чим бiльше похибка та кiлькiсть пропускiв, тим бiльше 𝜂𝑣𝑖𝑒𝑤. Для
забезпечення коректної роботи достатньо:

– забезпечити:

𝜂𝑣𝑖𝑒𝑤 ≤ 𝜂max, при 𝜂max < 𝛼 4;𝑂 𝛼 > 𝛽′;

– забезпечити перiод оновлення монiторингових даних у дiапазонi до 𝑇max,
який не дозволяє iнтервалам для 𝑞, 𝜉, 𝜓 розповзтися так, щоб 𝐵 впав
нижче −𝜀 без вiдповiдної реакцiї;

– забезпечити компенсацiю 𝜁 , яка отримує невiдомi значення (та трактує
їх як потенцiйнi порушення) шляхом збiльшення ваги дiй fence або rollback
(прiоритетно).

Тобто, якщо монiторинговi заходи не iдеальнi з точки зору похибок i при
цьому не продукують велику кiлькiсть похибок («шум»), то точностi нижньої
оцiнки 𝐵 достатньо, щоб полiтика пiдняла її у субобласть ↑.

Отже, узагальнюючи вищенаведене можна сформувати пiдсумковий блок
достатнiх умов коректностi та здiйсненностi. Нехай у момент 𝑡0 виконується
𝐵(𝑡0) ≥ −𝜀; нехай для всiх 𝑡 ≥ 𝑡0 виконуються умови 1-4 та вищенаведенi
забезпечуючi дiї, а на кожному кроцi iснує набiр дiй 𝑈𝑡 з урахуванням (15). Тодi,
виходячи з формулювання критерiїв коректностi, маємо наступнi твердження:

– для Localization Сriterion: 𝜌(𝑡) не перевищує 𝜌′ пiсля (але не бiльше нiж)
кiлькiсть крокiв, визначену у (17);

– для Recovery Сriterion: iснує така кiлькiсть тактiв (16), пiсля чого 𝐵(𝑡0) ≥
𝜀↑ (входження в 𝐴↑);

– для Safety Criterion: 𝐵(𝑡0) ≥ 0 для всiх 𝑡 ≥ 𝑡0.

На основi цих тверджень можна зробити висновок про нерiвнiсть на кожно-
му кроцi:

𝐵(𝑡+ 1) ≥ 𝐵(𝑡) +

(︃∑︁
𝑢∈𝑈𝑡

∆min(𝑢)

)︃
− 𝛽′ ≥ 𝐵(𝑡) + (𝛼− 𝛽′) .

Акумулюючи позитивний дрейф (𝛼− 𝛽′) > 0 до рiвня 𝜀↑ отримуємо оцiнку
на 𝑇recovery .Локалiзацiя випливає зi зменшення 𝜌 на 𝜒 за крок при 𝜌 > 𝜌′.

Таким чином, поняття коректностi вводиться як збереження / повернення
процесних iнварiантiв i обмеження «розповзання» вiдхилень, а поняття здiй-
сненностi — як наявнiсть на кожному кроцi маленького набору нересурсозатра-
тних дiй, сукупний гарантований ефект яких бiльше 𝛽′ за наявних ресурсiв i
якостi спостережень (монiторингу).

4.5. Експериментальнi дослiдження застосовностi моделi на стен-
довiй iнформацiйнiй системi на мобiльнiй платформi. Експеримент ви-
конано у 50 епiзодах на Windows 10, Python 3.7.9. Вихiдний код розмiщено на
[9]. Для кожного епiзоду було прологовано траєкторiю бар’єра 𝐵(𝑡), час вiднов-
лення 𝑇recovery , максимум радiусу впливу 𝜌max i середнє значення 𝐵.
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Для стресового профiлю 𝑇recovery = 3 кроки, 95 перцентиль = 60 (верхня
межа горизонту), 𝜌max = 3.28, середнiй 𝐵 = −43.18; епiзодiв, що повнiстю ли-
шилися у 𝐴 – не зафiксовано (0.0). Це вiдповiдає графiкам (рис. 1): швидкий
вихiд 𝐵(𝑡)нижче нуля та завал 𝑇recoveryна рiвнi 60 крокiв.

а) б)
Рис. 1. Вiзуалiзацiя епiзоду стресового профiлю: а) бар’єр за часом;

б) розподiл часу оновлення.

Для налаштованого профiлю 𝑇recovery = 1 крок, 95 перцентиль = 60, 𝜌max =
= 2.36 , середнiй 𝐵 = −19.10; епiзодiв, що весь час були у 𝐴, залишається
нульовою. На графiках (рис. 2) видно бiльш «плаский» початок 𝐵(𝑡) та щiльний
кластер 𝑇recovery у зонi 1–5 крокiв, хоча вир на 60 кроках зберiгається.

а) б)
Рис. 2. Вiзуалiзацiя епiзоду налаштованого профiлю: а) бар’єр за часом;

б) розподiл часу оновлення.

Обидва набори профiлiв пiдтверджують вiдтворюванiсть метрик i застосов-
нiсть моделi. Всi результати експериментiв доступнi на [10]. Перехiд мiж про-
фiлями зменшує середнiй радiус розповсюдження вiдхилень (з 3.28 до 2.36) та
пiдвищує «запас» iнварiантiв (середнiй 𝐵 з 43.18 до 19.10), а також скорочує
типову тривалiсть вiдновлення (з 3 до 1 кроку), що узгоджується з критерi-
ями коректностi за ресурсно-часових обмежень i часткової спостережуваностi:
гарантований прирiст бар’єра вiд полiтики стає бiльшим вiд найгiршого просi-
дання у бiльшiй частинi епiзодiв. Разом iз тим, наявнiсть «завалiв» 𝑇recovery = 60

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



МОДЕЛЬ ПОРУШЕНЬ, ПОЛIТИК ВIДНОВЛЕННЯ ТА ЛОКАЛIЗАЦIЇ . . . 265

свiдчить про рiдкiснi, але важкi сценарiї каскадування вiдмов, якi можна цiле-
спрямовано зменшити ще агресивнiшими кроками локалiзацiї (isolate / throttle)
та пiдвищенням прiоритету дiй, що вiдновлюють порядок (rollback / fence).

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi сфор-
мовано формалiзацiю простору станiв процесiв iнформацiйної системи, задано
допустиму область та причинно-часовi iнварiанти, описано класи порушень як
оператори переходiв i синтезовано R/L-полiтику для вiдновлення та локалiзацiї
на рiвнi процесiв iз урахуванням ресурсно-часових обмежень i часткової спо-
стережуваностi. В роботi удосконалено модель процесного рiвня iнформацiйної
системи, яка, на вiдмiну вiд вiдомих пiдходiв «важких» архiтектурних схем,
iнтегрує рiзнорiднi iнварiанти (черга, часовий запас, валiднiсть даних, порядок
подiй) у єдиний бар’єр 𝐵(𝑠) вводить показник локальностi 𝜌 та «двошарову»
область 𝐴𝜀/𝐴↑ та тим самим забезпечує вибiр дiй iз гарантованим позитивним
дрейфом i стримуванням каскадiв при малих обчислювальних непрямих витра-
тах. Стендовi експерименти на мобiльнiй платформi пiдтвердили застосовнiсть
i вiдтворюванiсть метрик – перехiд вiд стресового профiлю до налаштованого
зменшує типовий час вiдновлення (за 3→1 крок), знижує середнiй радiус впливу
та пiдвищує середнiй рiвень бар’єра, що узгоджується з критерiями коректно-
стi та реалiзує полiтику живучостi на процесному рiвнi. Подальшi дослiдження
спрямовуватимуться на звуження множини Ξ(𝑡) для пiдвищення точностi 𝐵(𝑡)
в реальних iнформацiйних системах на мобiльнiй платформi.
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causal–temporal order. All requirements are unified in a single barrier-type indicator, and
an additional locality metric is introduced as the radius of deviation propagation. Dis-
ruptions are formalized as state-transition operators, enabling quantitative assessment of
their contribution to degradation. An R/L policy (Recovery/Localization) is developed
that, under partial observability, selects actions with guaranteed increase of the barrier
while prioritizing localization. Correctness criteria and feasibility conditions are formu-
lated under fixed time and resource budgets. A testbed implementation is provided and
experimental studies are conducted for two workload profiles. The results confirm the
applicability and reproducibility of the approach and demonstrate a reduction in typical
recovery time together with improved localization of deviations.
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МОДЕЛЮВАННЯ ПРИРОДНИХ КАТАСТРОФ НА ОСНОВI ГIС
ТА ВЕЛИКИХ ДАНИХ

У статтi запропоновано вдосконалену методологiю моделювання повеней на основi
iнтеграцiї геоiнформацiйних систем (ГIС) i технологiй великих даних (ВД). Розробле-
но концептуальну модель, що поєднує LiDAR-данi, метеорологiчнi та соцiальнi пото-
ки iнформацiї для створення цифрових моделей рельєфу та карт ризику. Доведено,
що iнтеграцiя ГIС i ВД пiдвищує точнiсть прогнозування, оперативнiсть реагування
та ефективнiсть управлiнських рiшень у сферi цивiльного захисту. Результати дослi-
дження можуть бути використанi для систем раннього попередження та розроблення
стратегiй адаптацiї до клiматичних змiн.

Ключовi слова: великi данi, геоiнформацiйнi системи, моделювання, повiнь, управ-
лiння ризиками, цифрова модель рельєфу, LiDAR.

1. Вступ. Природнi катастрофи стають дедалi частiшими й руйнiвними, що в
свою чергу спричиняє великi економiчнi та екологiчнi збитки. За даними Все-
свiтньої метеорологiчної органiзацiї, кiлькiсть екстремальних погодних явищ за
останнє десятилiття зросла бiльш нiж утричi [1]. В Українi щорiчно пiдвищу-
ються ризики виникнення повеней, посух i зсувiв, що потребує вдосконалення
систем прогнозування та управлiння надзвичайними ситуацiями.

Традицiйнi методи аналiзу природних процесiв не враховують просторово-
часову динамiку та швидкiсть надходження великих обсягiв даних [2], тому ви-
никає потреба у впровадженнi iнтелектуальних технологiй для аналiзу в реаль-
ному часi. Геоiнформацiйнi системи (ГIС) у поєднаннi з технологiями великих
даних (ВД) дозволяють iнтегрувати супутниковi, сенсорнi та метеорологiчнi
потоки, створюючи аналiтичнi системи раннього попередження та монiторингу
катастроф [3].

Водночас залишається невирiшеним питання комплексного поєднання ГIС
i ВД для моделювання повеней з урахуванням нацiональних географiчних i
клiматичних особливостей [4–5]. Iснуючi пiдходи часто орiєнтованi на окремi
регiони або види загроз i не забезпечують унiфiкованої архiтектури збору, iн-
теграцiї та аналiтичної обробки просторово-часових даних.
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Наукова новизна дослiдження полягає у доповненнi методологiї моде-
лювання повеней через iнтеграцiю ГIС i технологiй ВД. Удосконалено пiдхiд
до обробки та унiфiкацiї LiDAR-даних, сенсорних i супутникових потокiв, що
пiдвищує точнiсть цифрових моделей рельєфу. Запропоновано метод побудо-
ви карт ризику, який поєднує просторовi, гiдрологiчнi та соцiально-економiчнi
параметри для прийняття рiшень у режимi реального часу.

Власний внесок авторiв полягає у розробцi методичного пiдходу до фор-
малiзацiї процесiв iнтеграцiї рiзнорiдних даних у ГIС-середовищi, удосконален-
нi структури побудови цифрової моделi рельєфу та реалiзацiї процедури оцiнки
ризикiв на основi функцiї «глибина — збиток». Результати дослiдження дово-
дять ефективнiсть поєднання ГIС i ВД для створення адаптивних систем мо-
нiторингу, раннього оповiщення та управлiння наслiдками повеней у режимi
реального часу.

2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Протягом останнього
десятилiття технологiї управлiння природними катастрофами (ПК) розвиваю-
ться надзвичайно динамiчно. Як свiдчать дослiдження [5–11, 15], застосування
ГIС, дистанцiйного зондування Землi (ДЗЗ), безпiлотних лiтальних апаратiв
(БПЛА), штучного iнтелекту (ШI) та ВД iстотно пiдвищує точнiсть прогнозу-
вання та скорочує час реагування на надзвичайнi подiї.

У роботах [6, 8] пiдкреслюється, що запобiгання катастрофам потребує ком-
плексного пiдходу, який поєднує iнновацiйнi технологiї, мiжвiдомчу взаємодiю
та врахування мiжнародного досвiду. Iнтеграцiя ГIС i ВД забезпечує не лише
просторово-часовий монiторинг, а й побудову адаптивних моделей управлiння
ризиками.

Огляди [7, 9] акцентують на зростаннi ролi Web-GIS i хмарних платформ у
спостереженнi за природними явищами, зокрема повенями, зсувами та земле-
трусами. Водночас проблема стандартизацiї геоданих залишається актуальною,
що ускладнює обмiн iнформацiєю мiж системами рiзного рiвня.

У низцi робiт [10–14] доведено ефективнiсть використання ВД, сенсорних
мереж i технологiй Iнтернету речей (IР) для створення «розумних» мiських
систем, стiйких до катастроф. Проте бiльшiсть таких рiшень орiєнтованi на
локальнi територiї, а не на регiональнi чи нацiональнi системи управлiння ри-
зиками.

Попри значну кiлькiсть дослiджень, питання iнтеграцiї ГIС i ВД у єдине ана-
лiтичне середовище залишається вiдкритим. Недостатньо вивченим є й аспект
адаптацiї ВД-iнфраструктури до моделювання повеней в Українi з урахуванням
мiсцевих географiчних, клiматичних та соцiально-економiчних особливостей. У
цьому контекстi запропонована в роботi концептуальна модель спрямована на
пiдвищення точностi прогнозiв, оперативностi реагування та обґрунтованостi
управлiнських рiшень у сферi цивiльного захисту.

3. Постановка задачi. Метою дослiдження є пiдвищення ефективностi
прогнозування та управлiння ризиками повеней шляхом iнтеграцiї ГIС та те-
хнологiй ВД у єдину аналiтичну модель. Згiдно з метою дослiдження необхiдно
вирiшити наступнi завдання: проаналiзувати сучаснi пiдходи до застосування
ГIС i ВД у моделюваннi природних катастроф; обґрунтувати структуру та клю-
човi компоненти ГIС для моделювання повенi; розробити концептуальну модель
iнтеграцiї ГIС i ВД iз використанням LiDAR, супутникових та сенсорних даних;

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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провести моделювання процесу затоплення та оцiнку ризикiв iз побудовою карт
наслiдкiв повенi.

4. Виклад основного матерiалу.
Обґрунтування використання технологiй ГIС у моделюваннi по-

венi
ГIС є базовим технологiчним iнструментом для збору, зберiгання, аналiзу та

вiдображення просторових даних, що дозволяє не лише створювати моделi ПК,
але й прогнозувати їхнiй вплив на середовище, завчасно виявляти потенцiйнi
ризики та усувати потенцiйнi проблеми на ранньому етапi.

Структура та компоненти ГIС (рис. 1) охоплює iнтегровану методологiю,
яка поєднує в собi апаратне та програмне забезпечення, данi, методи та ко-
ристувачiв для перетворення просторової iнформацiї у знання, необхiднi для
прийняття управлiнських рiшень у сферi реагування на повiнь [13–14].

Рис. 1. Компоненти структури ГIС.
Джерело: сформовано автором на основi [14].

До основних компонентiв структури ГIС входять [12, 14, 15]:

– апаратне забезпечення, в яке входять високопродуктивнi комп’ютери, при-
строї введення/виведення, що забезпечують швидку обробку великих обся-
гiв геоданих;

– програмне забезпечення з використанням систем ArcGIS, QGIS, MapInfo,
GRASS GIS, якi пiдтримують моделювання ризикiв, iнтеграцiю польових
даних i вiзуалiзацiю зон катастроф;

– просторовi (векторнi, растровi, ДЗЗ) та атрибутивнi данi, що вiдобража-
ють природнi та антропогеннi об’єкти;

– людський фактор враховує пiдготовлених фахiвцiв, вiд яких залежить
якiсть аналiзу та прийняття рiшень;

– методи передбачають собою алгоритми аналiзу, стандартизацiї та вiзуалi-
зацiї, якi забезпечують точнiсть моделей ризику.
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На основi структури та компонентiв ГIС формуються комплекснi карти ри-
зикiв, моделюються сценарiї повенi, а також прогнозуються потенцiйнi наслiдки
для соцiально-економiчної системи. Вiзуалiзацiя просторових даних робить мо-
жливим швидке прийняття рiшень у кризових ситуацiях, оптимiзацiю шляхiв
евакуацiї, розмiщення рятувальних служб i ресурсiв.

Характеристики математичного моделювання повенi з викори-
станням ГIС.

Основою просторової вiзуалiзацiї та моделювання в ГIС є математичний апа-
рат векторних i матричних перетворень, що забезпечує точне геометричне вiд-
ображення об’єктiв i процесiв у цифровому середовищi [13, 15]. До ключових
операцiй просторового аналiзу входять обертання, масштабування та перемiще-
ння, якi використовуються для побудови й трансформацiї тривимiрних моделей
природних процесiв.

Обертання дозволяє змiнювати орiєнтацiю об’єктiв у просторi, що важливо
для моделювання динамiки водного потоку та напрямку розповсюдження пове-
нi. Наприклад, при моделюваннi повенi необхiдно враховувати змiни координат
точок рельєфу пiсля перемiщення ґрунтової маси, де використовується матри-
ця повороту об’єкта навколо координатних осей. В якостi прикладу розглянемо
двовимiрний випадок координати точки 𝐴(𝑥, 𝑦) пiсля повороту на кут 𝛼, що
визначаються рiвняннями 1 i 2:

𝑥
′

= 𝑥× cos (𝛼)− 𝑦 × sin (𝛼) , (1)

𝑦
′

= 𝑥× sin (𝛼) + 𝑦 × cos (𝛼) . (2)

Для тривимiрного моделювання застосовуються матричнi перетворення, якi
враховують не лише площинне обертання, а й поворот об’єкта у просторi вiд-
носно осей 𝑂𝑥, 𝑂𝑦 та 𝑂𝑧. Такi обчислення дають можливiсть створювати 3D-
сценарiї змiни ландшафту або об’єктiв iнфраструктури внаслiдок повенi.

Масштабування використовується для змiни розмiрiв об’єктiв i моделювання
розширення зон затоплення, що описується формулою 3.

𝑠 =

⎛⎜⎜⎝
𝑠𝑥 0 0 0
0 𝑠𝑦 0 0
0 0 𝑠𝑧 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , (3)

де 𝑠𝑥, 𝑠𝑦 𝑠𝑧 — коефiцiєнти масштабування вздовж вiдповiдних осей.
глибина води; 𝑢, 𝑣 — компоненти швидкостi потоку; 𝑡 — час; 𝑥, 𝑦 — просторовi
координати.

Перемiщення дає змогу вiдтворювати поширення хвиль i динамiку затопле-
ння територiй. Формула 4 показує матрицю перемiщення.

𝑡 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 𝑡𝑥
0 1 0 𝑡𝑦
0 0 1 𝑡𝑧
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ . (4)

де 𝑡𝑥, 𝑡𝑦, 𝑡𝑧 — вiдстанi перемiщення об’єкта вздовж координатних осей.
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Iнтеграцiя математичних моделей у середовище ГIС дає змогу створювати
реалiстичнi сценарiї повеней. Поєднання ГIС iз технологiями ВД забезпечує
автоматичне оновлення параметрiв (рiвня води, швидкостi течiї тощо), а також
формування адаптивних 3D-вiзуалiзацiй у режимi реального часу. Такий пiдхiд
дозволяє не лише вiдтворювати катастрофiчнi процеси, а й прогнозувати їх
розвиток, формуючи iнтелектуальнi системи пiдтримки управлiнських рiшень
у сферi природних ризикiв.

Iнтеграцiя ГIС з системою управлiння природними катастрофа-
ми на прикладi повенi.

ГIС вiдiграє ключову роль у системах управлiння надзвичайними ситуацiя-
ми, забезпечуючи iнтеграцiю геопросторових даних про ризики, вразливiсть те-
риторiй та доступнiсть iнфраструктури. Її використання охоплює чотири основ-
нi напрями [14].

1. Планування та аналiз. ГIС дає змогу моделювати потенцiйнi загрози, ви-
значати вразливi зони та планувати розташування критичної iнфрастру-
ктури. Просторове моделювання сприяє прогнозуванню наслiдкiв i пiдго-
товцi заходiв реагування.

2. Управлiння даними. Система об’єднує геологiчнi, гiдрологiчнi, демографi-
чнi та екологiчнi данi, створюючи iнформацiйне середовище для швидкого
прийняття управлiнських рiшень.

3. Ситуацiйна обiзнанiсть. Використання ГIС забезпечує монiторинг у режи-
мi реального часу — визначення небезпечних зон, оцiнку щiльностi населе-
ння, стану iнфраструктури та шляхiв евакуацiї.

4. Польовi операцiї. Мобiльнi додатки (ArcGIS Field Maps, Collector,
Survey123) дозволяють оперативно збирати й синхронiзувати данi з польо-
вих мiсiй, пiдвищуючи точнiсть i швидкiсть реагування [14].

Доцiльнiсть використання технологiй ВД у моделюваннi повенi
Моделювання повеней належить до типових задач класу ВД, оскiльки охо-

плює значнi, рiзнорiднi та динамiчнi обсяги iнформацiї. Таке моделювання по-
требує обробки великих масивiв рiзнорiдних просторово-часових даних, що по-
стiйно оновлюються з багатьох джерел у реальному часi. Традицiйнi методи
аналiзу та бази даних не забезпечують ефективної роботи з такими потока-
ми через технiчнi й методологiчнi обмеження. Розглянемо основнi аспекти, якi
охоплюють ВД у моделюваннi повенi.

1. Обсяг i складнiсть. LiDAR-сканування територiї 100 км2 генерує понад 1
млрд точок (≈100–300 ГБ даних), а з урахуванням супутникових знiмкiв,
метеоархiвiв i демографiчних баз загальний обсяг може сягати кiлькох те-
рабайтiв. Такi данi ефективно обробляються лише у розподiлених системах
на кшталт Hadoop або Spark.

2. Швидкiсть оновлення даних. Потоки вiд сенсорних мереж i супутникiв
надходять щосекунди або щохвилинно, тому потрiбна потокова обробка у
реальному часi (Apache Spark Streaming, Kafka Streams, Flink) [16].

3. Рiзнорiднiсть джерел. Iнформацiя поєднує структурованi (ГIС-шари), на-
пiвструктурованi (JSON, XML) та неструктурованi (зображення, тексти,
геотеги) данi. Їхня унiфiкацiя здiйснюється через NoSQL-сховища
(MongoDB, Cassandra, HBase) та ETL-процеси.
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4. Достовiрнiсть i варiативнiсть. Потоки часто мiстять шум, пропуски або
розбiжностi у координатах, що потребує очищення й фiльтрацiї за допомо-
гою PySpark або MapReduce.

Для побудови 3D-гiдродинамiчних моделей (HEC-RAS, Delft3D) необхiдна
хмарна або кластерна iнфраструктура з GPU-прискоренням. Саме тому сучаснi
системи прогнозування ПК використовують ГIС у поєднаннi з ВД-платформами.
До таких платформ можна вiднести: Google Earth Engine (для аналiзу супутни-
кових i клiматичних даних у масштабi планети); ArcGIS Online (для хмарного
просторового аналiзу, iнтеграцiї даних IР та вiзуалiзацiї результатiв у режимi
реального часу); Amazon Web Services ВД Solutions (для розподiленої оброб-
ки великих наборiв геопросторової iнформацiї за допомогою Hadoop, Spark та
S3); Microsoft Azure Synapse Analytics (для iнтеграцiї потокових, аналiтичних
сервiсiв та вiзуалiзацiй у єдиному середовищi).

Iнтеграцiя ГIС з ВД при моделюваннi повенi.
Iнтеграцiя ГIС та ВД є парадигмою зрушення у моделюваннi повенi, де ГIС

забезпечує просторову структуру та аналiтичнi iнструменти, тодi як ВД нада-
ють масивнi, рiзноманiтнi та динамiчнi вхiднi данi для пiдвищення точностi,
оперативностi та масштабу моделей. Розглянемо таку iнтеграцiю на прикладi
моделювання моделi повенi.

Для iнтеграцiї та обробки потокових даних у моделi застосовано поєднання
алгоритмiв попередньої фiльтрацiї, нормалiзацiї та виявлення аномалiй. Зокре-
ма, для очищення LiDAR-даних використано методи кластеризацiї (DBSCAN)
та видалення шумiв за щiльнiстю точок, а для iнтеграцiї сенсорних i супутни-
кових потокiв використовувалися алгоритми просторово-часового узгодження
даних на основi координат та часових мiток. Для виявлення закономiрностей у
потоках спостережень застосовано машинне навчання (методи регресiї та аналi-
зу трендiв у PySpark). Використання таких алгоритмiв пiдвищує достовiрнiсть
даних, забезпечує автоматичне оновлення параметрiв моделi в реальному часi
та створює основу для адаптивної аналiтики у хмарному середовищi.

Збiр даних та iнтеграцiя ВД. Моделювання повенi вимагає iнтеграцiї ве-
ликої кiлькостi рiзнорiдних даних. На цьому етапi збирається та консолiдується
iнформацiя з рiзних джерел, наприклад, високоточнi данi рельєфу (LiDAR), ме-
теорологiчнi данi, данi про iнфраструктуру, соцiальнi данi тощо, як показано в
табл. 1.

На рис. 2 представлено iнфографiку збору та iнтеграцiї ВД у контекстi гео-
просторового моделювання. Центральне сховище ВД вiдображає платформу
обробки iнформацiї, навколо якої iнтегруються основнi джерела: геопросторовi
данi (LiDAR, супутниковi знiмки) для створення ЦМР; метеорологiчнi потоки
(опади, температура, вологiсть) iз сенсорних мереж; iнфраструктурнi данi (бу-
дiвлi, дороги, критичнi об’єкти) для оцiнки вразливостi; данi ШI та аналiтики
для виявлення закономiрностей; соцiальнi данi (геотеги, повiдомлення користу-
вачiв), що забезпечують валiдацiю моделi у реальному часi.

Iнфографiка демонструє конвергенцiю рiзнорiдних ВД (вiд статичного Li-
DAR до динамiчних соцiальних потокiв) в єдину систему, де вони обробляються,
аналiзуються та iнтегруються в ГIС-середовище для моделювання, прогнозува-
ння та пiдтримки прийняття рiшень у сферi ПК.
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Таблиця 1.
Збiр даних та консолiдацiя з рiзних джерел

Джерела ВД Тип даних Призначення в побудовi моделi

Геопросторовi
данi

LiDAR (високоточнi моделi
рельєфу), супутниковi знiмки

(оптичнi, радарнi),
аерофотозйомка тощо.

Створення цифрової моделi рельєфу
(ЦМР) та цифрової моделi

мiсцевостi (ЦММ) з високою
роздiльною здатнiстю для точного
визначення шляхiв стоку та зон, де

накопичуватиметься вода.

Метеорологiчнi
данi

Данi з мережi датчикiв рiвня
води, метеостанцiй, прогнози

опадiв у реальному часi,
iсторичнi клiматичнi данi.

Визначення сценарiїв паводку
(наприклад, повiнь 10-рiчної,

50-рiчної чи 100-рiчної
повторюваностi) та гiдрологiчний

вхiд для моделi.

Данi про iн-
фраструктуру

Кадастровi данi,
розташування дорiг, мостiв,
критично важливих об’єктiв

(лiкарнi, електростанцiї),
iнформацiя про будiвлi

(поверховiсть, функцiональне
призначення).

Оцiнка вразливостi та потенцiйного
економiчного збитку.

Соцiальнi данi
(краудсорсинг)

Геотеги та пости iз соцiальних
мереж (Facebook, X) про

початок або розвиток
затоплення, перекриття дорiг.

Валiдацiя моделi у реальному часi
та отримання актуальної iнформацiї
про ситуацiю на мiсцi, що доповнює

офiцiйнi данi.

Данi про
населення

Переписнi данi, динамiка
мобiльного трафiку

(конфiденцiйнi данi вiд
операторiв зв’язку).

Оцiнка кiлькостi потенцiйно
постраждалого населення та аналiз

шляхiв евакуацiї.

Рис. 2. Вiзуалiзацiя збору даних та iнтеграцiя ВД.
Джерело: сформовано автором.

Моделювання ризику повенi з використанням ГIС та ВД. На цьому
етапi є важливим прогнозування районiв, якi можуть бути найбiльш схильними
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до затоплення при рiзних сценарiях, наприклад, значна кiлькiсть опадiв, танен-
ня снiгу, де важливими є оцiнка потенцiйної шкоди та визначення оптимальних
маршрутiв евакуацiї з розташуванням пунктiв допомоги [11].

З цiєю метою на основi даних LiDAR створюється детальна ЦМР та поверхнi
землi, що є критично важливим для точного моделювання стоку води. На рис.
3 показана детальна ЦМР, отримана за допомогою LiDAR, де показано моделi
а) рельєфу на основi iнтеграцiї ГIС з ВД для моделювання повенi та б) карти
затоплення зон з рiзною глибиною води.

а) б)
Рис. 3. Цифрова модель: а) рельєфу на основi ГIС та ВД для моделювання

повенi; б) карти затоплення зон з рiзною глибиною води.
Джерело: сформовано автором.

Пiд час моделювання важливо перетворювати масивнi та високоточнi ВД за
допомогою LiDAR-сканування (мiльярди точок) на структуровану, придатну
для аналiзу модель. Данi LiDAR є класичним прикладом застосування просто-
рових ВД через їхнiй обсяг (терабайти точок) та швидкiсть отримання.

ЦМР отримана за допомогою LiDAR має точнiсть до 10–15 см, що дозволяє
ГIС-системам iдентифiкувати: напрямок стоку (куди саме потече вода), ухили
(з якою швидкiстю вона рухатиметься), мiкро-депресiї (невеликi природнi або
штучнi западини, де вода накопичуватиметься, що є невидимим на застарiлих
картах). Тому деталiзацiя ЦМР є основою для реалiстичного гiдродинамiчного
моделювання.

Гiдродинамiчне моделювання та аналiз затоплення. ГIС iнтегрується
зi спецiалiзованими гiдродинамiчними моделями (наприклад, HEC-RAS). Вона
використовує ЦМР та сценарнi данi про опади, щоб обчислити, як i куди поши-
рюватиметься вода, створюючи карти глибини та швидкостi потоку для рiзних
сценарiїв паводку [12, 14].

На цьому етапi вiдбувається безпосереднiй розрахунок параметрiв повенi.
Для побудови моделi використовується двовимiрна (2D) гiдродинамiчна модель
(HEC-RAS) для симуляцiї поширення води, що записується у виглядi формули
5:

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+
𝜕 (𝑢ℎ)

𝜕𝑥
+
𝜕 (𝑣ℎ)

𝜕𝑦
= 0, (5)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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де ℎ — глибина води; 𝑢, 𝑣 — компоненти швидкостi потоку; 𝑡 — час; 𝑥, 𝑦 —
просторовi координати.

ЦМР (LiDAR) використовується як сiтка для розрахункiв. Модель розрахо-
вує карти глибини та швидкостi потоку для визначеного сценарного наванта-
ження (наприклад, максимальна втрата рiчки, 𝑄𝑚𝑎𝑥).

Рис. 3 (б) демонструє результати гiдродинамiчного моделювання затоплен-
ня в ГIС, де iнтеграцiя ВД дає змогу прогнозувати наслiдки катастрофи. На
рисунку показано основнi елементи моделi: карту глибини затоплення (градiєнт
синього кольору вiд 0,5 до 5+ м), iнфраструктуру (будiвлi, дороги, зеленi наса-
дження в зонi ризику), лiнiї потоку (напрям руху води) та аналiтичнi елементи,
такi як мобiльний дашборд i графiк, що вiдображають рiвень води та динамiку
подiї в реальному часi для оперативного управлiння.

Просторовий аналiз та картографування ризикiв. У ГIС в поєднаннi
з ВД виконується накладання карт затоплення на шари вразливостi для кiль-
кiсної оцiнки ризику, де подiбна задача розглядалася авторами в роботi [10].
Вразливiсть об’єктiв (будiвель, мостiв тощо) моделюється за допомогою фун-
кцiй глибина-збиток, якi прив’язанi до шарiв iнфраструктури в ГIС та вста-
новлюють залежнiсть вiдсоткового збитку вiд максимальної глибини води. За
формулою 6 визначається загальний збиток:

Збиток =
𝑛∑︁
𝑖=1

(Вартiсть об’єкта𝑖 × 𝐹 (ℎ1)), (6)

де 𝐹 (ℎ1) — функцiя глибина-збиток для об’єкта 𝑖 при глибинi ℎ1.
Результатом є карта ризику, де кожен об’єкт або територiя класифiкується

за рiвнем потенцiйного економiчного збитку та соцiального впливу (кiлькiсть
постраждалого населення). Створення карта ризику є основним iнструментом
для прийняття управлiнських рiшень.

Отже, використання ГIС у поєднаннi з технологiями ВД формує сучасну
концепцiю iнтелектуального моделювання ПК, що забезпечує високоточне про-
гнозування, оцiнку ризикiв i пiдтримку управлiнських рiшень у режимi реаль-
ного часу. Iнтеграцiя рiзнорiдних джерел даних — вiд супутникових знiмкiв i
сенсорiв до соцiальних медiа — дозволяє формувати комплексну iнформацiйну
модель середовища.

Математичнi моделi та просторовi перетворення у ГIС є основою для створе-
ння тривимiрних вiзуалiзацiй, якi вiдображають динамiку катастрофiчних про-
цесiв. Застосування ВД пiдсилює можливостi аналiтики, дозволяючи обробляти
великi обсяги iнформацiї та забезпечувати адаптивне реагування на основi акту-
альних даних. Практичнi результати моделювання, зокрема у випадку повеней,
демонструють ефективнiсть поєднання ГIС i ВД для побудови карт ризикiв,
оптимiзацiї систем раннього оповiщення та зниження соцiально-економiчних
наслiдкiв катастроф.

5. Висновки. Проаналiзовано структуру ГIС та її основнi компоненти,
що забезпечують створення карт ризику, моделювання сценарiїв затоплення й
планування реагування.

Обґрунтовано доцiльнiсть використання технологiй ВД для обробки вели-
ких, швидкоплинних i рiзнорiдних даних, а також застосування платформ

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2025, том 47, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



276 В. В. ТКАЧЕНКО, О. В. ЗАРИЦЬКИЙ, Д. О. БОРОВИК

Hadoop, Spark, Kafka й хмарних сервiсiв (Google Earth Engine, AWS, Azure)
для аналiтики в реальному часi.

Запропоновано концептуальну модель iнтеграцiї ГIС i ВД, що об’єднує LiDAR-
данi, супутниковi спостереження, метеоiнформацiю та соцiальнi потоки. Вико-
ристання алгоритмiв очищення й аналiзу потокових даних пiдвищує достовiр-
нiсть моделювання, а створенi карти ризику дають змогу оцiнювати збитки й
визначати критичнi об’єкти.

Розроблений пiдхiд поєднує точнiсть ГIС, масштабованiсть ВД i паралельну
обробку, пiдвищуючи ефективнiсть систем монiторингу та управлiння ризиками
повеней.

Вектор подальших дослiджень спрямовано на розроблення адаптивних ал-
горитмiв машинного навчання для прогнозування динамiки паводкових проце-
сiв у режимi реального часу, удосконалення методiв автоматизованої обробки
LiDAR-даних та розширення можливостей iнтеграцiї ГIС iз хмарними аналiти-
чними платформами.
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The article proposes an improved methodology for flood modeling based on the integra-
tion of geographic information systems (GIS) and big data (BD) technologies. A conceptual
model has been developed that combines LiDAR data, meteorological and social informa-
tion flows to create digital terrain models and risk maps. It has been proven that the
integration of GIS and BD increases the accuracy of forecasting, the speed of response,
and the effectiveness of management decisions in the field of civil protection. The results
of the study can be used for early warning systems and the development of strategies for
adaptation to climate change.
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ФIЛЬТРАЦIЯ СПЕКЛ-ШУМУ НА УЛЬТРАЗВУКОВИХ
ЗОБРАЖЕННЯХ ЗА ДОПОМОГОЮ КОМПЛЕКСНОЗНАЧНИХ

НЕЙРОННИХ МЕРЕЖ

Ультразвуковi зображення широко застосовуються в багатьох галузях. Їх аналiз є
надзвичайно важливою задачею, тому фiльтрацiя шуму на таких зображеннях вiдi-
грає важливу роль. У цiй роботi розглянуто фiльтрацiю спекл-шуму на ультразву-
кових зображеннях за допомогою комплекснозначних нейронних мереж. Проведено
експерименти з фiльтрацiї шуму та порiвняння отриманих результатiв iз деякими вi-
домими методами фiльтрацiї спекл-шуму.

Ключовi слова: нейроннi мережi, комплекснозначнi нейроннi мережi, цифровi зо-
браження, фiльтрацiя шуму, спекл-шум.

1. Вступ. Однiєю з основних перепон для успiшної обробки та аналiзу цифро-
вих зображень є наявнiсть шуму. Тому фiльтрацiя шуму була i залишається
одним iз основних напрямiв дослiджень у галузi цифрової обробки зображень.
Зазвичай видiляють такi типи шуму: адитивний (зазвичай iз гаусiвським роз-
подiлом), мультиплiкативний (спекл) та iмпульсний. Серед цих типiв шуму осо-
бливу увагу привертає мультиплiкативний шум, який є характерним для коге-
рентних систем, таких як ультразвук. Ця стаття присвячена фiльтрацiї муль-
типлiкативного шуму на ультразвукових зображеннях за допомогою нейронних
мереж. Спекл-шум спостерiгається на зображеннях, отриманих за допомогою
когерентних джерел випромiнювання (наприклад, лазера, радара або ультра-
звуку), i проявляється у виглядi зернистої структури, що знижує контраст та
ускладнює вiзуальне сприйняття i подальший аналiз зображення. Причиною
появи спеклiв є мiкроскопiчнi нерiвностi поверхнi в межах одного пiкселя. Ко-
ли когерентне випромiнювання потрапляє на таку поверхню та вiдбивається,
прийнятий сигнал зазнає випадкових коливань фази й амплiтуди [1]. З часу
становлення обробки цифрових зображень як окремої галузi науки було ство-
рено низку алгоритмiв, що дозволяють фiльтрувати спекл-шум. До одних iз
перших запропонованих алгоритмiв можна вiднести фiльтри Lee [2] та Frost [3].
Цi фiльтри використовують локальнi статистичнi характеристики фрагмента
зображення для обчислення оновленого значення iнтенсивностi цiльового пiксе-
ля. Наприклад, фiльтр Lee використовує локальне середнє значення та ваговi
коефiцiєнти, якi базуються на локальнiй i глобальнiй дисперсiї зображення, для
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розрахунку iнтенсивностi пiкселя. Фiльтр Frost, своєю чергою, застосовує екс-
поненцiйно зважене значення, причому ваги обчислюються на основi локальної
дисперсiї та середнього значення.

Iншим класичним пiдходом, який може бути застосований для фiльтрацiї
спекл-шуму, є фiльтр BM3D [4]. Цей фiльтр вiдрiзняється iнновацiйним пiдхо-
дом до фiльтрацiї шуму, який включає обробку як у просторовiй, так i у часто-
тнiй областi. Статистично схожi фрагменти зображення формують 3D-блоки,
пiсля чого цi блоки обробляються у частотнiй областi шляхом використання
тривимiрного перетворення Фур’є. Завдяки цьому, BM3D демонструє високу
якiсть фiльтрацiї i вважається одним iз найефективнiших фiльтрiв, розробле-
них на даний момент.

Сьогоднi, з iснуючим рiвнем обчислювальних потужностей, нейроннi мере-
жi все частiше використовуються для розв’язання задач у рiзних сферах. Так,
у [5] [6] багатошаровий персептрон (MLP) був успiшно використаний для фiль-
трацiї адитивного гаусiвського та змiшаного (пуасонiвського та гаусiвського)
шуму. Для фiльтрацiї зображення розбивали на невеликi фрагменти, якi обро-
блялися MLP, пiсля чого вiдбувалася реконструкцiя зображення. Такий пiдхiд
продемонстрував результати фiльтрацiї, якi є близькими до отриманих за до-
помогою фiльтра BM3D, а в деяких випадках - кращими.

Висока популярнiсть згорткових нейромереж (CNN), закономiрно призвела
до великої кiлькостi дослiджень, у яких цей тип нейромереж використовувався
для фiльтрацiї шуму на цифрових зображеннях. Так, у [7–9] CNN застосовува-
лися для фiльтрацiї рiзних видiв шуму. Зокрема, Hybrid CNN [10] та Pre-trained
RLN [11] використовувалися для фiльтрацiї спекл-шуму на ультразвукових зо-
браженнях та продемонстрували результати, якi в деяких випадках перевершу-
вали результати класичних фiльтрiв (наприклад, Lee та Frost).

У нашiй роботi ми застосовували алгоритм фiльтрацiї, запропонований у
[12], для фiльтрацiї спекл-шуму на ультразвукових зображеннях. Цей алгоритм
здiйснює обробку зображень у частотнiй областi з допомогою комплекзнозна-
чної нейронної мережi, з метою ефективного зменшення спекл-шуму.

2. Основний результат.
2.1. Ультразвуковi зображення та спекл-шум. Як описано у [13], про-

цес утворення ультразвукового зображення (B-режим) загалом зводиться до
променеутворення (beamforming), яке є методом обробки вiдбитих ехо-сигналiв.
Ультразвуковий датчик отримує вiд тканин множиннi радiочастотнi (RF) ехо-
сигнали, якi називаються канальними сигналами. Для формування зображен-
ня використовується метод «затримка та сума» (Delay-and-Sum, DAS), пiд час
якого до кожного канального сигналу застосовуються спецiально розрахованi
часовi затримки, щоб скомпенсувати рiзний час поширення звуку до певної фо-
кальної точки. Пiсля синхронiзацiї фаз цi затриманi сигнали пiдсумовуються,
що когерентно посилює сигнал саме з фокальної точки, пригнiчуючи шум з
iнших областей. Повторення цього процесу для всiх точок сканування генерує
повне зображення. Для пiдвищення роздiльної здатностi та контрастностi суча-
снi системи часто використовують адаптивнi методи променеутворення (напри-
клад, DMAS або методи на основi когерентностi), якi додатково оптимiзують
цей процес.

Спекл-шум є невiд’ємною частиною ультразвукових зображень. Серед основ-
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них причин його появи є неоднорiдна структура тканин, багаторазовi вiдбиття
ехо-сигналiв, когерентне iнтерференцiйне накладання хвиль та випадковi флу-
ктуацiї сигналу.

Для спрощення пiд час дослiджень ми використовували зображення у вiд-
тiнках сiрого. Таке спрощення не зменшує загальностi, оскiльки кольоровi зо-
браження можуть бути представленi як комбiнацiя зображень у вiдтiнках сiрого
в рiзних кольорових каналах (наприклад, RGB).

Як вiдомо, цифрове зображення у просторовiй областi представляється у
виглядi дискретної функцiї

𝑓 : 𝐷2 → 𝐼,

де 𝐷 = {1, 2, ..., 𝑁} - просторова область, а 𝐼 = {0, 1, ..., 𝐿− 1} — iнтенсивнiсть
[14]. При розробцi методiв фiльтрацiї шуму з метою моделювання спекл-шуму
використовують наступний пiдхiд:

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦)𝜂(𝑥, 𝑦),

де 𝑔(𝑥, 𝑦) — зашумлене зображення, 𝑓(𝑥, 𝑦) — iдеальне зображення, 𝜂(𝑥, 𝑦) —
рiвномiрно розподiлений випадковий шум. Для моделювання спекл-шуму у цiй
роботi ми використовували вбудовану функцiю MATLAB, яка є стандартним
iнструментом для генерацiї мультиплiкативного шуму. Варто зазначити, що iн-
тенсивнiсть шуму (його стандартне вiдхилення) у цiй роботi подається у вигля-
дi 𝑐𝜎, де 𝑐 — коефiцiєнт, а 𝜎 — стандартне вiдхилення iдеального зображення
(зображення без шуму). Для оцiнки якостi фiльтрацiї зображення зазвичай ко-
ристуються значеннями RMSE

RMSE =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑀𝑁

𝑀∑︁
𝑥=1

𝑁∑︁
𝑦=1

(︁
𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥, 𝑦)

)︁2
,

або PSNR

PSNR = 20 log10

(︂
𝐿

RMSE

)︂
,

де 𝑓(𝑥, 𝑦) — оригiнальне зображення, 𝑓(𝑥, 𝑦) — вiдфiльтроване зображення, 𝐿
— максимальне значення iнтенсивностi пiкселя, a 𝑅𝑀𝑆𝐸 > 0 — середньоква-
дратичне вiдхилення.

2.2. Фiльтрацiя спекл-шуму за допомогою комлекснозначних ней-
ронних мереж. Як вiдомо, шум на цифрових зображеннях зазвичай зосере-
джується у високих частотах. Тому фiльтрацiю шуму можна розглядати як спо-
сiб iнтелектуального «приглушення» певних високих частот спектру цифрового
зображення. Ключовим у цьому процесi є саме iнтелектуальна обробка високих
частот зображення, оскiльки, крiм шуму, високi частоти репрезентують дрiбнi
деталi зображення, якi можуть бути дуже важливими. Тобто просте «приглу-
шення» високих частот призведе до втрати дрiбних деталей на зображеннi, що
є недопустимим для певних областей, таких як медицина рис. 1.
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(a) (b) (c)

Рис. 1. (a) Iдеальне зображення. (b) Зашумлене зображення (спекл-шум,
0.4𝜎)(c) Зашумлене зображення з приглушеними високими частотами.

Саме тому в цiй роботi ми користуємося iнтелектуальним алгоритмом фiль-
трацiї, запропонованим у [12]. Алгоритм базується на використаннi комплексно-
значної нейромережi (MLMVN) [15] з одним прихованим шаром. З точки зору
топологiї MLMVN наслiдує MLP, проте на вiдмiну вiд останнього базується на
багатозначних нейронах (MVN) [16]. Особливiстю MVN є те, що входи, вихiд
та ваги нейрона є комплексними числами. Саме ця особливiсть нейрона дозво-
ляє здiйснювати ефективну обробку цифрового зображення у частотнiй областi.
Ефективне використання MVN та MLMVN продемонстровано у рiзноманiтних
областях [17–24].

Обробка зображення здiйснюється шляхом його розбиття на множину пере-
криваючихся фрагментiв (патчiв) та подальшої обробки їх перетворень Фур’є
за допомогою MLMVN. Реконструкцiя фiльтрованого зображення здiйснюється
шляхом об’єднання отриманих патчiв у частотнiй областi. Пiд час обробки пере-
творень Фур’є фрагментiв зображення кожен нейроелемент MLMVN фактично
здiйснює згортку у частотнiй областi:

F−1(F(𝑤)⊙ F(𝑝)) = 𝑤 ⋆ 𝑝.

Не зважаючи на те, що окремий нейроелемент не породжує фiльтрiв (як було
показано у [25]), комплекснозначна нейромережа в цiлому здатна ефективно
здiйснювати фiльтрацiю шуму на цифрових зображеннях. Фактично MLMVN
здiйснює iнтелектуальну обробку частот, представлених у спектрi патчу, при
якiй частоти, що мiстять шум (переважно високi), приглушуються, але водночас
високi частоти, що вiдповiдають дрiбним деталям зображення, зберiгаються
завдяки адаптивному пiдбору комплексних ваг нейронiв, що дозволяє видiлити
структурну iнформацiю без втрат деталей.

Можна вважати, що така селективна обробка компонент перетворення Фур’є
є результатом процесу навчання, пiд час якого на вхiд нейромережi подаються
зашумленi патчi у частотнiй областi, а iдеальнi фрагменти у частотнiй областi
є бажаними виходами. Оскiльки навчальна множина зазвичай складається з
великої кiлькостi навчальних зразкiв, класичний алгоритм навчання зi зворо-
тним поширенням помилки для MLMVN [15] може займати багато часу. Тому
для навчання використовувався алгоритм навчання пакетами [26], який дозво-
ляє оновлювати ваги всiх нейронiв одночасно для багатьох навчальних зразкiв.
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2.3. Проведенi експерименти та отриманi результати. Як було зазна-
чено вище, з метою фiльтрацiї спекл-шуму на ультразвукових зображеннях ми
використовували алгоритм, запропонований у [12]. Пiд час наших експеримен-
тiв ми використовували комплекснозначну нейромережу з топологiєю 64-1024-
64, тобто 64 входи, 1024 нейрони у прихованому шарi та 64 нейрони у вихiдному
шарi. У нейронах прихованого шару використовувалася класична активацiйна
функцiя для MVN з неперервним виходом

𝑓(𝑧) =
𝑧

|𝑧|
.

Пiд час експериментiв для нейронiв вихiдного шару ми використовували
такi активацiйнi функцiї:

𝑓(𝑧) = 𝑧, (1)

𝑓(𝑧) =

{︃
𝑧, |𝑧| ≤ 1;

1
1+𝑒−|𝑧| 𝑒

𝑖 arg(𝑧), |𝑧| > 1;
(2)

𝑓(𝑧) = tanh(|𝑧|)𝑒𝑖 arg(𝑧). (3)

Для тренування MLMVN було використано множину з 300 зображень у вiд-
тiнках сiрого. Ця множина була розбита на три пiдмножини — 𝑆𝑡, 𝑆𝑣 та 𝑆𝑓
— для формування тренувальної, валiдацiйної та тестової множин. Важливо
зазначити, що для цих пiдмножин справедливе твердження

𝑆𝑡 ∩ 𝑆𝑣 ∩ 𝑆𝑓 = ∅.

Тренувальна множина використовувалася для оновлення ваг нейронiв за
допомогою алгоритму навчання пакетами. Для побудови тренувальної множини
iдеальнi зображення були спотворенi мультиплiкативним шумом, пiсля чого з
кожного зображення було вибрано по ℎ фрагментiв (патчiв) розмiру 𝑛 ×𝑚 iз
просторовими координатами (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, ℎ. Таким чином було сформовано двi
множини 𝑃 ideal та 𝑃 noisy елементами яких є iдеальнi та зешумленi патчi. Пiсля
цього було здiйснено перехiд у частотну область шляхом обчислення прямого
двовимiрного перетворення Фур’є для кожної пари патчiв. З векторизованих
перетворень Фур’є було сформовано двi множини наступним чином

𝑃 ideal
F =

{︃
vec
(︂

1

𝑛𝑚
F (𝐶)

)︂𝑇
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐶 ∈ 𝑃 ideal

}︃
,

та

𝑃 noisy
F =

{︃
vec
(︂

1

𝑛𝑚
F (𝐷)

)︂𝑇
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐷 ∈ 𝑃 noisy

}︃
.

Тренувальна множина була сформована з елементiв цих множин наступним
чином

𝑇 =
{︁(︀
𝑇 in
𝑖 , 𝑇

out
𝑖

)︀ ⃒⃒⃒
𝑖 = 1, 𝑙ℎ, 𝑇 in

𝑖 ∈ 𝑃
noisy
F , 𝑇 out

𝑖 ∈ 𝑃 ideal
F

}︁
,

де 𝑙 — кiлькiсть зображень. Пiд час експериментiв, проведених у рамках цiєї
роботи, для побудови тренувальної множини ми використовували патчi розмiру
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8× 8. Це дозволило досягти хорошого рiвня фiльтрацiї, водночас використову-
ючи вiдносно невелику кiлькiсть нейронiв у нейромережi. З кожного iдеального
та зашумленого зображення було вибрано по 200 патчiв, таким чином трену-
вальна множина складалася з 60 000 навчальних зразкiв. Також варто звернути
увагу на попередню обробку патчiв як у просторовiй, так i у частотнiй обла-
стi — йдеться про нормалiзацiю фрагментiв зображень. Цей крок є важливим
i загальноприйнятим у галузi машинного навчання, а у нашому випадку вiн
дозволяє уникнути появи надмiрно великих значень ваг нейронiв у процесi на-
вчання.

Валiдацiйна та тестова множини складалися iз зображень у вiдтiнках сi-
рого. Їхнi ролi полягали, вiдповiдно, в оцiнцi узагальнювальних можливостей
MLMVN у процесi навчання (у нашому випадку — пiсля кожного батчу) та у
фiнальнiй оцiнцi якостi фiльтрацiї пiсля завершення навчання. Як було зазна-
чено ранiше, навчання проводилося за допомогою батчевого алгоритму. Пiд час
наших експериментiв кiлькiсть навчальних зразкiв у батчi було вибрано рiвною
20 000. Таке рiшення було прийнято на основi експериментiв, проведених у [12].

Процес навчання на кожному батчi тривав до досягнення бажаного сере-
днього значення PSNR на патчах, що входили до батчу, або до моменту дося-
гнення граничної кiлькостi iтерацiй. Навчання тривало до моменту досягнення
бажаного рiвня PSNR на зображеннях iз валiдацiйної множини. Пiд час ва-
лiдацiї ми здiйснювали фiльтрацiю кожного з цих зображень та обчислювали
середнє значення PSNR мiж iдеальними та вiдфiльтрованими зображеннями.

Розбиття зображення на патчi, фiльтрацiя та реконструкцiя зображення з
отриманих пiсля обробки патчiв здiйснювалася за алгоритмами, наведеним у
[12]. Для зручностi читача альгоритм фiльтрацiї подано нижче алг. 1.

Algorithm 1 Процес фiльтрацiї шуму на цифровому зображеннi за
допомогою MLMVN
Require: 𝐼noisy: Зашумлене зображення
Require: 𝑚: Довжина патча
Require: 𝑛: Висота патча
Ensure: 𝐼filtered: Зображення пiсля фiльтрацiї

Procedure:
1: Нормалiзувати зображення: 𝐼noisy ← 1

255
𝐼noisy

2: Розбити 𝐼noisy на патчi 𝑃 : 𝑃 ← split(𝐼noisy)
3: 𝑃 ← ∅
4: for 𝑝 ∈ 𝑃 do
5: Перейти в частотну область: 𝑝F ← F(𝑝)
6: Нормалiзувати 𝑝F: 𝑝F ← 1

𝑛𝑚
𝑝F

7: Обробити 𝑝F з допомогою MLMVN: 𝑝out
F ← MLMVN(𝑝F)

8: Вiдновити коефiцiєнт: 𝑝out
F [0, 0]← 𝑝F[0, 0]

9: Денормалiзувати 𝑝out
F : 𝑝out

F ← (𝑛𝑚)𝑝out
F

10: Перейти у просторову область: 𝑝out ← F−1(𝑝out
F )

11: 𝑃 ← 𝑃 ∪ {𝑝out}
12: end for
13: Синтезувати зображення 𝐼filtered використовуючи 𝑃 : 𝐼filtered ← synthesize(𝑃 )
14: return 𝐼filtered
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Нижче, для порiвняння, наведено результати фiльтрацiї зашумлених зобра-
жень у вiдтiнках сiрого, спотворених мультиплiкативним спекл-шумом табл. 1,
табл. 2 та табл. 3 на рiзних рiвнях, iз використанням MLMVN та популярних
методiв фiльтрацiї. Для фiльтра BM3D було розглянуто кiлька значень параме-
тра стандартного вiдхилення шуму, оскiльки в реальних задачах ця iнформацiя
зазвичай невiдома. Для фiльтрiв Lee та Frost було використано вiкно розмiром
3×3, при цьому коефiцiєнт демпфування для фiльтра Frost встановлено рiв-
ним 2. Для фiльтрацiї спекл-шуму застосовувалися нейромережi MLMVN-S-1,
MLMVN-S-2 та MLMVN-S-3. У якостi активацiйних функцiй для нейронiв вихi-
дного шару використовувалися функцiї, наведенi вище: (1) для MLMVN-S-1, (2)
для MLMVN-S-2 та (3) для MLMVN-S-3. Приклади зображень пiсля фiльтрацiї
за допомогою MLMVN наведено на рис. 2.

Таблиця 1.
Результати фiльтрацiї зображень спотворених спекл-шумом 0.2𝜎. Найкращi

результати видiлено жирним шрифтом.

Breast1 Carotid1 Kidney1 Liver1 Thyroid1
Original PSNR 37.8908 34.9803 35.5726 41.0108 34.3516

BM3D 0.5𝜎 39.1399 36.2753 36.5802 40.2705 37.1153
BM3D 1.0𝜎 35.2463 33.7841 33.7073 35.9412 35.0923
BM3D 1.5𝜎 32.6594 31.829 31.701 33.6593 33.4208

Frost 31.3314 30.5562 31.665 32.8708 35.0743
Lee 32.8178 31.5633 32.3374 34.1547 35.503

MLMVN-S-1 36.7027 36.2856 36.2822 39.8335 37.5344
MLMVN-S-2 37.7461 36.5851 36.5408 40.559 37.5456
MLMVN-S-3 37.3061 36.4176 36.4244 40.2678 37.4919

Breast2 Carotid2 Kidney2 Liver2 Thyroid2
Original PSNR 37.1545 34.1198 34.498 33.0663 36.9289

BM3D 0.5𝜎 38.3667 37.268 35.6017 34.6407 39.5779
BM3D 1.0𝜎 33.9668 35.5145 33.2245 32.3094 36.8239
BM3D 1.5𝜎 31.5642 33.3176 31.3852 30.5669 34.2104

Frost 31.2087 34.1096 31.4069 31.078 33.2237
Lee 32.3654 34.6637 31.9982 31.4868 34.1978

MLMVN-S-1 37.0653 37.0107 35.5345 34.7664 37.9344
MLMVN-S-2 37.9244 37.027 35.7039 34.8706 38.591
MLMVN-S-3 37.5665 36.966 35.6325 34.8062 38.323

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Таблиця 2.
Результати фiльтрацiї зображень спотворених спекл-шумом 0.3𝜎. Найкращi

результати видiлено жирним шрифтом.

Breast1 Carotid1 Kidney1 Liver1 Thyroid1
Original PSNR 34.4038 31.5317 32.0353 37.5692 30.8371

BM3D 0.5𝜎 36.2042 33.7832 34.0056 37.3029 34.5605
BM3D 1.0𝜎 32.6357 31.7486 31.6437 33.6858 33.1924
BM3D 1.5𝜎 30.8859 30.2808 30.1745 32.0221 31.9262

Frost 31.2019 30.3685 31.4338 32.8152 34.3126
Lee 32.67 31.3301 32.0954 34.0914 34.695

MLMVN-S-1 36.0411 34.7347 34.7348 38.7964 35.4562
MLMVN-S-2 36.4476 34.5783 34.6069 38.9908 34.9621
MLMVN-S-3 36.3014 34.6349 34.659 38.9424 35.15

Breast2 Carotid2 Kidney2 Liver2 Thyroid2
Original PSNR 33.6098 30.577 30.9806 29.5962 33.4314

BM3D 0.5𝜎 35.3708 34.4086 33.2315 32.2234 36.7711
BM3D 1.0𝜎 31.571 33.0454 31.2975 30.4067 34.0443
BM3D 1.5𝜎 30.0656 31.4221 29.8622 29.1595 32.0451

Frost 31.0708 33.4936 31.0976 30.6715 32.929
Lee 32.207 33.9798 31.6873 31.0717 33.8525

MLMVN-S-1 36.0479 35.169 33.9883 33.0481 36.6263
MLMVN-S-2 36.2173 34.6948 33.8213 32.8745 36.5402
MLMVN-S-3 36.1719 34.8669 33.8785 32.9327 36.5933

Таблиця 3.
Результати фiльтрацiї зображень спотворених спекл-шумом 0.4𝜎. Найкращi

результати видiлено жирним шрифтом.

Breast1 Carotid1 Kidney1 Liver1 Thyroid1
Original PSNR 31.9014 29.0791 29.6252 35.0468 28.3715

BM3D 0.5𝜎 34.2741 32.2246 32.495 35.4086 33.0611
BM3D 1.0𝜎 31.2484 30.5735 30.4293 32.4032 32.055
BM3D 1.5𝜎 29.96 29.4576 29.211 31.0584 31.0142

Frost 31.0133 30.0204 31.0708 32.6608 33.533
Lee 32.41 30.9008 31.6917 33.8938 33.8096

MLMVN-S-1 34.9747 32.8694 32.9661 37.3859 33.286
MLMVN-S-2 34.9264 32.5407 32.7335 37.2349 32.7141
MLMVN-S-3 34.9722 32.669 32.8189 37.3129 32.9332

Breast2 Carotid2 Kidney2 Liver2 Thyroid2
Original PSNR 31.1092 28.098 28.544 27.1536 30.9558

BM3D 0.5𝜎 33.4224 32.5799 31.7386 30.7006 34.9141
BM3D 1.0𝜎 30.3826 31.5738 30.1574 29.3258 32.4533
BM3D 1.5𝜎 29.2901 30.3258 29.0103 28.319 30.81

Frost 30.8562 32.6695 30.7417 30.1114 32.6181
Lee 31.9637 33.0318 31.3229 30.4737 33.4527

MLMVN-S-1 34.6785 32.993 32.1987 30.965 35.0482
MLMVN-S-2 34.4645 32.4474 31.9774 30.7869 34.6272
MLMVN-S-3 34.5716 32.6546 32.0612 30.8457 34.8008
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Рис. 2. (a) — iдеальне зображення, (b) — зашумлене зображення (спекл-шум
0.4𝜎, PSNR 29.6252dB), (c) — вiдфiльтроване зображення (PSNR 32.9661dB),
(d) — iдеальне зображення, (e) — зашумлене зображення (спекл-шум 0.4𝜎,

PSNR 30.9558dB), (f) — вiдфiльтроване зображення (PSNR 35.0482dB), (g) —
iдеальне зображення, (h) — зашумлене зображення (спекл-шум 0.4𝜎, PSNR

27.1536dB), (i) — вiдфiльтроване зображення (PSNR 30.965dB).

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У цiй роботi
розглянуто задачу фiльтрацiї спекл-шуму на ультразвукових зображеннях iз
використанням MLMVN. Пiд час дослiдження проведено експерименти з фiль-
трацiї спекл-шуму за допомогою комплекснозначної нейронної мережi з викори-
станням рiзних активацiйних функцiй на нейронах вихiдного шару. Отриманi
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результати свiдчать про те, що MLMVN може бути ефективно застосована для
розв’язання подiбних задач. Завдяки iнтелектуальнiй фiльтрацiї запропонова-
ний пiдхiд дозволяє зменшити рiвень шуму на ультразвукових зображеннях,
водночас зберiгаючи дрiбнi деталi, що є надзвичайно важливим у таких галу-
зях, як медицина. Це пiдтверджує потенцiал використання нейронних мереж
цього типу для розв’язання сумiжних задач обробки зображень, зокрема фiль-
трацiї iнших видiв шуму та вiдновлення дефокусованих зображень.
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MULTI-MODAL LLM-ASSISTED HEALTHY NUTRITION AND
DIET SMARTPHONE APPLICATION

Adhering to a healthy diet is one of the key factors towards improving lifespan and
quality of life. However, we do not always know which meals are unhealthy. Existing food
tracking applications require manual input of consumed dishes, which is time consuming
and inaccurate. Neural networks have been shown to be good at estimating food ingredients
and nutrition from a picture. In this work we propose a novel 2-stage approach that includes
post-train adaptive neural network for image segmentation into ingredients, assisted by a
large language model (LLM) that transforms ingredient information into nutritional value,
gives insight into improving nutrition of the food consumed, and has chat interface, where
user can clarify any questions. Both vision and language models are inferred fully on the
user’s device. Thus, no server connection is required, and the user data remains private.
We develop several prompts for nutritional value extraction, and analyze Qwen 2.5 0.5,
1.5, 3 billion parameter LLMs. To score nutritional value estimates we propose LLM-judge
method. The final prompt improves nutritional value estimation score from 2.66 to 3.68,
when using Qwen 2.5 3 billion model. The proposed application is more user friendly
and provides nutrition tracking with less effort, when compared to existing applications,
enabling faster food tracking with detailed information on improving nutrition.

Keywords: healthy nutrition, nutritional value, large language model, image segmenta-
tion, mobile computing, edge computing, computer vision.

1. Introduction. Having an unhealthy diet results in numerous risks to hu-
man health, such as cardiovascular diseases, diabetes, and many others. Therefore,
tracking consumed nutritional value is important to avoid diseases and to improve
quality of life. Existing smartphone applications [1,2] propose to manually enter
information about food, which requires significant effort from the user. Recent re-
search direction is to estimate food ingredients or nutritional value using a single
photo of the user’s meal [3–5].

In this work, we improve existing approaches by developing smartphone applica-
tion with U-Net+PTA [6] image segmentation neural network that extracts ingre-
dient information from the user’s meal image. The information is then augmented
using Qwen 2.5 [7] large language model (LLM) that estimates calories, fat, carbo-
hydrates, proteins; gives insight into current meal and how to improve its nutrition.
The user can continue the dialog by asking the model more specific questions. Pro-
cessing is fully performed on the user device. Thus, the application does not require
any paid large language model API subscriptions.

To summarize, our main contributions are as follows:
1. We develop a smartphone application for nutritional value estimation from

a photo with 2 stages: image segmentation into ingredients (via U-Net+PTA
network), nutritional value estimation (via Qwen 2.5 LLM).
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2. Evaluating nutritional value estimates from cooked food is a hard task. There-
fore, we develop an LLM-judge technique for evaluating nutritional value ex-
traction results without known labels.
2. Related works. Several existing applications propose a solution to the

problem, such as Samsung Health [1], MyFitnessPal [2]. These applications propose
to enter information about food consumed manually by 1) scanning product bar-
code; 2) specifying the number of calories manually; 3) searching for food by name.
Each approach has its strength and limitations.

Scanning a bar-code is the easiest for the user. However, this is only useful
if cooked food is purchased. Cooking from ingredients might result in significant
change in calories (depending on their proportion and type of cooking (frying, boil-
ing, etc.)). Also, bar-code scanning does not support all regions or products. For
instance, Samsung Health shows “Invalid bar code error” when scanning products in
Ukraine.

Specifying the number of calories manually is the most flexible, but the question
is how to compute the number of calories. Recent research suggests that even trained
nutritionists have high errors in estimating cooked food calories [4].

Finally, the option to find food by name. Based on our experience this is the
most practical approach. For instance, Samsung Health proposes many variations
of the dish with different modifications or cooking types. Also, favorite dishes can
be saved for easier search, or even custom recipes can be added for future use. Still,
the food must be manually weighted, and the system lacks suggestions on improving
nutrition with minor taste changes.

To resolve the problem several neural network-based approaches have been pro-
posed. Such systems try to estimate nutritional value from a photograph.

In [8] the authors collect web images and propose a fine-grained food classification
dataset with 158,846 images assigned to one of 251 classes. While the dataset is large,
classification limits the ability to recognize photos of multiple dishes at once or to
distinguish between cooking recipes.

The authors of [3] propose a FoodSeg103 dataset, that contains 9490 images of
food. Each image has a segmentation mask with one of 154 ingredient classes. Also,
FoodSeg154 dataset is proposed with extra images of Asian food. The authors pro-
pose ReLeM method for joint training of a neural network on textual description of
cooking recipes (using LSTM or Transformer) and image with segmentation masks,
improving over existing approaches.

In [9] the authors fine-tune 7 billion parameter multi-modal LLM on different
food-related tasks, including question answering and nutritional value estimation.
However, the network takes 2 days of training 4 GPUs and is too large for a smart-
phone.

The authors of [4] note limitations of existing approaches, such as small num-
ber of categories and inability to automatically estimate food weight. Also, the
authors note that given a photograph even expert nutritionists incorrectly estimate
food calories. To resolve the problem, they collect a dataset and propose a novel
neural network-based approach. Food has been cooked specifically for this experi-
ment with all ingredients known. All ingredients were weighted before cooking, and
their macronutrient information is taken from USDA Food and Nutrient Database.
5066 dishes with unique sets of ingredients have been cooked. Each dish has been
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captured from multiple angles with an RGB camera. Some dishes include addi-
tional depth information. The authors train Inception V2-based neural network to
estimate food calorie, mass, fat, carbohydrates, and proteins. The authors show
that their approach supersedes by a large margin human experts in estimating food
calories. The developed method is suitable for complex nutritional value estimation.

However, for improved usability these approach lack on-device chat interface that
would provide smart suggestions on how to improve the user’s diet.

Therefore, in this work we propose a novel approach that enriches image-based
food segmentation with an LLM-based chat interface. Thus, allowing for a more fine-
gradient food information extraction and further smart suggestions. The developed
application runs fully on the user’s smartphone.

3. Materials and Methods. Large language models have shown to be
effective in many domains, such as mathematics, programming, medicine and many
others [7]. Existing LLMs either operate with a single modality (text) or can be
multi-modal, understanding both text and images. For instance, Qwen 2.5 [7],
ChatGPT 4 [10] are single-modal, and ChatGPT 4o [10], Gemma 3 [11] are multi-
modal. While multi-modal LLMs contain general information in many domains,
they are not finetuned for nutrition-related tasks, and finetuning LLM is a resource-
intensive task. Also, they contain larger number of parameters, making them too
slow for typical smartphone hardware; some of the models (e.g. ChatGPT 4o) can
only be accessed using paid API. All of which makes them inapplicable for on-device
nutritional value estimation

To solve the issue we propose a 2-stage approach where a lightweight convolu-
tional neural network is used to extract ingredient information from food, then the
information is fed into on-device Qwen2.5 3B LLM [7] for nutritional value estima-
tion. The scheme of the proposed approach is shown in Fig. 1. In blue color user
actions are shown, in yellow processing done by the vision model, in green LLM
processing.

For food ingredient extraction we propose to use a lightweight U-Net+PTA image
segmentation network [6], which combines U-Net [12] neural network and Post-
Train Adaptive (PTA) [13] as a backbone. The key feature of the network is that
after training the number of active parameters can be changed on user demand.
Research [14] has shown, that using the following 3 post-train configurations offers
the most flexibility: LLL (light), HHH (heavy), BBB (combines both heavy and
light branches). To speed up inference on low-end devices lightweight configuration
is suggested (80% of floating-point operations when compared to heavy). While
heavy and both configurations improve the network quality on faster devices.

Some prediction noise is present in image segmentation into ingredients as in
certain regions the model might not be confident which of the ingredients that is.
To remove the noise we ignore ingredient predictions, where the model confidence is
below 0.85. Then we compute the area taken by each ingredient relative to the total
image area. We remove ingredient predictions if the total area of prediction is less
than 4%. Such ingredients will not significantly influence nutritional value results
and are typically prediction noise. Thresholding constants are found empirically.
Finally, we remove background class, and normalize ingredient area predictions, so
that the total sum is 100%.

Extracted information is passed to the large language model using the following
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Figure 1. Scheme of the proposed nutrition suggestion app.

prompt: “I have food on a plate with ingredients . Estimate food nutritional value
(calories, fat, carbohydrates, proteins). Then give suggestions on improving nutri-
tion. Be brief.” Ingredients are replaced with actual ingredients extracted by the
vision model. Analysis of different prompts is shown in the Discussion section.

Overall, 2 separate models are used to perform the inference:

1. U-Net+PTA image segmentation model, that extracts ingredients from an im-
age.

2. Qwen 2.5 LLM to estimate nutritional value from ingredients.

To evaluate the vision model 𝐷𝑖𝑐𝑒𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒 is used, which is a common image seg-
mentation metric:

𝐷𝑖𝑐𝑒𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒 =

2
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖𝑔𝑖 + 𝜀

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑝2𝑖 +
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑔2𝑖 + 𝜀

, (1)

where 𝑝𝑖 is the predicted probability distribution, 𝑔𝑖 is the ground true one-hot
vector, 𝑁 is the number of classes to distinguish between, 𝜀 is a small constant.

Evaluating nutritional value, generated by the LLM, is more complicated as
FoodSeg103 dataset doesn’t propose nutritional value information. Also, as is shown
in [4] people have high error in evaluating nutritional value information from images.
Therefore, an automated approach should be developed.

In [15] the authors propose a method to evaluate LLM outputs by using another
larger LLM as a judge. This is useful in cases when true labels are not available or
might be presented in different ways. Reasoning LLMs (e.g. Qwen 3) require more
compute, but in exchange are superior to non-reasoning LLMs (e.g. Qwen 2.5) in
complex tasks, that require calculations, logical derivations, etc. [16].

In this work we develop a method that uses reasoning LLM as a judge evaluating
nutritional value information correctness. We use Qwen3 [17] 30 billion parameter
reasoning model. The authors show its superiority over Qwen 2.5 and many other
models. Obviously, the model is too large for inference on a smartphone.

For the model to act as judge the prompt that is shown in Table 1 has been
developed. The prompt has several parameters: food_area parameter is replaced
by the vision model output, model_estimates is a JSON document with outputs
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for a single Qwen 2.5 LLM model produced by different prompts. During experi-
ments we have found that detailed judging information (e.g. “+1 if nutritional value
estimate is within 10% of real estimate”) results in scoring more aligned to the end
user expectations, than in case when the model is asked simply to score from 1 to 5.

Table 1.
LLM judge prompt and its parameters

Prompt Parameters
You are a nutrition expert. You evaluate LLM nu-
tritional value estimates. The model is given differ-
ent prompts with the following information about food:
food_area Replies for each prompt are the following:
model_estimates. Score model replies to the prompt
from 1 to 5. Always give a score of at least 1. Give +1 if
nutritional value estimate (calories, fat, carbohydrates,
proteins) is present and it mentions relevant food. Give
+1 if nutritional value estimate is within 10% of real
estimate. Give +1 if suggestions on improving nutrition
are relevant to the food given. Give +1 if the prompt
doesn’t include unnecessary information. Reply in json
format: [{"prompt": prompt_name, "score": score}].
Array should contain scores for each prompt.

food_area,
model_estimates

Scores are given from 1 to 5. Example reply of the LLM judge is shown below:

[
{

"prompt": "01-basic",
"score": 3

},
{

"prompt": "02-specify-exactly-what-to-estimate",
"score": 5

},
{

"prompt": "03-grams-instead-of-percents",
"score": 4

},
{

"prompt": "04-be-brief",
"score": 4

}
]

4. Experiments. To train U-Net+PTA neural network Stochastic Gradient
Descent optimizer has been used with initial learning rate of 0.1 for 90 epochs.
Learning rate is multiplied by 0.1 every 30 epochs. Batch size is set to 32. Images
of size 384× 384 are used during training. Random resized crop and horizontal flip
augmentations are used.

𝐷𝑖𝑐𝑒𝑙𝑜𝑠𝑠 is used as training loss:
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𝐷𝑖𝑐𝑒𝑙𝑜𝑠𝑠 = 1− 2
∑︀𝑁

𝑖=1 𝑝𝑖𝑔𝑖 + 𝜀∑︀𝑁
𝑖=1 𝑝

2
𝑖 +

∑︀𝑁
𝑖=1 𝑔

2
𝑖 + 𝜀

. (2)

We use FoodSeg103 [3] dataset for training and evaluation of the U-Net+PTA
neural network. The dataset contains 2 subsets: training (4983 images) and test
(2135 images). We randomly split the original training set into actual train and
validation in proportion 80/20. The final FoodSeg103 dataset split is shown in
Table 2. To prevent overfitting the best model is selected on the validation set.
Results are reported on the test set.

Table 2.
FoodSeg103 dataset split used for U-Net+PTA model training and evaluation

Subset Number of images
Train 3986
Validation 997
Test 2135

To process ingredient information and extract nutritional value data Qwen 2.5
open-source non-reasoning LLM is used in 0.5, 1.5, 3 billion parameter variants.
Fine-tuning the model is resource intensive. LLMs have been shown to solve many
tasks in zero-shot mode (without pretraining) [18] by using prompting. Therefore,
we develop and analyze several prompting strategies for nutritional value extraction.

Finally, we develop smartphone application called “Food, Nutrition and Diet
App”. The custom-trained U-Net+PTA neural network is inferred on-device using
ONNX runtime, while Qwen 2.5 is run via MediaPipe library [19]. The application
targets Android 10 or newer devices with a potential of expanding to other platforms.

5. Results. 𝐷𝑖𝑐𝑒𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒 of the trained U-Net+PTA neural network is shown in
Table 3. The largest version (BBB) has the highest score, while the smallest (LLL)
offers a compromise in terms of speed to quality ratio.

Table 3.
Image segmentation performance of the U-Net+PTA network

Configuration Dice score
BBB 0.5165
HHH 0.5143
LLL 0.4987

Example of dish processing by the vision model is shown in Fig. 2. Fig. 2
(a) shows interface of the developed “Food, Nutrition and Diet App” with a plate,
capturing tomatoes and pasta. Fig. 2 (b) shows segmentation, where tomatoes
and pasta are highlighted in color. After thresholding with 0.85 confidence the
computed area for each of the ingredients is: background: 43.86%; shrimp: 0.04%;
pasta: 35.68%; rice: 0.30%; tomato: 17.03%; onion: 0.12%; pepper: 2.97%. As
can be seen, most of the dish area is correctly recognized as pasta and tomatoes.
Other components are filtered out by the 4% area threshold. After thresholding and
normalization, we get pasta: 68%, tomato: 32%.
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(a) (b)

Figure 2. Sample image and its segmentation by U-Net+PTA network.

(a) (b)
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(c)

Figure 3. Generated prompt (a) message in pink, and LLM reply (a)–(c) in blue.

The extracted information is passed to the Qwen 2.5 3B LLM with a prompt
“I have food on a plate with pasta: 68g, tomato: 32g. Estimate food nutritional
value (calories, fat, carbohydrates, proteins). Then give suggestions on improving
nutrition. Be brief.”. We have found out that replacing percents with grams results
in better LLM reply (the prompt analysis is given in the Discussion section). The
generated prompt and full LLM reply are shown in Fig. 3. The prompt is in pink,
the reply is in blue. As is demonstrated, the model gives an insight into nutritional
value of the current meal, followed by suggestions on improving nutrition. The user
can continue the discussion using the chat interface at the bottom of the screen.

By analyzing several dishes, we have found that the model is quite useful for
quick extraction of information about nutritional value and giving suggestions to
improve it. The process is much quicker and more informative than trying to scan
barcodes or finding each of the food components manually.

Prompts given to the LLM have significant influence on the quality of the gen-
erated output. Thus, in this work we develop several prompts, which are shown in
Table 4. Parameter is shown in bold, changes between prompts are underlined. The
goal is to get model output that contains correct and specific information about food
nutritional value. Also, the answer should not contain unnecessary information.

We use Qwen3:30b thinking model as a judge as described in the Materials and
Methods section. We evaluate each of the prompts for Qwen2.5 0.5, 1.5, and 3 billion
parameter models, that can be run on smartphones. Ingredients is a parameter, filled
with information about ingredients either in percents (prompts 1 and 2) or in grams
(prompts 3, 4).

Evaluation results are shown in Table 5 and Fig. 4. Qwen2.5:3b with prompt
1 has average score of 2.66, by using prompt 4 the score significantly improves to
3.68. Similarly, smaller models are also improved from prompt 1 to 4. Qwen2.5:3b
has the best results for each prompt. We analyze scores given to the models and
prompts on a representative example in the Discussion section.

6. Discussion. In this section we analyze LLM-based nutritional value
extraction in the developed application. First, we show how the final prompt has
been built. We have analyzed model generations for several ingredient inputs and
show a representative sample in Table 6, where the prompt is shown along with
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Table 4.
Prompts developed for nutritional value extraction

ID Name Sample Prompt
1 Basic I have food on a plate with ingredients (%). Esti-

mate food nutritional value. Then give suggestions on
improving nutrition.

2 Specify exactly
what to estimate

I have food on a plate with ingredi-
ents (%). Estimate food nutritional value
(calories, fat, carbohydrates, proteins). Then give
suggestions on improving nutrition.

3 Grams instead
of percents

I have food on a plate with ingredients (grams). Esti-
mate food nutritional value (calories, fat, carbohydrates,
proteins). Then give suggestions on improving nutrition.

4 Be brief I have food on a plate with ingredients (grams). Esti-
mate food nutritional value (calories, fat, carbohydrates,
proteins). Then give suggestions on improving nutrition.
Be brief.

Table 5.
LLM judge scores for each model and prompt

Model Prompt Score

qwen2.5:0.5b

01 basic 1.78
02 specify exactly what to estimate 2.48
03 grams instead of percents 2.67
04 be brief 3.30

qwen2.5:1.5b

01 basic 2.43
02 specify exactly what to estimate 2.96
03 grams instead of percents 3.36
04 be brief 3.57

qwen2.5:3b

01 basic 2.66
02 specify exactly what to estimate 3.51
03 grams instead of percents 3,57
04 be brief 3.68

analysis of the model output with information about what can be improved. We do
not show model outputs here as they are quite long.
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Figure 4. Nutritional value extraction scores for Qwen2.5 model variants and
different prompts.

Table 6.
Analysis of the influence of different prompts on nutritional value extraction

quality
ID Sample Prompt What can be improved?
1 I have food on a plate with pasta: 68%,

tomato: 32%. Estimate food nutri-
tional value. Then give suggestions on
improving nutrition.

Food nutritional value is quite vague and
changes significantly from query to query.
Sometimes the model generates information
about vitamins and fats, sometimes about car-
bohydrates.

2 I have food on a plate with
pasta: 68%, tomato: 32%. Es-
timate food nutritional value
(calories, fat, carbohydrates, pro-
teins). Then give suggestions on
improving nutrition.

By specifying list of nutritional value types
(underlined), the model is much more consis-
tent and specifies approximate number of the
specified nutrition items. However, the model
mixes food percentages and weights, which
should be avoided.

3 I have food on a plate with pasta: 68g,
tomato: 32g. Estimate food nutritional
value (calories, fat, carbohydrates, pro-
teins). Then give suggestions on im-
proving nutrition.

By using grams instead of percents, the model
does not mix percents and grams. While the
percentage of area taken does not directly
equal to grams, this is a sufficiently fair as-
sumption to get nutritional value estimate per
100g of food. The model output is quite long
still.

4 I have food on a plate with pasta: 68g,
tomato: 32g. Estimate food nutritional
value (calories, fat, carbohydrates, pro-
teins). Then give suggestions on im-
proving nutrition. Be brief.

By adding “Be brief” the model’s output is
shortened, without losing much information.

Qwen2.5 model is available in multiple sizes: 0.5B, 1.5B, 3B, 7B, 14B, 32B, 72B,
where B stands for billions of parameters. While models with 7B and above are
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targeted for desktop computers and servers. The 0.5B, 1.5B, 3B can be considered
mobile-friendly. For instance, the example prompt that we use takes 32 seconds for
the LLM to generate full reply on Snapdragon 8 Gen 3 processor. While it might
seem a long wait, in the developed application the reply generation is interactive,
so text generation is faster than the average user’s reading speed.

Analysis of replies of 0.5B, 1.5B, and 3B models is shown in Table 7. The reply
of Qwen2.5 3B can be seen in Fig. 3. As can be seen, 0.5B model reply is very
short. Also, the model mixes units when generating nutritional value. For instance,
calories have no unit, while others are in percents. Nutritional value suggestions are
very generic and are only slightly related to the ingredients detected by the vision
model. The reply of 1.5B model is much more structured, with suggestions being
more reasonable.

Table 7.
LLM processing of the same prompt depending on the number of parameters

LLM Generated output
qwen2.5:0.5b Calories: 410, Fat: 7%, Carbohydrates: 55%, Proteins: 3%

Tips: Try adding more vegetables and fruits to increase protein intake.

Tips: Choose whole grains and legumes for better fiber content and a
balanced diet. Remember to consume less saturated fats.

qwen2.5:1.5b Food Composition:

- Pasta: 68 grams
- Tomato: 32 grams

Nutrition Analysis:
Calories: About 910 kcal (depending on the type of pasta)
Fat: Approximately 14g
Carbohydrates: Around 75g
Proteins: Roughly 8g

Improvement Suggestions:

1. **Increase Vegetables and Fiber**: Include more vegetables like spinach,
broccoli, or carrots to increase fiber intake which can lead to better digestion
and satiety.
2. **Boost Protein Source**: Incorporate lean proteins such as chicken thighs,
turkey, or fish for additional muscle building benefits and energy levels.
3. **Add Healthy Fats**: Consider adding a small amount of olive oil,
avocado, or nuts (like almonds) which can contribute healthy fats to your diet
while lowering saturated fat content.
4. **Reduce Saturated Fat Sources**: Opt for cooking methods like boiling,
steaming, baking, grilling, and broiling rather than frying with butter or
margarine to minimize the risk of unhealthy cholesterol production.

Remember, nutrition is a complex mix of various foods tailored to indi-
vidual preferences and dietary restrictions. Adjusting these suggestions can
help balance your diet towards better overall health benefits.

Interestingly, all 3 models have generated significantly different nutritional value
numbers for the given food. So, which of the models is the closest to the actual
results?
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In Table 8 we compare extracted nutritional value with the one computed manu-
ally based on Internet sources. The final line of the table shows overall information
for the meal of 68 grams of pasta and 32 grams of tomato. Apparently, the 0.5B
model result is far from the truth, with even the units being incorrectly specified.
In contrast, while the 1.5B model has proper units for nutritional value, it has sig-
nificantly overestimated most components in the meal. 3B model is the closest to
the actual computation and can be used for food nutritional value estimation.

Table 8.
Comparison of nutritional value extraction by different LLMs vs ground truth
Data Source Calories Fat Carbohydrates Proteins
qwen2.5:0.5b 410 7% 55% 3%
qwen2.5:1.5b About 910

kcal (depend-
ing on the
type of pasta)

Approximately
14g

Around 75g Roughly 8g

qwen2.5:3b Approximately
130-150 kcal

Approximately
0.5g

Approximately
20-23g

Approximately
1g

Actual data for
100g of pasta

131 kcal 1.5 g 25g 5g

Actual data for
100g of tomatoes

18 kcal 0.2 g 3.9g 0.9g

Computed value for
100g of dish taken
on the photo

94.84 kcal 1.08 g 18.25 g 3.69 g

7. Conclusions and prospects for further research. In this work we have
developed Food, Nutrition and Diet Application, that combines U-Net+PTA image
segmentation model with Qwen 2.5 3B large language model. The vision model
efficiently extracts ingredients from the user-provided photograph of food, while
LLM is prompted to write down nutritional value and give suggestions. We develop
several prompts for nutritional value extraction, and analyze Qwen 2.5 0.5, 1.5, 3
billion models. To score nutritional value estimates we propose LLM-judge method,
based on Qwen 3 30 billion parameter reasoning model. The final prompt improves
nutritional value estimation score from 2.66 to 3.68, using Qwen 2.5 3 billion model.
The proposed application is more user friendly and provides nutrition tracking with
less effort, when compared to existing applications, that require barcode scanning
or manual input of the dish by name.

The prospect for further research is to include estimation of actual meal weight
using neural networks. Thus, the user would get information about nutrition in their
portion, and not general information per 100g of food.
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Хабарлак К. С. Мультимодальний додаток здорового харчування та дiєти на
основi великої мовної моделi.

Дотримання здорового харчування є одним з ключових факторiв, що впливають
на тривалiсть i якiсть життя. Однак ми не завжди знаємо, якi страви є шкiдливими.
Iснуючi додатки для вiдстеження харчування вимагають ручного введення спожитих
страв, що є трудомiстким i неточним. Нейроннi мережi добре справляються з оцiнкою
iнгредiєнтiв i поживної цiнностi їжi на основi фотографiй. У цiй роботi ми пропо-
нуємо новий двоетапний пiдхiд, який поєднує адаптивну пiсля навчання нейронну
мережу для сегментацiї iнгредiєнтiв на зображеннi, доповнену великою мовною моде-
ллю (LLM), яка перетворює iнформацiю про iнгредiєнти в данi про поживну цiннiсть,
дає вiдомостi про полiпшення харчової цiнностi та має чат-iнтерфейс, де користувач
може уточнити будь-якi питання. Як вiзуальнi, так i мовнi моделi повнiстю працюють
на пристрої користувача. Таким чином, пiдключення до сервера не потрiбне, а данi
користувача залишаються конфiденцiйними. В роботi розроблено кiлька пiдказок для
моделi вилучення харчової цiнностi та проаналiзовано Qwen 2.5 LLM з 0.5, 1.5, 3 мi-
льярдами параметрiв. Для оцiнки харчової цiнностi ми пропонуємо метод LLM-суддi.
Розроблена LLM-пiдказка покращує оцiнку харчової цiнностi з 2.66 до 3.68 при вико-
ристаннi моделi Qwen 2.5 на 3 мiльярди параметрiв. Запропонований додаток є бiльш
зручним для користувача i забезпечує вiдстеження поживної цiнностi з меншими зу-
силлями в порiвняннi з iснуючими додатками, забезпечуючи швидше вiдстеження їжi
з детальною iнформацiєю про полiпшення харчової цiнностi.

Ключовi слова: здорове харчування, харчова цiннiсть, велика мовна модель, сегмен-
тацiя зображень, мобiльнi обчислення, крайовi обчислення, комп’ютерний зiр.
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ГIБРИДНИЙ АЛГОРИТМ РОЗВ’ЯЗАННЯ КВАДРАТИЧНОЇ
ЗАДАЧI ПРО ПРИЗНАЧЕННЯ

Квадратична задача про призначення (QAP) є однiєю з найбiльш вивчених ком-
бiнаторних задач оптимiзацiї з рiзними практичними застосуваннями. У цiй статтi
ми представляємо наближений гiбридний алгоритм (HBMA) для розв’язання QAP.
HBMA дослiджує простiр пошуку шляхом використання вiдомих алгоритмiв 2-OPT,
BLS та BMA на окремих етапах розв’язання задачi. Експериментальнi оцiнки на мно-
жинi еталонних задач з QAPLIB показують, що запропонований пiдхiд здатний до-
сягти найвiдомiших на даний момент результатiв для всiх екземплярiв, крiм окремих
задач типу taia , iз середнiм часом обчислення менше 1 години. Також надаються по-
рiвняння, щоб показати конкурентоспроможнiсть запропонованого пiдходу вiдносно
алгоритмiв BLS та BMA для QAP.

Ключовi слова: Квадратична задача про призначення, гiбридний алгоритм набли-
женого пошуку, локальний алгоритм наближеного пошуку, випадкове збурення ком-
понент розв’язку, ефективнiсть алгоритмiв.

1. Вступ. Вiдомо, що багато задач дискретної оптимiзацiї, зокрема задача
QAP, є NP-складними. Основною проблемою при їх розв’язаннi є експонен-
цiальний рiст обчислювальних витрат при збiльшеннi розмiрностi задачi. Це
обмежує можливостi розв’язання таких задач у реальному масштабi часу. Крiм
того, обчислювальна складнiсть задачi QAP викликана значним об’ємом обчи-
слень (порядку 𝑂(𝑛2)), необхiдних для отримання значення цiльової функцiї
та дослiдження околу поточного розв’язку. Нагадаємо, що в алгоритмах для
задачi QAP окiл 𝑁(𝜋) розв’язку 𝜋 складається з усiх перестановок, якi отри-
манi шляхом обмiну позицiями мiж усiма парами об’єктiв. Таким чином, окiл
мiстить 𝐶2

𝑛 + 1 перестановку, а обчислення значень цiльової функцiй для усiх
перестановок з 𝑁(𝜋) потребує об’єму обчислень порядку 𝑂(𝑛4). Якщо 𝑛 ≥ 100,
то виконання хоча б 𝑛2 iтерацiй локального пошуку вже стає важкою обчислю-
вальною задачею.

Практична важливiсть та обчислювальна складнiсть задачi QAP пiдтвер-
джується хронологiєю її дослiдження. Сформульована вона була Koopmans та
Beckmann [9] у 1957 р. У 1976 р. Sahni та Gonzalez довели [13], що ця задача
належить до класу NP-складних задач. Burkard [4] у 1984 р. вiдзначив, що не
можна побудувати точних методiв для ефективного розв’язання QAP розмiр-
нiстю, бiльшою за 20. I тiльки з кiнця 80-х рокiв минулого сторiччя розпочався
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бурхливий розвиток наближених методiв вiдшукання якiсних розв’язкiв ква-
дратичної задачi про призначення.

Сьогоднi бiльшiсть ефективних наближених алгоритмiв для QAP базується
на використаннi рiзноманiтних схем методу табу пошуку (TS), запропоновано-
го F. Glover [7, 8]. Варто згадати такi версiї методу, як надiйний табу пошук
[15] (RoTS), реактивний табу пошук [1] (ReTS). В останнi роки найбiльш якi-
снi результати отримано такими наближеними алгоритмами як Breakout Local
Search, BLS [2], Memetic Algorithm for QAP, BMA [3] Improved Hybrid Genetic
Algorithm, IHGA [11], ITS for QAP [12] та багатьма iншими.

Як правило схеми сучасних наближених методiв розв’язання задач оптимi-
зацiї включають двi фази: iнтенсифiкацiя пошуку та диверсифiкацiя пошуку.
На першiй фазi здiйснюється пошук локального екстремуму задачi, а на другiй
— робиться спроба вийти з його околу та перейти у iншу, ще не дослiджену,
область множини допустимих розв’язкiв задачi. Розглянемо бiльш детально де-
якi з ефективних алгоритмiв розв’язання QAP.

Iтеративний локальний пошук на основi популяцiї (PILS) [14] — це один
з ефективних алгоритмiв. Базовий алгоритм iтеративного локального пошуку
(ILS) починається з випадкового розв’язку та застосовує процедуру локального
пошуку першого покращення на основi 2-opt. Щоб пришвидшити процес по-
шуку, алгоритм використовує стратегiю «не дивись бiт», запропоновану ранiше
для прискорення алгоритмiв локального пошуку для TSP. Пiсля досягнення
локального оптимуму ILS застосовує збурення, яке полягає в обмiнi k випадко-
во вибраними елементами У запропонованому PILS, популяцiя складається з 𝜇
рiшень, i на кожнiй iтерацiї генеруються новi рiшення. Потiм використовується
стратегiя вибору, що базується як на якостi, так i на вiдстанi мiж рiшеннями,
для формування нової популяцiї 𝜇 рiшень.

Iтеративний заборонений пошук (ITS) [12] дотримується загальної схеми
метаевристики iтерованого локального пошуку. Вiн використовує традицiйний
заборонений пошук для досягнення локальних оптимумiв та запускає фазу збу-
рень (реконструкцiї) щоб уникнути досягнутого локального оптимуму. «Зруй-
нований» розв’язок стає новою вiдправною точкою для базової процедури TS.
ITS використовує механiзм збурень, який адаптивно змiнює кiлькiсть випад-
кових рухiв збурень в деякому iнтервалi. ITS отримує чудовi результати на
неструктурованих екземплярах та реальних екземплярах.

У [18, 19] представлено ефективний алгоритм для розв’язання QAP, назва-
ний RITSR (повторюваний iтерований алгоритм табу). Фаза iнтенсифiкацiї,
яка названа дослiдницьким пошуком реалiзує схему iтерованого локального та-
бу пошуку (ITSL). Цей пошук призначений для виявлення кращих розв’язкiв,
що мiстяться на незначнiй вiдстанi вiд межi поточного околу локального мiнi-
муму. Якщо отримано кращий розв’язок, вiн запам’ятовується та починається
детальний пошук нового, кращого за знайдений, розв’язку в околi знайденої пе-
рестановки. Пiсля цього цикл повторень у режимi дослiдницького пошуку роз-
починається заново. Друга фаза пошуку — фаза диверсифiкацiї – виконується
кожен раз перед початком нового дослiдницького пошуку у циклi повторень.
У цiй фазi збурюється поточний локальний мiнiмум так, щоб наступний дослi-
дницький пошук вiдбувався на певнiй вiдстанi вiд околу поточного розв’язку.

У данiй статтi представлено новий гiбридний алгоритм розв’язання назва-
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ний HBMA. У своїй роботi вiн використовує комбiнацiю алгоритмiв 2-OPT
[17], BLS, BMA. Наведена формальна схема алгоритму та результати числових
експериментiв. У висновках коротко оцiнюється ефективнiсть запропонованого
алгоритму. Пропонуються подальшi напрямки дослiджень.

2. Постановка задачi. Змiстовна постановка квадратичної задачi про при-
значення (QAP) наступна. Дано 𝑛 об’єктiв, якi потрiбно розташувати у 𝑛 рi-
зних локацiях (мiсць призначень). Вiдомi величини потокiв ресурсiв 𝑎𝑖𝑗 мiж
об’єктами 𝑖 та 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, . . ., 𝑛, i вiдстанi 𝑏𝑟𝑠 мiж локацiями (пунктами) 𝑟 та 𝑠, 𝑟,
𝑠 = 1, . . ., 𝑛. Потрiбно знайти таке розподiлення об’єктiв по локацiях, щоб сума
вiдстаней, помножена на вiдповiднi потоки, була б мiнiмальною.

Отже, математичну постановку задачi QAP можна сформулювати насту-
пним чином: знайти:

min 𝑓(𝜋)𝜋∈Π𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝜋𝑖𝜋𝑗 ,

де 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] та 𝐵 = [𝑏𝑟𝑠] — квадратнi матрицi порядку 𝑛, Π𝑛 — множина усiх
перестановок розмiрностi 𝑛 i 𝜋𝑖 задає номер локацiї об’єкту 𝑖.

Квадратичнi задачi про призначення можливо точно розв’язати тiльки для
не великих размiрностей. У зв’язку з цим актуальними є розробка, дослiджен-
ня нових i вдосконалення iснуючих наближених алгоритмiв розв’язання задачi
QAP.

Алгоритм 2-OPT. Серед простих алгоритмiв локального пошуку найвiдо-
мiшим є 2-OPT [17]. Алгоритм 2-OPT вперше був запропонований Кроесом
(1958) для TSP. Цей алгоритм використовує попарну транспозицiю об’єктiв.
Якщо кiлькiсть мiсць розташування об’єктiв позначена як n, кiлькiсть транс-
позицiй у кожнiй iтерацiї буде 𝑛(𝑛− 1)/2. Спочатку алгоритм розглядає транс-
позицiю об’єктiв 1 та 2. Якщо значення цiльової функцiї отриманого розв’язку
менше, нiж значення цiльової функцiї початкового розв’язку, то воно зберiгає-
ться як кандидат для подальшого розгляду. В iншому випадку воно вiдкидає-
ться, i алгоритм розглядає транспозицiю засобiв 1 та 3. Якщо цей обмiн генерує
краще рiшення, то воно зберiгається як кандидат для подальшого розгляду;
в iншому випадку, воно вiдкидається i так далi. Таким чином, щоразу, коли
знайдено краще рiшення, алгоритм вiдкидає попереднє найкраще рiшення. Ця
процедура продовжується, доки не будуть розглянутi всi попарнi обмiни.

Breakout Local Search (BLS). BLS [2] використовує оператор замiни,
який полягає в обмiнi значеннями з двох рiзних позицiй у 𝜋, тобто, перестанов-
цi розташування двох об’єктiв (будемо називати такий оператор замiни ходом).
Вiн використовує процедуру найкращого покращення спуску для використан-
ня всiєї областi обмiну 𝑁(𝜋), яка оцiнюється за час 𝑂(𝑛2) завдяки ефективнiй
стратегiї оцiнки областi, запропонованiй у [15].

Пiсля того, як процедура локального спуску повертає найкращий локальний
оптимум, BLS запускає механiзм багато типової диверсифiкацiї, який адаптив-
но визначає тип 𝑇 рухiв збурень та кiлькiсть 𝐿 збурень (яку називають вели-
чиною стрибка), враховуючи деяку iнформацiю, пов’язану зi станом пошуку.
Цей механiзм поєднує три типи збурень: прямi, заснованi на «нещодавностi» та
випадковi.
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Збурення на основi табу використовує правило вибору, яке надає перевагу
ходам, що мiнiмiзують зниження вартостi, за умови, що хiд не був застосований
протягом останнiх 𝛾 iтерацiй.

Збурення на основi «нещодавностi» спирається лише на iнформацiю з iсторiї
ходiв. Воно надає перевагу найменшому нещодавно виконаному ходу, незалежно
вiд зниження вартостi, спричиненого цим ходом.

Зрештою, випадкове збурення просто виконує ходи, якi вибираються рiвно-
мiрно випадковим чином.

Breakout Memetic Algorithm (BMA). Враховуючи початкову популя-
цiю, яка складається з локально оптимальних рiшень, меметичний пiдхiд ге-
нерує новi рiшення, застосовуючи кросовер та/або мутацiю, а потiм фазу ло-
кального пошуку для покращення кожного рiшення-нащадка. Правильний ви-
бiр оператора кросовера залежить вiд структури задачi та властивостей «ланд-
шафту» конкретної задачi. Бiльше того, успiх меметичного пiдходу обумовле-
ний ефективнiстю процедури локального пошуку. Хоча головна роль кросовера
полягає у виявленнi недослiджених перспективних областей простору пошуку,
локальний пошук в основному спрямований на пошук хороших рiшень шляхом
концентрацiї пошуку навколо цих областей.

Меметичний алгоритм для QAP (BMA) [3] використовує оператор рiвно-
мiрного кросовера, процедуру локального пошуку з проривом (BLS), страте-
гiю замiщення популяцiї на основi придатностi та адаптивний механiзм мутацiї.
Кожний розв’язок для популяцiї, згенерований за допомогою рiвномiрного кро-
совера, покращується за допомогою процедури BLS. Даний меметичний пiдхiд
потiм застосовує стратегiю оновлення популяцiї, щоб можливо замiнити най-
гiрший об’єкт з популяцiї покращеним розв’язком. Щоб уникнути передчасної
конвергенцiї, BMA запускає адаптивний механiзм мутацiї для всiєї популяцiї,
якщо найкраще рiшення, знайдене пiд час пошуку, не було покращено протя-
гом фiксованої кiлькостi поколiнь. Це змiщує пошук у вiддаленi регiони щоразу,
коли виявляється застiй пошуку.

Гiбридний алгоритм HBMA для QAP. В загальному, нехай маємо мно-
жину Algs з 𝑘 алгоритмiв для розв’язання задачi оптимiзацiї {𝐴1, 𝐴2, . . ., 𝐴𝑘},
причому кожен алгоритм використовується у формi (𝜋, 𝑓) = 𝐴𝑘(𝜋0, 𝑓0), де 𝜋0,
𝑓0 — початковий розв’язок та значення цiльової функцiї вiдповiдно. Розiб’ємо
процес розв’язання цiєї задачi на окремi етапи вiдповiдно до значень цiльової
функцiї 𝑓0. На першому етапi завдяки обраному певним чином алгоритмом на-
магаємося покращити початковий розв’язок за обраним алгоритмом . Якщо, за
прийнятний час, не вдається отримати покращення, формуємо iнше початко-
ве значення та продовжуємо роботу обраного алгоритму або обираємо новий.
Як тiльки виконується умова завершення етапу, переходимо до другого. I так
далi. Якщо на певному етапi не вдається отримати покращення, переходимо
до першого етапу. Врештi решт можемо отримати придатний розв’язок зада-
чi. Обираючи рiзнi пiдмножини з множини Algs та умови переходу вiд одного
етапу до iншого можемо отримувати рiзнi схеми гiбридного алгоритму.

У данiй версiї гiбридного алгоритму HBMA множина алгоритмiв Algs мi-
стить алгоритми 2-Opt [17], BLS [2], BMA [3].

Нехай 𝑓 = 𝑓 (𝜋) — поточне значення цiльової функцiї задачi. Значення
𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑1, 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑2 та 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑3 задають межi застосування алгоритмiв 2-Opt, BLS
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або BMA. Якщо 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑1 ≤ 𝑓 < +∞, тодi використовується алгоритм 2-Opt
для здiйснення дослiдницького пошуку (investigated search). Якщо 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑3 <
< 𝑓 < 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑1, тодi використовується алгоритм BLS для здiйснення уточню-
ючого пошуку (advanced search). Коли значення цiльової функцiї мiститься у
межах [𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑2, 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑3), тодi здiйснюється накопичення гарних розв’язкiв для
роботи алгоритму BMA. Якщо 𝑓 ≤ 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑3, тодi використовується алгоритм
BMA для здiйснення детального пошуку (detailed search). Коли досягнуто вiдо-
мого рекорду задачi, або максимального часу розв’язання, алгоритм припиняє
свою роботу.
Algorithm 1 General scheme of the hybrid algorithm for QAP
Require: Set of algorithms Algs ← {2-Opt, Bls, Bma};
Ensure: (𝜋*, 𝑓*)

1 while not stopping condition do
2 𝜋 ← GetInitialSolution; 𝜋* ← 𝜋
3 𝑓 ← 𝑓(𝜋); 𝑓* ← 𝑓
4 do
5 do
6 do
7 (𝜋, 𝑓)← 2-Opt(𝜋*, 𝑓*)
8 i f 𝑓 < 𝑓* then
9 𝜋* ← 𝜋; 𝑓* ← 𝑓

10 i f 𝑓* ≤ 𝑓 𝑏𝑘𝑠 then
11 SaveBestSolution(𝜋*, 𝑓*)
12 return
13 end i f
14 end i f
15 while 𝑓 > 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑1
16 (𝜋, 𝑓)← Bls(𝜋*, 𝑓*)
17 i f 𝑓 < 𝑓* then
18 𝜋* ← 𝜋; 𝑓* ← 𝑓

19 i f 𝑓* ≤ 𝑓 𝑏𝑘𝑠 then
20 SaveBestSolution(𝜋*, 𝑓*)
21 return
22 end i f
23 end i f
24 while 𝑓 > 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑2
25 (𝜋, 𝑓)← Bma(𝜋*, 𝑓*)
26 i f 𝑓 < 𝑓* then
27 𝜋* ← 𝜋; 𝑓* ← 𝑓

28 i f 𝑓* ≤ 𝑓 𝑏𝑘𝑠 then
29 SaveBestSolution(𝜋*, 𝑓*)
30 return
31 end i f
32 end i f
33 while 𝑓 > 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑3
34 end while
35 SaveBestSolution(𝜋*, 𝑓*)

Лiстинг 7: Формальна схема гiбридного алгоритму HBMA.

3. Результати числових експериментiв. Найбiльш використовуваними
штучними тестовими задачами, є двi серiї тестiв Taillard (Taia та Taib) [5]. В
однорiдних екземплярах (Taia uniform distributed problems) матриця вiдстаней
є евклiдовою матрицею вiдстаней мiж випадковими точками на колi, а матриця
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потоку є випадковою матрицею з цiлим числом, випадково вибраним мiж двома
межами. Реально-подiбнi екземпляри (Taib real-like problems) створенi на основi
певних реальних проблем та iмiтують деякi їхнi властивостi. Матриця вiдстаней
також є евклiдовою матрицею, але де точки кластеризованi (розбиваються на
групи), а значення матрицi потоку розподiленi експоненцiально.

Були запропонованi й iншi екземпляри. Серiя екземплярiв Taie та Dre бу-
ла спецiально розроблена для складних метаевристик [6]. Крiм того, створено
екземпляри, якi систематично змiнюють два параметри тестової задачi; вони
пов’язанi з домiнуванням та розрiдженiстю значень потокiв [14]. Також було
запропоновано окремий випадок QAP, який є полiномiально розв’язуваним [10],
для тестування алгоритмiв «чорної скриньки».

Числовi експерименти проводилися на реально-подiбних тестових задачах
(Taib). У наступних таблицях використанi такi позначення: Dim — розмiрнiсть
задачi, Bks — вiдомий рекорд, Solved — кiлькiсть розв’язаних задач для яких
досягнуто рекорд iз загальної кiлькостi задач, яка дорiвнює 10, ∆𝑓 — середнє
вiдхилення цiльової функцiї вiд вiдомого рекорду у процентах, ∆𝑡𝑖𝑚𝑒 — середнiй
час розв’язання у секундах, 𝑇𝑚𝑎𝑥 — максимальний час одного експерименту у
секундах. Задачi розмiрностi 150, 100, 80 та 60 було взято з бiблiотеки тестових
задач QAPLIB [5]. Задачi iнших розмiрностей було створено на основi структу-
ри, наведеної у [16].

У таблицях 1, 2, 3 наведенi результати розв’язання тестових задач taiXXb,
алгоритмами HBMA, BMA та BLS вiдповiдно.

Таблиця 1.
Алгоритм HBMA

Dim Bks Solved Δ𝑓 Δ𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑇𝑚𝑎𝑥
150 498896643 10 0.0000% 1449.781 640
140 2161522017 10 0.0000% 644.044 4500
130 1751013618 10 0.0000% 1445.184 3600
120 1411349647 10 0.0000% 688.203 3000
110 1262728142 10 0.0000% 89.341 1800
100 1185996137 10 0.0000% 99.064 900
90 369834423 10 0.0000% 202.881 900
80 818415043 10 0.0000% 45.231 900
70 172783096 10 0.0000% 163.544 600
60 608215054 10 0.0000% 15.004 300

На рис. 1 вiзуально наводиться процес розв’язання тестової задачi tai150b.
Зеленим кольором визначається робота алгоритму 2-OPT, синiм — робота алго-
ритму BLS, коричневим — робота алгоритму. Як видно з рисунку, знадобилося
по два проходи за алгоритмами 2-OPT та BLS для досягнення рекорду. Вiсь
ординат мiстить значення ∆𝑓 , вiсь абсцис — час у секундах.
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Таблиця 2.
Алгоритм BMA

Dim Bks Solved Δ𝑓 Δ𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑇𝑚𝑎𝑥
150 498896643 7 0.0074% 4065.802 640
140 2161522017 10 0.0000% 1271.875 4500
130 1751013618 8 0.0224% 2619.210 3600
120 1411349647 10 0.0000% 836.137 3000
110 1262728142 10 0.0000% 244.235 1800
100 1185996137 10 0.0000% 119.038 900
90 369834423 9 0.0158% 375.815 900
80 818415043 10 0.0000% 78.368 900
70 172783096 9 0.0031% 201.342 600
60 608215054 10 0.0000% 12.181 300

Таблиця 3.
Алгоритм BLS

Dim Bks Solved Δ𝑓 Δ𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑇𝑚𝑎𝑥
150 498896643 1 0.1088% 6215.109 640
140 2161522017 2 0.2400% 4214.208 4500
130 1751013618 2 0.1802% 3463.286 3600
120 1411349647 3 0.0947% 2880.278 3000
110 1262728142 4 0.0811% 1355.981 1800
100 1185996137 4 0.1116% 766.291 900
90 369834423 3 0.0669% 726.472 900
80 818415043 7 0.2287% 575.560 900
70 172783096 5 0.1796% 394.416 600
60 608215054 9 0.1077% 139.153 300

Рис. 1. Траєкторiя руху за алгоритмом HBMA для задачi tai150b.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У цiй статтi
обговорюється ефективна реалiзацiя гiбридного алгоритму HBMA для розв’я-
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зання задачi QAP. Метою цього алгоритму є покращення продуктивностi пошу-
ку шляхом спроби мiнiмiзувати негативний вплив явища стагнацiї, що є однiєю з
головних перешкод iтерацiйного пошуку, особливо у випадках, коли необхiдно
виконати значну кiлькiсть крокiв на кожному етапi пошуку. Кожен з етапiв
пошуку алгоритму HBMA базується на парадигмi iнтенсифiкацiї та дивер-
сифiкацiї, де iнтенсифiкацiя спрямована на пошук кращих розв’язкiв поблизу
поточного, тодi як диверсифiкацiя вiдповiдає за вихiд з поточного локального
оптимуму та перемiщення до нових невивчених областей простору пошуку. На
кожному етапi пошуку використовується рiзнi алгоритми. На етапi дослiдни-
цького пошуку використовується алгоритм 2-OPT, на етапi розширеного по-
шуку — BLS, на етапi детального пошуку — BMA. Кожен алгоритм задає свою
траєкторiю пошуку, тобто процесу переходу вiд одного розв’язку до iншого. То-
му, якщо використовується тiльки один конкретний алгоритм при розв’язаннi
задачi, то дуже часто такий пошук призводить до переходу у режим стагнацiї
(застою), особливо для “важких” задач, у яких при наймi розмiрнiсть є бiльшою
за 100. Комбiнацiя застосування алгоритмiв дозволяє бiльш ефективно здiйсню-
вати процедуру диверсифiкацiї, що значно пiдвищує ефективнiсть всього алго-
ритму. Про це яскраво свiдчать результати числових експериментiв. Алгоритм
HBMA показує кращi результати як за кiлькiстю розв’язаних задач та i за
середнiм часом розв’язання у порiвняннi з використанням “чистих” алгоритмiв
BLS та BMA.

У подальших дослiдженнях планується:
1. Застосувати алгоритм HBMA до задачi про максимальний розрiз графу.
2. Застосувати алгоритм HBMA до багатовимiрної булевої задачi про ра-

нець.
3. Використати комбiнацiї iнших алгоритмiв, таких як 3-OPT, RITSR, ITS,

ReTS, IHGA разом iз 2-OPT, BLS та BMA.
4. Дослiдити траєкторiї руху на для рiзних алгоритмiв з метою визначення

бiльш придатних значень параметрiв 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑1, 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑2 та 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑3 для конкре-
тних тестових задач.

5. Розробити механiзм адаптацiї параметрiв алгоритму в залежностi вiд ходу
процесу розв’язання.
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The quadratic assignment problem (QAP) is one of the most studied combinatorial
optimization problems with various practical applications. In this paper, we present a
hybrid approximation algorithm (HBMA) for solving QAP. HBMA explores the search
space by using the well-known algorithms 2-OPT, BLS, and BMA at separate stages of
solving the problem. Experimental evaluations on a set of benchmark problems from
QAPLIB show that the proposed approach is able to achieve the best-known results to
date for all instances, except for some taia-type problems, with an average computational
time of less than 2 hours. Comparisons are also provided to show the competitiveness of
the proposed approach with respect to the BLS and BMA algorithms for QAP.
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ПРОЄКТУВАННЯ ТА ОПТИМIЗАЦIЯ ГЛИБОКОЇ ЗГОРТКОВОЇ
НЕЙРОННОЇ МЕРЕЖI НА ПРИКЛАДI ДОСЛIДЖЕННЯ

ДАТАСЕТУ CIFAR-10

У данiй статтi розглянуто розробку та дослiдження згорткової нейронної мережi
(CNN), яка призначена для класифiкацiї зображень на наборi даних CIFAR-10. Бу-
ло створено архiтектуру, що складається з трьох згорткових блокiв, використовуючи
пакетну нормалiзацiю та прорiджування, щоб пiдвищити ефективнiсть i уникнути
перенавчання. Модель навчалася з використанням технiк аугментацiї даних та опти-
мiзатора Nadam. Пiд час експериментiв було досягнуто точностi класифiкацiї 91.28%
на тестовому наборi даних. Результати порiвнюються з iншими вiдомими пiдходами,
що демонструє високу ефективнiсть запропонованого методу.

Ключовi слова: розпiзнавання зображень, згорткова нейронна мережа, CIFAR-10,
глибоке навчання, аугментацiя даних, пакетна нормалiзацiя.

1. Вступ. Класифiкацiя зображень є однiєю з ключових задач комп’ютерного
зору та штучного iнтелекту. Вона полягає у визначеннi належностi вхiдного
зображення до одного з наперед визначених класiв. Незважаючи на очевидну
простоту постановки, ця задача має значний вплив на широкий спектр прикла-
дних систем: вiд автономних транспортних засобiв i медичної дiагностики до
промислового контролю якостi та монiторингу безпеки.

У багатьох iнформацiйних системах класифiкацiя може виконувати допомi-
жну роль у ширшiй задачi автентифiкацiї цифрових об’єктiв. Зокрема, якщо
необхiдно перевiрити, чи вiдповiдають данi, отриманi вiд користувача, тим, що
збереженi у базi, класифiкацiя дозволяє визначити, чи належить об’єкт до очi-
куваної категорiї. Такий попереднiй етап зменшує невизначенiсть i забезпечує
додатковий рiвень контролю перед застосуванням складнiших процедур вери-
фiкацiї або порiвняння ознак.

Глибокi згортковi нейроннi мережi (CNN) стали одним iз найефективнiших
iнструментiв для розв’язання задач класифiкацiї зображень завдяки здатно-
стi автоматично формувати iєрархiчнi ознаки та виявляти характернi патерни
об’єктiв. Подальше пiдвищення точностi та стабiльностi моделей пов’язане з
оптимальним проєктуванням їхньої архiтектури, вибором методiв регуляриза-
цiї та налаштуванням процесу навчання.

Метою даної роботи є проєктування та оптимiзацiя глибокої згорткової ней-
ронної мережi для задачi класифiкацiї зображень. Для тестування застосовано

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ПРОЄКТУВАННЯ ТА ОПТИМIЗАЦIЯ ГЛИБОКОЇ ЗГОРТКОВОЇ . . . 313

набiр CIFAR-10 як репрезентативний приклад, однак акцент робиться не на
специфiцi цього набору, а на принципах побудови ефективної моделi, що може
бути адаптована й до iнших задач класифiкацiї та автентифiкацiї цифрових
об’єктiв

2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Задача класифiкацiї на
наборi даних CIFAR-10 активно дослiджується вже багато рокiв. Класичнi ар-
хiтектури, такi як AlexNet i VGG, стали основою для багатьох сучасних рiшень,
але з часом з’явилися й бiльш ефективнi пiдходи.

AlexNet, одна з перших глибоких згорткових мереж, досягла значного успiху
на конкурсi ImageNet. Коли її адаптували для CIFAR-10, спрощенi версiї пока-
зали точнiсть у межах 80-87%. Це зазвичай вважається базовим результатом, з
яким порiвнюють бiльш складнi моделi [1].

Архiтектура VGGNet, представлена у 2014 роцi, стала значним кроком упе-
ред завдяки використанню дуже малих згорткових фiльтрiв (3x3), що дозволи-
ло досягти високої продуктивностi завдяки збiльшенню глибини мережi. Вона
стала основою для багатьох подальших дослiджень. Наприклад, згiдно з робо-
тою [2], неоптимiзована модель VGG-16 показує точнiсть 90.73% на CIFAR-10.

Пiдхiд Network in Network (NIN) став справжнiм проривом, замiнивши тра-
дицiйнi багатошаровi перцептрони та глобальне усереднення, щоб зменшити
кiлькiсть параметрiв i боротися з перенавчанням. Цi мережi демонструють вра-
жаючу точнiсть на CIFAR-10, досягаючи 89-91% [3].

Революцiйна архiтектура ResNet (Residual Networks) представила концепцiю
residual blocks, що дозволяє навчати надзвичайно глибокi мережi. Навiть простi
версiї ResNet, такi як ResNet-20 i ResNet-32, досягають точностi 90-92%, що є
вражаючим результатом, хоча й вимагає спецiалiзованої архiтектури блокiв [4].

У дослiдженнi [5] автори вивчали, як технiки регуляризацiї, такi як Dropout
i Batch Normalization, впливають на якiсть навчання. Вони виявили, що цi мето-
ди можуть взаємодiяти не найкращим чином, викликаючи змiщення дисперсiї,
що негативно позначається на стабiльностi та кiнцевiй точностi моделi. Автори
пiдкреслили, що правильне використання цих технiк є критично важливим для
запобiгання перенавчанню та покращення здатностi моделi до узагальнення, а
також надали рекомендацiї щодо їх оптимального поєднання.

Не менш важливою є аугментацiя даних – штучне збiльшення тренувального
набору шляхом застосування випадкових трансформацiй до зображень, таких
як повороти та зсуви. Як показано в [6], це дозволяє моделi краще узагальню-
вати та бути бiльш стiйкою до змiн у вхiдних даних.

Сучаснi пiдходи, такi як DenseNet [7], де кожен шар отримує на вхiд кар-
ти ознак з усiх попереднiх шарiв, та EfficientNet [8], що пропонує методи мас-
штабування глибини, ширини та роздiльної здатностi мережi, демонструють
вражаючi результати, часто перевищуючи 95%. Проте цi архiтектури є значно
складнiшими i вимагають бiльше обчислювальних ресурсiв.

Аналiз цих дослiджень показує, що ключовими факторами для досягнення
високої точностi є глибина та ширина мережi, ефективнi методи регуляриза-
цiї (такi як Dropout та пакетна нормалiзацiя) та використання архiтектурних
iнновацiй, таких як залишковi з’єднання. Метод, запропонований у цiй статтi,
базується на класичнiй архiтектурi глибокої CNN, але з ретельно пiдiбраними
параметрами для досягнення конкурентоспроможного результату.
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3. Розробка архiтектури моделi глибокої згорткової нейронної ме-
режi для задачi класифiкацiї зображень. Для розв’язання задачi класи-
фiкацiї зображень було розроблено архiтектуру глибокої згорткової нейронної
мережi. Модель побудована таким чином, щоб поетапно формувати iнформа-
тивнi ознаки з вхiдних зображень, переходячи вiд простих локальних структур
(контури, градiєнти, текстури) до складнiших семантичних патернiв. Така зда-
тнiсть до iєрархiчного навчання представлень є ключовою перевагою згортко-
вих мереж у порiвняннi з класичними алгоритмами машинного навчання.

Архiтектура моделi включає три послiдовнi згортковi блоки, кожен з яких
складається з двох згорткових шарiв iз нелiнiйною активацiєю. Пiсля кожно-
го шару згортки виконується пакетна нормалiзацiя, що стабiлiзує статистику
активацiй та прискорює збiжнiсть. Для контролю складностi моделi та запобi-
гання перенавчанню використовується операцiя прорiдження (dropout), яка ви-
падковим чином вимикає частину нейронiв пiд час навчання. Пiдвибiрка (max
pooling), розмiщена наприкiнцi кожного блоку, зменшує просторову розмiрнiсть
тензора ознак, скорочує кiлькiсть параметрiв i концентрує iнформацiю на най-
бiльш виразних компонентах.

Пiсля проходження згорткових блокiв тензор ознак перетворюється у ве-
ктор фiксованої довжини, який подається до повнозв’язного шару. Завершаль-
ний шар моделi застосовує функцiю softmax, що формує ймовiрнiсний розподiл
належностi зображення до одного з класiв.

Реалiзацiя моделi здiйснена з використанням бiблiотеки TensorFlow та її ви-
сокорiвневого API Keras, що забезпечує декларативний опис архiтектури та
ефективну органiзацiю процесу навчання.

У процесi експериментального добору гiперпараметрiв було проведено серiю
навчань iз рiзними комбiнацiями глибини мережi, кiлькiстю фiльтрiв та коефiцi-
єнтами регуляризацiї. Порiвняння моделей показало, що найкращих результатiв
вдалося досягти при використаннi багаторiвневої архiтектури з трьома згортко-
вими блоками, кожен з яких мiстить по два шари згортки з подальшою нор-
малiзацiєю, пiдвибiркою та прорiдженням. Така конфiгурацiя забезпечує зба-
лансоване спiввiдношення мiж виразнiстю ознак та здатнiстю до узагальнення,
що є критичним для класифiкацiї зображень на обмежених за розмiром набо-
рах даних. Нижче наведено структурнi параметри моделi, що були вiдiбранi як
оптимальнi за результатами експериментiв.

Архiтектура нейронної мережi:
• Вхiд: зображення розмiром 32×32×3.
• Блок 1: два послiдовнi шари Conv2D(64, 3×3, ReLU, padding=same),
пiсля кожного згорткового шару застосовується BatchNormalization;
далi — MaxPooling2D(2×2) та Dropout(0.3).

• Блок 2: два шари Conv2D(128, 3×3, ReLU, padding=same) з
BatchNormalization пiсля кожного; потiм — MaxPooling2D(2×2) та
Dropout(0.4).

• Блок 3: два шари Conv2D(256, 3×3, ReLU, padding=same) з
BatchNormalization пiсля кожного; далi — MaxPooling2D(2×2) i
Dropout(0.4).

• Класифiкацiя: Flatten → Dense(1024,
ReLU) → BatchNormalization → Dropout(0.5) → Dense(10, softmax).

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Загальна кiлькiсть параметрiв моделi становить 5 358 666, з яких 5 354 826
є навчаючими, тобто їх значення змiнюються в процесi градiєнтної оптимiзацiї
пiд час навчання мережi. Решта параметрiв належить до категорiї ненавчаючих
i використовується службовими компонентами моделi, зокрема механiзмами па-
кетної нормалiзацiї, якi зберiгають статистики активацiй для стабiльної роботи
мережi пiд час iнференсу.

4. Опис експерименту. Процес навчання моделi здiйснювався у кiлька
етапiв, що включали попередню пiдготовку даних, налаштування гiперпараме-
трiв та контроль збiжностi пiд час оптимiзацiї. Для забезпечення стабiльного
навчання було обрано пакетний розмiр 64, що є компромiсом мiж точнiстю
оцiнки градiєнта та ефективнiстю використання обчислювальних ресурсiв. Ме-
режу навчали iз використанням оптимiзатора Nadam, який поєднує адаптивне
коригування швидкостi навчання (Adam) з методом Нестерова, що прискорює
збiжнiсть. Початкова швидкiсть навчання становила 0.001, функцiєю втрат ви-
ступала sparse_categorical_crossentropy, а основною метрикою оцiнювання
– accuracy.

Для пiдвищення здатностi моделi до узагальнення та зменшення ризику пе-
ренавчання застосовувалася аугментацiя даних. На рiвнi вхiдного зображення
вносились контрольованi випадковi трансформацiї: повороти до 15∘, горизон-
тальнi вiдображення, масштабування до 10% та зсуви по ширинi/висотi до 10%.
Це дозволило штучно збiльшити розмаїття даних i зробити модель менш чутли-
вою до варiативностi вхiдних прикладiв.

Додатково застосовувалися механiзми адаптивного контролю навчання. Ме-
тод ReduceLROnPlateau автоматично зменшував швидкiсть навчання при вiд-
сутностi покращення на валiдацiйнiй вибiрцi, а EarlyStopping завершував на-
вчання, коли протягом визначеної кiлькостi епох не спостерiгалося зменшення
функцiї втрат, iз вiдновленням найкращих ваг мережi (best model restore).

Набiр даних CIFAR-10 використано як тестовий приклад для демонстрацiї
працездатностi розробленої архiтектури. Вiн мiстить 60 000 кольорових зобра-
жень розмiром 32×32 у 10 класах, з яких 50 000 використано для навчання та
10 000 – для тестування. Кожне зображення представлено трьома кольоровими
каналами RGB, де iнтенсивнiсть кожного каналу є цiлим числом у дiапазонi вiд
0 до 255 (8-бiтне кодування на канал). Перед подаванням зображень до моде-
лi значення каналiв було нормалiзовано до iнтервалу [0, 1] шляхом дiлення на
255, що зменшує варiацiю вхiдних даних та сприяє швидшому i стабiльнiшому
процесу навчання.

Хiд навчання та результати. Навчання моделi тривало 200 епох з роз-
мiром батчу 64 з валiдацiєю на тестовому наборi пiсля кожної епохи. Завдяки
механiзму ранньої зупинки (EarlyStopping), навчання автоматично заверши-
лося на 68-й епосi, оскiльки показник втрат на валiдацiйнiй вибiрцi перестав
покращуватися. Модель вiдновила ваги з 65-ї епохи, яка показала найкращий
результат.

На графiку точностi (рис. 1) видно, що точнiсть на навчальнiй вибiрцi ста-
бiльно зростає, досягаючи ∼ 93%. Точнiсть на валiдацiйнiй вибiрцi також пiдви-
щується, досягаючи максимуму близько 50–60 епохи, пiсля чого стабiлiзується
на рiвнi ∼ 91%.

Графiк втрат (рис. 2) показує, що втрати на навчальнiй вибiрцi постiйно
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Рис. 1. Графiк точностi на навчальнiй та валiдацiйнiй вибiрках.

зменшуються. Валiдацiйнi втрати досягають мiнiмуму приблизно на 65-й епосi,
пiсля чого починають коливатися, що i стало причиною для ранньої зупинки.

Рис. 2. Графiк втрат на навчальнiй та валiдацiйнiй вибiрках.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Пiсля завершення навчання модель була оцiнена на тестовому наборi даних,
який не використовувався у процесi тренування та пiдбору гiперпараметрiв. Це
дозволяє оцiнити здатнiсть моделi до узагальнення та перевiрити, наскiльки
добре вона класифiкує ранiше невиданi зображення. Для оцiнювання викори-
стовувалися двi основнi метрики: функцiя втрат (Loss), яка характеризує вiдхи-
лення прогнозiв вiд iстинних мiток класiв, та точнiсть класифiкацiї (Accuracy),
що вiдображає вiдсоток правильно класифiкованих зображень. Пiдсумковi ре-
зультати наведено в табл. 1.

Таблиця 1.
Результати оцiнювання моделi на тестовому наборi CIFAR-10

Метрика Значення
Втрати ≈ 0.2858

Точнiсть, % ≈ 91.28

Пiсля отримання результатiв оцiнки модель була порiвняна з низкою вiдо-
мих архiтектур згорткових нейронних мереж, якi традицiйно використовуються
для класифiкацiї зображень на наборi даних CIFAR-10. У порiвняння включено
як класичнi моделi (такi як AlexNet та VGG), так i вдосконаленi архiтектури,
що застосовують бiльш глибокi або iнновацiйнi блоки (NIN, ResNet). Наведенi
значення точностi вiдповiдають результатам, опублiкованим у вiдповiдних ро-
ботах або репрезентативних реалiзацiях моделей. Порiвняння демонструє, що
запропонована архiтектура досягає точностi на рiвнi сучасних моделей, переви-
щуючи VGG-подiбнi пiдходи та показуючи результат, спiвставний iз ResNet-20
(табл. 2). Порiвняльнi результати з класичними i сучасними архiтектурами на-
ведено у табл. 2.

Таблиця 2.
Порiвняння точностi рiзних моделей на CIFAR-10

Модель / Метод Точнiсть
(%)

AlexNet-подiбна архiтектура ∼ 85.54

VGG-подiбна архiтектура ∼ 90.73

Network in Network (NIN) ∼ 91.19

ResNet-20 ∼ 91.25

Розроблена модель ∼ 91.28

Отриманi результати пiдтверджують ефективнiсть запропонованої архiте-
ктури згорткової нейронної мережi для задачi класифiкацiї зображень на при-
кладi CIFAR-10. Модель демонструє точнiсть на рiвнi сучасних пiдходiв, зберi-
гаючи при цьому вiдносно просту структуру без використання глибоких резиду-
альних блокiв або спецiалiзованих механiзмiв оптимiзацiї. Порiвняння з iнши-
ми моделями свiдчить, що досягнута точнiсть перевищує результати класичних
архiтектур (AlexNet, VGG) та є спiвставною з точнiстю ResNet-20 i Network-in-
Network, якi належать до бiльш складних моделей. Це вказує на те, що ретельно
пiдiбране поєднання згорткових блокiв, нормалiзацiї та регуляризацiї дозволяє
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забезпечити високий рiвень узагальнення навiть для вiдносно компактних ме-
реж.

Окремим напрямом застосування розробленої моделi є використання класи-
фiкацiї зображень як допомiжного компонента у задачах автентифiкацiї кори-
стувачiв. У попереднiх дослiдженнях авторiв було показано, що автентифiкацiя
може базуватися на аналiзi порiвняння нових даних користувача з уже збере-
женими еталонними представленнями [9]. У цьому контекстi класифiкацiйна
модель може виконувати функцiю первинної фiльтрацiї або виявлення нале-
жностi вхiдних даних до певної категорiї або користувача перед подальшим
аналiзом спецiалiзованими методами. Таким чином, згорткова нейронна мере-
жа може бути використана як пiдзадача бiльш складної системи автентифiкацiї,
сприяючи пiдвищенню точностi та зменшенню кiлькостi хибних спрацювань на
етапi попередньої перевiрки.

5. Висновки. У роботi представлено пiдхiд до побудови та оптимiзацiї згор-
ткової нейронної мережi для задачi класифiкацiї зображень на прикладi набору
даних CIFAR-10. Запропонована архiтектура поєднує три послiдовнi згортковi
блоки з пакетною нормалiзацiєю та регуляризацiєю Dropout, що забезпечує ба-
ланс мiж глибиною мережi та здатнiстю моделi до узагальнення. Використання
аугментацiї даних, механiзмiв EarlyStopping та ReduceLROnPlateau дозволило
уникнути перенавчання та оптимiзувати процес тренування.

Модель досягла точностi 91.28% на тестовому наборi, що є спiвставним з
точнiстю сучасних архiтектур, таких як Network-in-Network та ResNet-20, та
перевищує або не поступається класичним моделям рiвня AlexNet та VGG. Це
демонструє, що ретельне проектування архiтектури та правильний пiдбiр гiпер-
параметрiв можуть забезпечити високi результати без необхiдностi застосову-
вати надмiрно складнi глибокi мережi.

Практична значимiсть отриманих результатiв полягає у можливостi iнтегра-
цiї моделi в прикладнi системи, де класифiкацiя зображень використовується
як допомiжний етап бiльш складних процесiв обробки даних. Зокрема, модель
може виконувати функцiю попереднього вiдсiву нерелевантних даних або пере-
вiрки належностi вхiдних об’єктiв до еталонних категорiй у системах цифрової
автентифiкацiї, що узгоджується з пiдходами, описаними у роботi [9]. Таким чи-
ном, запропонована архiтектура може виступати ефективною складовою шир-
ших рiшень з пiдтримкою iнтелектуальних методiв перевiрки автентичностi.

Подальший розвиток дослiдження може передбачати розширення набору
даних, використання методiв перенесення навчання або адаптацiю архiтектури
для задач з обмеженими обчислювальними ресурсами. Отриманi результати
пiдтверджують, що оптимiзацiя структури мережi та гiперпараметрiв дозволяє
забезпечити високу точнiсть класифiкацiї при помiрнiй складностi моделi, що
є важливим для її практичного застосування.

Дослiдження здiйснено в рамках кафедральної науково-дослiдної
роботи «Моделi i методи системного аналiзу в мiждисциплiнарних
дослiдженнях» (державний облiковий номер 0125U003246)
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Shkiria S. V., Andrashko Yu. V. Design and optimization of a deep convolu-
tional neural network in a CIFAR-10 case study.

The article addresses the problem of digital object authentication, which is of great
importance for many modern technologies and studies, particularly in image recognition
and processing. It describes the challenges associated with image analysis and classification
in the context of increasing volumes of digital data, as well as the need to develop efficient
methods capable of operating in real-time.

Modern technologies, such as deep learning and neural networks, have opened new
opportunities for solving these tasks, providing high accuracy and performance. However,
unresolved issues remain, including image processing under poor lighting conditions, object
diversity, the need for large training datasets, and high computational complexity.

The article analyzes contemporary face recognition methods, including DeepFace, DeepID,
FaceNet, VGG Face, and OpenFace. A comparative analysis of their accuracy, features,
and computational resource requirements is provided. Particular attention is given to the
use of deep convolutional neural networks (DCNN) in combination with specialized loss
functions, which ensure high recognition accuracy.

The proposed directions can significantly expand the applicability of these technologies
in applied problems.

Keywords: Digital object authentication, Image recognition, Deep learning, Neural net-
works, Face recognition methods.
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