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ПРО IНВАРIАНТНУ МНОЖИНУ ЛIНIЙНОГО РОЗШИРЕННЯ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З РОЗРИВНИМИ

ТРАЄКТОРIЯМИ

Чимало еволюцiйних процесiв у рiзних областях науки (фiзика, бiологiя, економiка
тощо) за час свого розвитку зазнають потужної короткочасної дiї певних сил. Ця «ко-
роткочаснiсть» часом настiльки швидкоплинна, що можна вважати її миттєвою. При
цьому розвиток процесу мiж моментами збурень вiдбувається плавно, а його розви-
ток пiд час збурення не має суттєвого значення. Важливим є лише його пiдсумковий
ефект. Математичною моделлю таких еволюцiйних процесiв може слугувати система
диференцiальних рiвнянь з iмпульсним збуренням.

У пропонованiй статтi розглянуто питання iснування i асимптотичної стiйкостi iн-
тегральної множини лiнiйного розширення системи диференцiальних рiвнянь, що за-
знають короткочасних збурень у певнi моменти часу.

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння, iмпульсне збурення, асимптотична стiй-
кiсть, iнварiантна множина.

1. Вступ. Динамiчнi системи з розривними траєкторiями — один iз напрямiв
теорiї диференцiальних рiвнянь, що має застосування у дослiдженнях коли-
вальних процесiв, якi зазнають короткочасних iмпульсних збурень. Така систе-
ма визначається в [1]. Запит на вивчення систем таких рiвнянь пов’язаний iз
розвитком новiтньої технiки. Iмпульснi обчислювальнi системи, системи авто-
матичного регулювання застосовують у рiзних за фiзичним змiстом та фун-
кцiональним призначенням технiчних задачах.

Дослiджується система диференцiальних рiвнянь, що зазнає iмпульсного
збурення у фiксованi моменти часу [6–8]; застосованi розробленi в [1–5, 9–10] ме-
тоди вiдшукання наближеного розв’язку та встановлення умов його асимптоти-
чної стiйкостi. Отриманi результати можуть бути застосованi при розв’язуваннi
задач фiзики i технiки, якi потребують дослiдження коливальних систем.

Метою роботи є з’ясування умов асимптотичної стiйкостi iнтегральної мно-
жини розглянутого в [8] лiнiйного розширення системи диференцiальних рiв-
нянь з розривними траєкторiями.
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2. Основний результат. Нехай маємо систему диференцiальних рiвнянь
з iмпульсним збуренням:

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝑎 (𝑡;𝜙) ,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡;𝜙) · 𝑥+ 𝑓 (𝑡;𝜙) , 𝑡 ̸= 𝜏𝑖; (1)

∆𝑥|𝑡=𝜏𝑖
= 𝐵𝑖(𝜙) · 𝑥+ 𝐽𝑖(𝜙).

Тут матричнi функцiї (𝑡;𝜙), 𝐵𝑖(𝜙) неперервнi за аргументами 𝑡 i 𝜙, 2𝜋 —
перiодичнi за 𝜙𝛼, 𝛼 = 1,𝑚 рiвномiрно обмеженi для 𝑡 ∈ 𝑅 та 𝑖 ∈ 𝑍; функцiї
𝑎 (𝑡;𝜙), 𝑓 (𝑡;𝜙) та 𝐽𝑖(𝜙) неперервнi для 𝑡 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚(𝜙 = (𝜙1, . . . , 𝜙𝑚)).

Згiдно доведеної в [6] теореми, якщо функцiя 𝑎 (𝑡;𝜙) задовольняє умовi

‖𝑎 (𝑡;𝜙1)− 𝑎 (𝑡;𝜙2)‖ ≤ 𝑙 · ‖𝜙1 − 𝜙2‖ , (2)

часовi моменти 𝜏𝑖 iмпульсного збурення такi, що

lim
𝑇→∞

𝑖 (𝑡; 𝑡+ 𝑇 )

𝑇
= 𝑝, (3)

(𝑖 (𝑡; 𝑡+ 𝑇 ) — кiлькiсть точок 𝜏𝑖 на промiжку [𝑡; 𝑡+ 𝑇 ]), i iснує функцiя Грiна
𝐺𝑡

𝜏 (𝑡0;𝜙) задачi про обмеженi на усiй осi розв’язки, для якої виконується умова

+∞∫︁
−∞

⃦⃦
𝐺𝑡

𝜏 (𝑡0;𝜙)
⃦⃦
𝑑𝜏 +

∑︁
−∞<𝜏𝑖 <+∞

⃦⃦
𝐺𝑡

𝜏𝑖
(𝑡0;𝜙)

⃦⃦
≤ 𝐾 <∞, (4)

для усiх 𝑡 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚, то система (1) має iнтегральну множину

𝑇 = {(𝑡;𝜙; 𝑥) : 𝑥 = 𝑢 (𝑡;𝜙) , 𝑡 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚} , (5)

де

𝑢 (𝑡;𝜙) =

+∞∫︁
−∞

𝐺𝑡
𝜏 (𝑡;𝜙) · 𝑓 (𝜏 ;𝜙𝜏 (𝑡;𝜙)) 𝑑𝜏 +

∑︁
−∞<𝜏𝑖 <+∞

𝐺𝑡
𝜏𝑖
(𝑡;𝜙) · 𝐽𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡;𝜙)) . (6)

(𝜙𝜏 (𝑡0;𝜙) — загальний розв’язок першого з рiвнянь (1)).
Припустимо тепер, що матрицант Ω𝑡

𝜏 (𝑡0;𝜙) лiнiйної системи рiвнянь з iм-
пульсним збуренням:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡;𝜙𝜏 (𝑡0;𝜙)) · 𝑥, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖; (7)

∆𝑥|𝑡=𝜏𝑖
= 𝐵𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡0;𝜙)) · 𝑥,

допускає оцiнку ⃦⃦
Ω𝑡

𝜏 (𝑡0;𝜙)
⃦⃦
≤ 𝐾 · 𝑒−𝛾(𝑡−𝜏), (8)

коли 𝑡 ≥ 𝜏 для усiх 𝑡0 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚 та при певних додатних 𝐾 i 𝛾, що не
залежать вiд 𝑡0 i 𝜙.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Тодi, згiдно [6], якщо покласти 𝐶 (𝜙) = 𝐸, то функцiя

𝐺𝑡
𝜏 (𝑡0;𝜙) =

{︃
Ω𝑡

𝜏 (𝑡0;𝜙) , 𝑡 ≥ 𝜏,

0, 𝑡 < 𝜏.
(9)

є функцiєю Грiна системи рiвнянь

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝑎 (𝑡;𝜙) ,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡;𝜙) · 𝑥, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖; (10)

∆𝑥|𝑡=𝜏𝑖
= 𝐵𝑖 (𝜙) · 𝑥.

I iнтегральну множину 𝑇 системи (1) можна подати так:

𝑥 = 𝑢 (𝑡;𝜙) =

𝑡∫︁
−∞

Ω𝑡
𝜏 (𝑡;𝜙) · 𝑓 (𝜏 ;𝜙𝜏 (𝑡;𝜙)) 𝑑𝜏 +

∑︁
𝜏𝑖 <𝑡

Ω𝑡
𝜏𝑖
(𝑡;𝜙) · 𝐽𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡;𝜙)) . (11)

Ця множина асимптотично стiйка.
Справдi. Нехай 𝑥 = 𝑥 (𝑡; 𝑡0;𝜙;𝑥0) = Ω𝑡

𝜏0
(𝑡0;𝜙) · 𝑥0 — загальний розв’язок (7).

Оскiльки маємо умову (8), то

‖𝑥 (𝑡; 𝑡0;𝜙;𝑥0)‖ ≤ 𝐾 · 𝑒−𝛾(𝑡−𝑡0) · ‖𝑥0‖ , 𝑡 ≥ 𝑡0. (12)

Тобто ‖𝑥 = 𝑥 (𝑡; 𝑡0;𝜙;𝑥0)‖ → 0, коли 𝑡→∞.
Проте, завдяки лiнiйностi системи

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡;𝜙𝑡 (𝑡0;𝜙)) · 𝑥+ 𝑓 (𝑡;𝜙𝑡 (𝑡0;𝜙)) , 𝑡 ̸= 𝜏𝑖;

∆𝑥|𝑡=𝜏𝑖
= 𝐵𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡0;𝜙)) · 𝑥+ 𝐽𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡0;𝜙)) ,

рiзниця довiльного її розв’язку 𝑥 = 𝑥 (𝑡; 𝑡0;𝜙;𝑥0) i ї ї розв’язку 𝑥 = 𝑢 (𝑡;𝜙 (𝑡0;𝜙)),
що лежить на iнтегральнiй множинi 𝑇 , є розв’язком системи (7). Тобто для
цiєї рiзницi справедлива оцiнка (12), яка забезпечує експоненцiйну стiйкiсть
множини 𝑇 .

Таким чином, має мiсце

Теорема 1. Нехай система рiвнянь (1) задовольняє умовам теореми iз
[6] i, окрiм того, матрицант системи (7) допускає оцiнку (8). Тодi система
рiвнянь (1) має асимптотично стiйку iнтегральну множину 𝑇 = {(𝑡;𝜙;𝑥) :
𝑥 = 𝑢 (𝑡;𝜙), 𝑡 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚}. Функцiя 𝑢 (𝑡;𝜙) визначається згiдно виразу (11) i
допускає оцiнку

sup
𝑡∈𝑅

max
𝜙∈𝑇𝑚

‖𝑢 (𝑡;𝜙)‖ ≤ 𝐾0

[︁
sup
𝑡∈𝑅

max
𝜙∈𝑇𝑚

‖𝑓 (𝑡;𝜙)‖+ sup
𝑖∈𝑍

max
𝜙∈𝑇𝑚

‖𝐽𝑖 (𝜙)‖
]︁
, (13)

в якiй 𝐾0 =
𝐾
𝛾
+𝐾 · sup

𝑡∈𝑅

∑︀
𝜏𝑖<𝑡

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏𝑖).
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Слiд також зазначити, що за умови iснування границi (3) величина
sup
𝑡∈𝑅

∑︀
𝜏𝑖<𝑡

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏𝑖) обмежена. Справдi, iз умови (3) випливає iснування таких чисел

𝑙0 > 0 i натурального 𝑞, що будь-який вiдрiзок часової осi завдовжки 𝑙0 мiстить
щонайбiльше 𝑞 членiв послiдовностi {𝜏𝑖}. Тому

sup
𝑡∈𝑅

∑︁
𝜏𝑖<𝑡

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏𝑖) ≤ 𝑞

1− 𝑒−𝛾𝑙0
,

тобто, в оцiнцi (13) за 𝐾0 можна узяти число

𝐾0 = 𝐾 ·
(︂
1

𝛾
+

𝑞

1− 𝑒−𝛾𝑙0

)︂
.

Зокрема, якщо моменти iмпульсного збурення 𝜏𝑖 такi, що 𝜏𝑖+1 − 𝜏𝑖 ≥ 𝑄 > 0
для усiх 𝑖 ∈ 𝑍, то за 𝑙0 може слугувати 𝑄, а за 𝑞 — одиниця. Тодi константою
𝐾0 може бути число

𝐾0 = 𝐾 ·
(︂
1

𝛾
+

1

1− 𝑒−𝛾𝑄

)︂
.

З’ясуємо, якi умови забезпечать матрицанту Ω𝑡
𝜏 (𝑡0;𝜙) оцiнку (8). Цi умови

можемо отримати iз твердження, яке є аналогом нерiвностi Важевського для
диференцiальних рiвнянь з iмпульсним збуренням (теорема 9.1 iз [1]).

Теорема 2. Для довiльного розв’язку 𝑥 (𝑡;𝑥0), 𝑥 (𝜏 ; 𝑥0) = 𝑥0 лiнiйної систе-
ми з iмпульсним збуренням (7) за 𝑡 ≥ 𝜏 виконується нерiвнiсть:∏︁

𝜏<𝜏𝑖<𝑡

𝜆𝑖 · 𝑒
𝑡∫︀
𝜏
𝜆(𝜎)𝑑𝜎

· ‖𝑥0‖ ≤ ‖𝑥(𝑡;𝑥0)‖ ≤
∏︁

𝜏<𝜏𝑖<𝑡

Λ𝑖 · 𝑒
𝑡∫︀
𝜏
Λ(𝜎)𝑑𝜎

· ‖𝑥0‖ , (14)

де 𝜆(𝑡), Λ(𝑡) — вiдповiдно найменше та найбiльше власнi числа матрицi

𝐴 (𝑡;𝜙𝑡 (𝑡0;𝜙)) =
1

2

(︀
𝐴 (𝑡;𝜙𝑡 (𝑡0;𝜙)) + 𝐴𝑇 (𝑡;𝜙𝑡 (𝑡0;𝜙))

)︀
,

𝐴𝑇 — транспонована до 𝐴(𝑡) матриця, 𝜆2𝑖 , Λ2
𝑖 — вiдповiдно найменше та най-

бiльше iз власних чисел матрицi(︀
𝐸 +𝐵𝑇

𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡0;𝜙))
)︀
· (𝐸 +𝐵𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡0;𝜙))) , 𝑖 = 1, 2, . . .

Iз цiєї теореми можемо отримати таке твердження:

Теорема 3. Нехай найбiльше iз власних чисел матрицi

𝐴 (𝑡;𝜙) =
1

2

(︀
𝐴 (𝑡;𝜙) + 𝐴𝑇 (𝑡;𝜙)

)︀
,

задовольняє нерiвнiсть
sup
𝑡∈𝑅

max
𝜙∈𝑇𝑚

Λ (𝑡;𝜙) ≤ 𝛼,

а найбiльше iз власних чисел матрицi
(︀
𝐸 +𝐵𝑇

𝑖 (𝜙)
)︀
· (𝐸 +𝐵𝑖 (𝜙)) нерiвнiсть

sup
𝑖∈𝑍

max
𝜙∈𝑇𝑚

Λ2
𝑖 (𝜙) ≤ 𝛽2.

Якщо
𝛼 + 𝑝 · ln 𝛽 < 0, (15)

то матрицант системи рiвнянь (7) допускає оцiнку (8).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Справдi, за виконання нерiвностi (15) будь-який розв’язок рiвнянь (7) згiдно
попередньої теореми допускає оцiнку

‖𝑥 (𝑡;𝑥0)‖ ≤ 𝐾 · 𝑒−𝛾(𝑡−𝑡0) · ‖𝑥0‖ , 𝑡 ≥ 𝑡0,

де за 𝛾 можемо узяти довiльне додатне число, що задовольняє нерiвнiсть

0 < 𝛾 < |𝛼 + 𝑝 · ln 𝛽| .

Отже, й матрицант Ω𝑡
𝜏 (𝑡0; 𝜏) рiвнянь (7) можна оцiнити таким же чином,

тобто нерiвнiстю (8).
Аналогiчно можемо переконатися, що має мiсце така теорема.

Теорема 4. Нехай матрицi (𝑡;𝜙) i 𝑉 (𝜙) такi, що

sup
𝑡∈𝑅

max
𝜙∈𝑇𝑚

max
‖𝑥‖=1

⟨𝐴(𝑡;𝜙)𝑥;𝑥⟩ ≤ 𝛼,

sup
𝑖∈𝑍

max
𝜙∈𝑇𝑚

max
‖𝑥‖=1

⟨︀(︀
𝐸 +𝐵𝑇

𝑖 (𝜙)
)︀
𝑥; (𝐸 +𝐵𝑖(𝜙)) 𝑥

⟩︀
≤ 𝛽2,

а число 𝑝 визначається згiдно (3). Якщо 𝛼+𝑝·ln 𝛽 < 0, то матрицант системи
рiвнянь (7) допускає оцiнку (8).

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Отриманi ре-
зультати можуть зацiкавити спецiалiстiв з прикладної математики, iнженерiв,
що працюють в областi обчислювальної технiки, автоматичного регулювання,
спецiалiстiв з диференцiальних рiвнянь, а також i викладачiв вищих навчаль-
них закладiв, адже елементи теорiї диференцiальних рiвнянь з розривними тра-
єкторiями нинi входять до програми спецiальних курсiв для студентiв, якi спе-
цiалiзуються з диференцiальних рiвнянь, теоретичної та прикладної механiки.

Конфлiкт iнтересiв

Автори заявляють, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдже-
ння, включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який
мiг би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй
статтi.

Фiнансування

Дослiдження було проведено без фiнансової пiдтримки.

Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в цифровiй або графiчнiй формi в основному текстi руко-
пису.
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Використання штучного iнтелекту

Автори пiдтверджують, що при створеннi даної роботи вони не використо-
вували технологiї штучного iнтелекту.

Внесок авторiв

О. В. Вишенська: концептуалiзацiя, формальний аналiз, методологiя, напи-
сання — оригiнальний проєкт. М. О. Бєлова: формальний аналiз, вiзуалiзацiя,
написання — рецензування та редагування. Л. В. Шевчук: курацiя даних, фор-
мальний аналiз, написання — рецензування та редагування.

Авторськi права ©

(2026). Вишенська О. В., Бєло-
ва М. О., Шевчук Л. В. Ця робота
лiцензується вiдповiдно до Creative
Commons Attribution 4.0 International
License.

Список використаної лiтератури
1. Samoilenko, A. M., & Perestyuk, N. A. (1987). Differential Equations with Impulsive

Perturbation. Kyiv: Vyshcha Shkola [in Ukrainian].
2. Samoilenko, A. M., & Stanzhytskyi, O. M.(2009). Qualitative and Asymptotic Analysis of

Differential Equations with Random Perturbations. Kyiv: Naukova Dumka [in Ukrainian].
3. Parasiuk, I. O., & Perestyuk, M. O. (2013). Local Analysis of Nonlinear Differential Equations.

Kamianets-Podilskyi: Aksioma [in Ukrainian].
4. Perestyuk, M. O., & Korol, Yu. Yu. (2016). Existence of an Invariant Torus

of a Degenerate Linear System with Impulsive Action. Scientific Bulletin of
Uzhhorod University. Series of Mathematics and Informatics, 28(1), 90–97.
https://nbuv.gov.ua/UJRN/Nvuumat_2016_1_12 [in Ukrainian].

5. Perestyuk, M. O., & Feketa, P. V. (2011). On Invariant Tori of Extensions of Dynamical
Systems. International Scientific Conference "Differential Equations and Their Applications":
Abstracts. Kyiv: Taras Shevchenko National University of Kyiv [in Ukrainian].

6. Vyshenska, O. V. (2022). On the Existence of an Invariant Torus for a Class of Disconti-
nuous Dynamical Systems. VNTU. Series "Technical Sciences"Scientific Journal, 1(51), 48–54.
https://doi.org/10.33744/2308-6645-2022-1-51-048-054 [i n Ukrainian].

7. Bilobrytska, O. I., Vyshenska, O. V., & Meish, Yu. A. (2022). On the Invariant Set of One
Dynamical System. Modern Technologies, 1(13), 29–36 [in Ukrainian].

8. Bilobrytska, O. I., Vyshenska, O. V., & Meish, Yu. A. (2022). Linear Extensions of Di-
fferential Equations with Impulsive Perturbation. VNTU. Series "Technical Sciences". Sci-
entific Journal, 2(52), 33–39. https://doi.org/10.33744/2308-6645-2022-3-53-075-081
[in Ukrainian].

9. Perestyuk, N. A., Plotnikov, V. A., & Samoilenko, A. M. (2011). Differential Equations with
Impulse Effects: Multivalued Right-hand Sides with Discontinuities. De Gruyter.

10. Samoilenko, A. M., & Perestyuk, N. A. (1995). Impulsive Differential Equations. World Sci-
entific. Singapore. New Jersey. London. Hong Kong.

Vyshenska O. V., Belova M. A., Shevchuk L. V. On the invariant set of a
linear extension of differential equations with discontinuous trajectories.

Many evolutionary processes in various fields of science (physics, biology, economics,
etc.) experience powerful, short-term influences from certain forces during their develop-
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ment. This ’short-term’ nature is sometimes so fleeting that it can be considered instanta-
neous. In this case, the process develops smoothly between the moments of perturbation,
and its evolution during the perturbation is not of significant importance. Only the final
effect is crucial. A mathematical model for such evolutionary processes can be a system of
differential equations with impulse perturbation.

The proposed article considers the existence and asymptotic stability of the integral
set of a linear extension of a system of differential equations that undergo short-term
perturbations at specific moments in time.

Keywords: differential equations, impulsive perturbation, asymptotic stability, invariant
set.
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