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ЗНАХОДЖЕННЯ КОЕФIЦIЄНТIВ ЛIНIЙНОЇ КОМБIНАЦIЇ
ЕРГОДИЧНИХ МАРКОВСЬКИХ ЛАНЦЮГIВ

Дана стаття зосереджена на дослiдженнi лiнiйної залежностi ергодичних ланцюгiв
Маркова. Розглядається часовий ряд, який може бути розглянутий як ланцюг Мар-
кова. Дослiджується методологiя зображення цього ланцюга як сумiш, лiнiйну ком-
бiнацiю, довiльних ергодичних Марковських ланцюгiв. Також, розглянуто приклад
знаходження коефiцiєнтiв лiнiйної комбiнацiї на реальних даних.

Ключовi слова: ланцюги маркова, ергодична теорема, сумiш ланцюгiв маркова, гра-
ничний розподiл.

1. Вступ. Марковськi ланцюги це iнструмент для опису, аналiзу та передба-
чення часових рядiв. Дуже часто данi генеруються складними процесами, якi
бувають прихованими. Тому класичних методiв статистичного аналiзу може бу-
ти не достатньо для опису таких складних часових рядiв.

Це стосується не тiльки часових рядiв, але i iнших типiв даних. У машин-
ному навчаннi вже iснують пiдходи, що базуються на сумiшах та ансамблях
алгоритмiв.

Використання сумiшей моделей для аналiзу числових рядiв не є новою iде-
єю i вже є рiзноманiтнi напрацювання у цьому напрямку. Також, вже iснують
дослiдження сумiшей прихованих Марковських моделей. Цi дослiдження фо-
кусуються на рiзноманiтних аспектах сумiшi Марковських процесiв. Деякi на-
працювання сфокусованi на застосуваннi варiацiйних Байєсiвських методiв для
розплiтання сумiшi [1], [2]. Iншi, дослiджують асимптотичну поведiнку сумiшей
[3]. Також, iснують практичнi застосування iдеї сумiшей Марковських процесiв
[4], [5].

На вiдмiну вiд iснуючих дослiджень, дане стаття використовує пiдхiд до
дослiдження сумiшей Марковських процесiв, який базується на застосуваннi
Ергодичної теореми.

2. Основний результат. Отже, розглянемо Марковський стохастичний
процес 𝑌 . Реалiзацiї станiв цього процесу є вiдомими. Також, припустимо, що
стохастичний процес є ергодичним. Ми можемо зобразити процес як 𝑆1, . . . , 𝑆𝑇 ,
де 𝑆𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 , 𝑇 →∞ це реалiзацiя стану в момент часу 𝑡.

У данiй статтi зроблено припущення, що процес 𝑌 можна зобразити як су-
мiш деяких незалежних Марковських ергодичних процесiв 𝑌1, . . . , 𝑌𝐾 . Для ко-
жного процесу 𝑌𝑘 є доступними стохастичнi матрицi переходу 𝑃𝐾 . Процес 𝑌𝑘
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не обов’язково повнiстю точно описує послiдовнiсть 𝑆1, . . . , 𝑆𝑇 — ймовiрностi
переходу у стохастичнiй матрицi 𝑃𝐾 можуть бути довiльними. Маючи цi умо-
ви, можна сформулювати теорему яка описує метод зображення Марковсько-
го ланцюга як лiнiйну комбiнацiю скiнченної множини довiльних незалежних
Марковських ланцюгiв.

Теорема 1. Розглянемо множину деяких Марковських ергодичних процесiв
𝑌1, . . . , 𝑌𝐾. Також, розглянемо Марковський ергодичний процес 𝑌 з кiлькiстю
станiв 𝑁 , реалiзацiя станiв якого є вiдомими. Тодi, можна зобразити процес
𝑌 як лiнiйну комбiнацiю незалежних процесiв 𝑌1, . . . , 𝑌𝐾:

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘𝑌𝑘 = 𝑌,

де
𝐾∑︀
𝑘=1

𝑤𝑘 = 1. Коефiцiєнти лiнiйної комбiнацiї 𝑤𝑘 є розв’язком системи лiнiй-

них рiвнянь: [︂
Π[︀

1 · · · 1
]︀]︂ ·𝑊 =

[︂
Π̂
1

]︂
,

де Π це матриця розмiрнiстю 𝑁 × 𝐾. Cтовпець 𝑘 матрицi Π є граничним
розподiлом процесу 𝑌𝑘; 𝑊 — вектор невiдомих коефiцiєнтiв розмiрнiстю 𝐾×1;
Π̂ — вектор розмiрностi 𝑁 × 1, що є граничним розподiлом процесу 𝑌 .

Доведення. Використаємо ергодичну теорему для Марковських ланцюгiв.
Згiдно з результатами описаними у [6] та [7], отримаємо даний результат:

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
ℎ=0

𝑃 ℎ(𝑖, 𝑟)
м.н.−→ 𝜋𝑟, ∀𝑖, 𝑟,

де 𝑃 — стохастична матриця марковського процесу, 𝜋 — граничний розпо-
дiл. Для оцiнювання елементiв матрицi 𝑃 скористаємося методом максимальної
правдоподiбностi. Тобто, розв’язавши задачу оптимiзацiї:

𝑙(𝑝) = log(𝐿(𝑝)) = log(Pr {𝑆1, . . . , 𝑆𝑇}) = log Pr{𝑆1 = 𝑠1}+
∑︁
𝑖,𝑗

𝑛𝑖𝑗 log(𝑝𝑖𝑗),

𝑙(𝑝) −→
𝑝𝑖𝑗

max,∑︁
𝑗

𝑝𝑖𝑗 = 1.

Тобто, застосувавши результат ергодичної теореми для кожного з 𝐾 проце-
сiв, та для процесу 𝑌 пiсля знаходження матрицi переходу методом максималь-
ної правдоподiбностi. Це i дасть нам систему лiнiйних рiвнянь:[︂

Π[︀
1 · · · 1

]︀]︂ ·𝑊 =

[︂
Π̂
1

]︂
.

Теорему доведено.
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Виходячи з формулювання теореми, необхiдно розв’язати систему лiнiйних
рiвнянь з обмеженнями на змiннi (коефiцiєнти𝑊 повиннi бути мiж 0 i 1). Також,
загалом, 𝑁 + 1 ̸= 𝐾 i розв’язок може бути наближеним.

Розглянемо випадок коли 𝐾 = 3. Коефiцiєнти 𝑤𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3 будуть знайденi
за допомогою задачi оптимiзацiї:

min
1

2
·
⃦⃦⃦
Π ·𝑊 − Π̂

⃦⃦⃦2
, 0 ≤ 𝑤𝑘 ≤ 1; 𝑘 = 1, 2, 3.

Це можна зробити за допомогою модифiкованого методу внутрiшньої точки,
що представлено у [8].

Застосуємо методологiю до реальних даних. Для прикладу ми можемо ви-
користати данi з ресурсу Kaggle [9]. Цi данi мiстять iнформацiю про цiни акцiй
на початок i кiнець дня для рiзноманiтних компанiй. Приклад даних можна
побачити у таблицi 1.

Таблиця 1

Дата Цiна акцiї на момент
вiдкриття торгiв

Цiна акцiї на момент
закриття торгiв

2004-04-07 20.0499 20.05
2004-04-08 20.5 20.43
2004-04-12 20.45 19.52
2004-04-13 19.51 19.52

Як приклад застосування теореми буде розглянуто iсторiю акцiй кiлькох
компанiй: Apple, Netflix та General Motors. Спочатку данi буде пiдготовлено для
їх моделювання як часових рядiв. Потiм, результати теореми буде застосовано
до даних.

Перед тим як застосувати даний метод потрiбно пiдготувати данi. Частота
оригiнальних даних – один день i це впливає на довжину часових рядiв, бе-
ручи до уваги, що данi мiстять iнформацiю за багато рокiв. Тому, данi було
пiдготовлено наступним чином:

1) Взято початкову i кiнцеву цiну кожного тижня.
2) Взято вiдсоток змiни цiни у спiввiдношеннi до початкової цiни: (кiнцева

цiна – початкова цiна) / початкова цiна.
3) Якщо змiна в межах ±1% — це стан стагнацiї i позначено як стан 0; якщо

змiна бiльше 1% то це зростання i позначено як стан 1; якщо змiна менше
−1% то це спад i позначено як стан 2.

Вiдповiдно, ми можемо змоделювати часовi ряди як ланцюг Маркова з 3
станами.

Як приклад 𝑃𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, розглянемо:

𝑃1 =

⎛⎝0.2 0.4 0.4
0.6 0.3 0.1
0.1 0.5 0.4

⎞⎠ ; 𝑃2 =

⎛⎝0.25 0.45 0.3
0.1 0.1 0.8
0.15 0.7 0.15

⎞⎠ ; 𝑃3 =

⎛⎝0.5 0.2 0.3
0.3 0.3 0.4
0.8 0.15 0.05

⎞⎠ .

Граничнi розподiли для кожної з цих стохастичних матриць:

𝜋1 = (0.33, 0.39, 0.28); 𝜋2 = (0.14, 0.42, 0.44); 𝜋3 = (0.53, 0.21, 0.26).
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Якщо застосувати метод до даних акцiй Apple буде отримано граничний
розподiл: 𝜋̂ = (0.17, 0.44, 0.39) та коефiцiєнти 𝑤1 = 0.12, 𝑤2 = 0.82, 𝑤3 = 0.05.
Для акцiй Netflix: 𝜋̂ = (0.12, 0.47, 0.41) та оптимальнi коефiцiєнти 𝑤1 = 0.04,
𝑤2 = 0.91, 𝑤3 = 0.05. I для акцiй General Motors: 𝜋̂ = (0.24, 0.38, 0.38); 𝑤1 = 0.21,
𝑤2 = 0.65, 𝑤3 = 0.14.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У пiдсумку,
у цьому дослiдженнi було запропоновано методологiю представлення ланцюга
Маркова як лiнiйну комбiнацiю довiльних ергодичних ланцюгiв. Цi результати
мають практичне застосування, а також можуть допомогти в майбутнiх дослi-
дженнях подiбностi ланцюгiв Маркова.

В подальшому дослiдженнi можна послабити умови ергодичностi ланцюгiв
Маркова i дослiдити лiнiйну залежнiсть.
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