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МОДИФIКАЦIЯ ДВОСТОРОННЬОГО МЕТОДУ
ДОСЛIДЖЕННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛI ПОШИРЕННЯ

ВОЛОГИ У ПОРИСТИХ СЕРЕДОВИЩАХ

Побудовано одну модифiкацiю двостороннього методу дослiдження та наближено-
го розв’язання крайової задачi, що описує розподiл вологи в пористих середовищах.
Отримано достатнi умови iснування, єдиностi, регулярностi та знакосталостi шуканого
розв’язку. Доведено теореми про диференцiальнi нерiвностi та одержано апостерiорну
оцiнку похибки наближеного розв’язку розглядуваної крайової задачi.

Ключовi слова: модифiкацiя двостороннього методу, функцiї порiвняння, єдинiсть
розв’язку, диференцiальнi рiвняння в частинних похiдних, наближений розв’язок.

1. Вступ. Математичнi моделi, що описують такi складнi фiзичнi процеси, як
перенесення вологи в грунтах, фiльтрацiю рiдини в середовищах з подвiйною
пористiстю, передачу тепла в гетерогенному середовищi та iншi, можна описати
за допомогою скалярного рiвняння вигляду [1,2]

𝑚(𝑡, 𝑥)𝐷(1.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝛼(𝑡, 𝑥)𝐷(1.1)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑑(𝑡, 𝑥)𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥)+

+𝜂(𝑡, 𝑥)𝐷(0.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎(𝑡, 𝑥)𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑡, 𝑥),
(1)

де коефiцiєнти диференцiального рiвняння в частинних похiдних (ДРЧП) є не-
перервними функцiями у заданiй областi 𝐷 ∈ R2. Крайовi задачi у випадку рiв-
няння (1) при рiзних вихiдних даних розглядались у багатьох працях, зокрема
в [2]— [4].

У монографiї [5] дослiджується крайова задача у випадку системи диферен-
цiальних рiвнянь

𝐷(2.1)𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑈(𝑥, 𝑦), 𝐷(1.0)𝑈(𝑥, 𝑦), 𝐷(0.1)𝑈(𝑥, 𝑦),

𝐷(1.1)𝑈(𝑥, 𝑦), 𝐷(2.0)𝑈(𝑥, 𝑦)) := 𝐹 [𝑈(𝑥, 𝑦)],
(2)
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iз крайовими умовами

𝑈(𝑥, 0) = 𝑇 (𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑎],

𝐷(1.0)𝑈(𝑎, 𝑦) = Ψ(𝑦), 𝜕
𝜕𝑦

𝑎∫︀
𝑥0

𝑈(𝜉, 𝑦)𝑑𝜉 = Ω(𝑦), 𝑦 ∈ [0, 𝑏],

0 ≤ 𝑥0 ≤ 𝑥 < 𝑎,

(3)

де

𝐷𝑘𝑈 : 𝐷0 → 𝐷𝑘 ⊂ R𝑛, 𝐹 : 𝐵 → R𝑛, 𝐵 = 𝐷0 ×
∏︀

𝑘1,𝑘2

𝐷(𝑘1,𝑘2) ⊂ R5𝑛+2,

𝐷𝑘𝑈(𝑥, 𝑦) := (𝐷𝑘𝑈𝑖(𝑥, 𝑦)), 𝑇 (𝑥) := (𝜏𝑖(𝑥)), Ψ(𝑦) := (𝜓𝑖(𝑦)),

Ω(𝑦) := (𝜔𝑖(𝑦)), 𝐹 [𝑈(𝑥, 𝑦)] := (𝐹𝑖[𝑈(𝑥, 𝑦)]), 𝑖 = 1, 𝑛— вектор-функцiї.

Для 𝑇 (𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑎], Ψ(𝑦) = 𝐶1[𝑎, 𝑏], Ω(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑏], виконуються умови узгодже-
ностi

𝑇 ′(𝑎) = Ψ(0), (4)

а 𝐹 [𝑈(𝑥, 𝑦)] ∈ 𝐶(𝐵).
Розв’язок крайової задачi (2)–(4) належить простору вектор-функцiй

𝐶
(2.1)
1 (𝐷0) := 𝐶(2.1)(𝐷0) ∩ 𝐶(1.1)(𝐷0) (регулярний розв’язок).

У працi [6] розглядається крайова задача з нелокальною крайовою умовою у
випадку систем квазiлiнiйних рiвнянь в частинних похiдних третього порядку,
для якої будується та дослiджується одна модифiкацiя двостороннього мето-
ду прискореної збiжностi наближеного її розв’язання. Такий пiдхiд дозволяє
значно покращити достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку задач, що
дослiджувалися ранiше.

2. Основний результат. У данiй працi продовжуються дослiдження при-
веденi в [5, 7] для нового класу крайових задач i будуються модифiкацiї дво-
стороннього методу, якi забезпечують значно кращi результати, у порiвняннi з
ранiше вiдомими.

Розглянемо крайову задачу: у просторi функцiй 𝐶*(𝐷) := 𝐶(1.2)(𝐷)∩𝐶(1.1)(𝐷
*
)

∩𝐶(𝐷), 𝐷 = {(𝑡, 𝑥) |𝑡 ∈ (0, 𝑏), 𝑥 ∈ (0, 𝑎)}, 𝐷*
= {(𝑡, 𝑥) |𝑡 ∈ (0, 𝑏), 𝑥 ∈ (0, 𝑎]} зна-

йти розв’язок крайової задачi

𝐿3𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥)) := 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)], (5)

де 𝐿3 — диференцiальний оператор, породжений диференцiальним виразом

𝑙3[𝑢(𝑡, 𝑥)] := 𝐷(1.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎2(𝑡, 𝑥)𝐷

(1.1)𝑢(𝑡, 𝑥),

та крайовими умовами

𝐷(1.1)𝑢(𝑡, 𝑎) +𝑚1(𝑡)𝐷
(0.1)𝑢(𝑡, 𝑎) = 𝜙1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑏], (6)

𝑚2(𝑡)𝑢(𝑡, 0) +𝑚3(𝑡)𝐷
(0.1)𝑢(𝑡, 𝑎) = 𝜙2(𝑡), (7)
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𝑢(0, 𝑥) = 𝑇 (𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑎], (8)

де𝐷(𝑘)𝑢(𝑡, 𝑥) : 𝐷 → 𝐷𝑘 ⊂ R, 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘𝑟 = 0, 1, 𝑟 = 1, 2; 𝑘1+𝑘2 < 2, 𝑓 : 𝐵 → R,
𝐵 = 𝐷 ×

∏︀
𝑘1,𝑘2

𝐷(𝑘1,𝑘2) ∈ R5. Заданi функцiї 𝑚1(𝑡),𝑚2(𝑡) ̸= 0, 𝑚3(𝑡), 𝜙1(𝑡), 𝜙2(𝑡) ∈

𝐶[0; 𝑏], 𝑇 (𝑥) ∈ 𝐶1([0; 𝑎]), 𝑎1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0.1)(𝐷), 𝑎2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝐷), причому виконую-
ться умови узгодженостi

𝜙2(0)−𝑚3(0)𝑇
′(𝑎) = 𝑚2(0)𝑇 (0). (9)

Неважко показати, що крайова задача (5)—(9) еквiвалентна iнтегро-дифе-
ренцiальному рiвнянню

𝑢(𝑡, 𝑥) = Φ(𝑡, 𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝑡∫︁
0

𝑎∫︁
𝜉

𝐹 [𝑢(𝜂, 𝜃)]𝐾(𝑡, 𝜉, 𝜂, 𝜃)𝑑𝜃𝑑𝜂𝑑𝜉, (10)

де
𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] := 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)] +

[︀
𝐷(0.1)𝑎1(𝑡, 𝑥)− 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝑎2(𝑡, 𝑥)

]︀
𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥),

𝐾(𝑡, 𝑥; 𝜂, 𝜉) := exp

⎛⎝ 𝑥∫︁
𝜉

𝑎2(𝜂, 𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡∫︁
𝜂

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

⎞⎠ ,

Φ(𝑡, 𝑥) :=
1

𝑚2(𝑡)
[𝜙2(𝑡)−𝑚3(𝑡)𝜙3(𝑡)] +

𝑥∫︀
0

𝑇 ′(𝜉) exp

(︂
𝑡∫︀
0

𝑎1(𝜂, 𝜉)𝑑𝜂

)︂
𝑑𝜉+

+
𝑥∫︀
0

𝑡∫︀
0

𝜔(𝜂, 𝜉) exp

(︃
𝑡∫︀
𝜂

𝑎1(𝜏, 𝜉)𝑑𝜏

)︃
𝑑𝜂𝑑𝜉,

𝜔(𝑡, 𝑥) := [𝜙1(𝑡)− (𝑚1(𝑡) + 𝑎1(𝑡, 𝑎)𝜙3(𝑡))] exp

⎛⎝ 𝑥∫︁
𝑎

𝑎2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

⎞⎠ ,

𝜙3(𝑡) := 𝑇 ′(𝑎) exp

⎛⎝ 0∫︁
𝑡

𝑚1(𝜂)𝑑𝜂

⎞⎠+

𝑡∫︁
0

𝜙1(𝜂) exp

⎛⎝ 𝜂∫︁
𝑡

𝑚1(𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝜂,

а функцiя 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵).

Означення 1. Будемо говорити, що 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*
2(𝐵), якщо функцiя

𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] задовольняє наступним умовам [8,9]:

1) 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵),
2) в просторi функцiй 𝐶(𝐵1), 𝐵1 ⊂ R8, Пр𝑡𝑂𝑥𝐵1 = 𝐷 iснує така функцiя

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑣(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑣(𝑡, 𝑥)) :=
𝐻[𝑢(𝑥, 𝑦); 𝑣(𝑥, 𝑦)],

що

(а) 𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥);𝑢(𝑡, 𝑥)] ≡ 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)],
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(б) для довiльної з простору 𝐶(𝑘1,𝑘2)(𝐷) пари функцiй 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1,
якi задовольняють умовi 𝐷(𝑘1,𝑘2) [𝑢(𝑡, 𝑥)− 𝑣(𝑡, 𝑥)] ≥ (≤)0, 𝑘1 = 0, 1,
𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, в областi 𝐵1 виконується
нерiвнiсть

𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥)]−𝐻[𝑣(𝑡, 𝑥);𝑢(𝑡, 𝑥)] ≥ 0, (11)

3) функцiя 𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥)] в областi 𝐵1 задовольняє умовi Лiпшиця, тоб-
то, для всяких з простору 𝐶*(𝐷) функцiй 𝑢𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑣𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 1, 2, вико-
нується умова

|𝐻[𝑢1(𝑡, 𝑥);𝑢2(𝑡, 𝑥)]−𝐻[𝑣1(𝑡, 𝑥); 𝑣2(𝑡, 𝑥)]| ≤
1

6
𝐿

2∑︀
𝑟=1

(︀
|𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)|+

⃒⃒
𝐷(1.0)𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐷(0.1)𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)

⃒⃒)︀
,

де 𝑤𝑟(𝑡, 𝑥) := 𝑢𝑟(𝑡, 𝑥)− 𝑣𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 1, 2,
1

6
𝐿 — стала Лiпшиця.

Очевидно, якщо функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵) i має обмеженi частиннi похi-
днi першого порядку по всiх своїх аргументах, розпочинаючи з третього, то
𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*

2(𝐵) [5]. Обернене твердження несправедливе.
Нехай функцiї 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶𝑘(𝐷) належать областi 𝐵1 i 𝑝 ∈ N0.
Введемо позначення:

𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥);𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)], 𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥);𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)],

𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷𝑘𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘𝑟 = 0, 1; 𝑟 = 1, 2, 𝑘1 + 𝑘2 < 2, 𝑝 ∈ N0,

𝑓
𝑝
(𝑡, 𝑥) := 𝐻[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥);𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥)], 𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥);𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)],

𝜔𝑝(𝑡, 𝑥) :=

𝑥∫︁
0

𝑓𝑝(𝑡, 𝜉)𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉, 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥) :=

𝑥∫︁
0

𝑓𝑝(𝑡, 𝜉)𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,

𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷(1.1)𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷(1.1)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

(12)

𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) є довiльними iз простору 𝐶(𝐷) функцiями, якi задовольняють
умови

0 ≤ 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 5, 0 ≤ 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 5,

𝑝 ∈ N0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘𝑟 = 0, 1; 𝑘1 + 𝑘2 < 2.
(13)

Побудуємо послiдовностi функцiй {𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)}, {𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)} згiдно формул

𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓
𝑝
(𝜂, 𝜁), 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, (14)
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де функцiї нульового наближення 𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.1)(𝐷), якi належать
областi 𝐵1, вибираємо таким чином, щоб виконувалися нерiвностi

𝛼0(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝛽0(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊0(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1 = 0, 1; 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2.
(15)

Означення 2. Функцiї 𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.1)(𝐷), якi належать областi
𝐵1 i задовольняють крайовим умовам (6)—(8) та нерiвностям (15), називаю-
ться функцiями порiвняння задачi (5)—(9).

Iз (14) маємо

𝐷(1.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷(1.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥).

Таким чином iз (12) та (14) одержимо

𝛼𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥) =

𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥) =

𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥),

(16)

𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1) [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] +

𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1) [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1) [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] +

𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1) [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

(17)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇

(︁
𝑓
𝑝
(𝜂, 𝜁)− 𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)

)︁
,

𝐷(1.1)𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥).

(18)

Вiдмiтимо, що в силу (13)

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉 0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥),

𝑘1 = 0, 1; 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷,

тобто, якщо 𝐷𝑘𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝐷𝑘𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1, то 𝐷𝑘𝑍0(𝑡, 𝑥) та 𝐷𝑘𝑉 0(𝑡, 𝑥) також нале-
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жить областi 𝐵1. Iз (17) одержимо

𝐷(0.1)[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] =

𝑡∫︀
0

[𝛼𝑝(𝜂, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)] exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

[𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂 := 𝛼𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷(0.1)[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] =

𝑡∫︀
0

[𝛽𝑝(𝜂, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)] exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

[𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂 := 𝛽𝑝(𝑡, 𝑥),

(19)

звiдки при 𝑝 = 0, враховуючи (15), (13) та (11) одержимо

𝐷(0.1)[𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] ≥ 0, 𝐷(0.1)[𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0.

Iнтегруючи останнi нерiвностi по 𝑥 вiд 𝑥 до 𝑎 та враховуючи крайовi умови
(6)—(8), маємо

𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥) ≥ 0.

Але тодi iз (17) випливає, що

𝐷(1.1) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] =

𝛼0(𝑡, 𝑥)− 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷(0.1) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔0(𝑡, 𝑥)− 𝜔0(𝑡, 𝑥) ≥ 0,

𝐷(1.1) [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] =

𝛽0(𝑡, 𝑥)− 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷(0.1) [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔0(𝑡, 𝑥)− 𝜔0(𝑡, 𝑥) ≤ 0,

а отже

𝐷(1.0) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0, 𝐷(1.0) [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] ≥ 0.

Iз (18) враховуючи, що 𝑓 0
(𝑡, 𝑥)− 𝑓 0(𝑡, 𝑥) ≥ 0 при 𝑝 = 0 маємо

𝐷(𝑘1,𝑘2))𝑊1(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0, 𝑘1 = 0, 1; 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷.

Таким чином мають мiсце нерiвностi

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥),

а отже 𝐷𝑘𝑍1(𝑡, 𝑥), 𝐷𝑘𝑉1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1. Але тодi iз (16) при 𝑝 = 0 маємо

𝛼1(𝑡, 𝑥) = 𝜔0(𝑡, 𝑥)− 𝜔1(𝑡, 𝑥) =
𝑥∫︀
0

(𝑓
0
(𝑡, 𝜉)− 𝑓 1(𝑡, 𝜉))𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,

𝛽1(𝑡, 𝑥) =
𝑥∫︀
0

(𝑓 0(𝑡, 𝜉)− 𝑓1(𝑡, 𝜉))𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉.
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Вибираючи довiльнi з простору 𝐶(𝐷) функцiї 𝑞𝑘0(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘0(𝑡, 𝑥), якi задоволь-
няють умовам (13) таким чином, щоб виконувались нерiвностi

𝐷𝑘 [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞𝑘0(𝑡, 𝑥)𝐷𝑘𝑊0(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

𝐷𝑘 [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐𝑘0(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)0, 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷,

iз попереднiх рiвностей маємо 𝛼1(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝛽1(𝑡, 𝑥) ≤ 0, тобто побудованi функцiї
𝑍1(𝑡, 𝑥), 𝑉1(𝑡, 𝑥) є також функцiями порiвняння крайової задачi (5)—(9).

Беручи функцiї 𝑍1(𝑡, 𝑥) та 𝑉1(𝑡, 𝑥) за вихiднi i повторюючи наведенi вище
мiркування методом математичної iндукцiї, переконуємось, що якщо на кожно-
му кроцi iтерацiї (14) неперервнi функцiї 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), якi задовольняють
умовам (13), вибирати таким чином, щоб в областi 𝐵1 виконувались нерiвностi

𝐷𝑘 [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

𝐷𝑘 [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)0,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑘1 = 0, 1, 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0),

(20)

то для довiльних 𝑝 ∈ N матимемо

𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑝 ∈ N0.
(21)

Покажемо, що множина функцiй 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), якi задовольняють умовам
(13), (20), не порожня. Дiйсно, позначимо:

𝛼𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)
=

𝑡∫︀
0

𝛼𝑝,1(𝜂, 𝑥) exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂,

𝛽𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝑥)
=

𝑡∫︀
0

𝛽𝑝,1(𝜂, 𝑥) exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂,

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥) +𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝑥) := −𝛽𝑝,1(𝑡, 𝑥) +𝐷(1.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥).

Лема 1. Нехай 𝑎1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0.1)(𝐷), 𝑎2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝐷), функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈
𝐶*

2(𝐵), а крайова задача (5)—(9) має функцiї порiвняння, то множина функцiй
𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), якi задовольняють умовам (13), (20), не порожня.

Доведення. Дiйсно, якщо вибрати

𝑞(0.1)𝑝 (𝑡, 𝑥) =
𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥)
, 𝑞𝑝(𝑡, 𝑥) =

𝑎∫︀
𝑥

𝛼𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

, 𝑞(1.0)𝑝 (𝑡, 𝑥) =

𝑎∫︀
𝑥

𝛼𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

,
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𝑐
(0.1)
𝑝 (𝑡, 𝑥) = −

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥)
, 𝑐𝑝(𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

, 𝑐
(1.0)
𝑝 (𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑝 ∈ N0,

то функцiї 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘1, 𝑘2 = 0, 1, 𝑘1+𝑘2 < 2, задовольняють
умови (13), а

𝐷(0.1)[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞(0.1)𝑝 𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)
[︁
1− 𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡,𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡,𝑥)

]︁
≥ 0,

[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐
(0.1)
𝑝 𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

⎡⎣1 + 𝑊𝑝(𝑡,𝑥)
𝑎∫︀
𝑥
𝜌𝑝,1(𝑡,𝜉)𝑑𝜉

⎤⎦ ≥ 0.

Аналогiчно можна переконатися у виконаннi усiх нерiвностей в (20).
Таким чином справедлива наступна

Теорема 1. Нехай функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*
2(𝐵), 𝑎1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0.1)(𝐷), 𝑎2(𝑡, 𝑥) ∈

𝐶(𝐷) i крайова задача (5)—(9) має функцiї порiвняння.
Тодi для функцiй 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥), побудованих згiдно закону (14), (15), де

𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝐷) задовольняють в областi 𝐵1 умови (13), (20), спра-
ведливi нерiвностi (21) для всiх 𝑝 ∈ N0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑘1, 𝑘2 = 0, 1, 𝑘1 + 𝑘2 < 2.

Покажемо, що послiдовностi функцiй
{︀
𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)

}︀
,
{︀
𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)

}︀
, побудова-

них згiдно закону (14), (15), (21), при iснуваннi функцiй порiвняння задачi
(5)—(9), збiгаються рiвномiрно при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 до єдиного розв’язку iнтегро–
диференцiального рiвняння (10). Враховуючи нерiвностi (21), для цього доста-
тньо показати, що lim

𝑝→∞
𝐷𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 0 для ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘1, 𝑘2 = 0, 1,

𝑘1 + 𝑘2 < 2.
Позначимо:

𝑑 := max
𝑘1,𝑘2

sup
𝐷

⃒⃒
𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊0(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
, 𝑞 := max

𝑘1,𝑘2
sup
𝐷

(1− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)),

𝑐 := sup
𝐷

|𝑎1(𝑡, 𝑥)| , 𝐾 := sup
𝐷×𝐷

𝐾(𝑡, 𝑥; 𝜂, 𝜁)

𝛾 := max {1, 𝑎+ 𝑏, 𝑎(𝑎+ 𝑏), (𝑎+ 𝑏)(1 + 𝑎𝑏)} .

Тодi iз (18) методом математичної iндукцiї неважко переконатись у справедли-
востi оцiнок⃒⃒

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
≤

[𝑞𝐾𝐿𝛾(𝑎+ 𝑡− 𝑥)]𝑝

𝑝!
𝑑, 𝑘𝑖 = 0, 1, 𝑖 = 1, 2, 𝑘1 + 𝑘2 < 2,

для всiх(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑝 ∈ N.

(22)

Беручи до уваги оцiнки (22) маємо, що lim
𝑝→∞

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 0, тобто

lim
𝑝→∞

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) = lim
𝑝→∞

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝑈𝑘1,𝑘2(𝑡, 𝑥).
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Для того, щоб показати, що 𝑈𝑘1,𝑘2(𝑡, 𝑥) = 𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑈(𝑡, 𝑥), де 𝑈(𝑡, 𝑥) є регулярним
розв’язком iнтегро–диференцiального рiвняння (10) достатньо в (14) перейти
до границi, коли 𝑝→∞ i результат продиференцiювати по 𝑡 𝑘1 раз, а по 𝑥 — 𝑘2
рази, 𝑘1+𝑘2 < 2. Знайдена гранична функцiя i буде розв’язком крайової задачi
(5)—(9).

Теорема 2. Нехай виконуються умови Теореми 1.
Тодi:

1) iнтегро–диференцiальне рiвняння (10) у класi функцiй 𝐶*(𝐷) має розв’я-
зок i вiн єдиний при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷,

2) послiдовностi функцiй
{︀
𝑍𝑘

𝑝 (𝑡, 𝑥)
}︀
,
{︀
𝑉 𝑘
𝑝 (𝑡, 𝑥)

}︀
, побудованi згiдно закону

(14), (15), (21) збiгаються рiвномiрно при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 до єдиного розв’язку
рiвняння (10),

3) мають мiсце оцiнки (22),
4) для довiльних 𝑝 ∈ N0, 𝑘1, 𝑘2 = 0, 1, 𝑘1 + 𝑘2 < 2 та (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 справедливi

нерiвностi

𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑈(𝑡, 𝑥) ≤

(≥)𝐷𝑘𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑘1 = 0, 1, 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2.

(23)

5) збiжнiсть iтерацiйного методу (14), (15), (21) не повiльнiша збiжностi
методу, коли 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≡ 0 та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≡ 0 для всiх 𝑝 ∈ N0, тобто методу

𝑍*
𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁), 𝑉 *

𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁) (24)

Доведення. Єдинiсть розв’язку рiвняння (10) доводиться методом вiд су-
противного [5]. Твердження пунктiв 2) та 3) даної Теореми 2 доведенi вище.

Доведемо справедливiсть нерiвностей (23).
Припустимо, що для деякого номера 𝑝 ∈ N у деякiй точцi (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐷 вико-

нується нерiвнiсть 𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡0, 𝑥0) < (>)𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0). Тодi для всякого 𝑛 ∈ N у силу
нерiвностей (21)

𝐷𝑘𝑍𝑝+𝑛(𝑡0, 𝑥0) ≥ (≤)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡0, 𝑥0) < (>)𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0),

𝑘1 = 0, 1, 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2,

а отже послiдовнiсть функцiй
{︀
𝐷𝑘𝑍𝑝+𝑛(𝑡0, 𝑥0)

}︀
при 𝑛→∞ не збiгається у точцi

(𝑡0, 𝑥0) до 𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0), що суперечить доведеному.
Аналогiчно доводяться iншi нерiвностi у (23).
Можна також показати, що збiжнiсть методу (14), (15), (21) не повiльнiша

збiжностi iтерацiйного методу (24).
Нехай 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) — функцiї порiвняння задачi (5)—(9), побудованi

згiдно деякого двостороннього методу. Тодi iз (14) та (24), враховуючи (11),
маємо

𝑍*
𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑇𝑓𝑝

(𝜂, 𝜁) = 𝑇 [𝑓 𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑓𝑝
(𝜂, 𝜁)] ≤ 0,

𝑉 *
𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇 [𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)] ≥ 0.
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Тодi
𝑍*

𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑉 *
𝑝+1(𝑡, 𝑥),

що i потрiбно було показати.

Зауваження 1. Оскiльки за наближений розв’язок приймається половина
суми верхньої та нижньої функцiй, тобто 𝑈̃𝑝(𝑡, 𝑥) := 1

2
[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)+𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)], то,

беручи до уваги нерiвностi (23), одержуємо, що оцiнка похибки наближеного
розв’язку на р-ому кроцi iтерацiї буде у два рази менша оцiнки (22), тобто⃒⃒⃒

𝑈(𝑡, 𝑥)− 𝑈̃𝑝(𝑡, 𝑥)
⃒⃒⃒
≤

[𝑞𝐾𝐿𝛾(𝑎+ 𝑡− 𝑥)]𝑝

2𝑝!
.

Вiдмiтимо, що одержана оцiнка дає можливiсть знаходити похибку у
будь-якiй точцi областi 𝐷 або пiдобластi областi 𝐷, що є важливим при до-
слiдженнi реальних процесiв практики.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй працi
побудовано одну модифiкацiю двостороннього методу дослiдження та наближе-
ного розв’язання крайової задачi, що описує розподiл вологи у пористих середо-
вищах. Отримано достатнi умови iснування, єдиностi, регулярностi та знакоста-
лостi шуканого розв’язку. Доведено теореми про диференцiальнi нерiвностi та
отримано апостерiорну оцiнку похибки наближеного розв’язку крайової задачi.

Подальший науковий пошук може бути спрямований на дослiдження iнших
класiв крайових задач за допомогою побудованої модифiкацiї двостороннього
методу. Перспективними є також розробки нових модифiкацiй даного методу.
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Marynets V. V., Pitovka O. Yu., Kohutych O. I. Modification of the two-sided
method for investigating a mathematical model of moisture distribution in porous
environments .

The one modification of the two-sided method is constructed for the investigation and
approximate solution of a boundary value problem describing moisture distribution in
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porous environments. The sufficient conditions for the existence, uniqueness, regularity,
and sign-preservation of the desired solution are obtained. Theorems about differential
inequalities are proven, and the posterior estimation of error for the approximate solution
of the boundary value problem is provided.

Keywords: modification of the two-sided method, comparison functions, uniqueness of
the solution, partial differential equations, approximate solution.
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