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ДВОЧЛЕННА АСИМПТОТИКА ЛОГАРИФМIЧНОЇ ПОХIДНОЇ
КАНОНIЧНОГО ДОБУТКУ З ПОКРАЩЕНИМ РОЗПОДIЛОМ

НУЛIВ

Дослiджено зв’язок мiж регулярнiстю зростання логарифмiчної похiдної цiлої фун-
кцiї скiнченного порядку та покращеним розподiлом її нулiв на додатному променi в
термiнах двочленної асимптотики. Зокрема, для цiлої функцiї 𝑓 порядку
𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, визначеної канонiчним добутком Вейєрштрасcа роду 𝑝, рiвномiрно
за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) встановлено асимптотичне спiввiдношення вигляду⃒⃒
𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝜙)/𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)−𝐻(𝜙;Δ; 𝜌)𝑟𝜌−1 −𝐻1(𝜙; Δ1; 𝜌1)𝑟

𝜌1−1
⃒⃒
sin(𝜙/2) = 𝑜(𝑟𝜌2−1), 𝑟 → +∞,

за умови покращеної двочленної асимптотики лiчильної функцiї її нулiв

𝑛(𝑡) = Δ𝑡𝜌 +Δ1𝑡
𝜌1 + 𝑜(𝑡𝜌2), 𝑡→ +∞,

де Δ ∈ (0;+∞), Δ1 ∈ R, 𝑝 = [𝜌] < 𝜌2 < 𝜌1 < 𝜌 < 𝑝 + 1, 𝐻(𝜙; Δ; 𝜌) ∈ 𝐿1(0; 2𝜋) i
𝐻1(𝜙; Δ1; 𝜌1) ∈ 𝐿1(0; 2𝜋).

Ключовi слова: канонiчний добуток, логарифмiчна похiдна, двочленна асимптоти-
ка, цiла функцiя цiлком регулярного зростання, покращений розподiл нулiв.

1. Вступ. Нехай (𝜆𝑛)𝑛∈N — неспадна до +∞ послiдовнiсть додатних чисел,
𝑛(𝑡) =

∑︀
𝜆𝑛≤𝑡

1 — лiчильна функцiя [1: 10] послiдовностi (𝜆𝑛)𝑛∈N, 𝑝 — найменше

цiле невiд’ємне число, для якого
∞∑︀
𝑛=1

𝜆−𝑝−1
𝑛 < +∞,

𝑓(𝑧) =
∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 𝑧

𝜆𝑛

)︂
exp

(︃
𝑝∑︁

𝜈=1

𝑧𝜈

𝜈𝜆𝜈𝑛

)︃
, 𝑓(0) = 1, (1)

— цiла функцiя порядку 𝜌 ∈ (0;+∞), визначена [1: 25] канонiчним добутком
Вейєрштрасcа роду 𝑝 i 𝐹 (𝑧) := 𝑓 ′(𝑧)/𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ C∖[𝜆1; +∞), — логарифмiчна
похiдна функцiї 𝑓 .

Однiєю з важливих задач теорiї цiлих функцiй є дослiдження зв’язку мiж
регулярнiстю зростання функцiї та розподiлом її нулiв. В теорiях цiлих функцiй
цiлком регулярного зростання в розумiннi Левiна-Пфлюгера [1, 2] та цiлих фун-
кцiй покращеного регулярного зростання [3–14] подiбний зв’язок встановлено в
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термiнах одночленних асимптотичних спiввiдношень. Вiдповiднi результати ма-
ють численнi застосування в рiзних роздiлах математики та сумiжних науках
(див. [1, 2]).

Наприкiнцi 20 столiття в теорiї цiлих функцiй почав розвиватися напрямок
вивчення поводження основних характеристик цих функцiй в термiнах точнi-
ших багаточленних асимптотик. Зокрема, в роботах [15–19] було дослiджено
асимптотичну поведiнку цiлих функцiй цiлком регулярного зростання скiнчен-
ного порядку та асимптотичну поведiнку лiчильної функцiї їх нулiв в термiнах
двочленних та багаточленних асимптотик. У статтi [20] встановлено двочлен-
ну асимптотику цiлих функцiй скiнченного порядку з покращеним розподiлом
нулiв на додатному променi.

Нехай 𝑓 — цiла функцiя порядку 𝜌 ∈ (0;+∞) цiлком регулярного зростання
в розумiннi Левiна-Пфлюгера [1: 95]. А. Гольдберг, М. Коренков та М. Строчик
[21–23] для таких функцiй знайшли асимптотичнi формули їх логарифмiчних
похiдних зовнi деяких виняткових множин. Зокрема, в роботах [21, 22] (див.
також [2: 95]) встановлено, що якщо 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N i послiдовнiсть додатних
чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌), 𝑡→ +∞, ∆ ∈ [0; +∞), (2)

то для цiлої функцiї 𝑓 нецiлого порядку 𝜌 ∈ (0;+∞), визначеної канонiчним
добутком (1) роду 𝑝 = [𝜌] (тут [𝜌] — цiла частина числа 𝜌 > 0), для кожного
𝛿 > 0 рiвномiрно за 𝜙 ∈ [𝛿; 2𝜋 − 𝛿] виконується

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝜋𝜌𝑖𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1 + 𝑜(𝑟𝜌−1), 𝑟 → +∞.

Крiм цього, якщо умова (2) виконується з 𝜌 ∈ N, то для цiлої функцiї (1)
рiвномiрно за 𝜙 ∈ [𝛿; 2𝜋 − 𝛿], 𝛿 > 0, справджується спiввiдношення [21, 22]

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) = Ω(𝑟𝑒𝑖𝜙) + 𝑜(𝑟𝜌−1), 𝑟 → +∞,

де

Ω(𝑟𝑒𝑖𝜙) =

⎧⎨⎩𝑟
𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙

∑︀
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 +∆𝜌𝑖(𝜙− 𝜋)𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙𝑟𝜌−1, 𝑝 = 𝜌,

0, 𝑝 = 𝜌− 1.

Аналогiчнi асимптотичнi формули для логарифмiчної похiдної цiлої функцiї
нульового порядку з вiд’ємними нулями отримано в [24].

В роботах [3–14, 20] вивчались точнiшi асимптотики цiлої функцiї (1) по-
кращеного регулярного зростання порядку 𝜌 ∈ (0;+∞) та лiчильної функцiї
𝑛(𝑡) її нулiв. Зокрема [8, 9], якщо для деякого 𝜌1 ∈ (0; 𝜌) виконується умова
𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌1), 𝑡 → +∞, ∆ ∈ [0; +∞), то для цiлої функцiї (1) порядку
𝜌 ∈ (0;+∞), при 𝑟 → +∞ виконуються асимптотичнi спiввiдношення

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝜋𝜌𝑖𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1 +

𝑜(𝑟𝜌1−1)

sin(𝜙/2)
, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌1 ∈ ([𝜌]; 𝜌),

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) = Ω(𝑟𝑒𝑖𝜙) +
𝑜(𝑟𝜌1−1)

sin(𝜙/2)
, 𝜌 ∈ N, 𝜌1 ∈ (𝜌− 1; 𝜌),
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рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋), де функцiя Ω(𝑟𝑒𝑖𝜙) визначена вище.
Проте, згаданi вище результати отриманi для одночленних асимптотик ло-

гарифмiчних похiдних цiлих функцiй цiлком регулярного зростання [21–24] та
цiлих функцiй покращеного регулярного зростання [8, 9]. З огляду на це, акту-
альною є задача про дослiдження двочленної асимптотики логарифмiчної по-
хiдної цiлої функцiї покращеного регулярного зростання, що передбачає отри-
мання тонших асимптотичних оцiнок в порiвняннi з цiлими функцiями цiлком
регулярного зростання.

Метою статтi є дослiдження зв’язку мiж регулярнiстю зростання логари-
фмiчної похiдної канонiчного добутку Вейєрштрасса (1) скiнченного порядку
та покращеним розподiлом його нулiв на променi (див. умову (3)) у термiнах
двочленної асимптотики, що зумовлює необхiднiсть розв’язання таких задач:
отримання нових рiвномiрних (та зовнi деякої малої виняткової множини) асим-
птотичних оцiнок логарифмiчної похiдної канонiчного добутку (1) в термiнах
двочленних спiввiдношень; встановлення нових двочленних асимптотичних рiв-
ностей для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв; вивчення зв’язку мiж по-
кращеним регулярним зростанням на деяких колах логарифмiчної похiдної ка-
нонiчного добутку (1) нецiлого порядку та покращеним розподiлом його нулiв
на променi в термiнах двочленних асимптотик.

2. Основнi результати. Основнi результати даної статтi мiстяться в на-
ступних твердженнях.

Теорема 1. Нехай ∆ ∈ (0;+∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝑝 = [𝜌] < 𝜌2 < 𝜌1 <
𝜌 < 𝑝+ 1 i послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1 + 𝑜(𝑡𝜌2), 𝑡→ +∞. (3)

Тодi для канонiчного добутку (1) при 𝑟 → +∞ виконується⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)− ∆𝜋𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝑖𝜋𝜌𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1 − ∆1𝜋𝜌1

sin 𝜋𝜌1
𝑒−𝑖𝜋𝜌1𝑒(𝜌1−1)𝜙𝑖𝑟𝜌1−1

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜙

2
= 𝑜(𝑟𝜌2−1),

(4)
рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋).

Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 i 𝜙 ∈ (0; 2𝜋). Оскiльки ([21: 19; 22: 364])

𝐹 (𝑧) = 𝑧𝑝

⎧⎨⎩𝑝𝑧
+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑝+1(𝑧 − 𝑡)2
− (𝑝+ 1)

+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑝(𝑧 − 𝑡)2

⎫⎬⎭ ,

то

𝑆 := 𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)+ 𝑟𝑝𝑒𝑖𝑝𝜙

⎧⎨⎩−𝑝𝑟𝑒𝑖𝜙
+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡+ (𝑝+ 1)

+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ =

= 𝑧𝑝

⎧⎨⎩𝑝𝑧
+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑧 − 𝑡)2
𝑑𝑡− (𝑝+ 1)

+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝(𝑧 − 𝑡)2
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ . (5)
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Враховуючи (3), для як завгодно малого 𝜀 > 0 i всiх 𝑁 > 𝑁(𝜀), подiбно як в
[1: 81–82; 2: 67–69; 22: 365], отримуємо

|𝑆| ≤ 𝑝𝑟𝑝+1

+∞∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝+1 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+ (𝑝+ 1)𝑟𝑝

+∞∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡 <

< 𝑝𝑟𝑝+1

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝+1 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+ (𝑝+ 1)𝑟𝑝

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+

+𝜀𝑝𝑟𝑝+1

+∞∫︁
0

𝑡𝜌2−𝑝−1

|𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+ 𝜀(𝑝+ 1)𝑟𝑝

+∞∫︁
0

𝑡𝜌2−𝑝

|𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡 :=

= 𝐽1(𝑟, 𝜙) + 𝐽2(𝑟, 𝜙) + 𝐽3(𝑟, 𝜙) + 𝐽4(𝑟, 𝜙). (6)

Тодi ([1: 82; 2: 68; 21, 22])
𝐽1(𝑟, 𝜙) + 𝐽2(𝑟, 𝜙) =

= 𝑝𝑟𝑝+1

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝+1 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+ (𝑝+ 1)𝑟𝑝

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡 =

= 𝑂(𝑟𝑝−1) = 𝑜(𝑟𝜌2−1), 𝑟 → +∞, (7)

рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]. Позаяк [25: 126, 331]

+∞∫︁
0

𝑥𝜇

𝑥2 + 2𝑥 cos𝜙+ 1
𝑑𝑥 =

𝜋 sin(𝜇𝜙)

sin𝜙 sin(𝜇𝜋)
, 0 < |𝜙| < 𝜋, 𝜇 ∈ (−1; 1),

то, зробивши замiну 𝑡 = 𝑢𝑟, одержимо

𝐽3(𝑟, 𝜙) + 𝐽4(𝑟, 𝜙) = 𝜀𝑝𝑟𝜌2−1

+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝−1

|𝑒𝑖𝜙 − 𝑢|2
𝑑𝑢+ 𝜀(𝑝+ 1)𝑟𝜌2−1

+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝

|𝑒𝑖𝜙 − 𝑢|2
𝑑𝑢 =

= 𝜀𝑝𝑟𝜌2−1

+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝−1

𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1
𝑑𝑢+ 𝜀(𝑝+ 1)𝑟𝜌2−1

+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝

𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1
𝑑𝑢 <

< 𝜀𝑐(𝜌2)
𝑟𝜌2−1

sin(𝜙/2)
, 𝜙 ∈ (0; 2𝜋), (8)

де 𝑐(𝜌2) — стала, яка залежить вiд 𝜌2. Крiм того, ([1: 82; 2: 95; 21: 20; 22: 364])

𝑟𝑝𝑒𝑖𝑝𝜙

⎧⎨⎩−𝑝𝑟𝑒𝑖𝜙
+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡+ (𝑝+ 1)

+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ =

= −𝑝∆𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝑝+1)𝜙

+∞∫︁
0

𝑢𝜌−𝑝−1

(𝑒𝑖𝜙 − 𝑢)2
𝑑𝑢+ (𝑝+ 1)∆𝑟𝜌−1𝑒𝑖𝑝𝜙

+∞∫︁
0

𝑢𝜌−𝑝

(𝑒𝑖𝜙 − 𝑢)2
𝑑𝑢−
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−𝑝∆1𝑟
𝜌1−1𝑒𝑖(𝑝+1)𝜙

+∞∫︁
0

𝑢𝜌1−𝑝−1

(𝑒𝑖𝜙 − 𝑢)2
𝑑𝑢+ (𝑝+ 1)∆1𝑟

𝜌1−1𝑒𝑖𝑝𝜙
+∞∫︁
0

𝑢𝜌1−𝑝

(𝑒𝑖𝜙 − 𝑢)2
𝑑𝑢 =

= − ∆𝜋𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝑖𝜋𝜌𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1 − ∆1𝜋𝜌1

sin 𝜋𝜌1
𝑒−𝑖𝜋𝜌1𝑒(𝜌1−1)𝜙𝑖𝑟𝜌1−1. (9)

Отже, з (5)–(9) випливає (4). Теорему 1 доведено.

Наслiдок 1. Якщо виконуються умови теореми 1, то для кожного
𝛾 ∈ (0; 𝜌1 − 𝜌2) маємо

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) =
∆𝜋𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝑖𝜋𝜌𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1 +

∆1𝜋𝜌1
sin 𝜋𝜌1

𝑒−𝑖𝜋𝜌1𝑒(𝜌1−1)𝜙𝑖𝑟𝜌1−1 + 𝑜(𝑟𝜌2−1+𝛾),

𝐸𝛾 ̸∋ 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 →∞,

де 𝐸𝛾 = {𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 : |𝜙| < 𝑟−𝛾} i 𝜙 ∈ (0; 2𝜋).

Наступний приклад вказує в деякiй мiрi на точнiсть теореми 1.

Приклад 1. Нехай 𝑓(𝑧) = cos
√
𝑧. Функцiя 𝑓 є цiлою функцiєю порядку

𝜌 = 1/2 з нулями 𝜆𝑛 = (𝜋𝑛+ 𝜋/2)2, 𝑛 ∈ Z. Згiдно з теоремою Адамара-Бореля
[1: 26]

cos
√
𝑧 =

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 𝑧

((2𝑛− 1)𝜋/2)2

)︂
.

Для заданого 𝑡 ≥ 𝜆1 знайдеться 𝑛, для якого 𝜆𝑛 ≤ 𝑡 < 𝜆𝑛+1. Тодi

𝑛(𝑡) = 𝑛 =
√︀
𝜆𝑛/𝜋 − 1/2 ≤

√
𝑡/𝜋 − 1/2,

i
𝑛(𝑡) = 𝑛+ 1− 1 =

√︀
𝜆𝑛+1/𝜋 − 3/2 >

√
𝑡/𝜋 − 3/2.

Тому 𝑛(𝑡) =
√
𝑡/𝜋 + 𝑂(1), 𝑡 → +∞. Отже, умова (3) виконується для

будь-якого 𝜌2 ∈ (0; 1/2) з ∆ = 1/𝜋, 𝜌 = 1/2 i ∆1 = 0. Оскiльки

𝐹 (𝑧) = −tg
√
𝑧

2
√
𝑧
, 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝜙 ∈ (0; 2𝜋),

|𝑖− tg
√
𝑧|

2
√
𝑟

=
1

√
𝑟
√︁

1 + 2𝑒2
√
𝑟 sin 𝜙

2 cos
(︀
2
√
𝑟 sin 𝜙

2

)︀
+ 𝑒4

√
𝑟 sin 𝜙

2

,

(︁
𝑒2

√
𝑟 sin 𝜙

2 − 1
)︁2
≤ 1 + 2𝑒2

√
𝑟 sin 𝜙

2 cos
(︁
2
√
𝑟 sin

𝜙

2

)︁
+ 𝑒4

√
𝑟 sin 𝜙

2 ≤
(︁
𝑒2

√
𝑟 sin 𝜙

2 + 1
)︁2
,

𝑒𝑥 > 1 + 𝑥, 𝑥 > 0,

то

0 <
𝑟𝜌2−1

𝑒2
√
𝑟 sin 𝜙

2 + 1
<

⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) +

𝑖

2
√
𝑟𝑒𝑖𝜙

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑟−1/2

𝑒2
√
𝑟 sin 𝜙

2 − 1
<

𝑟𝜌2−1

2 sin 𝜙
2

.

Роздiл 1: Математика i статистика



ДВОЧЛЕННА АСИМПТОТИКА ЛОГАРИФМIЧНОЇ ПОХIДНОЇ . . . 69

Теорема 2. Нехай ∆ ∈ (0;+∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ N, 𝜌− 1 < 𝜌2 < 𝜌1 < 𝜌 i послi-
довнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову (3). Тодi для канонiчного
добутку (1) рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) виконується⃒⃒

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)−Θ(𝑟𝑒𝑖𝜙)
⃒⃒
sin

𝜙

2
= 𝑜(𝑟𝜌2−1), 𝑟 → +∞, (10)

де

Θ(𝑟𝑒𝑖𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙

∑︀
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 +∆𝜌𝑖(𝜙− 𝜋)𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙+

+∆1𝜌1𝑖(𝜙− 𝜋)𝑟𝜌1−1𝑒𝑖(𝜌1−1)𝜙, 𝑝 = 𝜌,

∆1𝜌1𝑟
𝜌1−1

(︁
𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙

𝜌1−𝜌
+ 𝑖(𝜙− 𝜋)𝑒𝑖(𝜌1−1)𝜙

)︁
, 𝑝 = 𝜌− 1.

Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) i 𝑝 = 𝜌. Оскiльки ([21: 21; 22: 370])

𝐹 (𝑧) = 𝑧𝜌−1
∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 −

𝑛(𝑟)

𝑟

(︁𝑧
𝑟

)︁𝜌−1

−

−𝑧𝜌−1

𝑟∫︁
0

𝑛(𝑡)
𝜌𝑡− (𝜌− 1)𝑧

𝑡𝜌(𝑧 − 𝑡)2
𝑑𝑡− 𝑧𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)
(𝜌+ 1)𝑡− 𝜌𝑧
𝑡𝜌+1(𝑧 − 𝑡)2

𝑑𝑡,

то
𝑆 := 𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙

∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 + (∆𝑟𝜌−1 +∆1𝑟

𝜌1−1)𝑒𝑖𝜙(𝜌−1)+

+𝑟𝜌−1𝑒𝑖𝜙(𝜌−1)

𝑟∫︁
0

(∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1)
𝜌𝑡− (𝜌− 1)𝑟𝑒𝑖𝜙

𝑡𝜌(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡+

+𝑟𝜌𝑒𝑖𝜙𝜌
+∞∫︁
𝑟

(∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1)

(𝜌+ 1)𝑡− 𝜌𝑟𝑒𝑖𝜙

𝑡𝜌+1(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡 = −𝑛(𝑟)−∆𝑟𝜌 −∆1𝑟

𝜌1

𝑟

(︁𝑧
𝑟

)︁𝜌−1

−

−𝑧𝜌−1

𝑟∫︁
0

(𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1)
𝜌𝑡− (𝜌− 1)𝑧

𝑡𝜌(𝑧 − 𝑡)2
𝑑𝑡−

−𝑧𝜌
+∞∫︁
𝑟

(𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1)

(𝜌+ 1)𝑡− 𝜌𝑧
𝑡𝜌+1(𝑧 − 𝑡)2

𝑑𝑡. (11)

Враховуючи (3), подiбно як при доведеннi теореми 1, отримуємо

⃒⃒⃒
𝑆
⃒⃒⃒
≤ 1

𝑟
|𝑛(𝑟)−∆𝑟𝜌 −∆1𝑟

𝜌1|+ 𝑟𝜌−1

𝑟∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1| 𝜌𝑡+ (𝜌− 1)𝑟

𝑡𝜌 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+

+𝑟𝜌
+∞∫︁
𝑟

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1| (𝜌+ 1)𝑡+ 𝜌𝑟

𝑡𝜌+1 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡 <
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< 𝜀𝑟𝜌2−1 + 𝜀𝑟𝜌2−1

1∫︁
0

𝑢𝜌2−𝜌 𝜌𝑢+ (𝜌− 1)

𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1
𝑑𝑢+

+𝜀𝑟𝜌2−1

+∞∫︁
1

𝑢𝜌2−𝜌−1 (𝜌+ 1)𝑢+ 𝜌

𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1
𝑑𝑢 ≤ 𝑜(𝑟𝜌2−1)

sin(𝜙/2)
, 𝑟 → +∞. (12)

Крiм того, ([21: 21; 22: 371])

𝑟𝜌−1𝑒𝑖𝜙(𝜌−1)

𝑟∫︁
0

(∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1)
𝜌𝑡− (𝜌− 1)𝑟𝑒𝑖𝜙

𝑡𝜌(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡+

+𝑟𝜌𝑒𝑖𝜙𝜌
+∞∫︁
𝑟

(∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1)

(𝜌+ 1)𝑡− 𝜌𝑟𝑒𝑖𝜙

𝑡𝜌+1(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡+ (∆𝑟𝜌−1 +∆1𝑟

𝜌1−1)𝑒𝑖𝜙(𝜌−1) =

= −∆𝜌𝑖(𝜙− 𝜋)𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙 −∆1𝜌1𝑖(𝜙− 𝜋)𝑟𝜌1−1𝑒𝑖(𝜌1−1)𝜙. (13)

Таким чином, з (11)–(13) отримуємо (10). Нехай тепер 𝑝 = 𝜌 − 1. Тодi ([21: 21;
22: 373])

𝐹 (𝑧) = −𝑧𝜌−1
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 −

𝑛(𝑟)

𝑟

(︁𝑧
𝑟

)︁𝜌−1

−

−𝑧𝜌−1

𝑟∫︁
0

𝑛(𝑡)
𝜌𝑡− (𝜌− 1)𝑧

𝑡𝜌(𝑧 − 𝑡)2
𝑑𝑡− 𝑧𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)
(𝜌+ 1)𝑡− 𝜌𝑧
𝑡𝜌+1(𝑧 − 𝑡)2

𝑑𝑡.

Оскiльки в даному випадку
∞∑︀
𝑛=1

𝜆−𝜌
𝑛 < +∞, то (див. [5; 7–10; 20])

𝑛(𝑡) = ∆1𝑡
𝜌1 + 𝑜(𝑡𝜌2), 𝑡→ +∞.

Тому

−𝑧𝜌−1
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 = −𝑧𝜌−1

+∞∫︁
𝑟

𝑑𝑛(𝑡)

𝑡𝜌
= −𝑧𝜌−1

⎛⎝𝑡−𝜌𝑛(𝑡)
⃒⃒+∞
𝑟

+ 𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑡−𝜌−1𝑛(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ =

= 𝑧𝜌−1𝑛(𝑟)

𝑟𝜌
− 𝜌𝑧𝜌−1

+∞∫︁
𝑟

𝑡−𝜌−1𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =

= 𝑧𝜌−1(∆1𝑟
𝜌1−𝜌 + 𝑜(𝑟𝜌2−𝜌))− 𝜌𝑧𝜌−1

+∞∫︁
𝑟

(∆1𝑡
𝜌1−𝜌−1 + 𝑜(𝑡𝜌2−𝜌−1))𝑑𝑡 =

=
∆1𝜌1
𝜌1 − 𝜌

𝑟𝜌1−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙 +
𝑜(𝑟𝜌2−1)

sin(𝜙/2)
, 𝑟 → +∞.

Отже, як i вище виконується (10). Теорему 2 доведено.
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Зауваження 1. Теореми 1–2 можна узагальнити на випадок цiлих фун-
кцiй додатного порядку з нулями на скiнченнiй системi променiв.

Теорема 3. Нехай ∆ ∈ (0;+∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌1 ∈ (0; 𝜌),
𝜌2 ∈ (0; 𝜌1) i для канонiчного добутку (1) iснує така послiдовнiсть (𝑟𝑘),
0 < 𝑟𝑘 ↑ +∞, що

𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟
𝜌
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ), 𝑟𝜌1𝑘+1 − 𝑟

𝜌1
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ), 𝑘 → +∞, (14)

i

𝐹 (𝑟𝑘𝑒
𝑖𝜙) =

∆𝜋𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝑖𝜋𝜌𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙𝑟𝜌−1

𝑘 +
∆1𝜋𝜌1
sin 𝜋𝜌1

𝑒−𝑖𝜋𝜌1𝑒𝑖(𝜌1−1)𝜙𝑟𝜌1−1
𝑘 +𝑜(𝑟𝜌2−1

𝑘 ), 𝑘 → +∞,

рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]. Тодi виконується (3).

Доведення. Оскiльки [26: 1011]

𝑛(𝑟) =
𝑟

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)𝑒𝑖𝜙𝑑𝜙, 𝑟 = 𝑟𝑘 ̸= 𝜆𝑛,

то при 𝑘 → +∞

𝑛(𝑟𝑘) =
𝑟𝑘
2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝐹 (𝑟𝑘𝑒
𝑖𝜙)𝑒𝑖𝜙𝑑𝜙 =

=
𝑟𝑘
2𝜋

2𝜋∫︁
0

(︂
∆𝜋𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝑖𝜋𝜌𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1

𝑘 +
∆1𝜋𝜌1
sin 𝜋𝜌1

𝑒−𝑖𝜋𝜌1𝑒(𝜌1−1)𝜙𝑖𝑟𝜌1−1
𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌2−1

𝑘 )

)︂
𝑒𝑖𝜙𝑑𝜙 =

=
∆𝜌𝑟𝜌𝑘
2 sin𝜋𝜌

2𝜋∫︁
0

𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑑𝜙+
∆1𝜌1𝑟

𝜌1
𝑘

2 sin𝜋𝜌1

2𝜋∫︁
0

𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)𝑑𝜙+ 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ) =

=
∆𝑟𝜌𝑘
sin 𝜋𝜌

𝑒𝑖𝜋𝜌 − 𝑒−𝑖𝜋𝜌

2𝑖
+

∆1𝑟
𝜌1
𝑘

sin 𝜋𝜌1

𝑒𝑖𝜋𝜌1 − 𝑒−𝑖𝜋𝜌1

2𝑖
+ 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ) = ∆𝑟𝜌𝑘 +∆1𝑟

𝜌1
𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ).

Для кожного 𝑟 > 𝑟1 iснує 𝑘 таке, що 𝑟𝑘 ≤ 𝑟 < 𝑟𝑘+1. Оскiльки 𝑛(𝑟) є неспадною
функцiєю, то за умовою (14), при 𝑟 → +∞ отримуємо

𝑛(𝑟) ≤ 𝑛(𝑟𝑘+1) = ∆𝑟𝜌𝑘+1 +∆1𝑟
𝜌1
𝑘+1 + 𝑜(𝑟𝜌2𝑘+1) =

= ∆
(︀
𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟

𝜌
𝑘

)︀
+∆𝑟𝜌𝑘 +∆1

(︀
𝑟𝜌1𝑘+1 − 𝑟

𝜌1
𝑘

)︀
+∆1𝑟

𝜌1
𝑘 + 𝑜

(︂(︂
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘

)︂𝜌2

𝑟𝜌2𝑘

)︂
=

= ∆𝑟𝜌𝑘 +∆1𝑟
𝜌1
𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ) ≤ ∆𝑟𝜌 +∆1𝑟

𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌2).

З iншого боку, за умови (14), при 𝑟 → +∞

𝑛(𝑟) ≥ 𝑛(𝑟𝑘) = ∆𝑟𝜌𝑘 +∆1𝑟
𝜌1
𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ) =

= ∆
(︀
𝑟𝜌𝑘 − 𝑟

𝜌
𝑘+1

)︀
+∆𝑟𝜌𝑘+1 +∆1

(︀
𝑟𝜌1𝑘 − 𝑟

𝜌1
𝑘+1

)︀
+∆1𝑟

𝜌1
𝑘+1 + 𝑜

(︂(︂
𝑟𝑘
𝑟𝑘+1

)︂𝜌2

𝑟𝜌2𝑘+1

)︂
≥

≥ ∆𝑟𝜌𝑘+1 +∆1𝑟
𝜌1
𝑘+1 + 𝑜(𝑟𝜌2𝑘+1) ≥ ∆𝑟𝜌 +∆1𝑟

𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌2).

З обох останнiх нерiвностей випливає (3). Теорему 3 доведено.
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3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй статтi
знайдено новi двочленнi асимптотичнi формули для логарифмiчної похiдної цi-
лої функцiї скiнченного порядку, визначеної канонiчним добутком Вейєрштра-
сcа, за умови покращеної двочленної асимптотики лiчильної функцiї її нулiв
на додатному променi (див. теореми 1 i 2). Крiм того, вивчено зв’язок мiж по-
кращеним регулярним зростанням на деякiй послiдовностi кiл логарифмiчної
похiдної канонiчного добутку нецiлого порядку та покращеним розподiлом його
нулiв на променi в термiнах двочленної асимптотики (теорема 3).

Отриманi результати доповнюють результати робiт [3–24]. Вони можуть бу-
ти використанi для вивчення асимптотичної поведiнки похiдних вiд логарифмi-
чної похiдної цiлих функцiй покращеного регулярного зростання, а також при
дослiдженнi базисiв i розв’язуваннi деяких iнтерполяцiйних задач в просторах
аналiтичних функцiй [1, 2].

Конфлiкт iнтересiв

Автори заявляють, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдже-
ння, включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який
мiг би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй
статтi.

Фiнансування

Дослiдження було проведено без фiнансової пiдтримки.

Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в цифровiй або графiчнiй формi в основному текстi руко-
пису.

Використання штучного iнтелекту

Автори пiдтверджують, що при створеннi даної роботи вони не використо-
вували технологiї штучного iнтелекту.
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Khats’ R. V., Yarmoshyk V. P. The two-term asymptotics of the logarithmic
derivative of a canonical product with improved distribution of zeros.

We investigate the connection between the regularity of the growth of the logarithmic
derivative of an entire function of finite order and the improved distribution of its zeros on
a positive ray in terms of the two-term asymptotics. In particular, for an entire function
𝑓 of order 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N defined by the Weierstrass canonical product of genus 𝑝, the
asymptotic relation of the form⃒⃒
𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝜙)/𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)−𝐻(𝜙;Δ; 𝜌)𝑟𝜌−1 −𝐻1(𝜙; Δ1; 𝜌1)𝑟

𝜌1−1
⃒⃒
sin(𝜙/2) = 𝑜(𝑟𝜌2−1), 𝑟 → +∞,

holds uniformly in 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) under the improved two-term asymptotics of a counting
function of its zeros

𝑛(𝑡) = Δ𝑡𝜌 +Δ1𝑡
𝜌1 + 𝑜(𝑡𝜌2),

as 𝑡 → +∞, where Δ ∈ (0;+∞), Δ1 ∈ R, 𝑝 = [𝜌] < 𝜌2 < 𝜌1 < 𝜌 < 𝑝 + 1, 𝐻(𝜙; Δ; 𝜌) ∈
𝐿1(0; 2𝜋) and 𝐻1(𝜙; Δ1; 𝜌1) ∈ 𝐿1(0; 2𝜋).

Keywords: canonical product, logarithmic derivative, two-term asymptotics, entire func-
tion of completely regular growth, improved distribution of zeros.
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