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ДИНАМIЧНА ЗАДАЧА ДЛЯ ДВОШАРОВОГО СТИСЛИВОГО
НАПIВПРОСТОРУ З ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ

В рамках лiнеаризованої теорiї пружностi для тiл з початковими напруженнями
розглянута постановка та метод розв’язку просторової усталеної задачi про збуджен-
ня двошарового попередньо напруженого напiвпростору поверхневим навантаженням,
що рухається з сталою швидкiстю. Розглянута тривимiрна модель шаруватого сере-
довища «пластина i попередньо напружений напiвпростiр». Рiвняння руху пластини
записуються з врахуванням зсуву та iнерцiї обертання. Контакт мiж пластиною i на-
пiвпростором є нежорсткий. Фундаментальний розв’язок задачi отримано з допомо-
гою метода iнтегральних перетворень Фур’є.

Ключовi слова: початковi напруження; навантаження, що рухається з сталою швид-
кiстю; двошаровий пiвпростiр; стисливий матерiал.

1. Вступ. Проблема взаємодiї пластини з пружним пiвпростором у триви-
мiрнiй постановцi активно дослiджується з початку ХХ столiття. Фундамен-
тальнi результати у теорiї хвиль у пружних тiлах належать Дж. Ахенбаху [2],
К. Граффу [6] та Дж. Мiкловiцy [10], якi заклали основу для опису поверхне-
вих та об’ємних хвиль у пiвпросторi. Подальший розвиток контактних задач
i застосування теорiї пластин iз врахуванням зсуву започатковано у роботах
Е. Рейснера [12] та Р. Мiндлiна [11], а систематизований огляд таких моделей
наведено у монографiї Селвадурая [13].

Суттєвий прогрес у дослiдженнi тривимiрної взаємодiї пластини з пiвпро-
стором досягнуто в роботах Каузела [8], Апсела i Луко [9], де були сформованi
ефективнi методи iнтегральних перетворень Фур’є для багатошарових основ.
За останнi роки з’явилася низка робiт, присвячених впливу рухомих i високо-
швидкiсних навантажень, умов контакту та початкових напружень у шаруватих
середовищах [4, 5, 7, 14, 15 та iншi]. Цi дослiдження продемонстрували необхi-
днiсть точних 3D-моделей для коректного опису хвильових процесiв, зокрема в
транс- та надзвукових режимах.

Роздiл 1: Математика i статистика
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У данiй роботi розглянута просторова усталена задача про збурення дво-
шарового стисливого напiвпростору з початковими напруженнями рухомим по-
верхневим навантаженням.

Дослiдження були проведенi в рамках лiнеаризованої теорiї пружностi тiл з
початковими напруженнями [1]. У лiнеаризованiй теорiї пружностi для тiл з по-
чатковими напруженнями та деформацiями передбачається, що збуреному ста-
ну тiла передує деякий початковий стан з вiдмiнними вiд нуля напруженнями
та деформацiями. При цьому розглядаються лише малi додатковi напруження
(збурення) порiвняно з напруженнями у початковому станi. Така теорiя на вiд-
мiну вiд лiнiйної класичної теорiї пружностi найповнiше вiдбиває властивостi
реальних деформованих тiл.

Припускаємо, що рух верхнього шару може бути описаний системою рiвнянь
з теорiї пластин, що враховує вплив iнерцiї обертання та поперечного зсуву.

Пiдстилаючий пiвпростiр має початковi напруження i складається з стисли-
вого матерiалу з довiльним пружним потенцiалом. До вiльної межi шару при-
кладено навантаження, що рухається з сталою швидкiстю. Аналогiчна плоска
задача для двошарового стисливого пiвпростору розглянута в роботi [3].

2. Постановка задачi. Розглянемо шар товщиною 2ℎ, що лежить на пiв-
просторi. Вважаємо, що початковий напружено-деформований стан пiвпросто-
ру є однорiдним i визначається наступними компонентами вектора перемiщень
та тензора узагальнених напружень

𝑢0𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 (𝜆𝑖 + 1) 𝑥𝑖; 𝜎*0
𝑖𝑖 ̸= 0 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3) , (1)

де 𝜆𝑖 — подовження (𝜆𝑖 = const) вздовж осей лагранжової системи координат
𝑥𝑖, що збiгається у природному станi з декартовою системою координат.

Розглянемо початковий стан у виглядi

𝜆
{𝑠}
1 = 𝜆

{𝑠}
2 ̸= 𝜆

{𝑠}
3 ; 𝑆

{𝑠}11
0 = 𝑆

{𝑠}22
0 ̸= 𝑆

{𝑠}33
0 . (2)

Поряд iз лагранжовими координатами введемо декартовi координати 𝜉𝑖 по-
чаткового деформованого стану, пов’язанi з координатами 𝑥𝑖 спiввiдношеннями
𝜉𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖.

Координатна вiсь 𝜉3 спрямована перпендикулярно до поверхонь елементiв
двошарового пiвпростору углиб пiвпростору.

Шаруватий пiвпростiр вiднесено до декартової системи координат 𝜉𝑖 (𝑖 =
= 1, 2, 3), що вiдповiдає початковому деформованому стану. Координатна вiсь
𝜉3 спрямована перпендикулярно до поверхнi шаруватого пiвпростору вглиб пiв-
простору.

До вiльної межi шару прикладено навантаження, що рухається з сталою
швидкiстю v протягом великого промiжку часу i не залежить вiд координати 𝜉3.
Вiдносно системи координат, пов’язаної з цим навантаженням, iснує усталений
деформований стан. Якщо припустити, що навантаження рухається по прямiй,
що розташована пiд кутом 𝜑 до осi 𝜉1, то координати рухомої системи координат
визначаються спiввiдношеннями

𝑦1 = 𝜉1 − v cos𝜑 · 𝑡; 𝑦2 = 𝜉2 − v sin𝜑 · 𝑡; 𝑦3 = 𝜉3. (3)

Також припустимо, що напруження, що виникають за рахунок дiї наванта-
ження, значно менше початкових напружень. Зазначене припущення дозволяє
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застосовувати лiнеаризовану теорiю пружностi [1] для опису додаткового на-
пруженого стану, спричиненого дiєю навантаження.

З урахуванням (1) i (2) в координатах рухомої системи координат (3) рiвнян-
ня руху i компоненти напружено-деформованого стану стисливого пiвпростору
можна записати в загальному виглядi наступним чином:
рiвняння руху (︂

𝐴
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝜁21

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
Ψ = 0;{︂(︂

𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝜁22

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂(︂
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝜁23

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
− (4)

−
[︂
𝐵̃

(︂
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
+ 𝐶

𝜕2

𝜕𝑦23

]︂
𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝐷̃

𝜕4

𝜕𝑦41

}︂
𝜒{𝑠} = 0;

перемiщення

𝑢1 =
𝜕Ψ

𝜕𝑦2
− 𝜕2𝜒

𝜕𝑦1𝜕𝑦3
; 𝑢2 = −

𝜕Ψ

𝜕𝑦1
− 𝜕2𝜒

𝜕𝑦2𝜕𝑦3
;

𝑢3 =

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝛽3

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜒;

(5)

напруження

𝑄̃𝑖𝑖 = 𝑎̃
(1)
𝑖𝑖

𝜕2Ψ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+

(︂
𝑏̃
(1)
𝑖𝑖

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑏̃

(2)
𝑖𝑖

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝑏̃

(3)
𝑖𝑖

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦3
; 𝑖 = 1, 3;

𝑄̃𝑖𝑗 =

(︂
𝑎̃
(1)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑎̃

(2)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
Ψ− 𝑏̃(1)𝑖𝑗

𝜕3𝜒

𝜕𝑦1𝜕𝑦2𝜕𝑦3
; 𝑖, 𝑗 = 1, 2; (6)

𝑄̃𝑖𝑗 = 𝑎̃
(1)
𝑖𝑗

𝜕2Ψ

𝜕𝑦𝑘𝜕𝑦3
+

(︂
𝑏̃
(1)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑏̃

(2)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝑏̃

(3)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦𝑖
;

𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 3; 𝑘 ̸= 𝑗; 𝑘 ̸= 𝑖;

де коефiцiєнти 𝐴, 𝐵̃, 𝐶, 𝐷̃, 𝜁𝑗, 𝛽𝑗, 𝑎̃
(𝑚)
𝑖𝑗 , 𝑏̃(𝑚)

𝑖𝑗 у виразах (4)–(6) є функцiями параме-
трiв v, 𝜑, що характеризують навантаження, i параметрiв, що характеризують
матерiал елементiв шаруватого середовища 𝜔̃{𝑠}. У разi стисливого матерiалу
маємо

𝜉21 = 𝜔̃3113𝜔̃
−1
1221; 𝜉22,3 = 𝑐± (𝑐2 − 𝜔̃3113𝜔̃3333𝜔̃

−1
1331𝜔̃

−1
1111)

1
2 ;

2𝑐𝜔̃1111𝜔̃1331 = 𝜔̃1331𝜔̃3113 + 𝜔̃1111𝜔̃3333 − (𝜔̃1133 + 𝜔̃1313)
2;̃︀𝐴 = 𝜌𝜔̃−1

1221; ̃︀𝐵 = 𝜌−1 ̃︀𝐷−1 (𝜔̃1111 + 𝜔̃1331) ;̃︀𝐶 = 𝜌−1 ̃︀𝐷−1 (𝜔̃3333 + 𝜔̃3113) ; ̃︀𝐷 = 𝜌2𝜔̃−1
1111𝜔̃

−1
1331;

𝛽1 = 𝜌−1𝛽3𝜔̃1111; 𝛽2 = 𝜌−1𝛽3𝜔̃3113; 𝛽3 = 𝜌 (𝜔̃1133 + 𝜔̃1313)
−1 ;

𝑎
(1)
𝑖𝑖 = 𝜔̃𝑖𝑖11 − 𝜔̃𝑖𝑖22; 𝑏

(𝑘)
𝑖𝑖 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑖 𝜔̃1111 − 𝜔̃𝑖𝑖𝑘𝑘; 𝑘 = 1, 2; 𝑏

(3)
𝑖𝑖 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑖 𝜔̃3113;

𝑏
(4)
𝑖𝑖 = 𝜌𝜔̃𝑖𝑖33 (𝜔̃1133 + 𝜔̃1313)

−1 ; 𝑖 = 1, 2, 3;

𝑎
(1)
𝑖𝑗 = −𝜔̃𝑖𝑗21; 𝑎

(2)
𝑖𝑗 = 𝜔̃𝑖𝑗12; 𝑏

(1)
𝑖𝑗 = 𝜔̃𝑖𝑗12 + 𝜔̃𝑖𝑗21; 𝑖, 𝑗 = 1, 2;
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𝑎
(1)
𝑖𝑗 = 𝜔̃𝑖𝑗13; 𝑏

(1)
𝑖𝑗 = 𝑏

(2)
𝑖𝑗 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑗 𝜔̃1111; 𝑏

(3)
𝑖𝑗 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑗 𝜔̃3113;

𝑏
(4)
𝑖𝑗 = 𝜌𝜔̃𝑖𝑗31 (𝜔̃1133 + 𝜔̃1313)

−1 ; 𝑖, 𝑗 = 1, 3;

𝑎
(1)
𝑖𝑗 = −𝜔̃𝑖𝑗23; 𝑏

(1)
𝑖𝑗 = 𝑏

(2)
𝑖𝑗 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑗 𝜔̃1111; 𝑏

(3)
𝑖𝑗 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑗 𝜔̃3113 − 𝜔̃𝑖𝑗23;

𝑏
(4)
𝑖𝑗 = 𝜌𝜔̃𝑖𝑗23 (𝜔̃1133 + 𝜔̃1313)

−1 ; 𝑖, 𝑗 = 2, 3; 𝜌𝜆1𝜆2𝜆3 = 𝜌;

де 𝜌 — густина матерiалу пiвпростору у природному станi.
Припустимо, рух шару може бути описано системою рiвнянь з теорiї пла-

стин, що враховує вплив iнерцiї обертання i поперечного зсуву. Для пластини,
що знаходиться пiд впливом поперечних i тангенцiальних поверхневих сил, вiд-
повiднi рiвняння в системi координат (3) можуть бути записанi так

2𝐺1ℎ
2

3 (1− 𝜈)

[︂
(1− 𝜈)∇2Ψ1 + (1 + 𝜈)

𝜕Φ

𝜕𝑦1

]︂
+ 𝜏1−

− 𝜅G1

(︂
𝜕w

𝜕𝑦1
+Ψ1

)︂
=

2𝜌1ℎ
2

3
v2cos2𝜙

𝜕2Ψ1

𝜕𝑦21
;

2G1ℎ
2

3 (1− 𝜈)

[︂
(1− 𝜈)∇2Ψ2 + (1 + 𝜈)

𝜕Φ

𝜕𝑦2

]︂
+ 𝜏2−

− 𝜅G1

(︂
𝜕w

𝜕𝑦2
+Ψ2

)︂
=

2𝜌1ℎ
2

3
v2cos2𝜙

𝜕2Ψ2

𝜕𝑦21
;

𝜅G1ℎ(∇2 w+Φ) + 𝑞 = 2ℎ𝜌1v
2cos2𝜙

𝜕2w

𝜕𝑦21
+ 𝑃3𝛿 (𝑦1) 𝛿 (𝑦2) .

(7)

Тут

∇2 =
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22
; Φ =

𝜕Ψ1

𝜕𝑦1
+
𝜕Ψ2

𝜕𝑦2
;

𝜌1 — густина матерiалу пластини; 𝐺1 — модуль зсуву; 𝜈 — коефiцiєнт Пуа-
сона; 𝜅 — коефiцiєнт зсуву Тимошенко; Ψ1, i Ψ2 — повороти щодо осей 𝑦1 i 𝑦2; w
— перемiщення серединної поверхнi пластини; 𝜏1, 𝜏2, 𝑞 — дотичнi та нормальнi
навантаження, що дiють на поверхнi роздiлу пластини та пiвпростору; 𝑃3 —
нормальне навантаження на вiльнiй поверхнi пластини.

Розглянемо нежорсткий контакт мiж пластиною i пiвпростором при 𝑦3 = −ℎ:

𝑄̃31 = 0; 𝑄̃32 = 0; 𝑄̃33 = 𝑞; 𝜏1 = 0; 𝜏2 = 0; 𝑢3 = w. (8)

При викладених вище умовах маємо тривимiрну задачу, що полягає в спiль-
ному розв’язаннi рiвнянь руху (4) i (7) при граничних умовах (8) i умови зга-
сання на нескiнченностi.

Скористаємося рiвняннями (7) i (8) i спiввiдношеннями пружностi (5) i (6) i
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виразимо функцiї 𝑞, 𝜏1, 𝜏2 i w через фукцiї Ψ, 𝜒, Ψ1i Ψ2(︂
𝑎̃
(1)
31

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑎̃

(2)
31

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
Ψ− 𝑏̃(1)31

𝜕3𝜒

𝜕𝑦1𝜕𝑦2𝜕𝑦3
= 0;(︂

𝑎̃
(1)
32

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑎̃

(2)
32

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
Ψ− 𝑏̃(1)32

𝜕3𝜒

𝜕𝑦1𝜕𝑦2𝜕𝑦3
= 0;

𝜃1∇2Ψ1 + 𝜃2
𝜕Φ

𝜕𝑦1
− 𝜃3

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝛽3

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦1
− 𝜃3Ψ1 = 𝜃5

𝜕2Ψ1

𝜕𝑦21
;

𝜃1∇2Ψ2 + 𝜃2
𝜕Φ

𝜕𝑦2
− 𝜃3

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝛽3

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦2
− 𝜃3Ψ2 = 𝜃5

𝜕2Ψ2

𝜕𝑦21
;

𝜃4∇2

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝛽3

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜒+ 𝜃4Φ + 𝑎̃

(1)
33

𝜕2Ψ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+

+

(︂
𝑏̃
(1)
33

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑏̃

(2)
33

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝑏̃

(3)
33

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦3
=

=𝜃6

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝛽3

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕2𝜒

𝜕𝑦21
+ 𝑃3𝛿 (𝑦1) 𝛿 (𝑦2) .

(9)

Тут введено такi позначення

𝜃1 =
2

3
𝐺1ℎ

2; 𝜃2 = 𝜃1
1 + 𝜈

1− 𝜈
; 𝜃3 = 𝜅G1; 𝜃4 = 𝜃3ℎ;

𝜃5 =
2𝜌1ℎ

2

3
v2 cos2 𝜙; 𝜃6 = 2ℎ𝜌1v

2 cos2 𝜙.

Таким чином, задача про рух двошарового стисливого пiвпростору при дiї
рухомого навантаження зводиться до знаходження функцiй Ψ, 𝜒, Ψ1 i Ψ2 з
граничних умов (9).

3. Фундаментальний розв’язок задачi в областi зображень Фур’є.
Для вирiшення задачi скористаємося подвiйним перетворенням Фур’є за коор-
динатами 𝑦1 та 𝑦2. У просторi зображень Фур’є рiвняння руху (4) можна подати
у виглядi (︂

𝑑2

𝑑𝑦23
− 𝜇2

1

)︂
Ψ𝐹 = 0;

(︂
𝑑2

𝑑𝑦23
− 𝜇2

2

)︂(︂
𝑑2

𝑑𝑦23
− 𝜇2

3

)︂
𝜒𝐹 = 0; (10)

де
𝜇2
1 = 𝜁−2

1

(︁
𝑘21𝐴+ 𝑘22

)︁
; 𝜇2

2,3 = 𝐵1 ±
√︁
𝐵2

1 −𝐵2;

2𝐵1 = 𝜁−2
2 𝜁−2

3

[︁(︀
𝜁22 + 𝜁23

)︀ (︀
𝑘21 + 𝑘22

)︀
− 𝑘21𝐶

]︁
;

𝐵2 = 𝜁−2
2 𝜁−2

3

[︁(︀
𝑘21 + 𝑘22

)︀2
+ 𝑘21𝑘

2
2𝐵̃ + 𝑘41

(︁
𝐵̃ + 𝐷̃

)︁]︁
;

𝑘1, 𝑘2 — параметри подвiйного перетворення Фур’є.
Перетворена система граничних умов (9) має вигляд

−
(︁
𝑘21𝑎̃

(1)
31 + 𝑘22𝑎̃

(2)
31

)︁
Ψ𝐹 + 𝑘1𝑘2𝑏̃

(1)
31

𝑑𝜒𝐹

𝑑𝑦3
= 0;

−
(︁
𝑘21𝑎̃

(1)
32 + 𝑘22𝑎̃

(2)
32

)︁
Ψ𝐹 + 𝑘1𝑘2𝑏̃

(1)
32

𝑑𝜒𝐹

𝑑𝑦3
= 0;

(11)
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𝑖𝑘1𝜃3

(︂
𝑘21𝛽1 + 𝑘22𝛽2 − 𝛽3

𝑑2

𝑑𝑦23

)︂
𝜒𝐹−

−
[︀
𝑘21 (𝜃1 + 𝜃2 − 𝜃5) + 𝑘22𝜃1 + 𝜃3

]︀
Ψ𝐹

1 − 𝑘1𝑘2𝜃2Ψ𝐹
2 = 0;

𝑖𝑘2𝜃3

(︂
𝑘21𝛽1 + 𝑘22𝛽2 − 𝛽3

𝑑2

𝑑𝑦23

)︂
𝜒𝐹 − 𝑘1𝑘2𝜃2Ψ𝐹

1 −

−
[︀
𝑘21 (𝜃1 − 𝜃5) + 𝑘22 (𝜃1 + 𝜃2) + 𝜃3

]︀
Ψ𝐹

2 = 0;

−𝑘1𝑘2𝑎̃(1)33 Ψ
𝐹 +

{︂(︁
𝑘21𝛽1 + 𝑘22𝛽2

)︁ [︀
𝑘21 (𝜃4 − 𝜃6) + 𝑘22𝜃4

]︀
−
(︁
𝑘21 𝑏̃

(1)
33 + 𝑘22 𝑏̃

(2)
33

)︁ 𝑑

𝑑𝑦3
−

−
[︀
𝑘21 (𝜃4 − 𝜃6) + 𝑘22𝜃4

]︀
𝛽3

𝑑2

𝑑𝑦23
+ 𝑏̃

(3)
33

𝑑3

𝑑𝑦33

}︂
𝜒𝐹 + 𝑖𝑘1𝜃4Ψ

𝐹
1 + 𝑖𝑘2𝜃4Ψ

𝐹
2 = 𝑃 𝐹

3 .

Розв’язки перетворених рiвнянь (10) з урахуванням згасання на нескiнчен-
ностi шукатимемо у виглядi

Ψ𝐹 = 𝐶1e
𝛾1(𝑦3+ℎ); 𝜒𝐹 = 𝐶2e

𝛾2(𝑦3+ℎ) + [1− 𝛿𝜇2𝜇3 + 𝛿𝜇2𝜇3 (𝑦3 + ℎ)]𝐶3e
𝛾3(𝑦3+ℎ). (12)

Тут

𝛿𝜇2𝜇3 =

{︃
1, 𝜇2

2 = 𝜇2
3;

0, 𝜇2
2 ̸= 𝜇2

3;

𝛾𝑗 = 𝜎𝑗𝜇𝑗; 𝜎𝑗 ≡ 𝜎 = |𝜇𝑗| /𝜇𝑗, якщо 𝜇2
𝑗 > 0, 𝜎𝑗 = 𝑖, якщо 𝜇2

𝑗 < 0 i 𝛾𝑗 = 𝜎Re𝜇𝑗 −
− (−1)𝑗 𝑖 Im𝜇𝑗, якщо 𝜇2

𝑗 . приймає комплекснi значення.
Введемо замiну

̃︀𝐶𝑗 = 𝐶𝑗, 𝑗 = 1, 3; ̃︀𝐶𝑗+3 = 𝑖Ψ𝐹
𝑗 , 𝑗 = 1, 2. (13)

Пiдставляючи (12) i (13) у перетворену систему рiвнянь (11), отримуємо
систему алгебраїчних рiвнянь щодо невiдомих ̃︀𝐶𝑗, 𝑗 = 1, 5,

𝜁11 ̃︀𝐶1 + 𝜁21𝛾2 ̃︀𝐶2 + 𝜁21 [𝛿𝜇2𝜇3 + (1− 𝛿𝜇2𝜇3) 𝛾3] ̃︀𝐶3 = 0;

𝜁12 ̃︀𝐶1 + 𝜁22𝛾2 ̃︀𝐶2 + 𝜁22 [𝛿𝜇2𝜇3 + (1− 𝛿𝜇2𝜇3) 𝛾3] ̃︀𝐶3 = 0; (14)

𝜁31𝜁51 ̃︀𝐶2 + 𝜁51 [𝛿𝜇2𝜇3𝜍3 + (1− 𝛿𝜇2𝜇3) 𝜁32] ̃︀𝐶3 + 𝜁61 ̃︀𝐶4 + 𝜍4 ̃︀𝐶5 = 0;

𝜁31𝜁52 ̃︀𝐶2 + 𝜁52 [𝛿𝜇2𝜇3𝜍3 + (1− 𝛿𝜇2𝜇3) 𝜁32] ̃︀𝐶3 + 𝜍4 ̃︀𝐶4 + 𝜁62 ̃︀𝐶5 = 0;

𝜁9 ̃︀𝐶1 + 𝜁71 ̃︀𝐶2 + {−𝛿𝜇2𝜇3𝜁10 + (1− 𝛿𝜇2𝜇3) 𝜁72} ̃︀𝐶3 + 𝜁81 ̃︀𝐶4 + 𝜁82 ̃︀𝐶5 = 𝑃 𝐹
3 ;

де

𝜍1 = 𝑘21 (𝜃4 − 𝜃6) + 𝑘22𝜃4; 𝜍2 = 𝑘21 (𝜃1 − 𝜃5) + 𝑘22𝜃1 + 𝜃3; 𝜍3 = −2𝛾3𝛽3;

𝜍4 = 𝑘1𝑘2𝜃2; 𝜍5 = −𝑘1𝑘2𝑎̃(1)33 ; 𝜍6 = 𝜁42 − 2𝛾23 𝑏̃
(3)
33 − 𝜍1𝜍3;

𝜁1𝑗 = −
(︁
𝑘21𝑎̃

(1)
3𝑗 + 𝑘22𝑎̃

(2)
3𝑗

)︁
; 𝜁2𝑗 = 𝑘1𝑘2𝑏̃

(1)
3𝑗 ; 𝜁3𝑗 = 𝑘21𝛽1 + 𝑘22𝛽2 − 𝛾2𝑗+1𝛽3;

𝜁4𝑗 = 𝑘21 𝑏̃
(1)
33 + 𝑘22 𝑏̃

(2)
33 − 𝛾2𝑗+1𝑏̃

(3)
33 ; 𝜁5𝑗 = 𝑘𝑗𝜃3;

𝜁6𝑗 = 𝜍2 + 𝑘2𝑗 𝜃2; 𝜁7𝑗 = 𝜁3𝑗𝜍1 − 𝜁4𝑗𝛾1+𝑗; 𝜁8𝑗 = 𝑘𝑗𝜃4; 𝑗 = 1, 2.
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Таким чином, розв’язання задачi про рух багатошарового пружного напiв-
простору з початковими напруженнями пiд впливом рухомого навантаження в
областi зображень Фур’є зводиться до розв’язання системи алгебраїчних рiв-
нянь (14) щодо невiдомих ̃︀𝐶𝑗, 𝑗 = 1, 5.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi в рам-
ках тривимiрної лiнеаризованої теорiї пружностi для тiл з початковими напру-
женнями розглянута постановка i метод розв’язання просторової динамiчної
задачi про збурення двошарового попередньо напруженого пiвпростору поверх-
невим навантаженням, що рухається з сталою швидкiстю. У просторi зобра-
жень Фур’є у загальному виглядi отримано розв’язок задачi. Для отримання
оригiналiв трансформант вiдповiдних компонентiв напружено деформованого
стану слiд скористатися зворотним перетворенням Фур’є. Отриманi результа-
ти можуть бути використанi при дослiдженнi напружено деформованого стану
елементiв шаруватих конструкцiй.
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Within the bounds of linearized theory of elasticity for bodies with initial stresses a non-
planar problem and the method for solution of the perturbation of moving with a constant
speed of the surface load of two-layered pre-stressed half-space is considered. The three-
dimensional model of the layered medium “a plate and pre-stressed half-space” is considered.
Equations of plate motion are written down taking into consideration of shift and rotary
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a plate and a half-space is non-rigid. The surface load is point and moves rectilinearly.
The fundamental solution of the problem is obtained using the Fourier integral method.
The solution is presented in a general view for the equal and unequal roots of characteristic
equation and different speeds of superficial loading movement. The form of elastic potential
The shape of the elastic potential takes the general form and should be specified only
under the numerical calculations. Obtained results can be used to investigate the mode of
deformation of the elements of layered structures which are exposed to the moving loads.

Keywords: initial tensions; moving with permanent speed load; two-layered half-space;
compressible material.
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