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НАБЛИЖЕНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI
БУЛЕВОГО ПРОГРАМУВАННЯ. ОЗНАКА ОПТИМАЛЬНОСТI

НАБЛИЖЕНОГО РОЗВ’ЯЗКУ

У статтi розглядається математична модель задачi булевого програмування для
випадкiв, коли всi коефiцiєнти цiльової функцiї та обмежень є додатними величи-
нами. Оскiльки точнi класичнi алгоритми вимагають значного обсягу роботи, для
розв’язання задачi пропонується iтеративний наближений метод. Алгоритм поетапно
формує частковi рiшення з одночасною оцiнкою цiльової функцiї та вiдсiканням без-
перспективних варiантiв, що дає змогу зменшити кiлькiсть необхiдних обчислень. На-
ближений розв’язок не завжди є оптимальним, тому в статтi наводиться достатня
умова, при виконаннi якої його можна оптимiзувати.

Ключовi слова: булеве програмування, математична модель, алгоритм наближеного
методу, достатня умова оптимальностi.

1. Вступ. Булеве програмування є важливим класом задач з дискретного про-
грамування [1; 2, с. 215; 3, с. 205], до якого належать численнi задачi дослiджен-
ня операцiй, такi як: розмiщення виробництва, про призначення, фiнансування
iнвестицiйних проектiв, фiнансування видiв дiяльностi пiдприємства та iншi.
Для розв’язування можна використовувати як класичнi методи, такi як метод
гiлок та меж, так i спецiалiзованi, наприклад, адитивний алгоритм Балаша [4]
та його модифiкацiю [5], якi дають можливiсть будувати двiйкове дерево рiшень
з ефективним вiдсiканням нерентабельних варiантiв. Оскiльки данi алгоритми
вимагають великого обсягу роботи, то нами в роботi [6] запропоновано алгоритм
вiдшукання наближеного розв’язку задачi. В статтi пропонується достатня умо-
ва оптимальностi наближеного розв’язку.

Розглянемо математичну модель задачi булевого програмування

𝐿 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑥𝑖 → max

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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за умов:
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑗,𝑖𝑥𝑖 ≤ 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

𝑥𝑖 =

{︃
0

1
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚,

де 𝑚 — кiлькiсть операцiй; 𝑛 — кiлькiсть рiзних ресурсiв, що використовуються
для виконання операцiй; 𝑎𝑗,𝑖 — кiлькiсть одиниць 𝑗-го ресурсу, необхiдних для
виконання 𝑖-ої операцiї; 𝑝𝑖 — прибуток вiд виконання 𝑖-тої операцiї; 𝑏𝑗 — запас
𝑗-го ресурсу;

𝑥𝑖 =

{︃
1, якщо виконується 𝑖-та операцiя;
0, в протилежному випадку.

2. Алгоритм наближеного методу. Нехай 𝑀 = ∅.
Перший крок:

Знаходимо
max
1≤𝑖≤𝑚

𝑝𝑖.

Нехай
max
1≤𝑖≤𝑚

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖1 .

Покладаємо
𝑥𝑖1 = 1, 𝑆𝑗,𝑖1 = 𝑎𝑗,𝑖1 для всiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

𝑖1 вiдносимо до множини 𝑀.

Другий крок:
Знаходимо

max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖.

Нехай
max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖2 .

Визначаємо

𝑥𝑖2 =

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,𝑖1 + 𝑎𝑗,𝑖2 ≤ 𝑏𝑗 для всiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, в протилежному випадку.

Покладаємо

𝑆𝑗,𝑖2 =

{︃
𝑆𝑗,𝑖1 + 𝑎𝑗,𝑖2 , якщо 𝑥𝑖2 = 1;

𝑆𝑗,𝑖1 , якщо 𝑥𝑖2 = 0.

𝑖2 вiдносимо до множини 𝑀.

Третiй крок:
Знаходимо

max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖.

Нехай
max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖3 .
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Визначаємо

𝑥𝑖3 =

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,𝑖2 + 𝑎𝑗,𝑖3 ≤ 𝑏𝑗 для всiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, в протилежному випадку.

Покладаємо

𝑆𝑗,𝑖3 =

{︃
𝑆𝑗,𝑖2 + 𝑎𝑗,𝑖3 , якщо 𝑥𝑖3 = 1;

𝑆𝑗,𝑖2 , якщо 𝑥𝑖3 = 0.

𝑖3 вiдносимо до множини 𝑀.

I так далi . . .
Припустимо, що на 𝑘-му кроцi (𝑘 = 4, 5, . . . ,𝑚− 1), 𝑀 = {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘−1} та

max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖𝑘 .

Визначаємо

𝑥𝑖𝑘 =

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,𝑖𝑘−1

+ 𝑎𝑗,𝑖𝑘 ≤ 𝑏𝑗 для всiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, в протилежному випадку

i покладаємо

𝑆𝑗,𝑖𝑘 =

{︃
𝑆𝑗,𝑖𝑘−1

+ 𝑎𝑗,𝑖𝑘 , якщо 𝑥𝑖𝑘 = 1;

𝑆𝑗,𝑖𝑘−1
, якщо 𝑥𝑖𝑘 = 0,

𝑖𝑘 вiдносимо до множини 𝑀.

Тодi на (𝑘 + 1)-му кроцi визначаємо

𝑥𝑖𝑘+1
=

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,𝑖𝑘 + 𝑎𝑗,𝑖𝑘+1

≤ 𝑏𝑗 для всiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, в протилежному випадку

i покладаємо

𝑆𝑗,𝑖𝑘+1
=

{︃
𝑆𝑗,𝑖𝑘 + 𝑎𝑗,𝑖𝑘+1

, якщо 𝑥𝑖𝑘+1
= 1;

𝑆𝑗,𝑖𝑘 , якщо 𝑥𝑖𝑘+1
= 0.

𝑖𝑘+1 вiдносимо до множини 𝑀.

При 𝑘 + 1 = 𝑚 одержуємо

𝑥𝑖𝑚 =

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,𝑖𝑚−1 + 𝑎𝑗,𝑖𝑚 ≤ 𝑏𝑗 для всiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, в протилежному випадку.

Через 𝑚 крокiв буде знайдено наближене значення розв’язку та значення цi-
льової функцiї для нього.

Приклад 1. Розглянемо задачу оптимального фiнансування iнвестицiй-
них проєктiв, де цiльова функцiя має вигляд:

𝐿 = 14𝑥1 + 22𝑥2 + 13𝑥3 + 19𝑥4 + 10𝑥5 + 17𝑥6 + 25𝑥7 + 18𝑥8 → max

за умов: {︃
3𝑥1 + 5𝑥2 + 2𝑥3 + 4𝑥4 + 3𝑥5 + 6𝑥6 + 7𝑥7 + 2𝑥8 ≤ 25,

2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 + 4𝑥4 + 2𝑥5 + 5𝑥6 + 6𝑥7 + 4𝑥8 ≤ 20;

𝑥𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑖 = 1, . . . , 8.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Нехай 𝑀 = ∅.
Перший крок:
Шукаємо max

1≤𝑖≤𝑚
𝑝𝑖.

Нехай
max
1≤𝑖≤𝑚

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖1 = 25, 𝑖1 = 7.

Покладаємо

𝑥𝑖1 = 1, 𝑆𝑖1𝑗 = 𝑎𝑖1𝑗 = 𝑎7𝑗 =

{︃
7

6
, 𝑖1 = 7 вiдносимо до множини 𝑀,

𝑀 = {7} .

Другий крок:
Шукаємо max

𝑖/∈𝑀
𝑝𝑖.

Нехай
max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖2 = 22, 𝑖2 = 2.

Оскiльки 7 + 5 = 12 ≤ 25 i 6 + 3 = 9 ≤ 20, то 𝑥𝑖2 = 1.
Покладаємо

𝑆𝑖2𝑗 =

{︃
12,

9.

𝑖2 вiдносимо до множини 𝑀,

𝑀 = {7, 2} .

Третiй крок:
Шукаємо max

𝑖/∈𝑀
𝑝𝑖.

Нехай
max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖3 = 19, 𝑖3 = 4.

Оскiльки 12 + 4 = 16 ≤ 25 i 9 + 4 = 13 ≤ 20, то 𝑥𝑖3 = 1.
Покладаємо

𝑆𝑖3𝑗 =

{︃
16,

13.

𝑖3 вiдносимо до множини 𝑀,

𝑀 = {7, 2, 4} .

Четвертий крок:
Шукаємо max

𝑖/∈𝑀
𝑝𝑖.

Нехай
max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖4 = 18, 𝑖4 = 8.

Оскiльки 16 + 2 = 18 ≤ 25 i 13 + 4 = 17 ≤ 20, то 𝑥𝑖4 = 1.
Покладаємо

𝑆𝑖4𝑗 =

{︃
18,

17.
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𝑖4 вiдносимо до множини 𝑀,

𝑀 = {7, 2, 4, 8} .

П’ятий крок:
Шукаємо max

𝑖/∈𝑀
𝑝𝑖.

Нехай
max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖5 = 17, 𝑖5 = 6.

Оскiльки 18 + 6 = 24 ≤ 25 i 17 + 5 = 22 > 20, то 𝑥𝑖5 = 0.
Покладаємо

𝑆𝑖5𝑗 =

{︃
18,

17.

𝑖5 вiдносимо до множини 𝑀,

𝑀 = {7, 2, 4, 8, 6} .

Шостий крок:
Шукаємо max

𝑖/∈𝑀
𝑝𝑖.

Нехай
max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖6 = 14, 𝑖6 = 1.

Оскiльки 18 + 3 = 21 ≤ 25 i 17 + 2 = 19 ≤ 20, то 𝑥𝑖6 = 1.
Покладаємо

𝑆𝑖6𝑗 =

{︃
21,

19.

𝑖6 вiдносимо до множини 𝑀,

𝑀 = {7, 2, 4, 8, 6, 1} .

Сьомий крок:
Шукаємо max

𝑖/∈𝑀
𝑝𝑖.

Нехай
max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖7 = 13, 𝑖7 = 3.

Оскiльки 21 + 2 = 23 ≤ 25 i 19 + 4 = 23 > 20, то 𝑥𝑖7 = 0.
Покладаємо

𝑆𝑖7𝑗 =

{︃
21,

19.

𝑖7 вiдносимо до множини 𝑀,

𝑀 = {7, 2, 4, 8, 6, 1, 3} .

Восьмий крок:
Шукаємо max

𝑖/∈𝑀
𝑝𝑖.

Нехай
max
𝑖/∈𝑀

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖8 = 10, 𝑖8 = 5.

Оскiльки 21 + 3 = 24 ≤ 25 i 19 + 2 = 21 > 20, то 𝑥𝑖8 = 0.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



НАБЛИЖЕНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI БУЛЕВОГО . . . 297

Отже,
𝑀 = {7, 2, 4, 8, 6, 1, 3, 5} ,

𝑋 = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1),

𝐿 = 14 + 22 + 19 + 25 + 18 = 98.

Для оптимiзацiї наближеного розв’язку можна використати наступну теорему.
Нехай 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) наближений розв’язок задачi булевого програму-

вання i 𝑀 = (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘), де 𝑖𝑠 = 1, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑘. Покладемо
𝑁 = {1, 2, . . . ,𝑚} ∖𝑀 .

Теорема 1. Для того, щоб наближений розв’язок був оптимальним до-
сить щоб не iснувало таких двох iндексiв 𝑟 i 𝑙 ∈ 𝑁 та iндексу 𝑖𝑠 ∈𝑀 для яких
виконуються умови

𝑎𝑗,𝑖𝑠 − 1 ≤ 𝑎𝑗,𝑟 + 𝑎𝑗,𝑙 ≤ 𝑎𝑗,𝑖𝑠 ; 𝑗 = 1, 2, . . . , (1)

та
𝑝𝑟 + 𝑝𝑙 > 𝑝𝑖𝑠 . (2)

Доведення. Припустимо, що iснують такi два iндекси 𝑟 i 𝑙 ∈ 𝑁 та iндекс
𝑖𝑠 ∈𝑀 , i виконуються умови (1), (2). Оскiльки виконується умова (1), то замiсть
𝑎𝑗,𝑖𝑠 можна використати 𝑎𝑗,𝑟+𝑎𝑗,𝑙, при цьому умови задачi будуть виконуватися.

Згiдно умови (2) замiсть 𝑝𝑖𝑠 у вираз для значення цiльової функцiї можна
пiдставити 𝑝𝑟+𝑝𝑙. В результатi значення цiльової функцiї збiльшиться. Це озна-
чає, що наближений розв’язок не є оптимальним.

Найбiльш ефективним використанням теореми є у випадку коли кiлькiсть
обмежень у булевiй задачi є не бiльша за два. В даному випадку можна побу-
дувати алгоритм оптимiзацiї наближеного розв’язку. Наближений розв’язок в
прикладi 1 виявився оптимальним.

Приклад 2. Нехай задача булевого програмування має вигляд:

𝐿 = 15𝑥1 + 22𝑥2 + 13𝑥3 + 19𝑥4 + 14𝑥5 + 17𝑥6 + 25𝑥7 + 18𝑥8 → max

за умов: {︃
4𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 + 4𝑥4 + 3𝑥5 + 6𝑥6 + 5𝑥7 + 2𝑥8 ≤ 25,

3𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 3𝑥4 + 3𝑥5 + 7𝑥6 + 2𝑥7 + 3𝑥8 ≤ 20;

𝑥𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑖 = 1, 2, . . . , 8.

Використовуючи алгоритм наближеного методу знайдено наближений розв’я-
зок 𝑋 = (1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1), для якого 𝐿 = 116, вiн не є оптимальним, однак
його можна оптимiзувати.

Оскiльки 𝑎𝑗,3 + 𝑎𝑗,5 =

{︃
5,

6,
< 𝑎𝑗,6 =

{︃
6,

7,
та 𝑝3 + 𝑝5 > 𝑝6, то 𝑥3 = 1, 𝑥5 = 1,

𝑥6 = 0. Тому 𝑋𝑜𝑝𝑡 = (1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1), для якого 𝐿𝑜𝑝𝑡=126.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2026, том 49, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



298 Г. Г. ЦЕГЕЛИК, М. I. ГЛЕБЕНА, М. Г. ЦЕГЕЛИК

Приклад 3.

𝐿 = 20𝑥1 + 10𝑥2 + 40𝑥3 + 30𝑥4 + 35𝑥5 → max

за умов: {︃
3𝑥1 + 2𝑥2 + 8𝑥3 + 3𝑥4 + 5𝑥5 ≤ 14,

2𝑥1 + 𝑥2 + 9𝑥3 + 4𝑥4 + 6𝑥5 ≤ 18,

𝑥𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑖 = 1, . . . , 5.

Використовуючи алгоритм наближеного методу одержимо наближений
розв’язок 𝑋 = (0, 0, 1, 0, 1), для якого 𝐿 = 75, вiн не є оптимальним, бу-
демо його оптимiзувати.

Оскiльки 𝑎𝑗,2 + 𝑎𝑗,4 =

{︃
5,

5,
< 𝑎𝑗,5 =

{︃
5,

6,
та 10 + 30 > 35, то 𝑥2 = 1, 𝑥4 = 1,

𝑥5 = 0. Тому покращений наближений розв’язок 𝑋 = (0, 1, 1, 1, 0), для якого
𝐿 = 80.

Оскiльки 𝑎𝑗,1+𝑎𝑗,5 =

{︃
8,

8,
𝑎𝑗,3 =

{︃
8,

9,
та 20+35 > 40, то 𝑥1 = 1, 𝑥5 = 1, 𝑥3 = 0.

Отримали оптимальний розв’язок 𝑋𝑜𝑝𝑡 = (1, 1, 0, 1, 1), для якого 𝐿𝑜𝑝𝑡 = 95.
3. Висновки. У статтi розглянуто метод наближеного розв’язування задачi

булевого програмування в випадку коли коефiцiєнти цiльової функцiї та обме-
жень є додатними. Приводиться достатня умова при виконаннi якої наближений
розв’язок буде оптимальним. Наведенi приклади пiдтверджують ефективнiсть
теореми у випадку коли кiлькiсть обмежень не бiльше два.
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Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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