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ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗКIВ АБСТРАКТНИХ
СТОХАСТИЧНИХ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ

Для розв’язкiв абстрактного стохастичного рiвняння в некритичному випадку вста-
новлено зв’язок граничної поведiнки сум елементiв розв’язку рiвняння з сумами еле-
ментiв вхiдної послiдовностi. Отримано низку граничних результатiв для поведiнки
сум компонент розв’язку за умови вiдомої граничної поведiнки компонент вхiдної по-
слiдовностi.

Ключовi слова: стохастичне рiзницеве рiвняння, випадковий процес, банахiв про-
стiр, граничнi теореми, посилений закон великих чисел, закон повторного логарифма.

1. Вступ. В роботi розглядається випадок стохастичного рiзницевого рiвня-
ння з двома операторними коефiцiєнтами у випадку, коли виконуються умови
iснування та єдиностi обмеженого розв’язку [1]. Мета роботи полягає в уза-
гальненнi результату Коваля [2] та отриманнi посиленого закону великих чисел
та закону повторного логарифма для характеристики граничної поведiнки сум
розв’язкiв вiдповiдного стохастичного рiзницевого рiвняння. Подiбнi питання
дослiджувалися при бiльш жорстких обмеженнях в [3], [4]. В статтi [2] було
розглянуто рiвняння з одним, проте змiнним операторним коефiцiєнтом.

2. Основний результат. Нехай 𝐵 – комплексний банахiв простiр, ‖ · ‖ –
норма в 𝐵 i 𝐿(𝐵) – простiр всiх лiнiйних обмежених операторiв, що дiють з 𝐵
в 𝐵, 𝑂 – нульовий оператор, 𝐼 – одиничний оператор в 𝐿(𝐵).

Розглянемо стохастичне рiзницеве рiвняння

𝑋𝑛 = 𝐴1𝑋𝑛−1 + 𝐴2𝑋𝑛−2 + 𝑌𝑛, 𝑛 ≥ 1, (1)

з початковими умовами 𝑋0 та 𝑋−1, якi є деякими випадковими величинами зi
значеннями в 𝐵, та послiдовнiстю {𝑌𝑛 : 𝑛 ≥ 1} ⊂ 𝐵, елементи якої також є
випадковими величинами зi значеннями в 𝐵.
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Використаємо умови, за яких для довiльної обмеженої за нормою послiдов-
ностi {𝑌𝑛 : 𝑛 ≥ 1} ⊂ 𝐵 та довiльних початкових умов {𝑋0, 𝑋−1} ⊂ 𝐵 розв’язок
{𝑋𝑛 : 𝑛 ≥ 1} ⊂ 𝐵 рiвняння (1) буде обмеженим за нормою. Необхiдною та
достатньою умовою такої обмеженостi розв’язку є умова [1]

∀𝑧 ∈ C, |𝑧| ≤ 1, ∃(𝑧2𝐼 − 𝐴1𝑧 − 𝐴2)
−1 ∈ 𝐿(𝐵). (2)

Ця ж умова виявляється корисною i для оцiнки розв’язкiв у недетермiнова-
ному випадку.

Теорема 1. Нехай виконуються наступнi умови:

1) послiдовнiсть {𝑐𝑛 : 𝑛 ≥ 1} ⊂ R+ незростаюча i збiгається до нуля;
2) послiдовнiсть {𝑌𝑛 : 𝑛 ≥ 1} ⊂ 𝐵 обмежена за нормою майже напевно;

3) sup
𝑛
𝑐𝑛

⃦⃦⃦⃦
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑌𝑘

⃦⃦⃦⃦
<∞ майже напевно;

4) справджується умова (2).

Тодi

lim
𝑛→∞

𝑐𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 − (𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)
−1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ = 0

майже напевно.

Доведення. Введемо позначення:

𝑍𝑛 =

(︂
𝑋𝑛

𝑋𝑛−1

)︂
, 𝑉𝑛 =

(︂
𝑌𝑛
0

)︂
, 𝐴 =

(︂
𝐴1 𝐴2

𝐼 0

)︂
,

де матричний оператор визначений в 𝐵2 з нормою

‖(𝑋1, 𝑋2)‖ =

√︁
‖𝑋1‖2 + ‖𝑋2‖2.

Тодi рiвняння (1) набуде вигляду

𝑍𝑛 = 𝐴𝑍𝑛−1 + 𝑉𝑛, 𝑛 ≥ 1. (3)

Доведемо, що спектр оператора 𝐴 задовольняє умову

𝜎(𝐴) ⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1}. (4)

За означенням потрiбно довести, що для 𝜆 ∈ C, |𝜆| ≥ 1 рiвняння

(𝐴− 𝜆𝐼)𝑋 = 𝑌

для довiльного 𝑌 =

(︂
𝑌1
𝑌2

)︂
∈ 𝐵2 має єдиний розв’язок 𝑋 =

(︂
𝑋1

𝑋2

)︂
∈ 𝐵2.

Розв’язавши систему {︂
(𝐴1 − 𝜆𝐼)𝑋1 + 𝐴2𝑋2 = 𝑌1;
𝑋1 − 𝜆𝑋2 = 𝑌2,
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з урахуванням умови (2) отримаємо єдиний розв’язок{︂
𝑋1 = 𝜆(𝐴2 + 𝜆𝐴1 − 𝜆2𝐼)−1(𝑌1 + 𝜆𝑌2 − 𝐴1𝑌2) + 𝑌2;
𝑋2 = (𝐴2 + 𝜆𝐴1 − 𝜆2𝐼)−1(𝑌1 + 𝜆𝑌2 − 𝐴1𝑌2)

i таким чином умова (4) доведена.
З умови (4) випливає, що спектральний радiус оператора 𝐴 𝑟 менший за 1 i

тому
∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ‖𝐴𝑛‖ ≤ (𝑟 + 𝜀)𝑛.

Звiдси отримаємо, що знайдеться таке 𝑞, 0 < 𝑞 < 1, що

∃𝐿 > 0 : ∀𝑛 ≥ 1 ‖𝐴𝑛‖ ≤ 𝐿𝑞𝑛. (5)

Скористаємося мiркуваннями, якi були використанi при доведеннi теореми
1 [2]. З рiвняння (3) отримаємо

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑍𝑘 = 𝐴𝑍0+𝐴
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑍𝑘+
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑉𝑘 = 𝐴𝑍0+𝐴
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑍𝑘−𝐴(𝐴𝑛𝑍0+𝐴
𝑛−1𝑉1+𝐴

𝑛−2𝑉2+...+

+𝐴𝑉𝑛−1 + 𝑉𝑛) +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑉𝑘 = 𝐴𝑍0 + 𝐴
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑍𝑘 − 𝐴𝑛+1𝑍0 −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝑛+1−𝑖𝑉𝑖 +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑉𝑘.

Позначимо

𝑈𝑛 = 𝑐𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑍𝑘, 𝑊𝑛 = 𝑐𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑉𝑘.

Тодi рiвняння (3) набуде вигляду

𝑈𝑛 = (𝐼 − 𝐴)−1𝑊𝑛 +𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 1, (6)

де

𝑅𝑛 = (𝐼 − 𝐴)−1

(︃
𝑐𝑛(𝐼 − 𝐴𝑛)𝐴𝑍0 − 𝑐𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐−1
𝑖 𝐴𝑛+1−𝑖𝑐𝑖𝑉𝑖

)︃
.

Доведемо, що
lim
𝑛→∞

‖𝑅𝑛‖ = 0 м.н. (7)

З умови 2) теореми 1 випливає, що

∃𝑀 > 0 : ‖𝑉𝑛‖ < 𝑀 м.н. (8)

Тодi з (5) i (8) випливає, що норму 𝑅𝑛 можна оцiнити наступним чином:

‖𝑅𝑛‖ ≤ ‖(𝐼 − 𝐴)−1‖

(︃
2𝐿𝑐𝑛‖𝑍0‖+𝑀𝐿

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑛−𝑖+1𝑐𝑖

)︃
, 𝑛 ≥ 1 м.н.

За теоремою Тьоплiца

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑛−𝑖+1𝑐𝑖 = 0,

Роздiл 1: Математика i статистика



ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗКIВ АБСТРАКТНИХ СТОХАСТИЧНИХ . . . 57

i тим самим рiвнiсть (7) доведена.
Знайдемо (𝐼 − 𝐴)−1, розв’язавши систему

(𝐼 − 𝐴)

(︂
𝑋1

𝑋2

)︂
=

(︂
𝑌1
𝑌2

)︂
.

Ввiвши позначення 𝐷 = (𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)
−1, будемо мати{︂

𝑋1 = 𝐷(𝐴2𝑌2 + 𝑌1);
𝑋2 = 𝐷𝑌1 + (𝐷𝐴2 + 𝐼)𝑌2.

Тому

(𝐼 − 𝐴)−1𝑊𝑛 = (𝐼 − 𝐴)−1

⎛⎝ 𝑐𝑛
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑌𝑘

0

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎝ 𝐷𝑐𝑛
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑌𝑘

𝐷𝑐𝑛
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑌𝑘

⎞⎟⎟⎠ .

Звiдки ⃦⃦⃦⃦
𝑐𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑋𝑘 −𝐷𝑐𝑛
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑌𝑘

⃦⃦⃦⃦
= ‖(𝑈𝑛)1 − ((𝐼 − 𝐴)−1𝑊𝑛)1‖ ≤

≤ ‖𝑈𝑛 − (𝐼 − 𝐴)−1𝑊𝑛‖ = ‖𝑅𝑛‖ → 0, 𝑛→ ∞ м.н.

Теорема 2. Нехай {𝑌𝑛 : 𝑛 ≥ 1} – нескiнченна послiдовнiсть незалежних
однаково розподiлених випадкових величин з 𝐵, визначених на одному ймовiр-
нiсному просторi (Ω,F,P). Нехай E𝑌𝑖 = 𝜇 для всiх 𝑖 ∈ N, та виконуються
умови теореми 1.

Тодi для 𝑐𝑛 = 1
𝑛

та {𝑋𝑛 : 𝑛 ≥ 1} ⊂ 𝐵 – розв’язку стохастичного рiзницевого
рiвняння (1) справджується, що

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 = (𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)
−1𝜇

майже напевно.

Доведення.
Згiдно до посиленого закону великих чисел

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑛→ ∞ м.н.

Застосуємо теорему 1 у випадку, коли 𝑐𝑛 = 1
𝑛
, 𝑛 ≥ 1.⃦⃦⃦⃦

⃦ 1𝑛
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 − (𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)
−1𝜇

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 − (𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)
−1 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦+

+

⃦⃦⃦⃦
⃦(𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)

−1

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖 − 𝜇

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦→ 0, 𝑛→ ∞, м.н.
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Теорема 3. Нехай 𝐵 – дiйсний сепарабельний гiльбертiв простiр. Якщо
{𝑌𝑛 : 𝑛 ≥ 1} ⊂ 𝐵 – послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадко-
вих величин з E𝑌𝑛 = 0, E‖𝑌𝑛‖2 <∞ ; 𝑇 – оператор коварiацiї та виконується
умова (2), то

lim sup
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑋𝑖

⃦⃦⃦⃦
√
2𝑛 ln ln𝑛

=
√︀

‖(𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)−1𝑇 (𝐼 − 𝐴*
1 − 𝐴*

2)
−1‖

майже напевно.

Доведення. Спочатку зауважимо, що

E(𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)
−1𝑌𝑛 = (𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)

−1E𝑌𝑛 = 0.

Застосуємо теорему 1 та закон повторного логарифма [5] для 𝑐𝑛 = 1√
2𝑛 ln ln𝑛

,
𝑛 ≥ 3. Будемо мати

lim sup
𝑛→∞

𝑐𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ = lim sup

𝑛→∞
𝑐𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦(𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)

−1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

=

√︁
E ‖(𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)−1𝑌1‖2 =

√︀
E ((𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)−1𝑌1, (𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)−1𝑌1) =

=
√︀

cov ((𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)−1𝑌1, (𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)−1𝑌1).

Використовуючи властивiсть коварiацiї дiї оператора на вектор [6], отримаємо√︁
(𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)−1cov(𝑌1, 𝑌1) ((𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)−1)* =

=

√︁
(𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2)−1𝑇 (𝐼 − 𝐴*

1 − 𝐴*
2)

−1.

3. Висновки. Для розв’язкiв абстрактного стохастичного рiзницевого рiв-
няння в некритичному випадку встановлено зв’язок граничної поведiнки сум
елементiв розв’язку рiвняння з сумами елементiв вхiдної послiдовностi. Отри-
мано низку граничних результатiв для поведiнки сум компонент розв’язку за
умови вiдомої граничної поведiнки для компонент вхiдної послiдовностi.

Конфлiкт iнтересiв

Автори заявляють, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдже-
ння, включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який
мiг би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй
статтi.

Фiнансування

Дослiдження було проведено без фiнансової пiдтримки.
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Доступнiсть даних
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Lahoda O. A., Selivanov V. V., Chaikovs’kyi A. V. Limit Theorems for
Solutions of Abstract Stochastic Difference Equations .

For solutions of an abstract stochastic equation in the non-critical case, a connection
has been established between the limiting behavior of the sums of the equation’s solution
elements and the sums of the input sequence elements. A series of limiting results has
been obtained for the behavior of the sums of the solution components, provided that the
limiting behavior of the input sequence components is known.
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