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СУМIШ МУЛЬТИПЛIКАТИВНИХ РIВНЯНЬ РЕГРЕСIЇ

Дана стаття присвячена дослiдженню сумiшi мультиплiкативних регресiйних рiв-
нянь. Метою роботи є виведення граничного рiвняння для сумiшi мультиплiкативних
рiвнянь регресiї пiд впливом зовнiшнього середовища. Знайдено граничний вигляд
сумiшi та розглянуто приклад використання.

Ключовi слова: мультиплiкативнi рiвняння вiдновлення, сумiшi, зовнiшнє середови-
ще, граничнi ймовiрностi.

1. Вступ. Мультиплiкативнi регресiйнi моделi широко застосовуються для
опису процесiв, у яких взаємодiя змiнних має нелiнiйний характер. У випад-
ку випадкового середовища такi моделi природно узагальнюються до сумiшей,
де перемикання мiж режимами визначається стохастичними механiзмами. Це
дозволяє краще описувати реальнi системи, зокрема в економiцi, бiологiї та те-
хнiчних застосуваннях.

В статтi [5] дослiджено сумiш рiвнянь множинної регресiї. Дана робота при-
свячена дослiдженню сумiшi мультиплiкативних регресiйних рiвнянь.

2. Основний результат. Розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω,ℑ, 𝑃 ) та
вибiрку 𝑌 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) в цьому просторi, де 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 - незалежнi одна-
ково розподiленi випадковi величини. Нехай цi випадковi величини залежать
вiд факторiв 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑚) .

Будемо вважати, що кожен фактор може бути представлений у виглядi ви-
бiрки незалежних однаково розподiлених випадкових величин. Цi фактори опи-
сують вплив зовнiшнього середовища на вибiрку. Але не всi фактори мають
великий вплив на кожен елемент вибiрки, тому необхiдно просiяти вибiрку, по-
дiливши її на декiлька частин, в залежностi вiд впливу кожного з факторiв.

Сформулюємо теорему про сумiш мультиплiкативних рiвнянь регресiї.

Теорема 1. Нехай вибiрка 𝑌 = (𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑘) залежить вiд факторiв
𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑚) i 𝑌𝑖 = 𝑏𝑖0 · 𝑥𝑏𝑖1𝑖1 · 𝑥𝑏𝑖2𝑖2 · . . . · 𝑥𝑏𝑖𝑠𝑖𝑖𝑠𝑖

+ 𝜀𝑖, де 𝑥𝑖𝑗 ∈ 𝑋, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,
𝑗 = 1, . . . , 𝑠𝑘, 𝑠𝑘 ≤ 𝑚. Тодi вибiрку 𝑌 можна подати у виглядi сумiшi множин-
них рiвнянь регресiй

𝑌 = 𝑝1𝑌1 + 𝑝2𝑌2 + . . .+ 𝑝𝑘𝑌𝑘 + 𝜀,

де 𝑛𝑖

𝑛
→ 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, а 𝜀 ∼ 𝑁(0; 1).

Доведення. Подiлимо вибiрку 𝑌 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) на частини 𝑌1 = (𝑦11, 𝑦12,
. . . , 𝑦1𝑛1), 𝑌2 = (𝑦21, 𝑦22, . . . , 𝑦2𝑛2), . . . , 𝑌𝑘 = (𝑦𝑘1, 𝑦𝑘2, . . . , 𝑦𝑘𝑛𝑘

), де

𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑘 = 𝑛.
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Таким чином, отримано 𝑘 вибiрок i початкова вибiрка може бути представлена
у виглядi

𝑌 = (𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑘) .

Нехай вибiрка 𝑌1 залежить вiд факторiв 𝑥11, . . . , 𝑥1𝑠1 , 𝑌2 залежить вiд фа-
кторiв 𝑥21, . . . , 𝑥2𝑠2 , а вибiрка 𝑌𝑘 залежить вiд факторiв 𝑥𝑘1, . . . , 𝑥𝑘𝑠𝑘 , де 𝑥𝑖𝑗 ∈ 𝑋,
𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠𝑘, 𝑠𝑘 ≤ 𝑚. Будемо вважати, що кожен з факторiв може
мати вплив на декiлька вибiрок.

Нехай вибiрки 𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑘 залежать вiд факторiв 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑚) .
Тодi можна побудувати мультиплiкативнi рiвняння регресiї для кожної вибiрки.
В результатi отримаємо 𝑘 регресiйних рiвнянь

𝑌1 = 𝑏10 · 𝑥𝑏1111 · 𝑥𝑏1212 · . . . · 𝑥𝑏1𝑠11𝑠1
+ 𝜀1,

𝑌2 = 𝑏20 · 𝑥𝑏2121 · 𝑥𝑏2222 · . . . · 𝑥𝑏2𝑠22𝑠2
+ 𝜀2

та останнє рiвняння

𝑌𝑘 = 𝑏𝑘0 · 𝑥𝑏𝑘1𝑘1 · 𝑥𝑏𝑘2𝑘2 · . . . · 𝑥𝑏𝑘𝑠𝑘𝑘𝑠𝑘
+ 𝜀𝑘.

В цих рiвняннях 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, — нормально розподiленi випадковi величини
з математичним сподiванням 𝐸(𝜀𝑖) = 0 та дисперсiєю 𝑉 𝑎𝑟(𝜀𝑖) = 1.

Далi побудуємо сумiш мультиплiкативних рiвнянь регресiй

𝑌 = 𝑝1𝑌1 + 𝑝2𝑌2 + . . .+ 𝑝𝑘𝑌𝑘 + 𝜀.

Але для цього, потрiбно знайти ймовiрностi для кожного рiвняння регресiї.
Нехай 𝑝1 — ймовiрнiсть того, що випадкова величина з вибiрки 𝑌1 залежить вiд
факторiв 𝑥11, . . . , 𝑥1𝑠1 . Тодi

𝑛1

𝑛
→ 𝑝1.

Аналогiчно,
𝑛𝑖
𝑛

→ 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

У результатi,
𝑛1

𝑛
+
𝑛2

𝑛
+ . . .+

𝑛𝑘
𝑛

= 𝑝1 + 𝑝2 + . . .+ 𝑝𝑘 = 1.

Таким чином, сумiш рiвнянь регресiї можна подати в наступному виглядi

𝑌 =
𝑛1

𝑛
𝑌1 +

𝑛2

𝑛
𝑌2 + . . .+

𝑛𝑘
𝑛
𝑌𝑘 + 𝜀.

Пiдставимо рiвняння кожної з регресiй в рiвняння сумiшi

𝑌 = 𝑝1

(︁
𝑏10 · 𝑥𝑏1111 · 𝑥𝑏1212 · . . . · 𝑥𝑏1𝑠11𝑠1

+ 𝜀1

)︁
+ 𝑝2

(︁
𝑏20 · 𝑥𝑏2121 · 𝑥𝑏2222 · . . . · 𝑥𝑏2𝑠22𝑠2

+ 𝜀2

)︁
+

+ . . .+ 𝑝𝑘

(︁
𝑏𝑘0 · 𝑥𝑏𝑘1𝑘1 · 𝑥𝑏𝑘2𝑘2 · . . . · 𝑥𝑏𝑘𝑠𝑘𝑘𝑠𝑘

+ 𝜀𝑘

)︁
.

Позначимо
𝜀 = 𝑝1 · 𝜀1 + 𝑝2 · 𝜀2 + . . .+ 𝑝𝑘 · 𝜀𝑘.

Тодi
𝑌 = 𝑝1 · 𝑏10 · 𝑥𝑏1111 · 𝑥𝑏1212 · . . . · 𝑥𝑏1𝑠11𝑠1

+ 𝑝2 · 𝑏20 · 𝑥𝑏2121 · 𝑥𝑏2222 · . . . · 𝑥𝑏2𝑠22𝑠2
+

+ . . .+ 𝑝𝑘 · 𝑏𝑘0 · 𝑥𝑏𝑘1𝑘1 · 𝑥𝑏𝑘2𝑘2 · . . . · 𝑥𝑏𝑘𝑠𝑘𝑘𝑠𝑘
+ 𝜀.

У результатi отримано твердження теореми.
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Розглянемо приклад. Розглянемо еко-орiєнтоване мiкропiдприємство, яке
виготовляє продукцiю з бiорозкладних матерiалiв, застосовує “зеленi” технологiї
та намагається скоротити вуглецевий слiд. Його розвиток вiдбувається у кiлька
взаємопов’язаних фаз: запуск, розширення та зрiлiсть. У кожнiй фазi змiню-
ється структура факторiв, якi визначають прибуток, операцiйну ефективнiсть
та конкурентоспроможнiсть.

Вiзьмемо 100 пiдприємств, серед яких 30 на фазi «запуску», 40 на фазi «роз-
ширення» та 30 на фазi «зрiлостi». Видiлимо основнi змiннi, якi впливають на
прибуток пiдприємств, зокрема масштаб, маркетинг, якiсть, логiстика, екосер-
тифiкацiя та технологiї.

«Запуск» — це початковий етап, пiд час якого пiдприємство формує базо-
ву виробничу лiнiю та створює перший ринок збуту. Пiдприємство працює на
невеликих обсягах, а технологiї та процеси ще не оптимiзованi.

У цiй фазi прибуток переважно залежить вiд факторiв, що визначають поча-
ткову впiзнаванiсть та ринковий старт. Ключова характеристика фази запуску
— маркетинг та якiсть сильнiше впливають на попит, нiж масштаб.

В наступнiй фазi «розширення» пiдприємство вже має стабiльний ринок.
Виробничi процеси оптимiзуються, а обсяги зростають. Важливiсть змiнних змi-
нюється. У цiй фазi зростає роль масштабностi та технологiчностi.

У фазi «зрiлостi» пiдприємство стабiльне, має налагодженi канали збуту
i значну частку ринку. Основна мета — пiдвищення ефективностi, зниження
витрат, iнновацiйнiсть. На цьому етапi технологiї та екостандарти пiдсилюють
прибутковiсть.

Для моделювання та прогнозування рiвня прибутку, побудуємо мультиплi-
кативнi моделi регресiї, видiлившi основнi змiннi вiд яких залежить прибуток.

На етапi запуску рiвняння регресiї матиме наступний вигляд

𝑌1 = 𝐴1𝑋
𝛼
2𝑋

𝛽
3 ,

де 𝑌1 — рiвень прибутку, 𝑋2 — маркетинг, 𝑋3 — якiсть.
Прологарифмуємо дане рiвняння, в результатi отримаємо

ln𝑌1 = ln𝐴1 + 𝛼 ln𝑋2 + 𝛽 ln𝑋3.

Проведемо регресiйний аналiз та знайдемо коефiцiєнти моделi, використав-
ши метод найменших квадратiв. У результатi отримаємо рiвняння регресiї

ln𝑌1 = 0,698 + 0,395 · ln𝑋2 + 0,576 · ln𝑋3.

Подамо дане рiвняння в мультиплiкативнiй формi

𝑌1 = 2𝑋0,395
2 𝑋0,576

3 .

Перейдемо до другої фази «розширення». На цьому етапi рiвняння регресiї
матиме наступний вигляд

𝑌2 = 𝐴2𝑋
𝛾
1𝑋

𝛿
6 ,

де 𝑌2 — рiвень прибутку, 𝑋1 — масштаб, 𝑋6 — технологiї.
Прологарифмуємо дане рiвняння, в результатi отримаємо

ln𝑌2 = ln𝐴2 + 𝛾 ln𝑋1 + 𝛿 ln𝑋6.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Проведемо регресiйний аналiз та знайдемо коефiцiєнти моделi, використавши
метод найменших квадратiв. Таким чином отримаємо рiвняння регресiї

ln𝑌2 = −0,033 + 0,482 · ln𝑋1 + 0,173 · ln𝑋6.

Подамо дане рiвняння в мультиплiкативнiй формi

𝑌2 = 0,96𝑋0,428
1 𝑋0,173

6 .

Перейдемо до третьої фази «зрiлiсть». На цьому етапi рiвняння регресiї ма-
тиме наступний вигляд

𝑌3 = 𝐴3𝑋
𝜙
4𝑋

𝜓
5 ,

де 𝑌3 — рiвень прибутку, 𝑋4 — логiстика, 𝑋5 — екосертифiкацiя.
Прологарифмуємо дане рiвняння, в результатi отримаємо

ln𝑌3 = ln𝐴3 + 𝜙 ln𝑋4 + 𝜓 ln𝑋5.

Таким чином отримаємо рiвняння регресiї

ln𝑌3 = 1,835− 0,054 · ln𝑋4 + 0,781 · ln𝑋5.

Подамо дане рiвняння в мультиплiкативнiй формi

𝑌3 = 6𝑋−0,054
4 𝑋0,781

5 .

Наступним кроком обчислимо ймовiрностi

𝑝1 =
30

100
= 0.3; 𝑝2 =

40

100
= 0.4; 𝑝3 =

30

100
= 0.3.

Побудуємо сумiш рiвнянь регресiй

𝑌 = 𝑝1𝑌1 + 𝑝2𝑌2 + 𝑝3𝑌3 =

= 0,3 · 2𝑋0,395
2 𝑋0,576

3 + 0,4 · 0,96𝑋0,482
1 𝑋0,173

6 + 0,3 · 6𝑋−0,054
4 𝑋0,781

5 =

= 0,6𝑋0,395
2 𝑋0,576

3 + 0,384𝑋0,482
1 𝑋0,173

6 + 1,8𝑋−0,054
4 𝑋0,781

5 .

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй робо-
тi дослiджено сумiш мультиплiкативних регресiйних рiвнянь в умовах впливу
зовнiшнього випадкового середовища. Отримано граничне рiвняння, яке описує
асимптотичну поведiнку сумiшi.

Показано, що врахування зовнiшнього середовища суттєво впливає на стру-
ктуру та властивостi регресiйної моделi, зокрема на її довгострокову поведiнку.
Отриманi результати узагальнюють вiдомi пiдходи до аналiзу регресiйних мо-
делей i можуть бути використанi для дослiдження складнiших стохастичних
систем iз перемиканням режимiв.

Розглянутий приклад iлюструє можливостi практичного застосування побу-
дованої моделi та пiдтверджує отриманi теоретичнi результати.

Перспективи подальших дослiджень полягають у вивченнi багатовимiрних
узагальнень, дослiдженнi швидкостi збiжностi до граничного режиму, а також
у застосуваннi отриманих результатiв до прикладних задач у рiзних галузях.
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Yarova O. A. Mixture of multiplicative regression equations.
This paper is devoted to the study of a mixture of multiplicative regression equations.

The aim of the work is to derive a limiting equation for a mixture of multiplicative regression
equations under the influence of an external environment. The limiting form of the mixture
is obtained, and an example of its application is considered.
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