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СТАЦIОНАРНИЙ РОЗПОДIЛ ДЛЯ ПРОЦЕСIВ МIГРАЦIЇ
СПЕЦIАЛЬНОГО ТИПУ

В данiй статтi вводиться клас двовимiрних процесiв мiграцiї, за допомогою якого
можна моделювати процес обслуговування для рiзних систем з повторними викли-
ками. Спосiб надходження i обслуговування вимог обирається за рахунок керуючих
параметрiв мiграцiї. Головна мета роботи — пошук замкнених формул для стацiонар-
них iмовiрностей через параметри моделi процесу обслуговування.

Ключовi слова: процес мiграцiї, ланцюги Маркова, стацiонарний розподiл, системи
з повторними викликами, потiк iмовiрностей.

1. Вступ. Важливим роздiлом теорiї масового обслуговування являється тео-
рiя систем з повторними викликами. Цi системи детально розглянутi в роботах
[1, 2]. Вони використовуються в проектуваннi комп’ютерних мереж, при дослi-
дженнi стохастичних мереж обробки iнформацiї та сучасних систем зв’язку, при
описаннi процесу посадки повiтряних суден та iн. [1–4].

В системах з повторними викликами вимога, яка надiйшла у систему i за-
стала всi обслуговуючi прилади зайнятими, через деякий випадковий промiжок
часу знову повторює спробу потрапити на обслуговування. Вважається, що ви-
мога повторює спроби до тих пiр, поки не надiйде на обслуговування.

Системи з повторними викликами вiдрiзняються стратегiями первинних та
вторинних викликiв та кiлькiстю приладiв. Багатовимiрнiсть моделей цих си-
стем дозволяє проводити детальний аналiз їх iнтегральних характеристик, роз-
в’язувати оптимiзацiйнi задачi [5, 6]. З ускладненням моделей з’являються новi
математичнi проблеми — це пошук методiв розрахунку для характеристик си-
стеми в умовах стацiонарного режиму функцiонування.

2. Основний результат. Основну модель, яка розглядається в роботi, ви-
значимо як двовимiрний ланцюг Маркова з неперервним часом
𝑄 (𝑡) = (𝑄1 (𝑡) , 𝑄2 (𝑡)), 𝑡 ≥ 0 в обмеженiй множинi станiв 𝑆 = {0, 1, . . . ,𝑚} ×
× {0, 1, . . . , 𝑁} . Iнфiнiтезимальнi характеристики 𝑞𝛼𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑆, 𝛼 ̸= 𝛽 для 𝑄 (𝑡)
задамо системою спiввiдношень:
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при 𝛼 = (𝑖, 𝑗) та 𝑖 ̸= 𝑚

𝑞𝛼𝛽 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜆𝑖 𝑗, якщо 𝛽 = (𝑖+ 1, 𝑗),

𝜇𝑖 𝑗, якщо 𝛽 = (𝑖− 1, 𝑗),

𝜈𝑖 𝑗, якщо 𝛽 = (𝑖+ 1, 𝑗 − 1),

при 𝛼 = (𝑚, 𝑗)

𝑞𝛼𝛽 =

{︃
𝜇𝑚𝑗, якщо 𝛽 = (𝑚− 1, 𝑗),

𝜆𝑚𝑗, якщо 𝛽 = (𝑚, 𝑗 + 1).

За домовленiстю iнтенсивностi тих переходiв, якi виводять за обмежену
область 𝑆 дорiвнюють нулю 𝜇0𝑗 = 𝜈𝑖0 = 𝜈𝑚𝑗 = 𝜆𝑚𝑁 = 0.

Процеси мiграцiї типу 𝑄 (𝑡) моделюють роботу марковських систем з обме-
женим числом джерел повторних викликiв. Так при 𝜆𝑖𝑗 = 𝜆𝑚𝑗 = 𝜆, 𝜇𝑖𝑗 = 𝑖𝜇,
𝜈𝑖𝑗 = 𝑗𝜈 отримаємо класичну модель 𝑀/𝑀/𝑚/𝑁 системи з повторними викли-
ками [1], для якої 𝑚 — число обслуговуючих приладiв, 𝑁 — максимально мо-
жливе число джерел повторних викликiв. Вiдповiдним вибором iнтенсивностей
𝜈𝑖𝑗 можна отримати систему з повторними викликами та лiнiйною iнтенсивнi-
стю для повторних спроб зайняти вiльний прилад [4].

Перейдемо до аналiзу стацiонарного режиму процесу 𝑄 (𝑡), 𝑡 ≥ 0. Ми маємо
на метi отримати для стацiонарних iмовiрностей 𝜋𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆 подання, яке зру-
чно використовувати як для їх обчислення, так i для вивчення їх аналiтичних
властивостей.

Для того, щоб сформулювати основний результат, для 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1
введемо позначення: 𝐴 (𝑗) — тридiагональна матриця вигляду

𝐴 (𝑗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎
(0)
0 𝑎

(+)
0 0 0 . . . 0 0 0

𝑎
(−)
1 𝑎

(0)
1 𝑎

(+)
1 0 . . . 0 0 0

0 𝑎
(−)
2 𝑎

(0)
2 𝑎

(+)
2 . . . 0 0 0

. . .

0 0 0 0 . . . 𝑎
(−)
𝑚−2 𝑎

(0)
𝑚−2 𝑎

(+)
𝑚−2

0 0 0 0 . . . 0 𝑎
(−)
𝑚−1 𝑎

(0)
𝑚−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝑎
(0)
𝑖 = 𝜆𝑖𝑗 + 𝜇𝑖𝑗 + 𝜈𝑖𝑗, 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1;

𝑎
(+)
𝑖 = −𝜆𝑖𝑗, 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚− 2;

𝑎
(−)
𝑖 = −𝜇𝑖𝑗, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1;

𝐵 (𝑗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝜈0𝑗+1 0 . . . 0
0 0 𝜈1𝑗+1 . . . 0

. . .
0 0 0 . . . 𝜈𝑚−2𝑗+1

0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝐶 (𝑗) =
𝜇𝑚𝑗

𝜆𝑚𝑗

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 𝜈0𝑗+1

0 0 . . . 0 𝜈1𝑗+1

. . .
0 0 . . . 0 𝜈𝑚−2𝑗+1

0 0 . . . 0 𝜈𝑚−1𝑗+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Через 𝐴 (𝑁) будемо позначимо трикутну матрицю

𝐴 (𝑁) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜇1𝑁 0 0 . . . 0 0

− (𝜈1𝑁 + 𝜆1𝑁 ) 𝜇2𝑁 0 . . . 0 0
−𝜈1𝑁 − (𝜈2𝑁 + 𝜆2𝑁 ) 𝜇3𝑁 . . . 0 0

. . .
−𝜈1𝑁 −𝜈2𝑁 −𝜈3𝑁 . . . − (𝜈𝑚−2𝑁 + 𝜆𝑚−2𝑁 ) 𝜇𝑚−1𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Роздiл 1: Математика i статистика



СТАЦIОНАРНИЙ РОЗПОДIЛ ДЛЯ ПРОЦЕСIВ МIГРАЦIЇ . . . 119

Нам також необхiднi будуть вектори:

𝜋′ (𝑗) = (𝜋0𝑗, 𝜋1𝑗, . . . , 𝜋𝑚−1𝑗) , 𝑄 (𝑗) =
𝜋 (𝑗)

𝜋0𝑁
,

𝜈 ′ (𝑗) = (𝜈0𝑗, 𝜈1𝑗, . . . , 𝜈𝑚−1𝑗) , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁,

1̄ (𝑚− 1)− (𝑚− 1) — вимiрний вектор, що складається з одиниць, 𝑒𝑖 (𝑚− 1)−
− (𝑚− 1) — вимiрний вектор, 𝑖-та компонента якого дорiвнює одиницi, а iншi
дорiвнюють нулю. Через 1̄, 𝑒𝑖 будемо позначати такi ж вектори розмiрностi 𝑚.

Теорема 1. Якщо для 𝑄 (𝑡) iснує стацiонарний режим i матрицi 𝐴 (𝑗),
𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1 мають обернену, то стацiонарнi iмовiрностi 𝜋𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆
можна подати у виглядi

𝜋′ (𝑁) = 𝑆−1
𝑄 𝑄′ (𝑁) , 𝜋𝑚𝑁 = 𝑆−1

𝑄

1

𝜇𝑚𝑁

𝑄′ (𝑁) (𝜈 (𝑁) + 𝜆𝑚−1𝑁𝑒𝑚) , (1)

𝜋′ (𝑗) = 𝑆−1
𝑄 𝑄′ (𝑁)𝑇 (𝑁 − 1)× . . .× 𝑇 (𝑗) , (2)

𝜋𝑚𝑗 = 𝑆−1
𝑄

1

𝜆𝑚𝑗

𝑄′ (𝑁)𝑇 (𝑁 − 1)× . . .× 𝑇 (𝑗 + 1) 𝜈 (𝑗 + 1) , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1,

(3)
де

𝑆𝑄 = 𝑄′ (𝑁)

{︃
1̄ +

1

𝜇𝑚𝑁

(𝜈 (𝑁) + 𝜆𝑚−1𝑁𝑒𝑚) +
𝑁−1∑︁
𝑗=0

𝑇 (𝑁 − 1)× . . .× 𝑇 (𝑗 + 1)×

×
[︂
𝑇 (𝑗)1̄ +

1

𝜆𝑚𝑗

𝜈(𝑗 + 1)

]︂}︂
, (4)

𝑄 (𝑁) =

(︂
1

𝐴−1 (𝑁) (𝜈0𝑁 1̄ (𝑚− 1) + 𝜆0𝑁𝑒1 (𝑚− 1))

)︂
, (5)

𝑇 (𝑗) = [𝐵(𝑗) + 𝐶(𝑗)]𝐴−1(𝑗), 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.

Доведення. Для кожного 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚−1 розiб’ємо 𝑆 на двi пiдмножини
𝐸𝑘 = {(0, 𝑁) , (1, 𝑁) , . . . , (𝑘,𝑁)} та 𝐸̄𝑘 = 𝑆∖𝐸𝑘. В силу рiвностi потокiв iмовiр-
ностi через замкнений контур у стацiонарному режимi [7: 49], будемо мати

𝜈0𝑁𝜋0𝑁 + 𝜈1𝑁𝜋1𝑁 + . . .+ 𝜈𝑘−1𝑁𝜋𝑘−1𝑁 + (𝜈𝑘𝑁 + 𝜆𝑘𝑁) 𝜋𝑘𝑁 = 𝜇𝑘+1𝑁𝜋𝑘+1𝑁 ,

𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1.
(6)

Для 𝑄𝑖𝑗 =
𝜋𝑖𝑗
𝜋0𝑁

, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆 першi (𝑚− 1) рiвняння iз системи (6) мають вигляд⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜇1𝑁𝑄1𝑁 = 𝜈0𝑁 + 𝜆0𝑁

− (𝜈1𝑁 + 𝜆1𝑁)𝑄1𝑁 + 𝜇2𝑁𝑄2𝑁 = 𝜈0𝑁

−𝜈1𝑁𝑄1𝑁 − (𝜈2𝑁 + 𝜆2𝑁)𝑄2𝑁 + 𝜇3𝑁𝑄3𝑁 = 𝜈0𝑁

. . .

−𝜈1𝑁𝑄1𝑁 − . . .− (𝜈𝑚−2𝑁 + 𝜆𝑚−2𝑁)𝑄𝑚−2𝑁 + 𝜇𝑚−1𝑁𝑄𝑚−1𝑁 = 𝜈0𝑁

. (7)
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Вiдносно 𝑄1𝑁 , . . . , 𝑄𝑚−1𝑁 розв’язком (7) буде⎛⎝ 𝑄1𝑁

. . .
𝑄𝑚−1𝑁

⎞⎠ = 𝐴−1(𝑁)(𝜈0𝑁 1̄(𝑚− 1) + 𝜆0𝑁𝑒1(𝑚− 1)).

Таким чином (5) доведено.
З (6) при 𝑘 = 𝑚− 1 знаходимо

𝑄𝑚𝑁 =
1

𝜇𝑚𝑁

𝑄′(𝑁)(𝜈(𝑁) + 𝜆𝑚−1𝑁𝑒𝑚). (8)

Узагальнимо спiввiдношення (8) на випадок 𝑗 = 𝑁 − 1, . . . , 1, 0. Розiб’ємо 𝑆
на двi пiдмножини 𝑆𝑗 = {(𝛼, 𝛽) ∈ 𝑆 : 𝛽 ≤ 𝑗} i 𝑆𝑗 = 𝑆∖𝑆𝑗. Знову використовуючи
рiвнiсть потокiв iмовiрностi через замкнений контур, маємо

𝜆𝑚𝑗𝑄𝑚𝑗 = 𝜈0𝑗+1𝑄0𝑗+1 + . . .+ 𝜈𝑚−1𝑗+1𝑄𝑚−1𝑗+1

або
𝑄𝑚𝑗 =

1

𝜆𝑚𝑗

𝑄′ (𝑗 + 1) 𝜈 (𝑗 + 1) , 𝑗 = 𝑁 − 1, . . . , 0. (9)

Розглянемо тепер 𝑚×𝑁 замкнених контурiв, якi мiстять одну точку (𝑖, 𝑗) з
областi 𝑆1 = {0, 1, . . . ,𝑚− 1} × {0, 1, . . . , 𝑁 − 1} . Вiдповiднi рiвняння для 𝑄𝑖𝑗,
(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆1 мають вигляд

(𝜆0𝑗 + 𝜈0𝑗)𝑄0𝑗 = 𝜇1𝑗𝑄1𝑗, 𝑖 = 0, (10)

(𝜆𝑖𝑗 + 𝜇𝑖𝑗 + 𝜈𝑖𝑗)𝑄𝑖𝑗 =𝜈𝑖−1𝑗+1𝑄𝑖−1𝑗+1 + 𝜆𝑖−1𝑗𝑄𝑖−1𝑗 + 𝜇𝑖+1𝑗𝑄𝑖+1𝑗,

𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚− 2.
(11)

При 𝑖 = 𝑚− 1 з урахуванням (9)

(𝜆𝑚−1𝑗 + 𝜇𝑚−1𝑗 + 𝜈𝑚−1𝑗)𝑄𝑚−1𝑗 = 𝜈𝑚−2𝑗+1𝑄𝑚−2𝑗+1+

+𝜆𝑚−2𝑗𝑄𝑚−2𝑗 +
𝜇𝑚𝑗

𝜆𝑚𝑗

𝑄′ (𝑗 + 1) 𝜈 (𝑗 + 1) . (12)

Систему (10)–(12) можна подати у векторно-матричному виглядi

𝑄′ (𝑗)𝐴 (𝑗) = 𝑄′ (𝑗 + 1) [𝐵 (𝑗) + 𝐶 (𝑗)] ,

або

𝑄′ (𝑗) = 𝑄′ (𝑗 + 1) [𝐵 (𝑗) + 𝐶 (𝑗)]𝐴−1 (𝑗) = 𝑄′ (𝑗 + 1)𝑇 (𝑗) ,

𝑗 = 𝑁 − 1, . . . , 1, 0,
(13)

оскiльки за умовою 𝐴−1(𝑗) iснує.
Розв’язком рекурентного спiввiдношення (13) буде послiдовнiсть векторiв

𝑄′ (𝑗) = 𝑄′ (𝑁)𝑇 (𝑁 − 1)× . . .× 𝑇 (𝑗) , 𝑗 = 𝑁 − 1, . . . , 1, 0. (14)
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Пiдставляючи праву частину (14) в (9), маємо

𝑄𝑚𝑗 =
1

𝜆𝑚𝑗

𝑄′(𝑁)𝑇 (𝑁 − 1)× . . .× 𝑇 (𝑗 + 1)𝜈(𝑗 + 1), 𝑗 = 𝑁 − 1, . . . , 1, 0. (15)

Тепер умова нормування для стацiонарних iмовiрностей 𝜋𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆 дозво-
ляє знайти

𝜋0𝑁 =

{︃
𝑄′(𝑁)1̄ +

𝑁−1∑︁
𝑗=0

𝑄′(𝑁)𝑇 (𝑁 − 1)× . . .× 𝑇 (𝑗)1̄ +
1

𝜇𝑚𝑁

𝑄′(𝑁)(𝜈(𝑁)+

+𝜆𝑚−1𝑁𝑒𝑚) +
𝑁−1∑︁
𝑗=0

1

𝜆𝑚𝑗

𝑄′(𝑁)𝑇 (𝑁 − 1)× . . .× 𝑇 (𝑗 + 1)𝜈(𝑗 + 1)

}︃−1

. (16)

Спiввiдношення (1)–(4) є безпосереднiм наслiдком (8), (14)–(16).
Теорему доведено.
Застосуємо отриманий результат до системи 𝑀/𝑀/𝑚/𝑁 з повторними ви-

кликами. У даному випадку залежнiсть локальних характеристик вiд точки
(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆 фазового простору має простий явний вигляд i можна провести бiльш
детальний аналiз.

Для 𝑀/𝑀/𝑚/𝑁 — системи з повторними викликами

𝐵(𝑗) = (𝑗 + 1) 𝜈𝐵, 𝐶(𝑗) = (𝑗 + 1) 𝜈𝜌−1𝐶,

де 𝜌 = 𝜆
𝑚𝜇

— завантаженням системи первинними викликами,

𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0

. . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 1

. . .
0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎠ .

Матрицю 𝐴(𝑗) можна подати у виглядi

𝐴(𝑗) = ∆(𝑗)[𝐼 − 𝑃 (𝑗)], 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1,

де ∆(𝑗) = ‖(𝜆+ 𝛼𝜇+ 𝑗𝜈)𝛿𝛼𝛽‖𝑚−1
𝛼,𝛽=0 — дiагональна матриця, 𝑃 (𝑗) = ‖𝑝𝛼𝛽(𝑗)‖𝑚−1

𝛼,𝛽=0 ,

𝑝𝛼𝛽(𝑗) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜆

𝜆+𝛼𝜇+𝑗𝜈
, 𝛽 = 𝛼+ 1, 𝛼 = 0, 1, . . . ,𝑚− 2,

𝛼𝜇
𝜆+𝛼𝜇+𝑗𝜈

, 𝛽 = 𝛼− 1, 𝛼 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1,

0, в iнших випадках,

пiдстохастична матриця (𝑝𝛼𝛽(𝑗) ≥ 0 i для будь-якого 𝛼 :
𝑚−1∑︀
𝛽=0

𝑝𝛼𝛽(𝑗) ≤ 1).

Оскiльки для

𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1
𝑚−1∑︁
𝛽=0

𝑝𝑚−1𝛽(𝑗) =
(𝑚− 1)𝜇

𝜆+ (𝑚− 1)𝜇+ 𝑗𝜈
< 1,

i матриця 𝑃 (𝑗) є нерозкладною, то її спектральний радiус строго менше 1. Звiд-
си випливає, що матриця 𝐴(𝑗) має обернену матрицю

A−1(𝑗) = [𝐼 − 𝑃 (𝑗)]−1∆−1(𝑗) = [𝐼 + 𝑃 (𝑗) + 𝑃 2(𝑗) + . . .] ∆−1(𝑗).

Таким чином, умови теореми 1 виконуються i ми маємо наступний результат.
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Наслiдок 1. Стацiонарнi iмовiрностi 𝑀/𝑀/𝑚/𝑁 — системи з повторни-
ми викликами можуть бути поданi у виглядi (1)–(4), де матриця

𝑇 (𝑗) = (𝑗 + 1)𝜈 [𝐵 + 𝜌−1𝐶][𝐼 − 𝑃 (𝑗)]−1∆−1(𝑗), 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.

Очевидно, формули (1)–(4) представляють собою ефективну рекурентну про-
цедуру для обчислення стацiонарного розподiлу. У випадку одного обслугову-
ючого приладу (𝑚 = 1) векторно-матричне подання стацiонарних iмовiрностей
значно спрощується.

Наслiдок 2. Стацiонарнi iмовiрностi для 𝑀/𝑀/1/𝑁 — системи з повтор-
ними викликами мають вигляд

𝜋(0, 𝑘) = 𝑆−1
𝑄

𝑘−1∏︁
𝑗=0

(︂
𝜌
𝑗 + 𝜆/𝜈

𝑗 + 1

)︂
, (17)

𝜋(1, 𝑘) = 𝑆−1
𝑄 𝜌

(︁
1 + 𝑘

𝜈

𝜆

)︁ 𝑘−1∏︁
𝑗=0

(︂
𝜌
𝑗 + 𝜆/𝜈

𝑗 + 1

)︂
, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁, (18)

де

SQ =
𝑁∑︁
𝑚=0

[︂
1 + 𝜌

(︂
1 +𝑚

𝜈

𝜇

)︂]︂ 𝑚−1∏︁
𝑗=0

(︂
𝜌
𝑗 + 𝜆/𝜈

𝑗 + 1

)︂
.

Перейдемо тепер до розрахункiв стацiонарного розподiлу для конкретної
системи. Для спрощення вважаємо, що iнтенсивнiсь обслуговування 𝜇 = 1, що
не обмежує загальностi.

Як приклад, розглянемо систему 𝑀/𝑀/1/20. Нехай 𝜈 = 0.1, 𝜆 = 1.1.
Наведемо числовi значення стацiонарного розподiлу та їх графiки.

0.00734806, 0.0177823, 0.0264239, 0.0310369, 0.031622, 0.0292629, 0.0252561,
0.0206734, 0.0162316, 0.0123223, 0.00909825, 0.00656287, 0.00464089, 0.00322603,
0.00220929, 0.00149327, 0.000997633, 0.000659625, 0.000432092, 0.000280672, 0.00018093.

Рис. 1. Стацiонарнi ймовiрностi 𝜋0𝑗(20).

0.00808286, 0.0213388, 0.034351, 0.0434516, 0.047433, 0.0468206, 0.0429354,
0.0372121, 0.0308401, 0.0246446, 0.0191063, 0.0144383, 0.010674, 0.00774247,
0.00552322, 0.00388249, 0.00269361, 0.00184695, 0.00125307, 0.000842016, 0.00056087.

Роздiл 1: Математика i статистика



СТАЦIОНАРНИЙ РОЗПОДIЛ ДЛЯ ПРОЦЕСIВ МIГРАЦIЇ . . . 123

Рис. 2. Стацiонарнi ймовiрностi 𝜋1𝑗(20).

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй робо-
тi для моделювання процесу обслуговування систем з повторними викликами
вводиться клас двовимiрних процесiв мiграцiї. Тип системи обирається за раху-
нок керуючих параметрiв мiграцiї. Для обчислення стацiонарних iмовiрностей
отриманi явнi формули в векторно-матричному виглядi. Вони є зручними для
їх обчислення та розв’язку оптимiзацiйних задач. На завершення зауважимо,
що простi формули, подiбнi (17), (18) можуть бути отриманi для iнших типiв
мiграцiй, що визначаються вибором залежностi локальних характеристик вiд
фазової точки областi 𝑆.

В подальшому дослiдженнi можна розглянути системи з необмеженим чи-
слом повторних викликiв i з’ясувати умови iснування стацiонарного розподiлу.
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An important branch of queueing theory is the theory of systems with retrial queuing.
They are used in the design of computer networks, in the analysis of stochastic information
processing networks and modern communication systems, as well as in modeling the process
of aircraft landing, etc.

In retrial queueing systems, a request that arrives at the system and finds all servers
busy does not join a finite-capacity queue, as in queueing systems with waiting, and does not
leave the system permanently, as in loss systems. When all service devices are occupied, this
request makes another attempt to access service. It is assumed that the request continues
retrying until it is eventually admitted to service.

Retrial systems differ in the strategies of primary and secondary calls, as well as in the
number of servers. The multidimensional nature of the models makes it possible to carry out
a systematic analysis of stochastic networks and to investigate their integral performance
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characteristics. As the models become more complex, new mathematical problems arise, in
particular, the development of methods for evaluating system performance measures under
stationary operating conditions.

In this paper, a class of two-dimensional migration processes is introduced, which can
be used to model the service process for various retrial systems. The arrival and service
mechanisms of requests are determined by the controlling parameters of the migration.
The main objective of the paper is to derive closed-form expressions for the stationary
probabilities in terms of the parameters of the service process model.

Keywords: migration process, Markov chains, stationary distribution, retrial queues,
probability flow.
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